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Определение. Показателем остатка x по модулю n называется наименьшая положительная степень t такая, что . Если t = φ(n), то x называется первообразным корнем по модулю n.
Рассмотрим уравнение  для некоторого простого p. Для каждого решения этого уравнения обозначим его показатель t по модулю p. Докажите следующие утверждения:	
а) уравнение имеет p – 1 решений;	
б) t – делитель p – 1;	
в) если существует остаток y с показателем t, то уравнение  имеет ровно t решений (какие?);	
г) если остаток z имеет показатель t, то z представимо в виде , причем НОД(k, t) = 1;
д) существует либо φ(t) остатков с показателем t, либо ни одного.
а) Рассмотрим дроби . Сократим все дроби. Пусть t – делитель числа p – 1. Сколько дробей будут иметь знаменатель, равный t?	
б) Лемма Гаусса. Докажите формулу (суммирование по всем делителям числа p – 1):
в) Улучшите результат задачи 1д), т.е. докажите, что существует ровно φ(t) остатков с показателем t.
Теорема. По простому модулю p существует ровно φ(p – 1) первообразных корней.
Задачи
Найдите все первообразные корни по модулям 5, 13, 6.
Чтобы проверить, является ли остаток a (такой, что (a, n) = 1) первообразным корнем по модулю n, нужно разложить на множители  и проверить, что ни одно из чисел вида  не сравнимо с 1. Объясните этот способ.
n и k – натуральные числа. Докажите, что если не существует первообразного корня по модулю n, то не существует и по модулю kn.
Докажите, что для любого простого р первые (р–1) натуральных чисел можно расставить по кругу так, чтобы для любых трех подряд идущих чисел a, b, c разность b2 – ac делилась на р.
Докажите, что при любом натуральном k, где НОД(k, 2016) = 1, верно:

(Число 2 является первообразным корнем по простому модулю 2017)
а) Пусть n = 4q, где q – нечетное простое, (a, n) = 1. Может ли показатель числа a по модулю n быть равным φ(n)?
б) Пусть n = pq, где p и q – различные нечетные простые числа, (a, n) = 1. Может ли показатель числа a по модулю n быть равным φ(n)?
Докажите, что не существует первообразных корней по модулям, отличным от 2, 4, pk, 2pk.
Докажите, что при любом натуральном n число 2 является первообразным корнем по модулю 3n.
