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Теорема Хелли
10 июля ∙ обычная группа
Теорема Хелли на прямой. На прямой дано n ≥ 2 попарно пересекающихся отрезков. Докажите, что все отрезки имеют общую точку.
На плоскости дано конечное множество многоугольников (не обязательно выпуклых), каждые два из них имеют общую точку. Докажите, что существует прямая, пересекающая все эти многоугольники.
Для любого n ≥ 3 нарисуйте на плоскости n выпуклых множеств так, чтобы любые два множества имели общую точку, но все множества не имели такой точки.
а) На плоскости дано n ≥ 4 точек. Докажите, что их можно разбить на 2 множества, выпуклые оболочки которых пересекаются.
б) Если на плоскости 4 выпуклых множества и любые 3 из них имеют общую точку, то и все множества имеют общую точку.
в) Теорема Хелли на плоскости. Если на плоскости n ≥ 3 выпуклых множеств и любые 3 из них имеют общую точку, то и все множества имеют общую точку.
Дан выпуклый многоугольник. Известно, что для любых трех его сторон можно выбрать точку О внутри многоугольника так, что перпендикуляры, опущенные из точки О на эти стороны, попадают на них, а не на их продолжения. Докажите, что тогда такую точку О можно выбрать для всех сторон одновременно.
На плоскости проведено n прямых и для каждой прямой выбрали одну из двух полуплоскостей, на которые она делит плоскость. Известно, что выбранные полуплоскости целиком покрывают всю плоскость. Докажите, что можно оставить только 3 полуплоскости, которые также покрывают всю плоскость.
На столе сидит n комаров, любых троих из которых можно прибить круглой кружкой радиуса 1. Докажите, что их всех можно прибить этой кружкой одновременно.
а) Стороны остроугольного треугольника не больше 1. Докажите, что радиус описанной окружности не более .
б) Попарные расстояния между n точками на плоскости не больше 1. Докажите, что все точки можно накрыть кругом радиуса .
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