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Квадратичные вычеты
15 июля ∙ необычная группа
Пусть p – нечетное простое число. Рассмотрим уравнение .
Определение. Если для a ≠ 0 существует решение уравнения, то a называется квадратичным вычетом по модулю p. В противном случае a – квадратичный невычет. 
а) Сколько корней может иметь уравнение  в зависимости от a?	
б) Докажите, что среди ненулевых остатков по модулю p ровно половина являются квадратичными вычетами.
Докажите следующие свойства произведений квадратичных вычетов:	
а) вычет × вычет = вычет;	
б) вычет × невычет = невычет;	
в) невычет × невычет = вычет.
Определение. Символом Лежандра называют выражение , причем:

Докажите, что .
а) Используя малую теорему Ферма, докажите, что если a – кв. вычет, то .
б) Используя теорему Вильсона, докажите, что если a – кв. невычет, то . 
Критерий Эйлера. Если p – нечетное простое число, то:

Для остатка a ≠ 0 рассмотрим множество остатков . Пусть n – количество остатков в A, больших .	
а) Докажите, что если в А каждый из остатков  заменить на p – k, то полученное множество B совпадает с множеством .	
б) Докажите, что .
Критерий Гаусса. Если p – нечетное простое число, a не делится на p, то:

Задачи
Вычислите , используя оба критерия.
Докажите, что число  не может иметь простых делителей вида 4k + 3.

Теорема Жирара. Пусть простое p имеет вид 4k + 3. Докажите, что если , то тогда обязательно  и .
Докажите, что простых чисел вида 4k + 1 бесконечно много.
Докажите, что уравнение  не имеет решений в натуральных числах.
Решите уравнение в целых числах: .
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