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а) Дан многочлен . Пусть целое число q является корнем P(x). Докажите, что свободный член P(x) делится на q.
б) Пусть несократимая дробь q/r является корнем P(x). Докажите, что свободный член P(x) делится на q, а коэффициент при старшем члене делится на r.
в) Докажите, что если P(x) – приведенный многочлен, то любой его рациональный корень является целым числом.
г) Для случая из пункта б) докажите, что для любого целого n число P(n) делится на r∙n – q.
Определение. Многочлен  называется приводимым над , если существуют  меньшей степени такие, что P(x) = Q(x)R(x). В противном случае P(x) неприводим над .
Приводимы ли над  многочлены а) x3 + 2;	б) x4 +x3 + x2 + x + 1?
Пусть , причем P(x) = Q(x)R(x). Известно, что все коэффициенты многочлена P(x) деляется на некоторое простое число p. Докажите, что либо все коэффициенты Q(x), либо все коэффициенты R(x) делятся на p.
Пусть  , причем P(x) = Q(x)R(x). Обозначим НОД всех коэффициентов P(x), Q(x), R(x) за a, b, c соответственно. Докажите, что a = bc.
Определение. НОД всех коэффициентов многочлена с целыми коэффициентами называется содержанием многочлена.
а) Докажите, что любой многочлен  можно представить в виде дроби , где , причем содержание многочлена Q(x) равно 1.
б) Докажите, что если многочлен  приводим над , то он приводим и над .
а) Критерий Эйзенштейна. Пусть , причем старший коэффициент не делится на простое число p, все остальные коэффициенты делятся на p, но свободный член не делится на p2. Докажите, что тогда P(x) неприводим над .
б) Приведите пример многочлена, для которого обратное утверждение неверно.
Лемма. Пусть a – целое. Если многочлен P(x) неприводим над , то P(x + a) – тоже.
Докажите, что следующие многочлены неприводимы над :	
а) 15x5 + 18x4  9x2+27x  36;	
б) x4 + 1;	
в) x6 + x3 + 1;	
г) xn+1 + 5xn – 3.
Докажите, что многочлен xp–1 + xp–2 + … + x + 1 неприводим над  тогда и только тогда, когда p – простое число.
Докажите, что многочлен P(x) = (х – а1)∙...∙(х – аn) – 1, где а1, ..., аn – различные целые числа, неприводим над .
