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Дама с собачкой
21 июля
Теорема. Любой многочлен степени не меньше единицы с комплексными коэффициентами (в том числе и с действительными) имеет хотя бы один комплексный корень.
Пусть число z выходит из точки 1, обходит окружность радиусом 1 с центром 0 и возвращается в ту же точку 1. Начертите линию, по которой движется точка:		а) ;   б) ;   в) ;   г) .
Рассмотрим приведенный многочлен степени n с комплексными коэффициентами 
. Пусть  (иначе многочлен P(z) будет иметь корень ). При движении по комплексной плоскости точки z происходит перемещение по комплексной плоскости точки . Точку  на комплексной плоскости назовем Дамой, а точку  — Cобачкой.
Число z начинает свой путь по комплексной плоскости в действительной точке , проходит один раз по окружности  радиуса  против часовой стрелки и возвращается в ту же точку.	
а) Какой путь при этом совершит Дама? Сколько раз она обойдет вокруг точки 0?
При любом положении точки z расстояние между Дамой и Собачкой равно
. Назовем длиной поводка число L, равное максимально возможному расстоянию между Дамой и Собачкой при заданном значении .
б) Докажите, что при  длина поводка не превосходит

в) Какого радиуса  нужно взять окружность  в качестве траектории движения точки z, чтобы длина поводка была меньше  — расстояния от Дамы до точки 0? Сколько раз при этом Собачка обойдет вокруг точку 0 при движении z по окружности ?
Начнем уменьшать радиус окружности , по которой движется точка . Радиус окружности, по которой гуляет Дама, уменьшается, но она по-прежнему будет проходить n раз вокруг точки 0. Траектория движения Собачки меняется непрерывно, то есть при «небольшом» изменении R траектория изменяется незначительно.
а) Докажите, что при R < 1 собачка находится от точки a0 на расстоянии не большем, чем .	
б) Какое значение радиуса  окружности  нужно взять, при котором Собачка ни разу не пройдет вокруг точки 0?
Итак, в процессе уменьшения R число обходов траектории Собачки вокруг точки 0 уменьшается от n до нуля. Значит, при некотором значении радиуса Собачка будет вынуждена пройти через 0.
Теорема доказана!


Следствия
Всякий многочлен степени n  1 с комплексными коэффициентами единственным образом с точностью до умножения на число раскладывается в произведение n линейных сомножителей с комплексными коэффициентами.
Докажите, что любой многочлен с действительными коэффициентами единственным образом раскладывается в произведение многочленов степени не выше второй с действительными коэффициентами.
Докажите, что любой многочлен с действительными коэффициентами нечётной степени имеет хотя бы один действительный корень.

Несколько задач
Разложите на множители с действительными коэффициентами многочлен  x8 + x4 + 1.
Многочлен P(x) с действительными коэффициентами при всех действительных x принимает только положительные значения. Докажите, что найдутся такие многочлены A(x) и B(x) с действительными коэффициентами, для которых P(x) = A²(x) + B²(x).
Докажите, что при любых натуральных p и q число (p + 1)2q+1 + pq+2 делится на p2 + p + 1.
