НЕСЧЕТНЫЕ  И  КОНТИНУАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА-3,  ? ИЮЛЯ.

Бывают ли множества, более мощные, чем континуальные ?

Как известно, у  n-элементного множества имеется ровно  2n подмножеств. Для бесконечного множества  X   через  2X  обозначается множество всех подмножеств множества  X .
Теорема Кантора.    2X мощнее X, т.е.  X   можно отобразить в  2X  иньективно, но нельзя отобразить  X   на  2X  биективно.
Доказать, оказывается, можно чуть более сильное утверждение.

Задача 1.  Множество  X  вообще нельзя отобразить  на  2X .

А.Канель предложил следующую переформулировку задачи 1: "В некотором царстве любое множество подданных образует тайное общество и каждый подданный доносит ровно на одно тайное общество. Докажите, что есть тайное общество, на которое никто не доносит." (Схема доказательства. "Предателем" назовем того, кто доносит на то общество, в котором состоит сам. "Джентльменом" назовем того, кто доносит на то общество, в котором сам не состоит. Тогда на тайное общество, состоящее из всех "джентльменов" никто не доносит).

Следствие 2.  Существуют сколь угодно большие мощности: мощность множества  X  меньше мощности мно жества 2X, которая меньше мощности множества 
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и т.д.

Следствие  3. Множество всех подмножеств счетного множества несчетно.

Связь между счетными и континуальными множествами.

Равенство из следующей теоремы вместе с уже многократно использованной нами схемой пересчета пар натуральных чисел выбито на барельефе могилы Кантора.

Теорема  Кантора.  
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 ,  т.е. множество всех подмножеств счетного множества континуально.

Технически удобнее  разбить доказательство на следующие, более конкретные факты.

Задача 4.

А) Множество всех подмножеств натуральных чисел равномощно множеству  D  всех последовательностей из нулей и единиц.

Б)  Если из  D  убрать все последовательности, имеющие "хвосты" из нулей (или из единиц), то останется множество   D'  равномощное  D.
В)   Если у каждой последовательности из  D'  впереди приписать ноль и потом запятую, то получится двоичная запись некоторого числа из [0;1); так получатся все не двоично-рациональные числа из [0;1).

Г)   Множество всех не двоично-рациональных чисел из [0;1)  равномощно всему полуинтервалу [0;1).
Д)   Значит   
[image: image3.wmf]N

2

  равномощно  [0:1), т.е. континуально.

Задача 5.  В коридоре – счетное число лампочек. Сколько существует способов освещения ?

Задача 6.  Доказать континуальность множества всех последовательностей целых чисел.

Задача 7.  Множество всех функций на отрезке имеет мощность  2с  (гиперконтинуум).

(Схема. Если не делать разницы между функцией и ее графиком, то всех функций не больше, чем всех подмножеств плоскости, т.е. получаем оценку мощности сверху. Для оценки мощности снизу можно для каждого подмножества  A  отрезка рассмотреть функцию, равную нулю во всех точках из  A  и  равную единице в остальных точках. Таких функций – столько же, сколько самих подмножеств, т.е. 2c).

Континуум-гипотеза (1872-1964).  Бывают  ли множества мощность которых заключена строго между  
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