ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА.    День 1.

Множество называется выпуклым если вместе с любыми своими двумя точками содержит целиком и отрезок, соединяющий эти точки.  Это определение годится и для прямой, и для плоскости, и для пространства, и, вообще, имеет смысл в любой ситуации, когда ясно, что называется отрезком между двумя точками. Например, можно говорить о выпуклых подмножествах сферы, поверхности куба и т.п. Мы, как правило, ограничимся плоскими выпуклыми множествами.  

Задача 1. Докажите, что пересечение 

а) двух; б) n ;  в) любого числа  (бесконечного ) выпуклых множеств само является выпуклым множеством.

Типичный пример выпуклого множества – полуплоскость ( с граничной прямой или без нее ).

Задача 2. 

А) Докажите выпуклость любого треугольника.

Б) Приведите пример, когда пересечение трех полуплоскостей есть неограниченное выпуклое множество.

В) Докажите выпуклость любого круга. (Лемма 
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Г) Докажите выпуклость множества, лежащего выше параболы   y = x2 .

Задача 3. Критерий выпуклости четырехугольника:  ( когда его диагонали пересекаются.

Задача 4. 

А) Фирмы  А, В, С  поселились на прямой и начали строить крыши для себя (выпуклые подмножества прямой). В какой-то момент выяснилось, что крыши над любыми двумя фирмами имеют по общей точке. Докажите, что в этот самый момент есть и точка, которая принадлежит сразу трем крышам.

Б) То же для четырех крыш. 

В) То же для   n    крыш.  

Г*) Верно ли это утверждение для счетного числа крыш?

Теорема Хелли на прямой.
1) Пересечение конечного числа  выпуклых подмножеств прямой непусто, если непусты все их попарные пересечения.

2) Пересечение любого числа  выпуклых ограниченных подмножеств прямой непусто, если непусты все их попарные пересечения. (! Граничные точки выпуклых множеств включаются во множества!)

Задачи и вопросы к зачету.

1)  Точка выпуклого многоугольника ортогонально проектируется на каждую из сторон. Докажите, что одна из проекций будет лежать именно на стороне, а не на ее продолжении.

2)  Докажите выпуклость множества, лежащего выше параболы   y = x2 +5x+6.
3)  Докажите выпуклость множества, лежащего ниже графика функции   y = - x4 .

4)  Докажите невыпуклость множества, лежащего ниже графика функции   y = x3 .

5)  Дать описание всех типов выпуклых подмножеств прямой.

6) Докажите теорему Хелли для любого числа выпуклых подмножеств прямой, одно из которых ограничено. (! Граничные точки выпуклых множеств включаются во множества!)
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