ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА,  ВТОРОЕ ЗАНЯТИЕ,  9 июля.

Определение.  Точка   x   называется внутренней точкой множества  М  , если некоторый круг с центром в  этой точке целиком содержится во множестве  М. Точка   x   называется внешней точкой множества  М  , если некоторый круг с центром в  этой точке целиком состоит из точек, не лежащих  во множестве  М.  Если точка не является ни внутренней, ни внешней, то она называется  граничной.

Задача 1. (Критерий граничной точки) Точка гранична для множества  М  тогда и только тогда, когда в любом круге с центром в этой точке есть как точки из множества, так и точки не из множества  М. 

Задача 2.  Указать все внутренние, внешние и граничные точки следующих множеств :

А) { (x;y) :  y > x3 }  ;   Б)   квадрат без одной стороны ;  В) точки плоскости, у которых обе координаты рациональны.

С выпуклыми множествами не бывает ситуаций, подобных  случаю из 2В). 

Задача 3.

А) Отрезок между внутренними точками выпуклого множества целиком состоит из внутренних точек этого множества

Б) Отрезок между двумя граничными точками выпуклого множества либо весь целиком состоит из граничных точек, либо все точки этого отрезка, отличные от концов являются внутренними точками.

В) Разберитесь со случаем, когда одна точка граничная, а другая – внутренняя.

Г)* Отрезок между внутренней и внешней точкой выпуклого множества содержит единственную граничную

Задача 4. 

А) Приведите пример трех выпуклых плоских множеств с непустыми попарными пересечениями и пустым "тройным" пересечением.

Б)   Приведите пример трех выпуклых плоских множеств и еще одного плоского множества с непустыми "тройными" пересечениями и пустым общим, "четверным" пересечением.

Задача 5. (Теорема Хелли на плоскости.)

А)  Докажите, что пересечение четырех плоских выпуклых множеств непусто, если непусты  пересечения любых трех из этих множеств.

Б)   Докажите  А)  с заменой "….четырех…"  на   "…n > 3…" .

В)  При замене в А)  "….четырех…"  на   "…счетного числа…"  утверждение становится неверным.

Г)* Докажите, что пересечение любого числа (конечного или бесконечного) плоских выпуклых множеств непусто, если непусты  пересечения любых трех из этих множеств и хотя бы одно из этих множеств ограничено.

