Инверсия , первое занятие,  8 июля

Определение. Пусть на плоскости дана окружность 
[image: image1.wmf]w

 с центром в точке 
[image: image2.wmf]O

 и радиусом 
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. Инверсией (симметрией) относительно  ( называется отображение, при котором всякая точка 
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, отличная от O, переходит в точку 
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, удовлетворяющую следующим двум  условиям:

· 
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 лежит на луче 
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. Точка 
[image: image9.wmf]O

 называется центром инверсии, а окружность 
[image: image10.wmf]w

 – окружностью инверсии. 

Задача 1.

А)  Доказать, что при инверсии различные точки переходят в различные. 

Б)  Найти неподвижные точки  инверсии. 

В) Найти образ прямой, проходящей через центр инверсии и образ окружности, концентричной с окружностью инверсии. 

Г) Найти композицию инверсии  самой с собой.

Д) Найти композицию двух инверсий с общим центром  и  различными окружностями.

Свойства инверсии. 

Задача 2. Пусть 
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 и 
[image: image12.wmf]'
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 – образы точек A и B при инверсии с центром в точке 
[image: image13.wmf]O

. Доказать, что треугольники 
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 и 
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 подобны и 
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Задача 3.  Дана  инверсия относительно окружности (.  Найти образ :

А)  прямой ; Б) окружности, проходящей через центр инверсии; В)образ окружности, не проходящей через центр инверсии. 

Задача 4. Дана инверсия  ( с центром  O  и дана окружность (1 с центром  O1 проходящая через O. Докажите, что точка  O1 переходит при инверсии 
[image: image18.wmf]j

 в точку, симметричную точке 
[image: image19.wmf]O

 относительно прямой, в которую перейдет при инверсии 
[image: image20.wmf]j

 окружность  (1.

Последняя задача является частным случаем важного свойства: при инверсии сохраняется симметричность точек. Более формально, имеет место следующая теорема.

Теорема. Пусть 
[image: image21.wmf]j

 – инверсия, ( – окружность (прямая) и 
[image: image22.wmf]A

 и 
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 – инверсные (симметричные) точки относительно (. Тогда 
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 симметричны относительно  (((). 

Задача 5*. Докажите эту теорему.

Определение. Углом между двумя кривыми в точке их пересечения называется наименьший из вертикальных углов между касательными к этим кривым в рассматриваемой точке.

На самом деле, в этой теме нас интересуют только прямые и окружности. Две окружности называются ортогональными, если они пересекаются под углом 
[image: image26.wmf]°

90
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Задача 6. Доказать, что при инверсии угол между прямыми равен углу между их образами. (Рассмотрите случаи: А) обе прямые проходят через центр инверсии; Б) одна из прямых проходит через центр инверсии; В) ни одна из прямых не проходит через центр инверсии.)

Задача 7. А) Доказать, что при инверсии сохраняются углы между окружностями. 

Б) Доказать, что при инверсии угол между окружностью и прямой равен углу между их образами. 

Задача 8.  Пусть окружность 
[image: image27.wmf])
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 ортогональна окружности инверсии 
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. Доказать, что 
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 преобразуется при инверсии в себя. Верно ли обратное? 

Задача 9. Доказать, что окружность, проходящая через две взаимно инверсные точки, при инверсии преобразуется в себя. (Использовать теорему о квадрате касательной)
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