Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-27.VII.2000 г.

ЗАДАЧИ К ЗАЧЕТУ, 10Б, 26 ИЮЛЯ                             НА  "ОТЛИЧНО".

I. Мощности множеств.

1) Можно ли на плоскости расположить континуум попарно непересекающихся восьмерок (не обязательно одного и того же размера)? 

2) Можно ли на плоскости расположить континуум попарно непересекающихся букв "Т" (не обязательно одного и того же размера)? 

3) Сколькими способами можно раскрасить бесконечную шахматную доску в счетное число различных цветов?

4) Поверхность Земли разбита на "сушу" и "воду". Доказать, что или  точек "суши" или точек "воды" – континуум.

5) На отрезке есть два множества, в объединении дающих весь отрезок. Доказать, что одно из этих множеств континуально.

6) Каких отображений больше :  из  N  в  R   или  из    R   в   N ?

7) Множество всех иррациональных чисел разбито на два непересекающихся подмножества.

Доказать, что мощность хотя бы одного из них равна континнуму.

8) Найти мощность множества всех числовых функций определенных на отрезке [0;1].
II. Выпуклые множества.
1) Доказать теорему Хелли для подмножеств трехмерного пространства.

2) Доказать, что вокруг любой ограниченной фигуры можно описать квадрат.

3) Пусть  x – точка вне выпуклого множества  M.  Доказать, что существует единственная точка  m  из  M для которой расстояние  xm  равно минимуму множества всех расстояний xy для  y ( M.
4) Пусть для любой точки  x  вне ограниченного множества  M существует единственная точка  m  из  M для которой расстояние  xm  равно минимуму множества всех расстояний xy для  y ( M.  Доказать, что   M  выпукло.

5) На плоскости расположено конечное число овец и волков. Известно, что для любых четырех животных можно построить разделяющий их прямолинейный забор. Доказать, что можно построить и забор,  разделяющий всех волков от всех овец.

6) Точка  x  выпуклого множества  M  называется его крайней точкой, если из  включения    x (  [a;b] ( M    следует, что  x = a   или  x = b.  Доказать, что у ограниченного выпуклого множества имеется хотя бы одна крайняя точка.
7) Пусть  А   и   В   две точки выпуклого ограниченного множества  M   и  расстояние АВ является максимальным среди всех расстояний между точками множества M (diamM). Тогда перпендикуляры к отрезку [A;B] проведенные в его концах являются опорными прямыми.

8) Пусть   m  и   l  - пара параллельных опорных прямых такая, что расстояние между ними - наибольшее среди всех пар параллельных опорных прямых к данному ограниченному выпуклому множеству  V. Тогда и  m  и  l каждая  пересекают  V в единственной точке. Кроме того,  отрезок между этими точками пересечения перпендикулярен  m и  l  .

IV.  Геометрия.

1)Дан параллелограмм ABCD. Произвольная прямая пересекает лучи AB AC AD соответственно в точках P, Q, R. Доказать, что 
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2) Доказать, что для любых двух окружностей существует инверсия, отображающая их либо на две прямые, либо на две концентрические окружности.

3) Докажите, что окружность, проходящая через середины сторон треугольника касается его вписанной и трех вневписанных окружностей. (теорема Фейербаха).

4) Доказать, что при аффинном преобразовании отношение площади многоугольника к площади образа этого многоугольника постоянно.

5) Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Пусть P ,Q – точки пересечения продолжений противоположных сторон AB и CD, AD и BC соответственно. R – произвольная точка внутри четырехугольника. Пусть K – точка пересечения прямых BC и PR, L – точка пересечения прямых AB и QR, M –точка пересечения прямых AK и DR. Доказать, что точки L, M, C – лежат на одной прямой.

6) Постройте с помощью циркуля и линейки окружность, проходящую через данные точки А и В и  пересекающую данную окружность S под данным углом 
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7) Используя аффинную эквивалентность окружности и эллипса, докажите, что площадь области плоскости, ограниченной эллипсом с полуосями a и b, равна 
[image: image5.wmf]p

ab.

8) (Задача Аполлония). Построить окружность, касающуюся трех заданных окружностей 
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9) (Теорема Птолемея). Доказать, что в четырехугольнике, вписанном в окружность сумма произведений противоположных сторон равна произведению его диагоналей. 

10) Доказать теорему обратную теореме Птолемея.
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