Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-27.VII.2000 г.

10Б,   ЗАДАЧИ  К  ЗАЧЕТУ , 26 ИЮЛЯ.                                                        НА «ТРИ»

I.  Мощности множеств.

1) Допишите шестой и седьмой и найдите формулу n-ого члена последовательности

 А) 13,17,21,25,29, …  Б) –2 , 4, -8, 16, -32, …  В)-1 , 5, 23, 77, 239,…

 Г) 2,6,12,20,30,…      Найдите другие формулы n-ого члена последовательности , дающей на первых пяти местах те же числа.

2) По определению доказать счетность множеств:  А) Натуральные без 3,7,2000.  Б)  Целые четные.  В) Натуральные , сравнимые с 3 или 5 по модулю 7.

3)  Множество пар натуральных чисел счетно(
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декартов квадрат 
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счетен );

4) Множество счетно , если оно бесконечно и если его можно инъективно отобразить в какое-нибудь счетное множество.

5) Доказать счетность множества рациональных чисел.

6) На плоскости расположено бесконечное множество попарно непересекающихся 

кругов . Доказать ,что это множество счетно.

7) На плоскости расположено бесконечное множество треугольников вершины которых имеют целые координаты.  Доказать , что это множество  счетно.

8) Множество корней всех уравнений с целыми коэффициентами счетно.

9) Объединение счетного числа счетных множеств счетно.

10) Доказать несчетность отрезка.

11) Удаление счетного подмножества из несчетного множества не меняет мощность множества.

12)  Доказать теорему Кантора – Бернштейна.

13)  Доказать континуальность единичного квадрата.

14) Доказать континуальность следующих  множеств : А) множество всех отрезков на плоскости; Б) множество всех квадратов на плоскости; В) множество всех квадратов в пространстве; Г) множество всех дробно-линейных отображений;

15)  Множество всех числовых последовательностей континуально.

16)  Множество  X  нельзя отобразить  на  2X .

II.  Дробно-линейные отображения и комплексные числа.

1) Можно ли упорядочить комплексные числа с сохранением обычного согласования с алгебраическими операциями? 

2) Доказать, что всякое линейное отображение   
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  в комплексной плоскости есть композиция поворота, гомотетии и параллельного переноса. 

3) Доказать, что осевая симметрия не может быть задана линейным отображением.

4) Задать в виде линейных отображений следующие преобразования плоскости

А)  гомотетия с коэффициентом  -2 с центром в –2. Б)   поворот на 150( относительно точки  3i

5) Найти общий вид линейных отображений, переводящих А)  верхнюю полуплоскость на нижнюю  

Б)   нижнюю полуплоскость на левую.

6)  Докажите, что  дробно-линейное отображение есть композиция параллельного переноса, инверсии, осевой симметрии, поворота, гомотетии и еще параллельного переноса. 

7) При любом дробно-линейном отображении прямые или окружности переходят в прямые или окружности.

8)  Найти дробно – линейные отображения переводящие точки : А)  1 ; i ; -i  соответственно в точки  0 ; -i ; i ;    Б)    3 ; 2 ; 1 соответственно в точки  1 ; 2 ; 3.

9) 
[image: image4.wmf]3

+

1

-

=

iz

z

)

z

(

w

.  Найти куда при таком отображении переходит: А) первая координатная четверть; Б) полоса между вертикалями x = 1, x = 2;  В) угол между прямыми  y = 0, y = -x, лежащий в четвертой координатной четверти.

10)  Найти образ единичного круга при дробно-линейных отображениях для которых:

А) Тройка чисел (1;2;() переходит в тройку (i;(;1) ; Б) (i;-i;0) в (i;-i;1);  В) ((;3;i) в  ((;0;1) .

11)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость на единичный круг.

12) Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих  единичный круг на себя.

III. Выпуклые множества.

1)  Критерий выпуклости четырехугольника:  ( когда его диагонали пересекаются.

2) Отрезок между внутренними точками выпуклого множества целиком состоит из внутренних точек этого множества

3) Отрезок между двумя граничными точками выпуклого множества либо весь целиком состоит из граничных точек, либо все точки этого отрезка, отличные от концов являются внутренними точками.

4)  (Теорема Хелли на плоскости.)   Докажите, что пересечение конечного числа плоских выпуклых множеств непусто, если непусты  пересечения любых трех из этих множеств.

5) Докажите, что через любую граничную точку выпуклого множества можно провести хотя бы одну опорную прямую.

6) Резидент отравляет жизнь в круге радиуса 1 км. Известно, что, меняя место резидентуры, он может отравить жизнь в любых трех точках плоскости из  n  данных. Доказать, что он сможет отравить жизнь и сразу во всех из этих   n  точек.

7)  Про  n   вертикальных отрезков известно, что любые три из них можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой. Докажите, что и все отрезки сразу можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой.

8) (Теорема Юнга) Попарные расстояния между  n  точками на плоскости не больше  единицы. Докажите, что все эти точки помещаются в некотором круге радиуса  
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9) Для любых N точек на плоскости можно найти точку  О  такую, что по обе стороны от  любой прямой, проходящей через  О лежит не менее трети  этих точек. (Прямая включается в полуплоскость.)

10)   Внутри  любой ограниченной выпуклой фигуры  есть точка  О такая, что отрезки любой хорды, проходящей через нее, не меньше трети хорды. 

11) (Теорема Бляшке) Любое выпуклое множество единичной ширины содержит круг радиуса 1/3. 
12)  Около любой выпуклой фигуры можно описать квадрат.

13) Любую выпуклую ограниченную фигуру можно двумя перпендикулярными прямолинейными разрезами разбить на четыре равновеликие части.

IV. Геометрия.
1) Дана окружность ( и две точки  A и B, не лежащие на одной прямой с центром окружности. С помощью одного циркуля построить точки пересечения этой прямой и окружности  (. 
2) Доказать, что существует проективное преобразование расширенной плоскости, переводящее данную окружность в окружность, а внутреннюю точку окружности – в центр образа окружности.
3) Доказать неразрешимость трисекции угла с помощью циркуля и линейки.

4) Построить точку, инверсную данной с помощью одного циркуля.

5)С помощью одного циркуля:  а) Удвоить данный отрезок. б) Найти середину отрезка. 
6) С помощью одного циркуля а) Найти центр данного круга. 



б) Построить окружность, проходящую через три заданные точки.

7) Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника образованного этими прямыми пересекаются в одной точке.

8) В трапеции 
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 с основаниями 
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и 
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 через точку 
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проведена прямая, параллельная стороне 
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и пересекающая диагональ 
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 в точке 
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, а через точку 
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 – прямая параллельная стороне 
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 и пересекающая диагональ 
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в точке 
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. Доказать, что прямая 
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 параллельна основаниям трапеции. 

9) а)Доказать, что в трапеции середины оснований, точка пересечения диагоналей и точка пересечения продолжений боковых сторон лежат на одной прямой.б) В треугольнике 
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– медиана, 
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 – чевиана, 
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 – точка пересечения 
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 и 
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. Прямая 
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 пересекает сторону 
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 в точке 
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. Доказать, что 
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 параллельна 
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.

10) Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. С помощью одной линейки:  а) Разделить отрезок на одной из этих прямых пополам. б) Удвоить данный отрезок.  в)Увеличить отрезок в n раз.  г)Разделить отрезок на n равных частей.

11)  Дана окружность с диаметром. Построить с помощью одной линейки перпендикуляр к диаметру, проходящий через данную точку, если а) точка лежит внутри окружности, но не на диаметре, б) вне окружности в) на окружности, г) на диаметре или на его продолжении.

12)  Доказать, что все точки пересечения диагоналей четырехугольников ABCD, у которых стороны AB и CD лежат на двух прямых l1 и l2, а стороны BC и AD пересекаются в данной точке P, является прямой, проходящей через точку Q пересечения прямых l1 и l2.

13) (Теорема Дезарга.) Даны два треугольника ABC и A'B'C', причем прямые AA', BB', CC': а) пересекаются в одной точке; б) параллельны. Пусть соответствующие стороны этих треугольников пересекаются в трех точках A0, B0, C0. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой.

14)  Доказать, что существует проективное преобразование расширенной плоскости, переводящее окружность в окружность (или в себя), а данную прямую, не пересекающую окружность, – в бесконечно удаленную прямую.

15)  С помощью одной линейки из данной точки, не лежащей на окружности, провести касательные к окружности.

16) Пусть ABCDE – вписанный пятиугольник. Продолжения сторон AE и BC, AB и DE пересекаются соответственно в точках P и Q. Доказать, что касательная к окружности в точке A пересекает прямую CD на прямой PQ.
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