Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-27.VII.2000 г.

ЗАДАЧИ К ЗАЧЕТУ, 26 ИЮЛЯ                                                 НА"ХОРОШО"

II. Дробно-линейные отображения в комплексной плоскости.
1) Доказать , что  дробно-линейное отображение 
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сохраняет сложное отношение, т.е  если  wi  =  f(zi)  , то
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2)   Найти образ треугольника с вершинами (0;0), (2;0), (2;2) при отображении 
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3)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих полуплоскость {(x;y)( x>y}  на круг радиуса 3 с центром в точке 4i.   

4) Известно, что 
[image: image5.wmf].
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 Найти наибольшее и наименьшее возможное значение модуля комплексного числа z.

5)  Даны комплексные точки  z1 и z2 . Найти ГМТ  z  для которых число 
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 является 

 а) вещественным; б) мнимым.

6)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость   на себя.

7)  Доказать, что сумма квадратов расстояний от вершин правильного n-угольника до любой прямой, проходящей через его центр, не зависит от выбора прямой.

8) Докажите, что если каждое из двух чисел может быть представлено в виде суммы  квадратов двух целых чисел, то их произведение тоже может быть представлено в виде суммы квадратов двух целых чисел.
9) Точки, соответствующие комплексным числам z1,​ z2, z3, z4, лежат на одной окружности в том и только том случае, если 
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является действительным числом, но ни одна из дробей вещественной не является.

1. Точки, соответствующие комплексным числам z1,​ z2, z3, z4, лежат на одной окружности в том и только том случае, если 
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является действительным числом, но ни одна из дробей вещественной не является.

2. На плоскости заданы 4 окружности s1,​ s2, s3, s4. Окружности s1 и​ s2 пересекаются в точках z1 и w1; окружности s2 и​ s3 –в точках z2 и w2; s3 и​ s4 – в точках z3 и w3; s4 и​ s1– в точках z4 и w4. Известно, что z1,​ z2, z3, z4 лежат на одной окружности или прямой. Докажите, что и точки  w1,​ w2, w3, w4 лежат на одной окружности или прямой.

1. На плоскости дан произвольный равносторонний треугольник ABC и точка M. Доказать, что отрезки MA, MB, MC образуют треугольник. В каком случае этот треугольник вырождается?

1. Докажите, что если каждое из двух чисел может быть представлено в виде суммы  квадратов двух целых чисел, то их произведение тоже может быть представлено в виде суммы квадратов двух целых чисел.
2. Имеются ли на окружности радиусом 
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 с центром в точке с целыми координатами точки с целыми координатами?
8. Вычислить a) 
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9. Выразить с помощью формулы Муавра cos(( через тригонометрические функции аргумента (.  Докажите, что для любого натурального n функция cos n( может быть представлена в виде многочлена с целыми коэффициентами от cos(.
10.  Вычислите суммы 
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11. Докажите, что cos 310 – иррациональное число.\

Задача 1. Доказать, что сумма квадратов расстояний от вершин правильного n-угольника до любой прямой, проходящей через его центр, не зависит от выбора прямой.

Задача 2. Получить критерии того, что хорды AB и CD единичной окружности с центром в 0 

а) параллельны; б) перпендикулярны.

Задача 3. В окружность вписан 2n-угольник A1A2…A2n. Через произвольную точку B1 окружности проведена хорда B1B2, параллельная или перпендикулярная A1A2, затем проведена хорда B2B3, параллельная или перпендикулярная A2A3, и т.д., наконец, хорда B2n-1B2n, параллельная или перпендикулярная A2n-1A2n. Доказать, что хорда B2nB1 параллельна или перпендикулярна A2nA1.

Задача 4. Получить уравнение касательной к окружности с центром в 0 единичного радиуса в точке a.

Задача 5. Получить критерий того, что z1, z2 и z3 являются вершинами правильного треугольника.

Задача 6. На сторонах произвольного треугольника ABC построены вне его равносторонние треугольники 
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, 
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 и 
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ACB

. Доказать, что центры O1, O2 и O3 этих треугольников сами являются вершинами равностороннего треугольника.

Задача 7. Доказать, что утверждение задачи 25 справедливо, если треугольники 
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 заменить треугольниками 
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,
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, симметричными им относительно сторон треугольника ABC.

Задача 8. Дан треугольник ABC. Построить такой треугольник A0B0C0, чтобы треугольники A0B0C, B0C0A и C0A0B были равносторонними одной ориентации.

Задача 9. На сторонах произвольного треугольника ABC  вне его построены равнобедренные треугольники 
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 с углами при вершинах 
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, соответственно равными 
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.  Доказать, что если 
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, то углы треугольника 
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 равны , т.е. не зависят от формы треугольника ABC.

Задача 10. Доказать, что прямая, содержащая основания двух высот треугольника, перпендикулярна радиусу описанной окружности, проведенному в третью вершину.

Задача 11. Доказать, что точки пересечения прямых, содержащих стороны треугольника, с касательными к описанной окружности в противоположных им вершинах коллинеарны.

Задача 12. В окружность вписан треугольник ABC. Касательные к окружности в его вершинах образуют треугольник 
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. Доказать, что произведение расстояний любой точки окружности до сторон одного треугольника равно произведению расстояний этой точки до сторон другого треугольника.
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