ВЫПУКЛЫЕ МНОЖЕСТВА,  ТРЕТЬЕ  ЗАНЯТИЕ,  10 июля.

Всюду ниже мы будем считать, что граничные точки выпуклого множества  автоматически лежат в самом этом множестве. В более научных терминах это означает, что мы  рассматриваем замкнутые выпуклые множества.

Определение. Прямая   m    называется опорной прямой выпуклого множества  M  если она, во-первых, пересекает это множество и, во-вторых, само множество  M  целиком лежит по одну сторону от  m  . 
Опорные прямые – это аналог касательных к кругу, но уже для любых выпуклых множеств.
Задача 1. 

А) Проекция выпуклого плоского множеств на любую прямую есть выпуклое подмножество этой прямой.

Б) Любое ограниченное выпуклое множество лежит между двумя горизонтальными опорными прямыми.

В) То же для любого направления; две такие прямые назовем  парой  опорных прямых. 
Задача 2* Докажите, что через любую граничную точку выпуклого множества можно провести хотя бы одну опорную прямую.

Задача 3. Резидент отравляет жизнь в круге радиуса 1 км. Известно, что, меняя место резидентуры, он может отравить жизнь в любых трех точках плоскости из  n  данных. Доказать, что он сможет отравить жизнь и сразу во всех из этих   n  точек.

Задача 4.  Как исправить формулировку предыдущей задачи, чтобы круги можно было заменить на квадраты ?

Задача 5.  Про  n   вертикальных отрезков известно, что любые три из них можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой. Докажите, что и все отрезки сразу можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой.

Задача 6.  Попарные расстояния между  n  точками на плоскости не больше  единицы. Докажите, что все эти точки помещаются в некотором круге радиуса  
[image: image1.wmf]1

/
[image: image2.wmf]3

.
Теорема Юнга.  Если диаметр плоского множества не больше единицы, то радиус описанной вокруг этого множества окружности не больше 
[image: image3.wmf]1

/
[image: image4.wmf]3

.
Задачи и вопросы к зачету.

1) Докажите, что ограниченное множество выпукло, если через каждую его граничную точку проходит опорная прямая.

2) Докажите, что множество выпукло ( оно является пересечением некоторого числа (быть может, бесконечного) полуплоскостей.

3) Докажите, что выпуклое множество и его внешнюю точку можно отделить  друг от друга некоторой прямой.

4) Приведите пример двух выпуклых непересекающихся плоских множеств расстояния между точками которых может быть сколь угодно мало.

5) Если два ограниченных выпуклых множества не пересекаются, то они лежат по разные стороны от некоторой прямой.

6)  Пусть  R -  минимальный из радиусов всех кругов, содержащих данное выпуклое множество. Доказать, то не существует двух кругов радиуса R , содержащих это множество.

7) В круге радиуса  16  расположены 650 точек. Докажите, что есть круговое кольцо с внутренним радиусом  2  и внешним радиусом  3,   в котором лежит не менее  10  из этих точек.
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