Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-27.VII.2000 г.

ЗАДАЧИ К ЗАЧЕТУ  26 ИЮЛЯ ,  10Б.                                        НА "ХОРОШО".
I.Теория множеств.  

1)  Задать биекцию между N(N(N   и  N  явной формулой и доказать биективность. Найти тройку, переходящую в 2000.

2) Можно ли расположить на плоскости континуум попарно непересекающихся, неконцентрических окружностей; квадратов ?

3)   Будем нумеровать целочисленные клетки в первой четверти "по диагоналям". Какая клетка стоит на 2000-м месте?

4)   Доказать континуальность множества непрерывных функций на отрезке.

5)  Какова мощность строго возрастающих последовательностей натуральных чисел ?

6) Каких числовых последовательностей "больше": монотонно убывающих или последовательностей из простых чисел?

7)   "Сколько" существует функций, определенных на рациональных числах и принимающих значения 5 , 10 или 2000 ?

8)   Разложить в бесконечную двоичную дробь числа    7/128 ;  3/7; 4/9.

9)   Найти мощность любого квадратичного расширения поля рациональных чисел.

10)  
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 ,  т.е. множество всех подмножеств счетного множества континуально.

II. Дробно-линейные отображения и комплексные числа.

1) Доказать , что  дробно-линейное отображение 
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сохраняет сложное отношение, т.е  если  wi  =  f(zi)  , то   
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2)   Найти образ треугольника с вершинами (0;0), (2;0), (2;2) при отображении 
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3)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих полуплоскость {(x;y)( x>y}  на круг радиуса 3 с центром в точке 4i.   

4) Известно, что 
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1

1

=

+

z

z

 Найти наибольшее и наименьшее возможное значение модуля комплексного числа z.

5)  Даны комплексные точки  z1 и z2 . Найти ГМТ  z  для которых число 
[image: image7.wmf]2

1

-

-

z

z

z

z

 является 

 а) вещественным; б) мнимым.

6)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость   на себя.

7)  Доказать, что сумма квадратов расстояний от вершин правильного n-угольника до любой прямой, проходящей через его центр, не зависит от выбора прямой.

8) Докажите, что если каждое из двух чисел может быть представлено в виде суммы  квадратов двух целых чисел, то их произведение тоже может быть представлено в виде суммы квадратов двух целых чисел.

9) Точки, соответствующие комплексным числам z1,​ z2, z3, z4, лежат на одной окружности в том и только том случае, когда их сложное отношение 
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 является действительным числом, но ни одна из дробей вещественной не является.

III.  Выпуклые множества.   

1)  Докажите выпуклость множества, лежащего ниже графика функции   y =
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.

2) Пусть   m   - прямая проведенная через внутреннюю точку выпуклого множества. Тогда 

m  пересекает границу множества не более, чем в двух точках, а если множество ограничено, то  m   пересекает границу ровно в двух точках.

3) Доказать, что если два ограниченных выпуклых множества не пересекаются, то они лежат по разные стороны от некоторой прямой. (граница включается в множество)

4) Пусть  R -  минимальный из радиусов всех кругов, содержащих данное выпуклое множество. Доказать, то не существует двух кругов радиуса R , содержащих это множество.

5) Плоская (не обязательно выпуклая) ограниченная фигура имеет площадь  S. Докажите наличие такой точки О , что любая прямая, проходящая через  О, рассекает эту фигуру на части площади не меньше  S/3.
6) Докажите, что ограниченное множество выпукло, если через каждую его граничную точку проходит опорная прямая.

7) Точка выпуклого многоугольника ортогонально проектируется на каждую из сторон. Докажите, что одна из проекций будет лежать именно на стороне, а не на ее продолжении. Может ли такая сторона быть единственной ?

8) Доказать, что диаметр выпуклого многоугольника (т.е. максимальное среди всех попарных расстояний между точками ) равен длине одной из его диагоналей.

9) Доказать, что внутри треугольника нет точки  О  такой, что отрезки любой хорды, проходящей через нее, больше  трети хорды. 

IV. Геометрия.

1) Доказать неразрешимость трисекции угла с помощью циркуля и линейки.

2) Доказать оптическое свойство эллипса.

3) Построить окружность, проходящую через две данные точки и ортогональную данной окружности

4) Дан угол, вершина которого недоступна, и точка а) внутри угла б) вне угла. С помощью одной линейки провести прямую, проходящую через данную точку и вершину угла.

5) Пусть ABCDEF – описанный шестиугольник. Докажите, что его диагонали AD, BE и CF пересекаются в одной точке.

6) Точки A,B,C,D,E,F расположены на одной окружности. Докажите, что точки пересечения прямых AB и DE, BC и EF, CD и FA лежат на одной прямой.

7) Дана окружность и точка на ней. Построить с помощью одной линейки касательную к окружности в этой точке.

8) Пусть О – середина хорды AB окружности S, MN и PQ – произвольные хорды, проходящие через О, причем, точки P и N лежат по одну сторону от AB, E и F  - точки пересечения хорды AB с хордами MP и NQ соответственно. Доказать, что O – середина отрезка EF.

9) (Обратная теорема Дезарга.) У двух треугольников ABC и A'B'C' соответствующие стороны пересекаются в трех коллинеарных токах A0, B0, C0. Доказать, что прямые AA', BB', CC' либо пересекаются в одной точке, либо параллельны.

10) Разделить данную дугу пополам с помощью одного циркуля.

11) Дана окружность ( и две точки  A и B, не лежащие на одной прямой с центром окружности. С помощью одного циркуля построить точки пересечения этой прямой и окружности  (. 

12) Построить с помощью одного циркуля точку пересечения двух  прямых, заданных парами лежащих на них точек.
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