НЕСЧЕТНЫЕ  И  КОНТИНУАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА,  14 ИЮЛЯ.

Определение.  Несчетным называется бесконечное множество, не являющееся счетным.

Задача 1. Доказать несчетность отрезка.

Определение. Континуальным называется множество равномощное отрезку [0;1].
Задача 2.  Доказать континуальность : А) полуинтервала ; Б) интервала ; В) прямой ; Г) объединения двух непересекающихся отрезков.
Задача 3.  Удаление счетного подмножества из несчетного множества не меняет мощность множества. (Указание: после такого удаления остается бесконечное множество, из которого можно выделить некоторое счетное подмножество).

Задача 4. Доказать континуальность множества трансцендентных чисел.

Задача 5*.  Доказать теорему Кантора – Бернштейна.

Схема.  Пусть  f: A (  B   и  g:B  (  A    две иньекции между непересекающимися множествами. Скажем, что элемент  x (  A(B  есть "учитель"  элемента  y( A(B, если, начав с  x, с помощью композиции некоторого конечного числа иньекций  f  и g  можно получить  y.  Разобъем множество  A  на три  подмножества  A-, А+,A(  состоящие, соответственно из элементов, имеющих четное, нечетное и бесконечное число учителей. Аналогично поступим с множеством B. Докажите, что :

А)  f  биективно отображает  A+  на  B- ;  Б) А)  g  биективно отображает  B+  на  A- ;  В) f  биективно отображает  A(  на  B(  .  Г) пункты  А)-В) дают конструкцию некоторой биекции между множествами  A  и   B.

Задача 6. Любое подмножество прямой, содержащее хотя бы одну внутреннюю точку, континуально.

Задача 7.  Доказать континуальность единичного квадрата и плоскости.

Задача 8. Доказать континуальность множества всех поворотов (гомотетий, осевых симметрий…) плоскости.

