Шестнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-27.VII.2000 г.

Переведем окружность в себя, а непересекающую ее прямую – на бесконечность

1. Доказать, что существует проективное преобразование расширенной плоскости, переводящее окружность в окружность (или в себя), а данную прямую, непересекающую окружность, – в бесконечно удаленную прямую.

2. Пусть прямая l не пересекает окружность S и при некотором проективном преобразовании переходит в бесконечно удаленную прямую, а окружность S переходит в себя. Доказать, что прямые a и b, параллельные l, при этом перейдут в параллельные между собой прямые и сохранится простое отношение трех коллинеарных точек на этих прямых.

3. Четырехугольник ABCD вписан в окружность. Его продолжения сторон AB и CD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD – в точке Q. Доказать, что касательные к окружности в точках B и D либо параллельны PQ, либо пересекаются на прямой PQ. Доказать, то же самое для касательных в точках A и C.

4. Четырехугольник ABCD вписан в окружность, O – точка пересечения диагоналей. Его продолжения сторон AB и CD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD – в точке Q. Доказать, что две точки касания касательных, проведенных к окружности из точки P, точки Q и O лежат на одной прямой.

5. С помощью одной линейки из данной точки, не лежащей на окружности, провести касательные к окружности.

6. Из точки P, лежащей вне окружности проводятся всевозможные секущие. Доказать, что касательные к окружности в точках пересечения секущей c окружностью пересекаются в точках, лежащих на одной прямой. Эта прямая называется полярой точки P.

7. Три точки P,Q,R лежат на одной прямой, не пересекающей окружность. Доказать, что поляры этих точек пересекаются в одной точке.

8. Треугольник ABC вписан в окружность. Касательные к каждой его вершине пересекают продолжения противоположных сторон треугольника в точках A',B',C'. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой.

9. (Теорема Паскаля.) В окружность вписан шестиугольник. Доказать, что три точки пересечения продолжений (не параллельных) противоположных сторон шестиугольника лежат на одной прямой.

Замечание. Каждая сторона вписанного многоугольника является частью некоторой прямой – секущей к окружности. Если во вписанном многоугольнике одну сторону уменьшать до нуля, стягивая ее к одному из концов, то секущая, проходящая через эту сторону будет стремится к касательной к неподвижному концу. Другими словами, вершину вписанного многоугольника можно рассматривать как выродившуюся сторону. Прямой, проходящей через такую сторону, является касательной в этой точке.

 10. Пусть ABCDE – вписанный пятиугольник. Продолжения сторон AE и BC, AB и DE пересекаются соответственно в точках P и Q. Доказать, что касательная к окружности в точке A пересекает прямую CD на прямой PQ.

11. Дана окружность и точка на ней. Построить с помощью одной линейки касательную к окружности в этой точке.

