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Пятый постулат и абсолютная геометрия

Пятый постулат. Всякий раз, когда две прямые, пересекаясь с третьей, образуют с ней внутренние односторонние углы, в сумме меньшие развернутого угла, они пересекаются с той стороны от этой прямой, с которой эта сумма меньше развернутого угла.
Пятый постулат является одной из аксиом аксиоматики евклидовой геометрии, предложенной Д. Гильбертом. Совокупность фактов евклидовой геометрии, которые можно доказать, не опираясь на пятый постулат, называется абсолютной геометрией. Это — общая часть геометрий Евклида и Лобачевского.

Некоторые факты абсолютной геометрии, которые мы будем считать известными.

· Прямая делит плоскость на две полуплоскости; аксиома Паша: если прямая, не проходящая через вершины треугольника, пересекает одну из его сторон, то она пересекает ровно одну из двух других его сторон.

· Свойства смежных и вертикальных углов.

· Существование и единственность перпендикуляра.

· Существование осевой симметрии с данной осью и центральной с данным центром. Осевая и центральная симметрии — движения. Если два движения совпадают в трёх неколлинеарных точках, они совпадают в всех точках плоскости.

· Свойства равнобедренного треугольника.

· Возможность разделить отрезок и угол пополам.

· Возможность откладывания отрезков и углов, измерения длин отрезков и величин углов.

· Три признака равенства треугольников.

· Перпендикуляр короче наклонной; против большего угла треугольника лежит большая его сторона; сумма двух сторон треугольника больше третьей его стороны.

Докажите, что следующие факты принадлежат абсолютной геометрии

Утверждение 1. Если две прямые при пересечении с третьей образуют внутренние односторонние углы, в сумме равные развёрнутому, то эти две прямые не пересекаются.

Утверждение 2. Внешний угол треугольника больше каждого не смежного с ним внутреннего.
Утверждение 3 (первая теорема Саккери-Лежандра). Сумма углов треугольника не больше 180(.

Указание. Докажите, что для всякого данного треугольника можно построить другой с той же суммой углов, у которого наименьший угол по крайней мере вдвое меньше наименьшего угла данного.

Утверждение 4. (лемма Прокла). Точка, монотонно и неограниченно удаляющаяся от вершины угла по одной его стороне, монотонно и неограниченно удаляется от другой его стороны.

Дефектом треугольника ( будем называть разность между величиной развёрнутого угла и суммой углов треугольника (. Утверждение 3 означает, что дефект всякого треугольника неотрицателен.

Утверждение 5 (вторая теорема Саккери-Лежандра). а) Если треугольник разделен на два, то его дефект равен сумме дефектов полученных частей. б) Если один треугольник содержится в другом, то дефект большего не меньше дефекта меньшего. в) Если есть треугольник с дефектом, равным 0, то есть и прямоугольный треугольник с дефектом, равным 0. г) Если дефект одного прямоугольного треугольника равен 0, то и дефект любого прямоугольного треугольника равен 0. д) Если дефект любого прямоугольного треугольника равен 0, то и дефект любого треугольника равен 0.
Стало быть, выполнена следующая альтернатива Лежандра: либо сумма углов всех треугольников равна 180(, либо сумма углов любого треугольника меньше 180(.
Двадцать третья Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2007 г.

Профи-10, 21 июля

Начала геометрии Лобачевского.
Эквиваленты пятого постулата. «Доказательства» пятого постулата, предложенные Проклом и Лежандром (законспектируйте их на обороте листка).

Эквивалентом пятого постулата называется факт, равносильный пятому постулату в предположении справедливости абсолютной геометрии.

Задача 1. Докажите, что следующие утверждения являются эквивалентами пятого постулата:

1) две параллельные прямые при пересечении их третьей образуют внутренние односторонние углы, в сумме дающие 180(;

2)через точку, не лежащую не данной прямой, проходит не более одной прямой, не пересекающей данную;

3) если прямая пересекает одну из двух параллельных прямых, то она пересекает и другую;

4) расстояние между двумя параллельными прямыми ограничено константой;

5) через всякую точку, лежащую внутри угла, можно провести прямую, пересекающую обе стороны угла;

6) перпендикуляр, восставленный к одной из сторон острого угла, всегда пересекает другую его сторону;

7) высоты любого треугольника пересекаются;

8) сумма углов любого треугольника равна 180(;

9) существуют подобные, но не равные треугольники;

10) существует прямоугольник;

11) сторона вписанного в круг правильного шестиугольника равна радиусу круга;

12) около любого треугольника можно описать окружность;

13) существуют треугольники со сколь угодно большой площадью;

14) теорема Пифагора.

Упражнение 2. Докажите, что утверждение через каждую точку, не лежащую на данной прямой, проходят не менее двух прямых, не пересекающих данную является отрицанием пятого постулата.

Утверждение из упражнения 2 называется аксиомой Лобачевского, а геометрия, построенная на базе аксиоматики абсолютной геометрии плюс аксиома Лобачевского — геометрией Лобачевского.

Задача 3. Из результатов задачи 1 вытекает ряд теорем геометрии Лобачевского. Сформулируйте их.

Задача 4 (четвёртый признак равенства треугольников). Докажите, что если три угла одного треугольника на плоскости Лобачевского соответственно равны трём углам другого, то эти треугольники равны.
Параллельность по Лобачевскому. Говорят, что прямая b параллельна прямой a по Лобачевскому в данной точке B(b в данном направлении, если её луч, идущий от B в данном направлении, отделяет лучи, исходящие из B и пересекающие a, от лучей, исходящих из B и не пересекающих a. Прямые, проходящие через B, не пересекающие a и не параллельные a ни в каком направлении, называются сверхпараллельными прямой a.

Задача 5 (свойства сверхпараллельных). Докажите, что: а) если прямая c сверхпараллельна прямой a, то идя по c в любом направлении мы с некоторого места начнём монотонно и неограниченно удаляться от прямой a; б) расстояние от точки на прямой a до данной прямой b — непрерывная функция координаты точки на прямой a. в) если прямая c сверхпараллельна прямой a, то на ней есть точка, минимально удалённая от прямой a, по обе стороны от которой прямая c монотонно и неограниченно удаляется от прямой a, г) если прямая c сверхпараллельна прямой a, то у этих двух прямых есть единственный общий перпендикуляр, по обе стороны от которого они монотонно и неограниченно удаляются друг от друга
; д) если прямая c сверхпараллельна прямой a, то у этих двух прямых есть ось симметрии, сверхпараллельная им обеим; е) (признак сверхпараллельности) две прямые сверхпараллельны тогда и только тогда, когда имеют общий перпендикуляр.

Тут ученикам была устроена провокация: утверждение 5е невозможно доказать, не показав, что одна и та же пара прямых не может быть в одной точке параллельна, а в другой — сверхпараллельна, а для этого нужно 6б. Но увидеть такую тонкость самостоятельно достаточно сложно. Они и не увидели, пока им не показали. Это очень всех взбодрило, и дальнейшее занятие было напряжённой, содержательной и почти непрерывной дискуссией.

Задача 6. (свойства параллельных по Лобачевскому). Докажите, что: а) если прямая b параллельна прямой a в данном направлении, то идя по b в противоположном направлении мы монотонно и неограниченно удаляемся от прямой a; б) если прямая b параллельна прямой a в данной точке B(b в данном направлении, то она параллельна прямой a в этом направлении и в любой другой точке M(b; в) если прямая b параллельна прямой a в данном направлении, а прямая d параллельна прямой c в данном направлении, то существует движение плоскости Лобачевского, переводящее a в с, а b — в d; г) если прямая b параллельна прямой a в данном направлении, то идя по b в направлении параллельности мы монотонно и неограниченно приближаемся к прямой a; д) если прямая b параллельна прямой a в данном направлении, то у этих двух прямых есть ось симметрии, параллельная им обеим в том же направлении ; е) если прямая b параллельна прямой a в данном направлении, то и прямая a параллельна прямой b в этом направлении; ж) если две прямые параллельны третьей в одном и том же направлении, то они параллельным между собой в этом направлении.

Задача 7. Докажите, что существует первый, считая от вершины угла, из перпендикуляров к стороне острого угла, не пересекающий другую его сторону (заградительная прямая), и он параллелен этой стороне в её направлении.

Пусть AOB — прямой угол, а AC — луч, параллельный лучу OB. Угол OAC называется углом параллельности, соответствующим отрезку OA.

Упражнение 8. Докажите, что величина угла параллельности зависит только от длины отрезка OA.

Функция П(x), сопоставляющая каждому числу x > 0 величину угла параллельности, соответствующего отрезку длины x, называется функцией Лобачевского.

Задача 9. Докажите, что функция Лобачевского монотонно убывает с ростом x и принимает все значения между (/2 и 0.

Двадцать третья Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2007 г.

Профи-10, 22 июля

Начала геометрии Лобачевского – 2.
Пучки прямых на плоскости Лобачевского. Эллиптическим пучком на плоскости Лобачевского называется совокупность всех прямых, проходящих через данную точку, параболическим пучком — совокупность всех прямых, параллельных данной прямой в данном направлении, гиперболическим пучком — совокупность всех прямых, перпендикулярных данной прямой (базе пучка).

Задача 1. Докажите, что любые две прямые на плоскости Лобачевского однозначно определяют пучок, в котором содержатся.

Задача 2. Докажите, что любые две прямые на плоскости Лобачевского симметричны относительно некоторой прямой заданного ими пучка.

Задача 3. Назовём две точки сопряжёнными относительно данного пучка прямых на плоскости Лобачевского, если они симметричны относительно некоторой прямой пучка. Докажите, что сопряжённость точек относительно данного пучка является отношением эквивалентности.

Упражнение 4. Докажите, что классы сопряжённости точек относительно эллиптического пучка суть окружности (кроме класса из одной точки — центра пучка), а относительно гиперболического пучка — эквидистанты: ГМТ, лежащих с данной стороны от базы и удалённых от неё на данное расстояние.

Классы сопряжённости точек относительно параболического пучка называются орициклами (предельными окружностями).

Задача 5. Докажите, что около любого треугольника можно описать окружность, орицикл или эквидистанту, и притом ровно одну.

Движения плоскости Лобачевского. Утверждение, что всякое движение плоскости есть композиция на более чем трёх осевых симметрий, принадлежит абсолютной геометрии. Это позволяет изучать движения плоскости Лобачевского по той же схеме, что и движения евклидовой плоскости.

Задача 6. Докажите, что на плоскости Лобачевского есть три вида движений первого рода: поворот, параболический поворот и гиперболический поворот.

Замечание. Сами названия подсказывают, как определяются эти виды движений. А вот почему они попарно различны?

Задача 7 (теорема о подвижности кривых). Докажите, что если взять любые две точки на одной окружности, эквидистанте или орицикле, то существует движение первого рода, переводящее окружность, эквидистанту или орицикл в себя, а первую точку — во вторую.

Задача 8. Докажите, что любые два орицикла равны.

Задача 9. Классифицируйте движения второго рода плоскости Лобачевского?

Модель плоскости Лобачевского. На евклидовой плоскости зафиксируем окружность ( (абсолют). Точками Лобачевского назовём точки евклидовой плоскости, лежащие внутри абсолюта, прямыми Лобачевского — хорды абсолюта. Отношения принадлежности и «лежать между» для точек и прямых модели заимствуем из евклидовой плоскости. Движениями Лобачевского будем называть сужения на внутренность абсолюта проективных преобразований расширенной евклидовой плоскости, переводящих абсолют в себя; равными по Лобачевскому будем называть фигуры, совмещающиеся движением модели. Это — модель Кэли-Клейна плоскости Лобачевского.

Задача 10. Модель Кэли-Клейна удовлетворяет всем аксиомам геометрии Лобачевского.

Задача 11. Как выглядят различные виды пучков прямых в модели Кэли-Клейна?

К зачету. Докажите, что для любого угла на плоскости Лобачевского существует прямая, параллельная обеим его сторонам в их направлениях.

Свойства кривых постоянной кривизны.

Проекции точек прямой a на параллельную ей по Лобачевскому прямую b занимают всю прямую b.

� По этой причине сверхпараллельные прямые называют ещё расходящимися.





