Двадцать третья Летняя многобойная школа Кировской области

Wish Kill, 17 июля 2007 г. 
Математический бой «Профи10» – «Молодые преподаватели»
1. Докажите, что у выпуклого 7n-гранника найдется n граней с одинаковым числом сторон. 
2. Прямые, параллельные сторонам правильного треугольника, разбивают его на n2 равных треугольников-клеток. Клетки между двумя соседними параллельными прямыми образуют полоску. На каждой полоске (по любому из трех направлений) разрешается отметить не более одной клетки. Какое максимальное число клеток можно отметить? 

3. Последовательность задана соотношениями: x0=0, x1=1, 
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. Докажите, что все ее члены – целые числа. 
4. 50 кусков сыра разложены на 7 кучек одинакового веса. За одну операцию разрешается разрезать один кусок на два и поменять, если хочется, часть кусков из этой же кучки с кусками из какой-то другой кучки. Каким наименьшим числом операций можно гарантированно добиться, чтобы все кучки весили поровну и кусков в них тоже было поровну? (При разрезе один кусок распадается на два). 

5. Фома и Ерема делят клад из 100 золотых и 100 серебряных монет. Сперва Фома раскладывает монеты в ряд в каком хочет порядке. Затем Ерема начинает дележку. Он берет первую монету из ряда и либо забирает ее себе, либо отдает Фоме. Затем Фома берет вторую монету из ряда и тоже либо забирает ее себе, либо отдает Ереме. Так, чередуясь, они распределяют по порядку монеты. Как только у кого-то из них накапливается 100 монет, другой забирает все оставшиеся монеты. Какое наибольшее число золотых может гарантировать себе Фома? 
6. В треугольнике ABC взята точка О и через нее проведены три чевианы AA’, BB’ и CC’. Точки A”, B” и C” симметричны точке O относительно прямых B’C’;  A’C’ и A’B’ соответственно. Докажите, что прямые AA”, BB” и CC” пересекаются в одной точке. 
7. Докажите неравенство 
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(a, b, c – неотрицательные числа, среди них нет двух нулей). 
8. Найдите все пары целых чисел (x, y), для которых оба числа  x3 + y  и  x + y3  делятся на  x2 + y2. 
9. Все члены двух различных непостоянных арифметических прогрессий натуральны. Числа первой прогрессии выписали подряд без пробелов, получив бесконечную последовательность цифр. То же сделали со  второй прогрессией. Докажите, что получилась другая последовательность цифр. 
10. На плоскости нарисован черный равносторонний треугольник. Имеется 11 треугольных плиток того же размера и той же формы. Можно ли положить их на плоскости так, чтобы они не перекрывались и чтобы каждая плитка покрывала у черного треугольника часть ненулевой площади?
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