Двадцать третья Летняя многобойная школа Кировской области

Wish Kill, 17 июля 2007 г. 
Математический бой «Профи10» – «Молодые преподаватели»

1. Докажите, что у выпуклого 7n-гранника найдется n граней с одинаковым числом сторон. 

Решение. Обозначим количество k-угольных граней многогранника через nk. По условию  n3 + n4 + n5 + … = 7n.  Заметим, что среднее значение плоского угла при каждой вершине многогранника меньше 120( (действительно, в каждой вершине сходится не меньше трех углов, а их сумма меньше 360(). Поэтому, по свойству средних* среднее значение всех плоских углов многогранника тоже меньше 120(. Cумма всех углов многогранника равна  180((n3 + 2n4 + 3n5 + …),  а количество углов – 3n3 + 4n4 + 5n5 + … .  Таким образом,

180((n3 + 2n4 + 3n5 + …) < 120((3n3 + 4n4 + 5n5 + …),  то есть

3n3 + 6n4 + 9n5 + … < 6n3 + 8n4 + 10n5 + …

Преобразуем это неравенство:

3n3 + 2n4 + n5 – n7 – 2n8 – … > 0,

4n3 + 3n4 + 2n5 + n6 – (n3 + n4 + n5 + n6 + n7 + n8 + …) – n8 – 2n9 – … > 0,

Предположим, что все  ni < n.  Тогда  n8 + n9 + … = 7n – (n3 + n4 + n5 + n6 + n7) > 2n,  а 

n9 + n10 + … = 7n – (n3 + n4 + n5 + n6 + n7 + n8) > n.  Теперь имеем
10n > 4n3 + 3n4 + 2n5 + n6 > (n3 + n4 + n5 + n6 + n7 + n8 + …) + n8 + 2n9 + … = 

= 7n + (n8 + n9 + …) + (n9 + n10 + …) > 10n.

Противоречие

2. Прямые, параллельные сторонам правильного треугольника, разбивают его на n2 равных треугольников-клеток. Клетки между двумя соседними параллельными прямыми образуют полоску. На каждой полоске (по любому из трех направлений) разрешается отметить не более одной клетки. Какое максимальное число клеток можно отметить?

Ответ:  
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Решение. Обозначим через Kn наибольшее возможное число отмеченных клеток. Пронумеруем полоски, параллельные каждой стороне, числами от 1 до n, начиная от вершины. Тем самым, каждая отмеченная клетка получает три координаты (m1, m2, m3) – номера полосок, в которых она лежит. Заметим, что в m-й полоске находится 2m–1 клетка. Заметим, что  (2m1 – 1) + (2m2 – 1) + (2m3 – 1) = 4n ( 1  (частный случай этого равенства при n = 10 подробно доказан во втором решении задачи 19.4.6а), то есть сумма
m1 + m2 + m3  равна  2n + 1  или  2n + 2  (в зависимости от типа треугольничка).

Поэтому общая сумма всех координат k отмеченных клеток не меньше, чем  (2n+1)k.  С другой стороны, сумма первых координат всех отмеченных клеток не больше, чем

n + n–1 + ... + n–k+1 = 
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  (отмеченные клетки имеют разные первые координаты). Применяя те же соображения к двум другим координатам, получаем неравенство:

(2n+1)k ( 

   (   k ( 

.




Теперь покажем, как отметить  Kn = 
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  клеток. Заметим, что достаточно привести пример только для чисел n вида 3m+1 (при этом  Kn = 2m+1),  ибо он годится и для  n = 3m+2  (Kn = 2m+1),  а пример для  n = 3m  (Kn = 2m)
получается из него отрезанием полоски.

	(m+1, 2m+1, 3m+1),
	
	(2m+2, m+1, 3m),

	(m+2, 2m+2, 3m–1),
	
	(2m+3, m+2, 3m–2),

	(m+3, 2m+3, 3m–3),
	
	             ...,

	             ...,
	
	(3m, 2m–1, m+4),

	(2m, 3m, m+3),
	
	(3m+1, 2m, m+2)

	(2m+1, 3m+1, m+1),
	
	


При  n = 3m+1  отметим 2m+1 клетку с координатами

(на рисунке изображен случай  n = 10,  m = 3).  Легко заметить, что каждая координата принимает по разу все значения от  m+1  до  3m+1 = n. 

3. Последовательность задана соотношениями: x0=0, x1=1, 
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. Докажите, что все ее члены – целые числа. 

Указание. 
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4. 50 кусков сыра разложены на 7 кучек одинакового веса. За одну операцию разрешается разрезать один кусок на два и поменять, если хочется, часть кусков из этой же кучки с кусками из какой-то другой кучки. Каким наименьшим числом операций можно гарантированно добиться, чтобы все кучки весили поровну и кусков в них тоже было поровну? (При разрезе один кусок распадается на два).

Ответ. 6 операций

Указание. Если в одной кучке >8 кусков, а в другой меньше 8, то за одну операцию можно сделать в одной из них ровно 8 кусков, сохранив равенство весов. Таким образом мы либо за 6 операций сделаем 6 кучок по 8, и в седьмой автоматически будет 8 кусков. Если же кучки больше 8 закончатся раньше, то делая разрезы без перекладывания в остальных кучках, доведем и там число кусков до 8.

5. Фома и Ерема делят клад из 100 золотых и 100 серебряных монет. Сперва Фома раскладывает монеты в ряд в каком хочет порядке. Затем Ерема начинает дележку. Он берет первую монету из ряда и либо забирает ее себе, либо отдает Фоме. Затем Фома берет вторую монету из ряда и тоже либо забирает ее себе, либо отдает Ереме. Так, чередуясь, они распределяют по порядку монеты. Как только у кого-то из них накапливается 100 монет, другой забирает все оставшиеся монеты. Какое наибольшее число золотых может гарантировать себе Фома? 

Ответ. 66 монет.

Решение.  Фома кладет 66 золотых на первые 66 четных мест и заполняет первые 66 нечетных мест 34 золотыми и 32 серебряными . При дележке он просто берет все монеты с четных мест.  Либо он успеет взять все 66 золотых, либо у него раньше наберется 100 монет, но тогда серебряных у него на руках не более 32, значит золотых как минимум 68.
Покажем, что при любом раскладе Ерема может отдать Фоме не более 66  золотых. Он просто при своем выборе золотые берет себе, а серебряные отдает Фоме. Пока и тех и других ему попалось не более 33-х, он сделал не более 66 выборов, Фома тоже, значит в наибольшей из долей не более 66+33=99 монет, и дележка не закончена. Поэтому либо он успеет взять себе 34 золотые, либо успеет отдать Фоме 34 серебряные, и в обоих случаях у Фомы в итоге окажется не более 66 золотых.

6. В треугольнике ABC взята точка О и через нее проведены три чевианы AA’, BB’ и CC’. Точки A”, B” и C” симметричны точке O относительно прямых B’C’;  A’C’ и A’B’ соответственно. Докажите, что прямые AA”, BB” и CC” пересекаются в одной точке. 

Указание. Сделайте инверсию с центром в точке O.

7. Докажите неравенство 
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(a, b, c – неотрицательные числа, среди них нет двух нулей). 

Решение. По неравенству КБШ (
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, поэтому 
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 и 
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. Аналогично оценим второе и третье слагаемое. Сложив эти три неравенства, получим требуемое.
8. Найдите все пары целых чисел (x, y), для которых оба числа  x3 + y  и  x + y3  делятся на  x2 + y2. 

Ответ. ((1, (1), (0, (1), ((1, 0)  – всего восемь решений.

Решение. Пусть d – наибольший общий делитель чисел x и y. Тогда  x = du,  y = dv,  где u и v взаимно просты. По условию  d 3u3 + dv  делится на  d 2u2 + d 2v2  и, тем более, на d 2, поэтому v делится на d. Аналогично u делится на d. Поэтому  d = 1,  то есть x и y взаимно просты. Тогда и число  x2 + y2  взаимно просто с y.

Число  x(x2 + y2) – (x3 + y) = y(xy – 1)  делится на  x2 + y2.  Поскольку  x2 + y2  и y взаимно просты, то  xy – 1  делится на  x2 + y2.  Но это возможно только при  |xy| ( 1.  Действительно, в противном случае  0 < |xy – 1| < 2|xy| ( x2 + y2.

Непосредственная проверка всех оставшихся вариантов  (x, y = 0, (1)  дает восемь решений  ((1, (1), (0, (1), ((1, 0).

9. Все члены двух различных непостоянных арифметических прогрессий натуральны. Числа первой прогрессии выписали подряд без пробелов, получив бесконечную последовательность цифр. То же сделали со  второй прогрессией. Докажите, что получилась другая последовательность цифр. 

10. На плоскости нарисован черный равносторонний треугольник. Имеется 11 треугольных плиток того же размера и той же формы. Можно ли положить их на плоскости так, чтобы они не перекрывались и чтобы каждая плитка покрывала у черного треугольника часть ненулевой площади?
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Решение. Можно, см. рис. 
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