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Вполне упорядоченные множества
Упорядоченные множества. Бинарное отношение >, заданное на некотором множестве, называется отношением (строгого) порядка, если оно транзитивно и антисимметрично (последнее означает, что условия a > b и b > a не могут выполняться одновременно). Множество, на котором задано отношение порядка, называется упорядоченным (УМ).
Примеры: числовые множества, алфавитный порядок.

Упражнение 1. Покажите, как можно изобразить всякое УМ в виде ориентированного графа. А всякий ли орграф изображает УМ? Если нет, то при каком необходимом и достаточном условии изображает?
Упражнение 2. Если в определении отношения порядка заменить условие антисимметричности условием слабой антисиммтеричности (если a ( b и b ( a, то a = b) и добавить условие рефлексивности, то получится определение отношения нестрогого порядка. Как из произвольного строгого порядка получить нестрогий и наоборот?

Упражнение 3. Покажите, что отношение включения множеств является отношением нестрогого порядка на множестве всех подмножеств данного множества.

Упражнение 4. Определите для УМ понятия, аналогичное понятиям гомоморфизма и изоморфизма групп.

Отображения, определённые при решении упражнения 4, называются монотонными.

Обсуждение: всякое монотонное отображение инъективно. Поэтому биективности в определении изоморфизма УМ можно не требовать.

Если в УМ a > b, то элемент a называется мажорантой элемента b, а элемент b — минорантой элемента a. Элемент, у которого нет мажорант (минорант) называется максимальным (минимальным). Элемент, который является мажорантой (минорантой) всех остальных, называется наибольшим (наименьшим).
Упражнение 5. Приведите примеры максимальных, минимальных, наибольших и наименьших элементов. Покажите, что если элемент УМ является наибольшим, то он является и максимальным. Верно ли обратное?
Трансфинитная индукция. Элементы a и b упорядоченного множества называются сравнимыми, если либо a > b, либо b > a. Упорядоченное множество называется линейно упорядоченным (ЛУМ) если любые два его элемента сравнимы. 
Упражнение 6. Приведите примеры ЛУМ и примеры УМ, не являющихся ЛУМ.
Упражнение 7. Докажите, что всякое конечное ЛУМ изоморфно некоторому отрезку натурального ряда.

В основе метода математической индукции лежат линейная упорядоченность натурального ряда и принцип наименьшего элемента: в каждом непустом подмножестве натурального ряда есть наименьший элемент.
Упражнение 8. Выведите из принципа наименьшего элемента принцип математической индукции: если подмножество X натурального ряда таково, что (1) 1(X и (2) если все числа, меньшие некоторого натурального n, принадлежат X, то и n(X.
Если источник матиндукции — принцип наименьшего элемента, то индукция возможна по любому ЛУМ, для которого выполнен этот принцип. Такие ЛУМ называется вполне упорядоченными (ВУМ).
Задача 9. Сформулируйте и докажите принцип математической индукции для произвольного ВУМ.

Этот принцип называется принципом трансфинитной индукции.

Задача 10. По аналогии с обычным методом математической индукции опишите метод доказательства по трансфинитной индукции для данного ВУМ.
Упражнение 11. Двойная индукция состоит в доказательстве всех утверждений, занумерованных парами (m,n) натуральных чисел, в следующем порядке: от (n, 1) ко всем (n, m) и от всех (k, m) при k ≤ n к (n+1, 1). Опишите вполне упорядочение множества N2, по которому проводится эта индукция.
Упражнение 12. а) Покажите, что ВУМ из упражнения 11 не изоморфно натуральному ряду. б) Постройте бесконечное множество счетных ВУМ, попарно не изоморфных между собой.
Теорема о вполне упорядочении. Аксиома выбора состоит в следующем: если имеется набор множеств Xa, пронумерованных индексами a(A, то существует функция выбора f из A в объединение всех Xa такая, что для всякого a(A f(a)(Xa.
Теорема о вполне упорядочении. Из аксиомы выбора вытекает возможность вполне упорядочить любое множество.

Упражнение 13. Выведите аксиому выбора из возможности вполне упорядочить любое множество.
Прежде чем доказывать теорему, посмотрим хотя бы на одном примере, как она работает.

Задача 14. Докажите, что у любого векторного пространства есть базис.
Задача 15. Докажите, что существует числовая функция из R в R, которая при всех x и y удовлетворяет равенству f(x+y) = f(x)+f(y), но не является прямой пропорциональностью.

Указание. Рассмотрите базис R над Q.

Следующий раздел готовит доказательство теоремы, но будет полезен и в дальнейшем.
Фрагменты. Фрагментом ВУМ называется всякое его подмножество, содержащее вместе с каждым своим элементом все его миноранты. Интервалом ВУМ называется совокупность I(x) всех минорант данного его элемента x. Докажите следующие утверждения.
Упражнение 16. Всякий фрагмент ВУМ X совпадет с X или является его интервалом.
Упражнение 17. Из любых двух фрагментов ВУМ один содержится в другом.

Упражнение 18. Фрагменты ВУМ X, упорядоченные по включению, образуют ВУМ, изоморфный X({*}, где * — наибольший элемент в X({*}.
Задача 19. Если f, g: X ( Y — два монотонных отображения ВУМ, каждое из которых отображает X на некоторый фрагмент Y, то совпадают как эти фрагменты, так и эти отображения.
Задача 20. Из любых двух ВУМ одно изоморфно фрагменту другого.
Для самостоятельного решения. 
Задача 21. Докажите, что всякое линейно упорядоченное множество изоморфно подмножеству упорядоченного по отношению включения множества всех подмножеств некоторого множества.

Задача 22. Решая задачу 14, мы, не формулируя его строго, фактически применили принцип построения по трансфинитной индукции. Попытайтесь осмыслить его в виде, в котором он дан в книге «Основы общей топологии в задачах и упражнениях»: «Пусть W — вполне упорядоченное множество, S — некоторый класс элементов и для каждого x(W определено отображение Kx, которое каждому отображению f: I(x) ( S сопоставляет некоторый элемент Kx(f) класса S. Тогда существует и единственно отображение (: W ( S такое, что ((x) = Kx((|I(x)) для всех x(W.
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Теорема о вполне упорядочении.
Доказательство. В заданиях 1-5 предполагается справедливость аксиомы выбора.
Лемма 1. Дано множество X. Обозначим через 2X множество всех его подмножеств. Докажите, что существует такое отображение f: 2X\{X} ( X, что f(Y)(X\Y для всякого Y(2X\{X}. Сформулируйте полученный результат менее формально.
Зафиксируем для данного множества X описанное в лемме 1 отображение и для всякого подмножества Y(X (Y(X) будем называть элемент f(Y)(X\Y ведущим. Идея вполне упорядочения множества X состоит в том чтобы наименьшим элементом объявить f((), а потом каждый раз следующим объявлять ведущий элемент множества всех уже «выстроенных» элементов. Беда в том, что такое «динамическое» построение безнадёжно нестрого. Требуется его формализовать. Мы сделаем это, повсюду заменив процесс его частичными результатами. Именно, будем говорить, что подмножество множества X хорошо упорядочено если оно вполне упорядочено так, что каждый его элемент является ведущим для заданного им интервала.
Лемма 2. Если некоторое подмножество множества X можно хорошо упорядочить, то это можно сделать только одним способом.
Теперь, говоря о хорошо упорядоченном множестве, мы можем не уточнять, каково заданное на нём отношение порядка.
Лемма 3. Докажите, что из любых двух хорошо упорядоченных подмножеств одно содержится в другом.
Лемма 4. Докажите, что всякий элемент множества X содержится в некотором хорошо упорядоченном подмножестве.

Задача 5. Докажите теорему о вполне упорядочении.

Несторого упорядоченное УМ называется индуктивным, если всякое его линейно упорядоченное подмножество (цепь) имеет (общую для всех его элементов) мажоранту
Задача 6. Докажите, что аксиома выбора и теорема о вполне упорядочении равносильны утверждению, что во всяком индуктивном множестве есть хотя бы один максимальный элемент (постулат Куратовского-Цорна).

Указание. Попробуйте с необходимыми изменениями скопировать схему доказательства теоремы о вполне упорядочении.

Приложения. Задача 7. Дано кольцо с единицей. Докажите, что всякий его идеал, не совпадающий со всем кольцом, содержится в некотором максимальном идеале, не совпадающем со всем кольцом.
Задачи 8, 9. Решите задачи 14 и 15 из листка «Вполне упорядоченные множества».

Задача 10. Докажите, что из любых двух множеств одно всегда равномощно подмножеству другого.

Результат задачи 10 означает, что любые два множества сравнимы по мощности.
Вполне упорядочение некоторого множества называется минимальным, если мощность любого его интервала меньше мощности всего множества. Примером может служить естественное упорядочение натурального ряда.
Упражнение 11. Докажите, что всякое множество можно наделить минимальным вполне упорядочением.
Задача 12. Докажите, что трёхмерное пространство можно замостить непересекающимися окружностями.

Пусть X — ВУМ с отношением порядка >. Введём на множестве X2 отношение порядка >> следующим образом. Если max{x1,y1} > max{x2,y2}, то полагаем (x1,y1) >> (x2,y2). Если max{x1,y1} = max{x2,y2}, то полагаем (x1,y1) >> (x2,y2), когда x1 > x2 или x1 = x2 и y1 > y2. В остальных случаях полагаем (x2,y2) >> (x1,y1). Множество X2 с отношением >> на нём называется канторовым квадратом ВУМ (X, >).
Задача 13. а) Докажите, что канторов квадрат ВУМ сам является ВУМ. б) Докажите, что если множество X бесконечно, то оно равномощно множеству X2.
Для самостоятельного решения. Задача 14. а) Докажите, что канторов квадрат натурального ряда изоморфен натуральному ряду. б) Докажите, что любое минимальное ВУМ изоморфно своему канторову квадрату.
Задача 15. Докажите, что существует функция из R в R, график которой пересекает любой отрезок на плоскости, не параллельный оси ординат.
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Ординалы и кардиналы.
Определения. Отношение порядка. Ординалами называются порядковые типы ВУМ. Порядковые типы можно определить просто как классы попарно изоморфных ВУМ, но честнее — как абстрактные объекты, сопоставляемые ВУМ таким образом, что изоморфным ВУМ сопоставляется один и тот же объект, а неизоморфным — разные.
Кардиналами называются мощности множеств, то есть абстрактные объекты, сопоставляемые множествам таким образом, что равномощным множествам сопоставляется один и тот же объект, а неравномощным — разные.

Понятно, что каждому ординалу соответствует кардинал, равный мощности ВУМ данного порядкового типа. Он называется мощностью данного ординала.
Говорят, что ординал ( больше ординала ( если в ВУМ порядкового типа ( содержится не совпадающее с ним ВУМ порядкового типа (. Говорят, что кардинал ( больше кардинала (, если во множестве мощности ( содержится множество (, но не наоборот. Из теоремы Кантора-Бернштейна следует, что если ( ≤ ( и ( ≤ (, то ( = (.
Задача 1. Докажите, что нет: а) наибольшего ординала; б) наибольшего кардинала.
Задача 2. а) Докажите, что множество всех ординалов, не превосходящих данного, вполне упорядочено. б) Докажите, что множество всех кардиналов, не превосходящих данного, вполне упорядочено. 
Задача 3. а) Докажите, что мощность множества всех кардиналов, не превосходящих данного бесконечного кардинала (, не больше (. б) Что можно сказать о мощности множества всех ординалов, мощность которых не превосходит данного кардинала (?

Операции. Изучая устройство счётных ординалов, через естественные обозначения типа 2(, (2, (( приходим к определению операций над ординалами.
Определения суммы ЛУМ по ЛУМ, произведения ЛУМ.
Упражнение 4. Докажите, что: а) сумма ВУМ по ВУМ есть ВУМ; б) произведение ВУМ есть ВУМ. в) Неравенства между кардиналами можно складывать и перемножать. г) Неравенства между ординалами можно складывать и перемножать.
Задача 5. Что можно сказать об ассоциативности и коммутативности сложения и умножения ординалов, а также о дистрибутивности умножения ординалов относительно их сложения?
Задача 6. Определите операции над кардиналами: сложение, умножение, возведение в степень. Проверьте, что операции сложения и умножения кардиналов ассоциативны и коммутативны. Проверьте, что для натуральных чисел это обычные арифметические операции.

Задача 7. Докажите, что мощность множества всех подмножеств множества мощности ( равна 2(.

Задача 8. Докажите, что как сумма, так и произведение двух бесконечных кардиналов равны наибольшему из них.

Задача 9. а) Определите сумму и произведение кардиналов для случая бесконечного числа слагаемых (сомножителей). б) Кардинал называется предельным, если у него нет непосредственно предшествующего. Докажите, что каждый предельный кардинал равен сумме всех меньших его кардиналов.
Задача 10. Пусть (0 — мощность счётного множества, а (1 — первый несчётный кардинал. Докажите, что 2(0 = (1(0. Указание. Докажите, что 2(0 ≤ (1(0 и (1(0 ≤ 2(0.
Программа зачёта. Упорядоченные множества; связь между отношениями строгого и нестрогого порядка. Линейно упорядоченные множества (ЛУМ). Принцип математической индукции как следствие принципа наименьшего элемента, вполне упорядоченные множества (ВУМ). Принцип трансфинитной индукции, схема доказательства по трансфинитной индукции. Корректная формулировка принципа построения по трансфинитной индукции и её смысл. Фрагменты и интервалы ВУМ, свойства фрагментов. Изоморфность одного из двух произвольных ВУМ фрагменту другого.
Аксиома выбора. Теорема о вполне упорядочении, её равносильность аксиоме выбора. Постулат Куратовского-Цорна, его равносильность теореме о вполне упорядочении. Сравнимость любых двух множеств по мощности. Существование аддитивной числовой функции, не являющейся прямой пропорциональностью. Минимальные вполне упорядочения. Замощение пространства окружностями. 

Ординалы и кардиналы. Сравнение ординалов и кардиналов, вполне упорядоченность множества всех ординалов (кардиналов), не превосходящих данного. Мощность множества всех кардиналов (ординалов), не превосходящих данного. Операции над ординалами, их свойства. Операции над кардиналами, их свойства. Канторов квадрат ВУМ, равномощность бесконечного множества своему декартову квадрату. Равенство предельного кардинала сумме всех меньших его кардиналов. 2(0 = (1(0.

Задачи на зачёт.
(3+) Докажите, что если каждое счётное подмножество некоторого ЛУМ вполне упорядочено, то и всё это ЛУМ вполне упорядочено.
(3+) Кардинал ( называется недостижимым, если 2( < ( для всякого кардинала ( < (. Докажите, что существует несчётный недостижимый кардинал.
(3+) Докажите, что множество всех конечных подмножеств бесконечного множества равномощно этому множеству.

(3+) Докажите, что существует функция из R в R, график которой пересекает любой отрезок на плоскости, не параллельный оси ординат.

(3+) Докажите существование базиса в любом векторном пространстве, используя постулат Куратовского-Цорна.

(4–) Докажите, что всякое упорядоченное множество изоморфно подмножеству упорядоченного по отношению включения множества всех подмножеств некоторого множества (то есть для каждого элемента a из упорядоченного множества можно выбрать подмножество Ma. так, что если a<b, то Ma(Mb.)
 (4–) Докажите, что существуют сколь угодно большие кардиналы (, обладающие следующим свойством: есть такое семейство A мощности, меньшей (, состоящее из кардиналов мощности, меньшей (, что у всякого кардинала, меньшего (, есть мажоранта из множества A.
(4) Упорядочение >2 множества X называется усилением упорядочения >1 того же множества, если для любых x,y ( X из x >1 y следует, что x >2 y. Докажите, что всякое упорядочение можно усилить до линейного. Аксиома выбора предполагается справедливой.
(4+) Кардинал ( называется нерегулярным, если его можно представить как сумму некоторых кардинальных чисел, меньших (, причём мощность множества слагаемых также меньше (. Докажите, что существуют сколь угодно большие нерегулярные кардиналы.
(5) Докажите, что всякое поле можно расширить до алгебраически замкнутого поля.

(5.) Семейство ( подмножеств некоторого множества X называется фильтром на X, если пересечение любого конечного числа множеств из ( не пусто и любое подмножество X, содержащее подмножество, входящее в (, само входит в (. Докажите, что всякий фильтр на X можно дополнить подмножествами так, что получится фильтр (’ со следующим свойством: для всякого Y ( X либо Y, либо X\Y принадлежит (’.
