Двадцать третья Летняя многопредметная школа Кировской области

Wish Kill, 3-28 июля 2007 г. 10 класс, группа “профи”
1: Инвариант Дена

Определение 1. Два многогранника называются равносоставленными, если один из них можно разрезать на конечное число многогранных частей, из которых можно составить другой.
Задача 1. Докажите, что любые два прямоугольных параллелепипеда равного объема равносоставлены.

Задача 2. Перекроите куб в два равных меньших кубика, разрезав куб на как можно меньшее число частей.

Задача 3. Можно ли круг разрезать на конечное число частей по отрезкам и дугам окружностей и составить из них квадрат?

3-я проблема Гильберта: верно ли, что любые два многогранника равного объема равносоставлены?

Определение 2. Пусть у многогранника n ребер. Пусть l1, …, ln – длины этих ребер, (1, …, (n – величины соответствующих двугранных углов. Инвариантом Дена многогранника называется набор пар (l1, (1), …, (ln, (n), рассматриваемый с точностью до подобия.

Определение 3. С набором можно проводить в ту или обратную сторону следующие преобразования:

1. пара (l, () заменяется двумя парами (l(, (), (l(, (), где l(+l(=l;
2. пара (l, () заменяется двумя парами (l, (’), (l, (”), где ((+((=(;

3. выкидывается пара вида (0, () или (l , 2k(), где k – целое.

Наборы подобны, если они получаются друг из друга одним или несколькими из таких преобразований.

Упражнение 4. Найдите простейшие наборы, подобные размерам куба и правильного тетраэдра.

Теорема 5. Если два многогранника равносоставлены, то их инварианты Дена подобны.

Теорема 6. Инварианты Дена куба и правильного тетраэдра не подобны.

Теорема 7 (Ден). Куб и правильный тетраэдр не равносоставлены.

Для доказательства теоремы 7 потребуются следующие леммы, теоремы и утверждения:

Лемма 8. Если число ( соизмеримо с π, то при любом l пару (l, () можно выкинуть из набора.

Теорема 9. Если ( соизмеримо с π и cos ( – рационален, то cos ( = 0, (1 или 
[image: image1.wmf](0,5.

Лемма 10. Есть числовая функция на множестве наборов, которая принимает равные значения на подобных наборах, и различные – на наборах тетраэдра и куба.

Для самостоятельного решения

Задача 11. Докажите, что у любой а) прямой б) косой призмы набор Дена подобен пустому набору.

Задача 12. Докажите, что любая призма равносоставлена с кубом.

Задача 13.Найдите все углы, соизмеримые с π, у которых тангенс рационален.

Задача 14. Найдите все углы, соизмеримые с π, у которых а) косинус б) тангенс имеет вид r1
[image: image2.wmf]2
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 , где r1 и r2 – рациональные числа.

Теорема 15 (обратная) Если у двух многогранников одинаковы объемы и инварианты Дена, то они равносоставлены.
2: Неприводимые многочлены 

Обозначение. Рациональные Q, действительные R и комплексные C числа образуют поля, остатки Zp по по простому модулю – тоже поле, а вот целые числа Z и остатки по непростому модулю Zn только кольца (нет деления!).

Пусть K – кольцо. Обозначим K[x] множество многочленов с коэффициентами из K. В случае, когда K – поле, будем обозначать его F.  
Упр 1. а) K[x] – кольцо (то есть замкнуто относительно обычных операций сложения, вычитания и умножения).

б) Кольцо F[x] замкнуто относительно деления с остатком. 

Опр 1. Наибольшим общим делителем (НОД) двух многочленов, один из которых ненулевой, называют многочлен наибольшей степени, делящий оба этих многочлена.

Факт. НОД можно найти с помощью алгоритма Евклида.

Упр 2. Пусть многочлены f,g(F[x], h=НОД(f,g) со старшим коэффициентом 1. Если все коэффициенты у f и g на самом деле лежат в меньшем поле L, то у h – тоже.

Упр 3. Пусть P(x) и Q(x)  – многочлены с рациональными коэффициентами с общим комплексным корнем.  Докажите, что они не взаимно просты.

Опр 2. Многочлен ненулевой степени называется приводимым в K[x], если он может быть разложен в произведение двух многочленов меньшей степени из K[x], и неприводимым в противном случае.

Зад 4. Приводим ли x4+1 а) в R[x] б) в Q[x]?

Факт (Основная теорема арифметики).  Всякий многочлен в F[x] может быть разложен в произведение числа и неприводимых многочленов со старшим коэффициентом 1, причем такое разложение единственно с точностью до порядка сомножителей. 

Предл 5. У всякого многочлена нечетной степени в R[x] есть действительный корень.

Упр 6. Докажите, что всякий многочлен нечетной степени выше 2 приводим  в R[x].
Опр 3. Поле F алгебраически замкнуто, если каждый непостоянный многочлен из F[x] имеет корень в F.

Упр 7. Являются ли алгебраически замкнутыми поля а) Q; б) R?

Теорема 8 (Основная теорема алгебры) Поле С комплексных чисел алгебраически замкнуто.

Следствие 9. Всякий многочлен n-й степени 
[image: image3.wmf]]
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Предл 10. Пусть z – комплексный корень алгебраического уравнения с действительными коэффициентами. Тогда 
[image: image6.wmf]z

– тоже корень этого уравнения.

Предл 11. В R[x] всякий многочлен степени выше 2 – приводим.

Теорема 12. В R[x] всякий многочлен может быть разложен в произведение многочленов 1-й и 2-й степени.

Теорема 13. (Критерий неприводимости Эйзенштейна) Пусть A(x)=anxn+ an-1xn-1+...+a1x+a0 и p – простое число. Если an не делится на p, 
[image: image7.wmf]i
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 делится на p для всех i<n, но a0 не делится на p2, то A(x) неприводим в Z[x].
Зад 14. Многочлен f(x)(Q[x], и f(
[image: image8.wmf]2

)=0. Докажите, что f(x) делится на x2–2.
Зад 15. Перемножили два квадратных трехчлена с целыми коэффициентами. Мог ли получиться многочлен вида x4+3ax3+6bx2+9cx+12, где a, b, c целые? 

Зад 16. Разложите на неприводимые в R[x]  многочлен a) x12–1; б) x5–1.
Для самостоятельного решения

A1. Докажите, что 
[image: image9.wmf]3

2

не является корнем квадратного уравнения с целыми коэффициентами.

A2. Докажите, что если p – простое, то 
[image: image10.wmf]1
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 неприводим в Z[x]  .

A3*. Докажите, что если многочлен неприводим в  Z[x], то он неприводим и в Q[x].
3: Многочлены деления круга

Задача 1. а) Из центра правильного 23-угольника ко всем его вершинам проведено по вектору. Докажите, что сумма этих векторов равна 0. 

б)** Какое наименьшее число векторов можно из провести центра правильного 23-угольника к его вершинам так, чтобы их сумма была равна 0? 

Задача 2. Пусть 
[image: image11.wmf]e

 – корень n-й степени из 1. Докажите, что 
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Определение 1
[image: image13.wmf]1

)

(

2

1

+

+

+

+

=

-

-

x

x

x

x

F

p

p

p

K


Упр4. Найдите все корни многочлена Fp(x).
Лемма 5.  Если p – простое, то 
[image: image14.wmf])
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 неприводим в 
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Задача 6. Докажите, что если p – простое, то 
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 неприводим в 
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Определение 2. Пусть 
[image: image18.wmf]e

 – корень n-й степени из 1, и  не является корнем никакой меньшей степени. Тогда 
[image: image19.wmf]e

 – примитивный корень n-й степени из 1. 

Упр 7. В поле C есть ровно 
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примитивных корней n-й степени из 1 (где 
[image: image21.wmf])
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 – функция Эйлера, то есть количество взаимно простых с n среди чисел 1, 2, ..., n.).

Задача 8. Докажите, что а) если p – простое, то ((pk)= pk – pk–1 
б) если m и n взаимно просты, то ((mn)= ((m) ((n)  

Задача 9  а. Примитивный корень из 1 простой степени p не является корнем никакого многочлена с рациональными коэффициентами степени меньше чем p–1. 

б. Из центра правильного p-угольника (где p – простое) к его вершинам проведены p–1 векторов. Докажите, что они линейно независимы над полем Q
Определение 3. Многочлен деления круга – это 
[image: image22.wmf])
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 – все примитивные корни n-й степени из 1.

Упр 10. Вычислите 
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для всех n<6.

Теорема  11. 
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Упр 12. Докажите, что если  p – простое, то 
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Задача 13. Найдите 
[image: image27.wmf])
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для всех n<18.

Теорема 14. Все коэффициенты 
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 – целые.

Факт. Все многочлены деления круга неприводимы в 
[image: image29.wmf]]
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Для самостоятельного решения

Задача 15. Докажите, что различные многочлены деления круга взаимно просты.

Задача 16. Докажите, что все коэффициенты 
[image: image30.wmf])
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 расположены симметрично относительно середины.

Задача 17. При каких m и n многочлен 
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 делится на многочлен
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Задача 18. Верно ли, что все коэффициенты многочлена деления круга по модулю не больше 1?

Задача 19. Рассматриваются многочлены с целыми коэффициентами. 
а) P(x) – неприводимый многочлен. Докажите, что найдется такой многочлен Q(x), что P(Q(x)) – приводим. 
б) P(x)=xn–1. Доказать что найдется такой многочлен Q(x), что P(Q(x)) раскладывается в произведение множителей степени меньше степени Q(x) (Указание. Среди отношений 
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4: Конструктивные и алгебраические числа

Определение 1. Конструктивное число – это действительное или комплексное число, для которого существует конечное описание, как вычислить его с любой точностью. Остальные числа называются неконструктивными.

Задача 1.  Множество конструктивных чисел – счетно.

Теорема 2. Неконструктивные числа существуют, и их большинство!
Задача 3. Конструктивные числа образуют поле.
Определение 2. Алгебраическое число – это действительное или комплексное число, являющееся корнем многочлена с целыми коэффициентами; остальные числа называются трансцендентными.

Задача 4.  Множество алгебраических чисел – счетно.

Теорема 5 (Кантор). Трансцендентные числа существуют, и их большинство!

Факт. Числа e и π – трансцендентны!

Задача 6 . Приведите пример многочлена с целыми коэффициентами, корнем которого является 
а) 
[image: image34.wmf]3
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Задача 7. Докажите, что каждое алгебраическое число конструктивно. 
Задача 8 . Пусть 
[image: image36.wmf]y
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 – алгебраические числа, 
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 – рациональное, 
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¹

x

. Доказать, что следующие числа – алгебраические:

а) 
[image: image39.wmf]x
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, б) 
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, в) 
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Определение 3. Иррациональное число 
[image: image46.wmf]a

 называется хорошо приближаемым, если 
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 найдется рациональное число 
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Задача 9. Приведите пример хорошо приближаемого числа.

Теорема 10 (Лиувилль). Хорошо приближаемое число не может быть алгебраическим.

Для самостоятельного решения

А4. а) Найдите ошибку в следующем доказательстве несчетности конструктивных чисел: «Пусть все конструктивные числа занумерованы. Укажем алгоритм получения пропущенного конструктивного числа между 0 и 1: i-й знак равен 1, если i-й знак i-го числа равен 2, иначе : i-й знак равен 2. Противоречие»
б) Приведите пример неконструктивного числа.

A5. Докажите, что число π конструктивно.

A6. Пусть x– алгебраические число. Докажите, что числа а) 
[image: image50.wmf]2
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 б) 
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тоже алгебраические. 
5: Поле алгебраических чисел
Определение 1. Алгебраическое число – это действительное или комплексное число, являющееся корнем многочлена с целыми коэффициентами; остальные числа называются трансцендентными.

Определение 2. Иррациональное число 
[image: image52.wmf]a

 называется хорошо приближаемым, если 
[image: image53.wmf]0
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Теорема 1 (Лиувилль). Хорошо приближаемое число не может быть алгебраическим.

Определение 3. Если K и L — два поля таких, что K ( L, то K называют подполем в L, а L — расширением K.
Предложение 2. Если K — подполе в L, то:

а) L является векторным пространством над K (dimKL называется степенью расширения K ( L).

б) Если V — векторное пространство над L, то V является векторным пространством над K.

Упр 3. a) Докажите, что если элемент алгебраичен над некоторым полем, то он алгебраичен и над любым расширением этого поля. б) Многочлен в определении алгебраичности можно считать неприводимым.
Теорема 3. Если K ( L — конечное расширение (то есть dimKL конечна), то любой элемент из L алгебраичен над K.

Теорема 4 (о размерности башни). Пусть K ( L ( M ( расширения полей, {(1, (2, …, (n} ( базис L над K, {(1, (2, …, (m} ( базис M над L. Тогда 
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 ( базис M над K.
Определение 4. Если K и L — два поля таких, что K ( L, и ((L то через K(() обозначают минимальное (по включению) подполе в L, содержащее K и (. 
Предложение 5. а) K( K(() – конечное расширение ( ( – алгебраический элемент. 

Упр 6. Докажите, что сумма, разность и произведение алгебраических чисел тоже алгебраичны. 

Теорема 7. Алгебраические числа образуют поле.

Упр8. Корень многочлена с алгебраическими коэффициентами ​– алгебраичен. 

Теорема 9. Поле алгебраических чисел алгебраически замкнуто. 

Для самостоятельного решения

А7. Подполе K в 
[image: image57.wmf]C

 таково, что всякий многочлен вида xn ( 1 раскладывается на линейные множители в K[x]. Обязательно ли K совпадает с 
[image: image58.wmf]C
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A8. Докажите, что минимальное числовое поле, содержащее 
[image: image59.wmf]2

и 
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 равно 
[image: image61.wmf]Q

(() для некоторого (. 
A9. ( – корень неприводимого над 
[image: image62.wmf]Q

многочлена 23-й степени. Сколько подполей есть в 
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A10.  Решите в целых числах 
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6: Построения циркулем с линейкой и без
Определение. Скажем, что число 
[image: image65.wmf]a

 можно построить с помощью циркуля и линейки (построить ЦЛ), если на координатной плоскости, где отмечены начало координат и точка (1, 0), можно построить точку с абсциссой или ординатой 
[image: image66.wmf]a

. можно отметить любую точку с рациональными координатами и уже отмечены две точки на единичном расстоянии,

Упр 0. Докажите, что можно построить ЦЛ любую точку с рациональными координатами.

Упр 1. Докажите, что множество чисел, которые можно построить ЦЛ, образует числовое поле.

Упр 2. Докажите, что если числа a и b можно построить ЦЛ, то числа а) 
[image: image67.wmf]2
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, б)
[image: image68.wmf]2

2

b

a

-

, в)
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 можно построить ЦЛ.

Упр 3. Докажите, что можно построить ЦЛ корни любого квадратного уравнения с рациональными коэффициентами.

Упр 4. Докажите, что если числа a, b, d можно построить ЦЛ, то число 
[image: image70.wmf]d

b
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 можно построить ЦЛ.

Замечание. В следующих задачах проводятся построения при помощи только циркуля. Снова считаем, что на координатной плоскости уже отмечены точки (0, 0) и (0, 1). Будем считать, что прямая построена (задана), если построены (заданы) две точки на этой прямой.

Упр 5. При помощи одного циркуля построить а) точку, симметричную данной точке относительно данной прямой; б) отрезок, в n раз больше данного; в) отрезок, в n раз меньше данного.

Упр 6. При помощи только циркуля построить прямую, перпендикулярную к заданному отрезку и проходящую через один из его концов.

Задача 7. Даны отрезки a, b, c. При помощи одного циркуля построить отрезок 
[image: image71.wmf]c

ab

.

Задача 8. Дана окружность и ее центр. При помощи одного циркуля разделить дугу данной окружности пополам.

Задача 9. Докажите, что если числа a и b можно построить при помощи одного циркуля, то числа 
а) 
[image: image72.wmf]b
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, б)
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, г) 
[image: image75.wmf]b

a

, д) 
[image: image76.wmf]a

 можно построить при помощи одного циркуля.

Задача 10. Докажите, что если мы умеем строить все числа некоторого числового поля K, то 
а) применение одной линейки не выведет нас за пределы этого поля; б) проведя лишь одну окружность, мы сможем построить только числа, имеющие вид 
[image: image77.wmf]d
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Определение. Назовем расширение F числового поля K квадратичным, если 
[image: image79.wmf])
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, где 
[image: image80.wmf]a

 – действительный корень неприводимого квадратного трехчлена с коэффициентами из K.

Предложение 11. Число 
[image: image81.wmf]a

 можно построить ЦЛ тогда и только тогда, когда найдется конечная цепочка (башня) квадратичных расширений 
[image: image82.wmf]n
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, такая, что 
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Теорема 12 (теорема Мора-Маскерони). При помощи одного циркуля можно выполнить все построения, которые выполнимы при помощи циркуля и линейки.

Для самостоятельного решения

A11.  При помощи одного циркуля постройте точки пересечения данной окружности и данной прямой.

A12. При помощи одного циркуля постройте центр начерченной окружности.

A13 (теорема Штейнера) Если на плоскости начерчена окружность и отмечен ее центр, то все построения, выполнимые при помощи циркуля и линейки, могут быть выполнены при помощи одной линейки.

7: Три классические задачи
1. Удвоение куба: построить сторону куба, чей объем вдвое больше данного.

2. Трисекция угла: разделить данный угол на три равные части.

3. Квадратура круга: построить квадрат, равновеликий данному кругу.

Теорема 1. Если число 
[image: image84.wmf]a

 можно построить ЦЛ, то найдется конечная цепочка (башня) квадратичных расширений 
[image: image85.wmf]n
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Следствия 2. а) 
[image: image87.wmf]n
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;  б) Все числа в Fn – алгебраические.

Теорема 3. Корень неприводимого кубического многочлена из Q[x] нельзя построить ЦЛ.

Первое доказательство опирается на лемму:

Лемма 4. Пусть поле F  – расширение Q,  
[image: image88.wmf]¥
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. Если в F лежит корень неприводимого многочлена из Q[x] степени k, то n делится на k.
Второе доказательство опирается на лемму:

Лемма 5. Пусть построена башня расширений как в Теореме 1. Тогда если у квадратного и кубического многочленов из Fn-1[x] есть общий корень в поле Fn,, то  у этого кубического многочлена есть корень в Fn-1.

Следствие 6. Нельзя построить ЦЛ числа а) 
[image: image89.wmf]3
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; б) 
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Теорема 7. С помощью циркуля и линейки нельзя

а) удвоить куб;

б) разделить угол 
[image: image92.wmf]°

30

 на три равные части;

в) квадрировать круг.

Для самостоятельного решения

Задача A14. Найдите все такие целые n, что угол в 
[image: image93.wmf]°

n

 можно построить ЦЛ.

Задача A15. Пусть к циркулю и линейке добавлена "разрезалка пополам": прибор, позволяющий провести через данную точку прямую, делящую площадь данной выпуклой фигуры пополам. Докажите, что тогда все три классические задачи можно решить.

8: Алгебра Грассмана
Определение. (n=(((1, (2,…, (n) – алгебра, порожденная n антикоммутирующими переменными (т.е. (i(j = –(j(i для любых i и j). В остальном действуют такие же правила сложения и умножения между собой и на число, как и в кольце обычных многочленов. 
Упр 1. Докажите, что (i2=0 для всех i.
Упр 2. Какова наибольшая степень одночлена?

Определение 1. 
[image: image94.wmf]k
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L

– множество всех однородных многочленов степени k. Элементы 
[image: image95.wmf]1
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будем обозначать li.

Упр 3. Докажите, что 
[image: image96.wmf]k

n

L

– векторное пространство и найдите его размерность.

Упр 4. Найдите (a(1+b(2+c(3+d(4+e(5)2, где a,b,c,d,e – обычные числа.

Упр 5. Произведение n элементов из 
[image: image97.wmf]1

n

L

равно a(1(2…(n, где a – какое-то число.

Определение 2. Назовем однородные многочлены четной степени четными элементами, а нечетной степени – нечетными. Остальные элементы не имеют четности. 0 считаем одновременно четным и нечетным.
Упр 6. Всякий элемент однозначно представляется в виде суммы четного и нечетного.
Предл 7. а) Четный элемент A коммутирует с любым другим элементом D, то есть AD=DA.  б) Любые два нечетных элемента B и C между собой антикоммутируют, то есть BC = –CB. 

Предл 8. Если l1, l2, …, lk  – линейно зависимы, то l1l2…lk=0  
Теорема 9. Если l1, l2, …, ln  – линейно независимы, то l1l2…ln(0  

Следствие 10. Если l1, l2, …, lk  – линейно независимы, то l1l2…lk(0

Определение 3. Определитель  упорядоченной n-ки det(l1, l2, …, ln) – это числовой коэффициент перед (1(2…(n в произведении  l1l2…ln.

Определение 4. Будем сопоставлять строке (a1, a2, …, an) элемент a1(1+ a2(2+… an(n. Тогда квадратной матрице (таблице) A размера n(n сопоставляется упорядоченная n-ка элементов из 
[image: image98.wmf]1

n

L

. Определитель этой n-ки и будем считать определителем матрицы A.

Упр 11. Напишите явную формулу для определителей матриц 2(2 и 3(3.

Упр 12. Найдите определитель матрицы 
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Теорема 13. Докажите следующие свойства определителя:

a) Определитель линеен по каждой переменной, то есть det(…,al+bl’,…)=a(det(…,l,…)+ b(det(…,l’,…).

б) Определитель кососимметричен по каждой паре переменных, то есть 
det(…,l,…,l’,…) = – det(…,l’,…,l,…)

в) det((1, (2,…, (n) = 1.

Задача 14. Докажите, что свойства a, б, в из теоремы 13 определяют функцию det однозначно. 

Для самостоятельного решения

Задача A16. Сопоставим квадратной матрице A размера n(n упорядоченную n-ку элементов из 
[image: image100.wmf]1
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, где элементы соответствуют столбцам матрицы. Докажите, что определитель этой n-ки равен определителю матрицы A.

Задача A17. Докажите, что если строки квадратной матрицы линейно независимы, то столбцы – тоже.

Задача A18. a) Докажите, что если n чисел a, b, …, c различны, то строки 
(1, 1, …,1), (a, b, …, c), (a2, b2, …, c2), …,(an–1, bn–1, …, cn–1) линейно независимы.
б) Найдите определитель матрицы из этих строк.
9: Определители
Определение. Ориентированная площадь S(v1, v2) – это ( площадь параллелограмма, натянутого на векторы v1, v2. Если кратчайший поворот от v1 к v2 против часовой, то знак +, иначе –. 

Ориентированный объем V(v1, v2, v3 ) – это (объем параллелепипеда, натянутого на векторы v1, v2, v3. Если тройка v1, v2, v3 правоориентирована, то знак +, иначе –.

Задача 1. Пусть функция f равна S или V. Докажите следующие свойства f:

a) f линейна по каждой переменной, то есть f(…,al+bl’,…)=a(f(…,l,…)+ b(f(…,l’,…).

b) f кососимметричнa по каждой паре переменных, то есть f(…,l,…,l’,…) = – f(…,l’,…,l,…)

c) S((1,0), (0,1)) = 1, V((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))=1.

Задача 2. Найдите явное выражение для S и V через координаты векторов.

Задача 3. Координаты вершин многоугольника (по порядку) равны (x1, y1), (x2,y2), …, (xn,yn). Докажите, что ориентированная площадь многоугольника равна
1/2(x1(y2–yn)+x2(y3– y1)+ x3(y4– y2)+…+ xn(y1– y n–1))
Определение.  Квадратная матрица A называется невырожденной, если ее определитель не 0. 

Упр 4. Докажите, что матрица  невырождена ( ее строки линейно независимы. 
Определение.  Минор Aij квадратной матрицы A – это определитель меньшей матрицы, полученной из A вычеркиванием i-й строки и j-го столбца.
Задача 5. Докажите правило вычисления определителя методом разложения 
a) по i-й строке (b1,b2,…,bn):  det(A)=(–1)i+1b1Ai1+(–1)i+2b2Ai2+…+(–1)i+nbnAin
b) по j-му столбцу (b1,b2,…,bn):  det(A)=(–1)j+1b1A1j+(–1)j+2b2A2j +…+(–1) j+nbnAnj

Определение.  Транспонированная матрица At получается из матрицы A симметрией относительно главной диагонали (то есть строки A становятся столбцами At и наоборот).
Задача 6. Докажите, что a) если матрица А – квадратная, то det(A)=det(At)

b) если строки квадратной матрицы линейно независимы, то столбцы – тоже.

Задача 7. a) Пусть l=a1l1+a2l2+…+anln  , где a1, a2, …, an – числа,  l1, l2, …, ln  – n линейно независимых элементов из 
[image: image101.wmf]1
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. Докажите, что ai=det(l,l1,…,li–1,li+1,…,ln)/det(l1, l2, …, ln)  
b) Дана система n линейных уравнений с n неизвестными: 
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ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

c

x

a

x

a

x

a

c

x

a

x

a

x

a

c

x

a

x

a

x

a

K

L

K

K

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11


Докажите правило Крамера: если не равен нулю ( – определитель матрицы системы (без свободных членов), то 
[image: image103.wmf]D
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, где (i – определитель матрицы, полученной из матрицы системы заменой i-го столбца на столбец свободных членов.

Следствие 8. Система линейных уравнений с невырожденной матрицей имеет единственное решение при любом наборе свободных членов. 

Определение.  Квадратная матрица A называется симметрической, если At=A и кососимметрической, если At=–A.

Упр 9. Докажите, что у невырожденной кососимметрической матрицы – четный размер. 
Упр 10. Все элементы квадратной матрицы – целые числа. Известно, что в каждой строке и каждом столбце ровно одно число не делится на 5. Докажите, что определитель этой матрицы не равен 0.

Задача 11. а) Докажите, что квадратная матрица четного размера над Z2, у которой по диагонали стоят нули, а в остальных местах единицы – невырождена.

b) Докажите, что квадратная матрица четного размера, у которой по диагонали стоят нули, а в остальных местах 1 или –1 в любом наборе – невырождена.

Для самостоятельного решения

A19. После завершения однокругового турнира выяснилось, что для любой группы команд есть команда, сделавшая с командами этой группы нечетное число ничьих. Докажите, что, что общее число команд в турнире – четно.

A20. Есть 10 бананов и чашечные весы без гирь. За какое наименьшее число взвешиваний можно проверить, все ли бананы весят одинаково? 

A21. Докажите, что в любой (прямоугольной) матрице наибольшее количество линейно независимых строк равно наибольшему количеству линейно независимых столбцов.
10: Ранг. Линейные системы.
Упр1.  Строки прямоугольной матрицы линейно независимы. Докажите, что
a)  столбцов не меньше, чем строк;
b) можно вычеркнуть часть столбцов (возможно, ни одного) так, чтобы получилась невырожденная квадратная матрица. 

Определение.  Минор прямоугольной матрицы A – это определитель меньшей квадратной матрицы, полученной из A вычеркиванием строк и/или столбцов. Размер минора ​– это число строк в полученной квадратной матрице.

Упр 2. В  матрице есть k линейно независимых строк ( у матрицы есть ненулевой минор размера k.

Упр 3. Докажите, что в любой (прямоугольной) матрице наибольшее количество линейно независимых строк равно наибольшему количеству линейно независимых столбцов.

Определение. Наибольшее количество линейно независимых строк (столбцов) называется рангом матрицы.

Упр 4. Найдите ранг а) матрицы, составленной из одних единиц   b) квадратной матрицы с нулями по одной диагонали и остальными единицами.

Определение. Наибольшее количество линейно независимых уравнений называется рангом системы линейных уравнений.

Предложение 5. Пусть у системы линейных уравнений ранга k c n неизвестными есть решение. Тогда можно выбрать n-k неизвестных так, что при подстановке в них любых значений система будет иметь единственное решение. 

Задача 6. Есть 10 бананов и чашечные весы без гирь. За какое наименьшее число взвешиваний можно проверить, все ли бананы весят одинаково?

Упр 7. Если в целочисленной матрице заменить все числа остатками по модулю p и рассмотреть ее как матрицу над Zp, то ранг матрицы не возрастет.

Упр 8. Найдите наименьший возможный ранг матрицы нечетного порядка, у которой по одной диагонали нули, а все остальные элементы по модулю  равны 1.  

Задача 9. Есть стадо из 101 коровы. Известно, что без любой коровы стадо делится на две равные по весу и численности половинки. Докажите, что все коровы весят одинаково.

Определение. Произведение матрицы-строки (a1,…, an) на матрицу-столбец 
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– это число a1b1+…+ anbn
Определение. Произведение матрицы A размера m(n на матрицу B размера n(p – это матрица С=AB размера m(p, где элемент на пересечении i-й строки и j-го столбца равен произведению i-й строки матрицы A на j-й столбец матрицы B.
Упр 10. Докажите, что, вообще говоря, умножение матриц некоммутативно, то есть приведите пример двух матриц A и B размера 2(2 такой, что AB(BA.
Упр 11. Докажите, что  (AB)t=BtAt.

Предложение 12. Пусть переменные z1, …, zn выражены линейно через переменные у1,…,ym, при этом коэффициенты в выражении для каждого zi взяты из i-й строки матрицы A. Аналогично выразим переменные у1,…,ym через x1,…,xp линейно с коэффициентами из матрицы B. Тогда z1, …, zn выражаются через x1,…,xp линейно с коэффициентами из матрицы AB.

Теорема 13. det(AB)=det(A)det(B)

Для самостоятельного решения

A22. Докажите, что ранг произведения матриц не превосходит ранга каждого из сомножителей.

A23. Докажите, что в матрице ранга r любой минор на пересечении r линейно независимых строк и r линейно независимых столбцов не равен 0. 
A24* На отрезке [0,1] отмечены концы, а также конечное число точек внутри. Известно, что любая внутренняя отмеченная точка лежит ровно посередине между какими-нибудь отмеченными точками. Докажите, что все отмеченные точки рациональны.
Алг11: Неизмеримые множества
Упр1.  По единичной окружности прыжками постоянной длины против часовой стрелки скачет блоха. Длина дуги между соседними точками пути блохи постоянна и равна 1. 
a) Докажите, что блоха ни в какую точку не попадет дважды.
б) На окружности есть ямка шириной 0,001. Докажите, что блоха рано или поздно в нее попадет.
Определение.  Множество меры ноль на прямой (окружности) – это множество, которое можно покрыть конечным или счетным числом отрезков (дуг) со сколь угодно малой суммой длин (то есть для любого (>0 есть покрывающая система отрезков с суммой длин <().  Аналогично определяются множества меры ноль на плоскости или сфере (площадь) или в пространстве (объем).  Множество, которому нельзя приписать никакую меру (соответственно, длину, площадь, объем) называется неизмеримым. 

Аксиомы меры.

а) Мера любого множества (если она есть) – неотрицательна.
b) Мера конечного или счетного объединения непересекающихся множеств равна сумме их мер.

с) Движение сохраняет меру (то есть если преобразование f сохраняет расстояние, то равны меры множеств A и f(A))

Упр 2. Докажите, что a) счетное множество имеет меру ноль. b) Объединение счетного числа множеств меры 0 тоже имеет меру 0.
Предложение 3. Разобьем точки окружности на орбиты блохи из упр.1: две точки относятся к одной орбите, если блоха из одной может пропрыгать в другую. Выберем из каждой орбиты ровно по одной точке и поместим их во множество M.  Тогда множество M – неизмеримо. 
Факт. Любое сохраняющее ориентацию  движение сферы – поворот вокруг оси. 

Зададим на сфере два поворота: ( – на 180( и ( – на 120(. 
Факт. Пусть оси поворотов образуют угол с иррациональным числом градусов. Тогда никакая композиция этих поворотов, где (  встречается не более одного раза подряд, а ( – не более двух раз подряд, не будет тождественным преобразованием.

Упр 4. Построим из точек сферы S граф Г’, cоединив ребром точки, переходящие друг в друга при повороте (. Докажите, что две компоненты связности этого графа – это концы оси (, а все остальные компоненты состоят из трех точек. 

Упр 5. Построим из точек сферы S граф Г, соединив в Г’ ребром также точки, переходящие друг в друга при повороте (. 
а) Докажите, что каждая компонента связности этого графа – счетна. 
б) Докажите, что в регулярных компонентах (то есть не содержащих концов осей ( и () есть только циклы, унаследованные от графа Г’ (то есть треугольники).

Задача 6. Докажите, что регулярную компоненту можно покрасить в белый, синий и красный цвета так, чтобы ( менял цвета по циклу белый ( синий ( красный ( белый, а ( переводил синий и красный в белый, а белый – в синий или красный.
Определение. Покрасим каждую регулярную компоненту как в Задаче 6. Обозначим Б, С, К множеcтва всех белых, синих  красных точек соответственно. 
Предложение 7. ((Б)=С, ((С)=К, ((К)=Б, ((Б)=С(К, ((С (К)=Б. 

Упр 8. Докажите, что множества Б, С, К – неизмеримы.

Парадокс Банаха – Тарского

Определение (наивное). Назовем множества A и B равносоставленными, если одно из них можно разбить на конечное число частей, и сложить из этих частей другое. Будем писать A~B.

Упр 9. Докажите, что множества С и Б(С(К равносоставлены.
Определение (строгое). A~B если есть взаимно-однозначное соответствие f: A(B и такое разбиение A на конечное число непересекающихся множеств A1, A2, …, An, что ограничение f на каждое из Ai является движением.

Упр 10. Докажите, что 
a) если A~B, B~C, то A~C. 
б) если f: A(B отображение из определения выше, и M(A, то M~f(M).
Теорема 11. Если A(B(C и A~C, то A~B. 

Определение. Пусть Q=S\(Б(С(К) – множество точек нерегулярных орбит. 
Задача 12. Докажите, что множество Б(Q и сфера S равносоставлены. 

Задача 13. Докажите, что 
а) Найдется множество Q’(S,  равносоставленное и непересекающееся с Q. 
b) Найдется множество Q”(С,  равносоставленное и непересекающееся с Q.
Упр 14. Докажите, что множество K(Q” и сфера S равносоставлены.
Теорема 15. Сфера равносоставлена двум таким же сферам. 
Упр 16. Шар без центра равносоставлен а) двум таким шарам б) трем таким шарам.

Теорема 17 (парадокс Банаха-Тарского). Шар (с центром) равносоставлен двум таким шарам.
Для самостоятельного решения

A25. Докажите, что любые два куба равносоставлены.
A26. Докажите, что если два множества в пространстве ограничены, и каждый содержит внутри себя некоторый шар, то эти множества равносоставлены.
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