Двадцать третья Летняя многопредметная школа Кировской области

Wish Kill, 3-28 июля 2007 г. 10 класс, группа “просто”
5 июля

Биномиальные коэффициенты: вид сверху
Определение. (1) Символом [image: image411.wmf] обозначим количество k-элементных подмножеств  n-элементного множества (ясно, что оно не зависит от природы множества).

Пример. Рассмотрим множество [image: image2.wmf]{
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. Оно имеет ровно шесть двухэлементных подмножеств (каких именно?). Стало быть, [image: image3.wmf]6
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(2) Символом [image: image4.wmf]k
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обозначим число, равное, по определению, [image: image5.wmf]!
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Пример. [image: image6.wmf]6
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(3) Символом [image: image7.wmf]n

k

T

 обозначим элемент треугольника Паскаля – числового массива, заданного набором условий:
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б) [image: image9.wmf]1
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Пример. Построим начальный фрагмент массива, причём n – номер строки, k, соответственно, ​- столбца (нули с обеих сторон пропущены):
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Стало быть, [image: image11.wmf]6
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(4) Хромым королём назовём “шахматную” фигуру, которая может ходить только на одну клетку и только вправо и вниз. Допустим, хромой король стоит в левом верхнем углу бесконечной вправо и вниз “шахматной” доски, вертикали и горизонтали которой занумерованы, соответственно, справа налево и сверху вниз, неотрицательными целыми числами (начиная с нуля). Символом [image: image12.wmf]n

k

P

 обозначим количество путей хромого короля с поля (0, 0) на поле (k, n–k).
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Пример. Рассмотрим пути, ведущие в клетку (2, 2), их шесть (какая неожиданность!):

[image: image398.wmf][image: image399.wmf][image: image400.wmf][image: image401.wmf][image: image402.wmf]Стало быть, [image: image13.wmf]6
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(5) Символом [image: image14.wmf]n
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 обозначим коэффициент при [image: image15.wmf]k
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Замечание: Для обозначения длинных сумм удобно использовать стандартный символ [image: image18.wmf]å

. Например, правую часть последнего равенства можно записать короче: [image: image19.wmf]å
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Имеет место:

Теорема. При любых n и k, таких, что [image: image20.wmf]n
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Замечания: (1)  “Перевёрнутая” запись [image: image22.wmf]k

n
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– дань традиции.

(2) Нельзя утверждать, что теорема верна вообще при всех n и k: при k<0 и при k>n [image: image23.wmf]k

n

C

 не определены принципиально, а остальные – определены и равны нулю (это разные вещи!).

С этого момента мы доказываем теорему и, соответственно, считаем, что [image: image24.wmf]n
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Задача 1: Доказать равносильность определений (1) и (2).

Задача 2: Доказать равносильность определений (1) и (3).

Задача 3: Доказать равносильность определений (1) и (4).

Задача 4: Доказать равносильность определений (1) и (5).

Указание: Рассмотрите множество [image: image25.wmf]{
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 и произведение [image: image26.wmf])
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Замечание: (1) Для обозначения длинных произведений удобно использовать символ [image: image27.wmf]Õ

. Например, вышеприведённое произведение можно записать короче: [image: image28.wmf]Õ

=

+

n

i

i

x

1

)

1

(

.

(2) Строго говоря, теорема доказана. Что не мешает нам решить ещё несколько задач.

Задача 5: Доказать равносильность определений (2) и (3) непосредственно.

Задача 6: Доказать равносильность определений (3) и (4) непосредственно.

Задача 7: Доказать равносильность определений (3) и (5) непосредственно.

Задача 8: Докажите пятью естественными способами равенство 
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5 июля

Параллельная проекция

1. Теорема Менелая на плоскости. Дан треугольник 
[image: image30.wmf]ABC

. На его сторонах 
[image: image31.wmf]AB

 и 
[image: image32.wmf]BC

 взяты точки 
[image: image33.wmf]K

 и 
[image: image34.wmf]L

 соответственно, 
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Замечание. Понятно ведь, как делить друг на друга коллинеарные векторы?

2. Теорема Менелая на плоскости. Дан треугольник 
[image: image37.wmf]ABC

. На продолжениях его сторон 
[image: image38.wmf]AB

, 
[image: image39.wmf]BC

 и СА взяты точки 
[image: image40.wmf]K

, 
[image: image41.wmf]L

и М соответственно, Докажите, что эти три точки лежат на одной прямой тогда и только  тогда, когда

[image: image403.wmf]
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3. Дан параллелограмм 
[image: image43.wmf]ABCD

 и точка 
[image: image44.wmf]P

 внутри него.

Известно, что 
[image: image45.wmf]1
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[image: image47.wmf]LC

DL

.

4. В основании пирамиды лежит многоугольник с нечетным количеством сторон. Можно ли на ее ребрах так расставить стрелки, чтобы сумма полученных векторов равнялась нулю?

5. Теорема Менелая в пространстве. Точки 
[image: image48.wmf]K

, 
[image: image49.wmf]L

, 
[image: image50.wmf]M

 и 
[image: image51.wmf]N

, расположенные на сторонах 
[image: image52.wmf]AB
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 и 
[image: image55.wmf]DA

 неплоского четырехугольника 
[image: image56.wmf]ABCD

, лежат в одной плоскости тогда и только тогда, когда
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6. Докажите, что в кубе (назовем его ABCDA’B’C’D’) плоскость, содержащая диагонали трех соседних по вершине А граней (сечение BDA’), и плоскость, содержащая диагонали трех соседних по вершине С’ граней (сечение CB’D’), делят диагональ АС’ на три равных отрезка.

7. В кубе ABCDA’B’C’D’ проведен общий перпендикуляр MN к прямым A’B и B’C. Найдите отношение, в котором основания этого перпендикуляра делят отрезки A’B и B’C.

8. Углы между некоторой плоскостью и сторонами правильного треугольника равны α, β и γ. Докажите, что синус одного из них равен сумме синусов других двух.

9. Докажите, что площадь ортогональной проекции куба со стороной 1 на плоскость равна длине проекции этого же куба на прямую, перпендикулярную данной плоскости.

10. Ортогональные проекции некоторой фигуры на две пересекающиеся плоскости являются прямыми линиями. Обязательно ли эта фигура – прямая линия?

6 июля

Применения теоремы Менелая

1. (Прямая Симсона) Точка Р лежит на описанной окружности трегольника АВС. Пусть А1, В1, С1 – основания перпендикуляров, опущенных из точки Р на прямые ВС, АС и АВ соответственно. Покажите, что точки А1, В1 и С1 лежат на одной прямой.

2. Окружность S касается внешним образом окружностей S1 и S2 в точках А1 и А2 соответственно. Покажите, что прямая А1А2 проходит через точку пересечения то ли внешних, то ли внутренних касательных к окружностям S1 и S2.

3. Важно ли, что в предыдущей задаче касание внешнее?

4. (Теорема Дезарга) Прямые АА1 , ВВ1 и СС1 пересекаются в точке О. Покажите, что точки пересечения прямых АВ и А1В1, АС и А1С1, ВС и В1С1 лежат на одной прямой.

5. (Теорема Паскаля) Шестиугольник АВСDEF вписан в окружность. Покажите, что точки пересечения прямых АB и DE, ВС и ЕF, CD и AF лежат на одной прямой.
Указание: Докажите следующий простой факт и воспользуйтесь им.
Пусть две прямые, проходящие через точку Р  пересекают окружность в точках А и В, и С и D соответственно. Тогда 
[image: image58.wmf]DP
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 (степень точки относительно окружности).

Определение. Шестиугольник АВСDEF назовём вписанным в две прямые, если точки А, С, Е лежат на одной прямой и точки B, D, F также лежат на одной прямой.

6. (Теорема Паппа) Шестиугольник АВСDEF вписан в две прямые. Покажите, что точки пересечения прямых АB и DE, ВС и ЕF, CD и AF лежат на одной прямой.

Добавление

Элементарная теорема Брианшона

Определение: На плоскости заданы две неконцентрические окружности. Их радикальной осью назовём ГМ точек, степени которых относительно этих двух окружностей равны.

7. Покажите, что радикальная ось двух окружностей есть прямая, перпендикулярная прямой, проходящей через их центры.

8. На плоскости заданы три окружности, любые две из них – не концентрические. Покажите, что их попарные радикальные оси пересекаются в одной точке.

9. На окружности взяли две различные точки, провели через них касательные и на этих касательных в одну сторону отложили равные отрезки, получив ещё две различные точки. Покажите, что существует окружность, касающаяся построенных прямых в выбранных точках.

10. (теорема Брианшона) Покажите, что большие диагонали описанного шестиугольника пересекаются в одной точке.

6-7 июля

Основные свойства биномиальных коэффициентов

1. Комбинаторные доказательства.

Замечания. (1) С этого момента мы используем для биномиальных коэффициентов только и исключительно обозначение [image: image59.wmf]÷
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 (что отнюдь не означает использование только первого определения).

(2) Напротив, теорема о пяти равносильных определениях предоставляет нам по крайней мере пять способов доказательства любого утверждения про биномиальные коэффициенты. Правда, не все они хороши.

Задача 1. Доказать равенство 
[image: image60.wmf]÷
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, пользуясь определением (1). Понятно ли, как его доказать, используя определение (2)? 

Замечание. Доказательства, основанные на определении (1), а также подобные им называют комбинаторными.
Задача 2. Доказать равенство [image: image61.wmf]÷
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, используя результат задачи 2 и симметричность.

Задача 3.  Вывести “обратно” тождество [image: image62.wmf]÷
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 (то есть, по существу, главную составляющую определения (3)) из результатов задач 1 и 2.

2. Полиномиальные коэффициенты.

Задача 4. Дайте комбинаторное доказательство тождеств
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Замечание. Число, возникшее в задаче 4, равно количеству разбиений n-​элементного множества на три подмножества, в первом из которых n-m элементов, во втором – m–k, а в третьем – k соответственно. Возникает естественное

Определение. Пусть 
[image: image64.wmf]m
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[image: image65.wmf]÷
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 обозначим количество разбиений n-элементного множества (состоящего из различных элементов) на m подмножеств так, что в j-ом подмножестве содержится ровно 
[image: image66.wmf]j
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 элементов. Такие числа называются полиномиальными коэффициентами.

Замечание. Это обозначение отличается от стандартного для биномиальных коэффициентов: 
[image: image67.wmf]÷
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Задача 5. а) Выведите формулу для полиномиальных коэффициентов, аналогичную определению (2);

б) Придумайте аналог определения (4) для полиномиальных коэффициентов; что тут вместо треугольника Паскаля?

в) Докажите полиномиальную теорему:
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где суммирование ведётся по всем разложениям n в сумму m неотрицательных целых чисел (которое является аналогом определения 5).

3. Длинные суммы.

Задача 6. 
а) Показать, используя рекуррентное соотношение, что [image: image69.wmf]÷
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б) Обобщить данное равенство, заменив [image: image70.wmf]÷
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Задача 7. 
а) Показать, используя рекуррентное соотношение, что [image: image72.wmf]÷
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б) Обобщить данное равенство, заменив [image: image73.wmf]÷
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Замечание. Результаты задач 6 и 7 на самом деле представляют собой взгляды с разных сторон на один и тот же факт. Поймите это.

Задача 8. Докажите тождество 
[image: image75.wmf](
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4. Джентльменский набор.

Задача 9. Доказать, используя определения (1), (3), (4), (5), равенство [image: image76.wmf]å
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Задача 10. Доказать, используя определения (1), (3), (5), равенство [image: image77.wmf]å
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 при n>0. Во что оно превращается при n=0?

Задача 11. Доказать, используя определения (1), (5) и результат задачи 2, равенство [image: image78.wmf]å
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Задача 12. Вычислить суммы: а) [image: image79.wmf]å
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Задача 13. Вычислите сумму 
[image: image81.wmf](
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Задача 14. Биномиальная формула обращения. Выведите из предыдущего результата тот факт, что две последовательности 
[image: image82.wmf](
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Функциональные уравнения. Метод подстановок

Функциональное уравнение – это уравнение, которое содержит одну или несколько неизвестных функций (с заданными областями определения и значений). Решить функциональное уравнение — значит найти все функции, которые тождественно ему удовлетворяют.

Упражнение. Какие функции задают следующие функциональные уравнения:

а) 
[image: image86.wmf]0
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1. Найдите все функции f(x), если для любых x и y:

а) 
[image: image89.wmf])
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2. Для функций f и g, заданных на всей оси, выполнено тождество: 
[image: image92.wmf]1
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3. Решите следующие функциональные уравнения:

а) 
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4. а) Придумайте несколько функций, удовлетворяющих функциональному уравнению 
[image: image101.wmf]y
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б) Решите это функциональное уравнение.
5. Найдите функцию f(x), ограниченную на любом конечном интервале, удовлетворяющую функциональному уравнению:

а) 
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6. Найдите функцию f(x), удовлетворяющую равенству
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Дерево Штерна-Броко

Задача 0. Для оценки мастерства игроков в бейсбол существует коэффициент бэттера, который определяется как отношение числа удачных ударов к числу всех выходов на биту. Сколько раз, по меньшей мере, должен был выйти на биту бейсболист, коэффициент которого равен приближенно 0,334?
В переводе на математический язык для решения задачи нам необходимо найти дробь с наименьшим знаменателем в промежутке [0,3335; 0,3345) = [
[image: image105.wmf]2000
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;
[image: image106.wmf]2000
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). Или в общем виде, в промежутке [
[image: image107.wmf]1
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Определение. Медиантой неотрицательных рациональных чисел 
[image: image109.wmf]b
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 и 
[image: image110.wmf]d
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 называется число 
[image: image111.wmf]d
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Упражнение 1. Докажите что медианта двух чисел лежит между ними.

Замечание. Поскольку медианта двух различных рациональных чисел лежит строго между ними, постольку имея эти числа и используя операцию «взятия медианты», можно построить бесконечное подмножество множества рациональных чисел. Нельзя ли все?
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Рис. 1.  


Начнем с двух «дробей» 
[image: image112.wmf]0
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….. (рис 1.), с чего бы это?

Получившееся дерево называется деревом Штерна-Брокко.

Теорема. Дерево Штерна-Брокко содержит все неотрицательные несократимые дроби.

Упражнение 3. Докажите, что 
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[image: image115.wmf]n
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Упражнение 4. Докажите, что любая дробь дерева Штерна-Брокко несократима.

Задача 5.

а)Докажите, что если  
[image: image116.wmf]1
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 – две  соседние дроби последовательности Штерна-Броко на любом шаге ее построения, 
[image: image118.wmf]b
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  – некоторая несократимая дробь, и  
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б) Используя пункт а) и упражнение 3 докажите, что 
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Упражнение 6. В дереве Штерна-Брокко встречается каждая несократимая дробь 
[image: image123.wmf]b

a

.

Упражнение 7. Решите задачу 0.

Упражнение 8. При изготовлении елочной гирлянды электрик Петров сделал на куске провода отметки, делящие его на 113 одинаковых кусков, и ушел покурить. В это время электрик Иванов разметил тот же провод на 137 одинаковых кусков и пошел туда же. В это время вернувшийся из магазина электрик Сидоров быстро разрезал провод на 250 одинаковых кусков. Докажите, что на каждом из получившихся кусочков, кроме двух  крайних, стоит ровно по одной отметке.
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Побросаем косточки…

1. Классическая модель вероятности.  Предположим, что есть конечное множество 
[image: image124.wmf]W

 элементарных исходов. Подмножества этого множества называются случайными событиями. Вероятностный эксперимент состоит в том, что мы выбираем некоторый (ровно один) элементарный исход, при этом происходят все случайные события, элементом которых является выбранный исход. Исходы считаются (выбираются так, чтобы быть) равновероятными: если элементарных исходов N, то каждый из них имеет вероятность 
[image: image125.wmf]N

1

. Если в случайном событии A содержится ровно k элементарных исходов, то его вероятностью называется число 
[image: image126.wmf]N
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. Считается хорошо понятным, что вероятность случайного события является адекватной мерой его наступления в будущем эксперименте: например, если вероятность события есть 
[image: image127.wmf]4

1

, то данное событие наступит примерно в четвёртой части экспериментов.

Пример 1. Игральной костью назовем кубик, на гранях которого написаны числа (в стандартном случае – строго по одному разу числа от 1 до 6; однако возможны и нестандартные кости). Бросим две различные стандартные  кости.

Упражнение 1. а) Сколько в этой ситуации элементарных исходов?

 б) Найдите вероятности следующих случайных событий:


[image: image128.wmf]a

) Выпали одинаковые числа;


[image: image129.wmf]b

) Выпали соседние числа;


[image: image130.wmf]g

) Сумма выпавших чисел равна 9;


[image: image131.wmf]d

) Сумма выпавших чисел равна 10;


[image: image132.wmf]e

) Сумма выпавших чисел больше 9;


[image: image133.wmf]V

) Выпали числа разной чётности.

Пример 2. Бросим две одинаковые стандартные кости.

Упражнение 2. Ответьте в этих условиях на вопросы из упражнения 1.

Вопрос. Предположим, мы бросили две кости, на первый взгляд одинаковые, но различимые в ультрафиолетовом освещении. Проделаем с ними некоторый эксперимент, в котором упражнения 1 и 2 дают различные ответы. Сначала в обычном освещении, затем – в ультрафиолетовом. Мы ведь не считаем, что получатся различные результаты (влиянием воздействия ультрафиолетовых световых волн на движение костей в полёте можно пренебречь)? Как это согласуется с предыдущим?

Для справки. Научная формулировка ответа: игральные кости (как и всё в макромире) подчиняется распределению Максвелла-Больцмана. В микромире всё по-другому…

2. Нетранзитивные косточки. Давайте разрешим повторять числа на гранях кубика, получая, например, кубики вида 2, 2, 2, 5, 5, 5. Одну кость назовём сильнее другой, если с вероятностью больше 
[image: image134.wmf]2

1

 на первой кости выпадает больше, чем на второй. Три нестандартные кости назовём нетранзитивными, если первая кость сильнее второй, вторая – третьей, а третья – первой.

Задача 3. Постройте три нетранзитивные нестандартные кости.

Давайте разрешим ставить на гранях кости произвольные натуральные числа.

Упражнение 4. Постройте три нетранзитивных кубика с различными числами на гранях.

Наконец, представим себе невозможное: кубик, у которого необязательно шесть граней. Назовём такой кубик рулеткой (с чего бы?).

Задача 5. Для любого натурального 
[image: image135.wmf]2

>

N

 постройте семейство из N рулеток, каждая из которых сильнее предыдущей (по циклу).

Раскинем картишки…

Стандартный вид задачи: из колоды (в 4N карт) сдали несколько (скажем, k) карт. Какова вероятность того, что сданный набор таков-то и таков-то?.. Что есть в данном случае элементарный (неделимый на меньшие) исход? В первом приближении – порядок карт в колоде (сдаём верхние k карт). Однако некоторые различные колоды приводят к одинаковым сдачам.

Упражнение 5. Покажите, что количество колод, приводящих к фиксированной сдаче, зависит только от N и k, но не от самой сдачи.

Замечание. Результат упражнения 1 позволяет объявить сдачу элементарным исходом.

Упражнение 6. Сколько элементарных исходов в этом случае?

Задача 6. Из колоды в 52 карты сдали 


[image: image136.wmf]a

) 4 карты, 


[image: image137.wmf]b

) 6 карт. 

Какова вероятность того, что:

а) Масти этих карт все различны;

б) Достоинства этих крат все различны;

в) Все эти карты одного достоинства (каре);

г) Все эти карты одной масти, их достоинства идут подряд (флешь-рояль);

д) Все эти карты одной масти (флешь);

е) Достоинства этих карт идут подряд (стрит);

ж) Среди этих карт есть дама, нет туза и короля в масти дамы, есть две карты в масти дамы и ещё одна – в другой масти (возможно, что туз или король) (строгая третья дама);

з) Среди этих карт есть дама, нет туза и короля в масти дамы, и есть две карты в масти дамы (нестрогая третья дама).

11  июля

В одном диком племени… (Матрицы – мотивировка)
Задача 0. В языке племени чэмо четыре буквы – Ч, Э, М и О, при этом слова, в которых встречается две подряд буквы М или три подряд буквы О считаются глубоко неприличными. Найдите количество сравнительно приличных слов длины 16 в этом языке (чуть быстрее, чем прямым перебором).

Замечание. Если ограничиться только одним из двух ограничений на идущие подряд буквы задача легко сводится к линейным рекуррентам (а так – не легко).

Для решения этой задачи давно (другим племенем) изобретён математический аппарат.

Матрицей m×n называется прямоугольная числовая таблица m×n.  Если A  –матрица, элемент, стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца обычно обозначают aij. 
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Матрицы одного размера можно складывать и вычитать поэлементно. Кроме того для матрицы A размера l×m и матрицы B размера m×n определяется матрица произведения С=AB размера l×n следующим образом: элемент,  находящийся на пересечении i‑й строки и j‑го столбца матрицы произведения определяется формулой 
[image: image139.wmf]å
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Например: 
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Замечание. Умножение матриц не является коммутативным, т.е. AB не всегда равно BA.  Тому есть три препятствия:

Упражнение: придумайте матрицы A и B такие, что: а) AB существует, а  BA – нет; б) AB и BA разного размера; в) AB и BA одного размера, но AB≠BA.

Матрица 
[image: image141.wmf]÷
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размера n×n называется единичной матрицей. Иногда ее обозначают просто E.

Задача 1. Докажите, что AE=A и  EB=B для всех матриц A и B, которые можно умножать на E с нужной стороны.

Задача 2. Докажите, что для умножения матриц выполняются ассоциативность и дистрибутивность: (AB)C=A(BC), A(B+C)=AB+AC и (A+B)C=AC+BC.

Квадратные матрицы одного размера, очевидно, можно умножать друг на друга с любой стороны. Более того, их можно возводить в степень.

Задача 3. Найдите а) 
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Задача 4. Давайте каждому комплексному числу a+bi сопоставим матрицу 
[image: image144.wmf]÷
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. Докажите, что с точки зрения сложения и умножения такие матрицы ведут себя точно так же, как комплексные числа.

Задача 5. Примените матричный аппарат для решения задачи 0.

Матрица B называется транспонированной к A матрицей, если bij=aji, то есть эти матрицы симметричны друг другу относительно главной диагонали. Обозначается это так: B=AT.

Задача 6. Докажите, что а) AT+BT=(A+B)T   б) ATBT=(BA)T.

Матрицы в теории графов
Пусть G – граф. Матрица IG, столбцы которой соответствуют ребрам графа, а строки – вершинам,  причем на пересечении столбца и строки стоит 1, если данная вершина является одним из концов данного ребра, и 0 в противном  случае, называется матрицей инцидентности графа G.

Пусть G – граф c n вершинами, занумерованными в каком-то порядке числами от 1 до n. Квадратная матрица AG размера n×n такая, что на пересечении i‑й строки и j‑го столбца стоит 1, если i‑ая  и j‑ая вершины соединены ребром, и 0 в противном  случае, называется матрицей смежности графа G.

Для мультиграфов, т.е. графов, допускающих петли и кратные ребра, на пересечении i‑й строки и j‑го столбца матрицы смежности стоит количество ребер, соединяющих соответствующие вершины, а в клетках диагонали стоит количество петель в соответствующей вершине.

Задача 7. Вычислите 
[image: image145.wmf]G
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 а) для обычных графов б) для мультиграфов.

Задача 8. Опишите в терминах графа G элементы матрицы 
[image: image146.wmf]k
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Задача 9.  Пусть G – граф c n вершинами. Как по матрице 
[image: image147.wmf]1
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 понять, связен граф или нет?

Задача 10. Изложите задачу 0 на языке ориентированных графов.
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Учтём условьице…

Задача 0. (Из другого листочка, сейчас не решаем.) Три охотника стреляют по медведю, i-й попадает с вероятностью 
[image: image148.wmf]i
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 (и промахивается с вероятностью 
[image: image149.wmf]i
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). Получив k попаданий, медведь сдаётся в плен с вероятностью 
[image: image150.wmf]k
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. Какова вероятность, что медведь таки сдастся в плен?

Обсуждение. По своему смыслу величина 
[image: image151.wmf]k

l

 носит условный характер: “если… то…”. Её так и называют: условной вероятностью. Поскольку мы всё равно собираемся её дорешать, постольку предлагается разобраться с сим феноменом.

Задача 1. Пусть А и В – два случайных события. Известно, что событие В произошло. Покажите, что вероятность того, что при этом произошло ещё и событие А есть 
[image: image152.wmf])
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[image: image153.wmf])
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Определение. Величину, вычисленную в задаче 1, принято называть условной вероятностью.

Упражнение 1. Бросили две стандартные кости. Известно, что выпали числа разной чётности. Какова вероятность того, что сумма выпавших чисел больше 8? 

Упражнение 2. Монетку бросили 9 раз. Какова вероятность того, что “орёл” выпадал только на нечётных бросках?
Упражнение 3. Монетку бросили 9 раз, “орёл” выпал трижды. Какова вероятность того, что “орёл” выпадал только на нечётных бросках?
Задача 2. Постройте пример таких трёх событий А, В, С, что 
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. Поймите, что существование таких событий несколько парадоксально.

Задача 3. А и В играют в орлянку. Пророк предрёк им, что, если они бросят монетку 
[image: image157.wmf]b
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 раз, А выиграет 
[image: image158.wmf]a

 раз, а В, соответственно, – b раз (для ясности, 
[image: image159.wmf]b
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). Какова вероятность того, что в некоторый момент случится ничья?

Подбросим монетки…

Определение. Случайные события А и В назовём независимыми, если 
[image: image160.wmf])
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Упражнение 4. Покажите, что события А и В независимы тогда и только тогда, когда 
[image: image161.wmf])
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 (то есть событию А решительно всё равно, произошло ли событие В).

Упражнение 5. Пусть в шляпе лежат k красных пластмассовых монеток, m чёрных пластмассовых, r красных деревянных и s чёрных деревянных. Покажите, что события “вынута красная монетка” и “вынута деревянная монетка” независимы тогда и только тогда, когда 
[image: image162.wmf]m
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Замечание. Упражнение 5 показывает, что данный тип независимости – не совсем тот, к которому мы привыкли в обычной жизни, а чуть более общий. События, которые “житейски” независимы, независимы и формально. Обратное неверно: изменение параметров задачи не может влиять на “житейскую” независимость, но может изменить “формальную”.

Упражнение 6. (Парадокс независимости.) Бросаем две симметричные монетки. Рассмотрим события: “на первой монете выпал “орёл””, “на второй монете выпал “орёл””, “ровно на одной монете выпал “орёл””. Покажите, что эти события попарно-независимы (притом что любые два из них однозначно определяют третье).
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Математический бой №1-а

1. Даны натуральные числа m и n. Докажите, что число 2n–1 делится на число (2m–1)2 тогда и только тогда, когда число n делится на число m(2m–1).

2. В микросхеме 2000 контактов, первоначально любые два контакта соединены отдельным проводом. Хулиганы Дима и Лёша по очереди перерезают провода, причем Дима (он начинает) за ход режет один провод, а Лёша – либо один, либо три провода. Хулиган, отрезающий последний провод от какого-либо контакта, проигрывает. Кто из них выигрывает при правильной игре?

3. Последовательность {ak} такова, что  а0 = 0,  0 ( ak – ak–1 ( 1  при  k = 1, …, n.  Доказать, что  
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4. Депутаты Государственной Думы образовали ряд комиссий. При этом оказалось, что если множества депутатов А и В – комиссии, то 
[image: image165.wmf]B
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 – тоже. Докажите, что если А и В – две комиссии, то 
[image: image166.wmf]B
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 – тоже комиссия.

5. Внутри выпуклого пятиугольника выбраны две точки. Докажите, что можно выбрать четырехугольник с вершинами в вершинах пятиугольника так, что внутрь его попадут обе выбранные точки.

6. Окружность, вписанная в угол с вершиной O, касается его сторон в точках A и B, K – произвольная точка на меньшей из двух дуг AB этой окружности. На прямой OB взята точка L такая, что прямые OA и KL параллельны. Пусть M – точка пересечения окружности (, описанной около треугольника KLB, с прямой AK, отличная от K. Докажите, что прямая OM касается окружности (.

7. Квадратный трехчлен f(x) = x2+px+q имеет два различных корня. Может ли случиться, что уравнение f(f(x)) = 0 имеет ровно три различных корня, а уравнение f(f(f(x))) = 0 – ровно семь различных корней?

8. Обозначим через S(K) сумму цифр натурального числа K. Докажите, что существует бесконечно много натуральных n таких, что S(3n)(S(3n+1).

Математический бой №1-б

1. Пусть P(x) – квадратный трехчлен с положительными коэффициентами. Докажите, что для любых x и y выполняется неравенство:

(P(xy))2(P(x2)P(y2)

2. В одном из углов шестиугольной игровой доски со стороной п, разбитой на правильные треугольники, стоит фишка. Играют двое, ходят по очереди. Ход состоит в пере-движении  фишки по отрезку  на  соседнее поле, причем нельзя ставить фишку на поле,  на  котором она уже побывала. Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход без нарушения правил. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто ходит первым, или его партнер

3. Обозначим через  d(n)  разность между суммой четных и суммой нечетных цифр десятичной записи натурального числа  n (если четных или нечетных цифр в десятичной записи числа нет, то их сумма считается равной нулю). Например,  d(1024) = 5,  d(1997) = –26.  Найдите сумму

d(1) + d(2) + d(3) + ... + d(2001) + d(2002).  

4. В городе 8 дорог идут с востока на запад и 8 с севера на юг, образуя 64 перекрестка. На перекрестках в шахматном порядке дежурят сотрудники ГАИ. Часть дорог была занесена снегом так, что в городе не осталось ни одного кругового маршрута, однако, между любыми двумя перекрестками какой-то путь остался. Назовем тупиком такой перекресток, к которому подходит только одна незанесенная снегом дорога, связывающая его с соседним перекрестком. Может ли оказаться, что в каждом тупике дежурит сотрудник ГАИ? (С.А. Зайцев) 
5. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием AC проведена биссектриса AL. На луче CA отложен отрезок CM=BL. Докажите, что точки A, B, L и M лежат на одной окружности.

6. Числа 2n и 5n начинаются на одну и ту же цифру. На какую?

7. В остроугольном треугольнике АВС медиана АМ равна высоте ВН, причём (МАВ = (НВС. Доказать, что треугольник АВС равносторонний.

8. Обозначим через s(k) сумму всех натуральных делителей числа k, включая само это число. Известно, что s(N)+s(3N)=s(4N). Докажите, что число N чётное. (К.А.Кноп)
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Верхний треугольник Паскаля
Определение: Пусть S – конечное (для простоты) множество. Припишем каждому элементу S неотрицательное целое число – кратность этого элемента. Полученный объект назовём мультимножество, кратность можно понимать как количество вхождений элемента в мультимножество. Формально мультимножество можно считать функцией [image: image167.wmf]0
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, где [image: image168.wmf]0

N

 – множество неотрицательных целых чисел. Сумму кратностей элементов мультимножества назовём его мощностью (количеством элементов). Наконец, символом [image: image169.wmf]÷
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 обозначим количество k-элементных мультимножеств над n-элементным множеством. По-прежнему k>0, но, очевидно, уже необязательно, чтобы k<n.

Заметим, что [image: image170.wmf]÷
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 есть количество решений в неотрицательных целых числах уравнения [image: image171.wmf]k
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Задача 1: (“Шары и перегородки”) Показать, что [image: image172.wmf]÷
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Задача 2: Найти количество решений уравнения [image: image173.wmf]k
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 а) в натуральных числах, б) в натуральных числах, больших, чем 3.

Задача 3: Найти количество решений неравенства [image: image174.wmf]k

x

x

x

n

£

+

+

+

...

2

1

 а) в неотрицательных целых и б) в натуральных числах.

Задача 4: Используя метод крашеных переменных, доказать тождество: [image: image175.wmf]å
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Замечания: (1) В тождестве задачи 4 обнаружились бесконечные суммы. Это – затруднение, и не только техническое: если тратить на каждое сложение некоторый фиксированный промежуток времени (даже очень малый), то бесконечная сумма не будет вычислена никогда. Эта трудность преодолевается средствами математического анализа, но в процессе её преодоления возникает ряд других осложнений: во-первых, сумма может оказаться бесконечной, и, во-вторых бесконечные суммы (их называют рядами) не являются точными аналогами конечных сумм, например, они могут измениться при изменении порядка слагаемых. Известно, что, если ряд удовлетворяет некоторому условию (абсолютной сходимости), то его сумма конечна, и с ним можно обращаться как с обычной, конечной, суммой. Все ряды, встречающиеся в нашем курсе, являются (при надлежащих ограничениях) абсолютно сходящимися. Например, ряды из тождества задачи 4 сходятся при [image: image176.wmf]1
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. По этой причине вопрос о корректности операций с рядами в дальнейшем подниматься не будет.

(2) Согласно формуле суммы бесконечной геометрической прогрессии (при [image: image177.wmf]1
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. С другой стороны, позволяя себе некоторую вольность, можно написать: [image: image180.wmf]k
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, что можно принять за определение биномиальных коэффициентов с отрицательным верхним индексом.

Задача 5: Доказать для определённых таким образом биномиальных коэффициентов с отрицательным верхним индексом основное рекуррентное соотношение.

Замечание: “Растить” треугольник Паскаля вверх можно несколькими способами, например, так:
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Однако правильный подход – считать, что [image: image183.wmf]0

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

k

n

 при k<0, а [image: image184.wmf]1

0

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

n

. Тогда получится:
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“Визуально” видно, что сверху вырастает примерно такой же треугольник Паскаля, только знакопеременный, что согласуется с определением.

Задача 6: Доказать равносильность двух способов определения [image: image186.wmf]÷
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 (индукцией по -n и по k при каждом фиксированном n).
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Немного постреляем по медведю…

Задача 1. (Для обсуждения.) Три охотника стреляют по медведю, i-й попадает с вероятностью 
[image: image187.wmf]i
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 (и промахивается с вероятностью 
[image: image188.emf]i
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). Получив k попаданий, медведь сдаётся в плен с вероятностью 
[image: image189.wmf]k
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. Какова вероятность, что медведь таки сдастся в плен?

Определение. Полной группой событий назовём такое семейство 
[image: image190.wmf]1
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[image: image191.wmf]k
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 случайных событий, что:

а) 
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Упражнение 2. Какие события в условии задачи 1 образуют полную группу?

Задача 3. Формула полной вероятности. Пусть А – случайное событие, 
[image: image195.wmf]1
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,…,
[image: image196.wmf]k
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 – полная группа событий. Покажите, что


[image: image197.wmf])
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Упражнение 4. Примените результат задачи 3 к задаче 1.

Задача 5. Двое играют в орлянку, бросая монету N раз. Какова вероятность того, что по ходу игры ни разу не случится ничьей (т.е. не будет момента, к которому “орлов” и “решек” выпало бы поровну)?

… и друг по дружке…

Задача 6. (Тройная дуэль) Три стрелка решили драться на дуэли. А, стреляя, ранит противника с вероятностью 0.4, В – с вероятностью 0.7, С – с вероятностью 1. Дуэлянты стреляют по циклу АВС начиная с А, раненый выбывает, побеждает последний оставшийся. Какова вероятность победы А и в кого он для этого должен стрелять?

… и допросим побеждённых…

Задача 7. (Для обсуждения) Медведь сдался в плен и сознался, что в него попали ровно а) один;  б) два раза. Какова вероятность того, что одно из попаданий принадлежит первому охотнику?

Обсуждение. Почему не 
[image: image198.wmf]1

р

? Потому что медведь сообщил новую информацию, и некоторые элементарные исходы стали невозможными.

Далее, ответ является условной вероятностью (медведь мог и солгать).

Задача 8. Формула Байеса. Пусть А и В – два случайных события. Покажите, что


[image: image199.wmf])
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Упражнение 9. Примените формулу Байеса к задаче 7. 

Задача 10. (Справедливый раздел ставки.) Два игрока условились бросать монетку до тех пор, пока сторона, соответствующая одному из них, не выпадет шесть раз, в этом случае соответствующий игрок считается выигравшим и получает весь призовой фонд. “Орёл” выпал 5 раз, “решка” – 3 раза. Как им полагается распределить ставку между собой (доля должна быть пропорциональна вероятности выигрыша в случае, если бы игра продолжилась)?

… и расстреляем непричастных.

Задача 11. Парадокс узника. Завтра утром двое из трёх заключённых А, В, С будут казнены, но не знают, кто именно из них выживет. А рассуждает: “Сейчас для меня вероятность выжить равна 1/3. Если я попрошу охранника сказать, кто из В и С будет завтра казнён, и он мне ответит, я буду знать имя одного из обречённых, тогда я буду вторым с вероятностью 1/2 и мои шансы на выживание повысятся.” Однако охранник, ответив, кажется, не сообщит А ничего нового: А и так знает, что один из В и С завтра будет казнён.

Задача 12. Участнику шоу “Три двери” предлагают, как это ни странно, на выбор три двери, за одной из которых – пампукская хрюля (приз, а не неприятность), а за двумя другими – пусто, и предлагают выбрать одну из дверей. Участник выбрал первую дверь. Ведущий открыл третью, за которой ничего нет, и спросил участника, не желает ли тот поменять первую дверь на вторую. Надо ли менять?
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Функциональные уравнения. Идея непрерывности

При решении функционального уравнения результат часто зависит от того, требуется ли от искомых функций непрерывность.

Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если для неё выполняются следующие два условия:

1) функция определена в точке x0;

2) для любой заданной (сколько угодно большой) точности можно подобрать окрестность точки x0, в которой значения функции определяются с заданной точностью.

Будем называть функцию непрерывной на отрезке [a, b], если она непрерывна в каждой точке этого отрезка.

Непрерывная функция всегда обладает следующими свойствами.

(а) Если в точках a и b непрерывная функция принимает различные значения, то любое промежуточное между ними значение принимается хотя бы в одной точке отрезка [a; b] (теорема о промежуточном значении).

(б) Если две непрерывные функции, заданные на вещественной оси, совпадают во всех рациональных точках, то они совпадают всюду.

(в) Если непрерывная функция взаимно однозначна, то она строго монотонна. (Разумеется, верно и обратное.)

(г) Непрерывная функция на отрезке ограничена.

1. Найдите непрерывную функцию f (x), такую, что 
[image: image200.wmf])
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 для любых x, y.

2. Функция F задана на всей вещественной оси, причём для любого x имеет место равенство: F(x+1)(F(x) + F(x+1) + 1 = 0. Докажите, что функция F не может быть непрерывной.

3. Функция f непрерывна на вещественной прямой и удовлетворяет равенству f (f (x))=x для всех x. Докажите, что уравнение f (x)=x имеет хотя бы один корень.

4. Если функция f (x) строго монотонна, что можно сказать о направлении изменения функции f (f (x))?

5. Существует ли такая непрерывная функция f : R → R, что функция f (f (x)) строго убывает?

6. (Уравнение Эйлера) Непрерывная функция ( : R → R такова, что для любого вещественного x выполняется равенство

((x + ((x)) = ((x).

Цель: доказать, что функция ( постоянна.

а) Докажите, что ((x + n((x)) = ((x) для любого натурального n.

б) Докажите, что прямая x + ny = c (n – натуральное, c = const) не может пересекать график y = ((x) более чем в одной точке.

в) Пусть ((a) > 0 для некоторого a. Докажите, что функция ((x) постоянна на отрезке [a, a + ((a)] и равна ((a).

г) Докажите, что ((x) = ((a) для всех x ≥ a.

д) Докажите, что ((x) = ((a) для всех x < a.

е) Как аналогично рассмотреть случай ((a) < 0?

***

7. Найдите все непрерывные функции f(x), удовлетворяющие соотношению f(2x) = f(x) для любого x.

8. Функция f : R → R непрерывна в точке 0 и для любого x ( R выполнено равенство

2f(2x) = f(x) + x.

Найдите все такие f.
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Биномиальные коэффициенты с нецелым верхним индексом

1. Определение: Для произвольного числа r положим: [image: image201.wmf])
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– всего k сомножителей. Заметим, что, если r – натуральное, а [image: image202.wmf]r
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, и что такое определение годится для нецелого r (k – в любом случае неотрицательное целое!). Наконец, заметим, что [image: image205.wmf]÷
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 – многочлен от r (какой степени? каков его старший коэффициент и корни?).

Задача 1: Применить данное определение к отрицательному целому r. Что получится?

Задача 2: Выразить а) [image: image206.wmf]÷
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 б) [image: image207.wmf]÷
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 как функцию k.

2. Вызывает большой интерес вопрос: какие свойства биномиальных коэффициентов переносятся на случай нецелого верхнего индекса?

Лемма (Одномерный принцип полиномиальной аргументации)

Пусть p(x) и q(x) – два многочлена одной переменной. Если для всех натуральных n p(n)=q(n), то p(x) и q(x) совпадают как многочлены (т.е. имеют одинаковые степени и попарно-одинаковые коэффициенты при всех степенях). В частности, для любого действительного x p(x)=q(x).

Доказательство: Рассмотрим многочлен [image: image208.wmf])
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. Все натуральные числа являются его корнями, т.е. у него бесконечно много корней. С другой стороны, количество корней ненулевого многочлена не превосходит его степени. Следовательно, рассматриваемый многочлен – нулевой!

Задача 3: Доказать для произвольного действительного r тождества:

а) [image: image209.wmf]÷
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Замечание: Не упустим заметить, что пункт б) покрывает и уже доказанный нами с некоторыми сложностями случай отрицательного целого r.

Задача 4: Доказать для произвольных действительных r и s тождество – свёртку Вандермонда: [image: image214.wmf]å
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Замечание: Для многочленов от двух переменных сама по себе бесконечность количества корней не является чем-то криминальным, так что необходимо сформулировать и доказать двумерный принцип полиномиальной аргументации.

3. Другой весьма существенный вопрос: превращается ли в нечто разумное при нецелом r биномиальная формула (определение (5))? Результат задачи 2 показывает, что глупо надеяться на аналог, в котором не используются бесконечные суммы (ряды). Заметим, что биномиальную формулу тоже можно записать в виде ряда: [image: image215.wmf]å
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=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

k

n

 при k>n. Это наводит на догадку о справедливости равенства [image: image217.wmf]å
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для любого r по крайней мере при некоторых x (ясно, что вряд ли при всех).Полиномиальная аргументация тут помочь не может: по x справа бесконечная сумма, а по r  слева – экспонента. Ситуация, к сожалению, требует привлечения сильных средств из арсенала математического анализа.

Предположим, что функция [image: image218.wmf])
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 дифференцируема в нуле любое натуральное число раз и её n-ая производная в нуле же равна [image: image219.wmf]n
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 по какой-то неизвестной нам причине можно записать в виде: [image: image222.wmf]...
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Далее, продифференцируем [image: image226.wmf])
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 и ряд для него (эта операция может оказаться и некорректной!): [image: image227.wmf]...
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Повторим трюк: [image: image229.wmf]...
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Задача 5: Продолжив рассуждение, убедиться, что [image: image231.wmf]!
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Замечания: (1) Вот почему, например, удобно считать, что 0!=1.

(2) Получилась формула [image: image232.wmf]å
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– формула Маклорена. Не будем делать вид, что мы её доказали. Приведённый вывод – не доказательство, а всего лишь правдоподобное рассуждение, и в этом смысле лучше нашей исходной догадки только тем, что существует некий стандартный способ наведения в нём строгости, позволяющий, в частности, получить ответ на вопрос о том, какие x можно корректно подставлять в формулу.

Задача 6: Доказать непосредственно равносильность определений (2) и (5) биномиальных коэффициентов.

Задача 7:  Доказать (условно-правдоподобно) формулу [image: image233.wmf]å
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для нецелого действительного r.

Задача 8: Вывести общий случай свёртки Вандермонда из результата задачи 7.
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[image: image234.wmf]2

 как целое число 

Бессмыслица – искать решение,

если оно и так есть. Речь идёт о

том, как поступать с задачей, которая решения не имеет. Это глубоко принципиальный вопрос…

1. Попробуем найти целое число, квадрат которого равен двум. Так сразу это не получится. Осознаем этот прискорбный факт и прибегнем к методу последовательных приближений. Попробуем найти целое число, квадрат которого более других похож на два. Глубоко принципиальный вопрос: в каком смысле “похож”? Точнее: в каком смысле разница между  квадратом искомого числа и двойкой должна быть более всего похожа на нуль?

Первый способ. Скажем, что нуль – число, имеющее наименьший модуль. Стало быть, число тем больше похоже на нуль, чем меньше его модуль. Соответственно, речь идёт о приближённом (в обычном смысле) решении уравнения 
[image: image235.wmf]2
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. Этот вариант быстро приводит к числу 1; дальнейшее улучшение качества решения требует перехода к рациональным числам. Это нам не подходит.

Второй способ. Скажем, что нуль – это (единственное!) целое число, делящееся на любую степень семёрки. Стало быть, число тем больше похоже на нуль, чем на большую степень семёрки оно делится. Отсюда, правда, следует, что числа, очень похожие на нуль, как правило, очень велики. Но почему, собственно, это не может быть так!?

Вопрос, отвечать на который надо после занятия: Почему именно 7? Почему не подходят 10 или там 5?  Какие ещё числа подойдут вместо 7?

2. Другими словами, попробуем порешать (по очереди или одновременно) сравнения 
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 EMBED Equation.3  [image: image248.wmf](
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Упражнение 1. Найдите значения k, соответствующие 3 и -3 (не перебирая тупо вычеты по модулю 49). 

Указание: Воспользуйтесь свойством сравнений: 
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Упражнение 2.  Рассмотрите случай 
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Задача 3.  Покажите, что существует последовательность целых чисел 
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Напомним: нам хотелось бы решить все эти сравнения одновременно. Насчёт формулы здесь не очень, но можно представить ответ как некоторый новый объект – целое число, но не вполне обычное.

Определение: Пусть р – простое (потом поймём, почему это важно).
 а) Последовательность целых чисел 
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 назовём целым р-адическим числом, если 
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 б) Скажем, что два целых р-адических числа 
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Замечание: (1) Повторим (более осмысленно) содержание пункта 1. Понятно, что глупо искать общее целое решение всех сравнений 
[image: image263.wmf](

)

n

x

7

mod

2

2

º

 (назовём его “целочисленным корнем из двух”). Но это ничуть не глупее, чем искать рациональное число, дающее в квадрате двойку. Однако если делать это разумно, то в итоге 
[image: image264.wmf]2

 всё-таки получается, как предел рациональных чисел – приближённых решений уравнения 
[image: image265.wmf]2

2

=

x

. 
Если же понимать знак 
[image: image266.wmf]»

 как “разница делится на большую степень р”, и, соответственно, знак = понимать как “разница делится на любую степень р” (формально – полная правда!), то получается похожая ситуация. Но при этом качество решения можно улучшать, не покидая область целых чисел!

(2) В свете вышеизложенного условие 
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становятся всё больше похожи одно на другое, “последовательность сходится”. Условие же 
[image: image269.wmf](
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 означает, что элементы двух последовательностей становятся всё больше похожи друг на друга, причём 
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 больше похоже на 
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, чем 
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, “пределы совпадают”.

3. Не очень приятно, что целому р-адическому числу соответствует не одна последовательность целых чисел. Хочется выбрать одну стандартную (и покрасивше).

Упражнение 4. Покажите, что для любого целого р-адического числа 
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 существует единственная последовательность 
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Далее, для этой последовательности 
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– цифра от 0 до 
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, то есть очередная цифра р-ричной записи р-адического числа 
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Поскольку этот процесс не обязан остановиться на конечном шаге, что означало бы наличие целочисленного ответа, (например, в случае целого корня из двух это не так), постольку целое р-адическое число есть бесконечная последовательность различных чисел. Правда, каждое число есть “уточнение” предыдущего, так что можно сказать, что ответ есть предельный результат бесконечного числа уточнений, “целое” число, которое имеет бесконечную влево р-ричную запись (!). Но при этом необходимо понимать, что бесконечное влево число – это бесконечная сумма 
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, то есть объект несуществующий (если мы тратим на сложение двух чисел одну наносекунду, то сколько потребуется времени для вычисления всей суммы). То есть для строгих доказательств лучше использовать последовательности. С другой стороны, сумма позволяет без труда восстановить последовательность, а если поверить в корректность записи, то быстро выяснится, что “бесконечные числа” намного удобнее и прозрачнее… Нам предлагается сидеть на двух стульях.

4. Понятно, что обычные (“рациональные”) целые являются также и целыми р-адическими числами, в точности теми, у которых все цифры, начиная с некоторого места, равны нулю. Обычные целые числа можно складывать и перемножать.

При решении двух следующих задач надобно понимать, что последовательности и числа, бесконечные влево – разные обобщения понятия целого числа. При этом результаты должны быть согласованы!

Упражнение 5. Определите сложение и перемножение целых р-адических чисел так, чтобы эти операции обобщали бы соответствующие операции для целых рациональных чисел в терминах последовательностей.

Задача 5’. Определите сложение и перемножение целых р-адических чисел так, чтобы эти операции обобщали бы соответствующие операции для целых рациональных чисел в терминах р-ричной записи.

Далее, перед бесконечной последовательностью некуда поставить минус. Значит ли это, что все целые р-адические числа – положительные?  :)

Задача 6. Решите уравнение 
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 в целых р-адических (найдя тем самым целое р-адическое число -5). Так что там вместо минуса стоит спереди?

Определение: Целое р-адическое число 
[image: image286.wmf]t

 назовём р-адической единицей, если существует (не обязательно, но возможно другое) целое р-адическое число 
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, такое, что 
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. В этом случае, как и для рациональных чисел, будем писать
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Задача 7. Покажите, что число 5 есть 7-адическая единица. Чему равно целое 7-адическое число 
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Задача 8. Покажите, что р-ричная запись целого р-адического числа вида 
[image: image292.wmf]b

1

, 
[image: image293.wmf](

)

1

,

=

p

b

, периодична (влево), если она есть (эти три слова – дань математической культуре и некорректности бесконечных сумм).

Замечание: Стало быть, некоторые нецелые рациональные числа являются целыми р-адическими!

Задача 9. Покажите, что целое р-адическое число является р-адической единицей тогда и только тогда, когда 
[image: image294.wmf]0
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 (т.е. не делится на р). 

Задача 8’. Покажите, что р-ричная запись целого р-адического числа вида 
[image: image295.wmf]b
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 периодична (влево), если она есть.

Задача 9’. Покажите, что рациональное число (несократимая дробь) 
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 является целым р-адическим тогда и только тогда, когда 
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. А когда оно является р-адической единицей?

Задача 10. Покажите (строго!), что всякое ненулевое целое р-адическое число 
[image: image298.wmf]t

 можно представить в виде 
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 – р-адическая единица, и что такое представление единственно (в терминах р-ричной записи это понятно?). 

Замечание: Число m из этого представления называется р-показателем числа 
[image: image301.wmf]t

, стандартное обозначение 
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Упражнение 11. Покажите (при простом р), что среди целых р-адических чисел нет делителей нуля, т.е. 
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Упражнение 12. Докажите свойства показателя:

(1) 
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, т.е. делимость целых р-адических чисел не намного сложнее делимости рациональных чисел и гораздо проще делимости целых рациональных чисел.

Замечание: Из всего вышесказанного следует, что единственный шанс получить нецелое р-адическое число – это поделить целое р-адическое число на степень числа р.

Задача 13. Придумайте 10-адические числа 
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Задача 14. Некоторые целые р-адические числа положительны (как рациональные), а некоторые – отрицательны. Как отличить одно от другого?
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О нетривиальных решениях тривиального уравнения X2=X

1. По-простецки.

Итак, давайте поищем нетривиальные решения рекомого уравнения. Понятно, что того, чтобы  
[image: image315.wmf](
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 можно добиться (x и (x-1) – взаимно-просты) четырьмя способами, два из которых тривиальны, а два других – суть:
а) 
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Далее, обойдёмся пока без 10-адических чисел.

Теорема: 
[image: image323.wmf]N
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 существует ровно 4 k-значных последовательности цифр, таких, что квадрат любого числа, заканчивающегося такой последовательностью, тоже заканчивается такой последовательностью.

Замечания: (1) Две последовательности очевидны для любого k: 
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                 (2)При k=1 есть (кто бы мог подумать!?) ещё две последовательности: 5 и 6.

Упражнение 1. Давайте поймём, что для доказательства теоремы достаточно доказать, что 
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Задача 2. Пользуясь взаимной простотой чисел 2k и 5k, докажите существование ещё двух таких x при любом k.

Замечание. Понятно ли, что при увеличении k десятичная запись числа x просто удлиняется влево? Что из этого следует?

2. Давайте их теперь построим.

Заметим, что из двух нетривиальных последовательностей одна заканчивается на 5 (обозначим её 
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), а другая на 6 (
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Задача 3: Покажите, что 
[image: image332.wmf]k

x

– последовательность, состоящая из последних k цифр числа 
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. Верно ли аналогичное правило для 
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Задача 4: Покажите, что 
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– последовательность, состоящая из последних k цифр числа 
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3. Теперь вернёмся к 10-адическим числам.

Давайте обозначим как X предел (понятно, в каком смыле?)
[image: image337.wmf]k
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, как Y – предел 
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Упражнение 5. Проверьте, что несколько последних знаков чисел X и Y – суть …8212890625 и …1787109376.

Упражнение 6: Покажите, что 
[image: image339.wmf]0
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, X+Y=1.

Упражнение 7: Покажите, что решения уравнения 
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являются также решениями уравнения 
[image: image341.wmf]x
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 при любом m.

Упражнение 8: Покажите, что X–Y является решением уравнения 
[image: image342.wmf]x
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=

3

.

Задача 9: Постройте нетривиальное и не сводящееся к X и Y 10-адическое решение уравнения 
[image: image343.wmf]x
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, оканчивающееся на 2.
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Образ окружности при центральной проекции

1. Стереографическая проекция. На сфере ω отмечены диаметрально противоположные точки P и S. В точке S построили плоскость π, касательную к сфере ω. Докажите, что при проекции с ω на π из точки P окружности, не содержащие P, переходят в окружности, а окружности, содержащие P, переходят в прямые.

Таким образом, мы почти бесплатно получили достаточно большой запас окружностей, которые при центральной проекции переходят в окружности. Это можно грамотно использовать.

2. На плоскости дана окружность и прямая, не пересекающая её. Докажите, что при некоторой центральной проекции эта окружность переходит в окружность, а прямая становится исключительной.

3. Лемма. Докажите, что при центральной проекции, переводящей данную окружность в окружность, сопряженные точки переходят в сопряженные.

4. На плоскости дана окружность ω и точка P внутри неё. Докажите, что при некоторой центральной проекции окружность ω переходит в окружность ω’, а точка P переходит в центр окружности ω’.

Итак, мы умеем:

· переводить ЦП окружность в окружность так, чтобы выбранная точка внутри этой окружности перешла в центр образа;

· переводить ЦП окружность в окружность так, чтобы выбранная прямая, не пересекающая эту окружность, ушла на бесконечность;

· переводить ЦП четырехугольник в параллелограмм, а параллелограмм ПП в квадрат.

5. Точки A;B;C;D лежат на одной окружности. Точка P – точка пересечения диагоналей вписанного четырехугольника ABCD, а точка Q лежит на пересечении продолжений сторон AB и CD. Докажите, что точки P и Q сопряжены.

6. Теорема Брианшона. ABCDEF – описанный шестиугольник. Докажите, что его главные диагонали пересекаются в одной точке.

7. Теорема Паскаля. ABCDEF – вписанный шестиугольник. Докажите, что точки пересечения прямых AB и DE, BC и EF и CD и FA лежат на одной прямой.

Замечание. Утверждения теорем Паскаля и Брианшона не зависят от конкретного расположения точек A;B;C;D;E; F и, соответственно, верны в более общей форме.

8. В описанном четырехугольнике отрезки, соединяющие точки касания вписанной окружности с противоположными сторонами, пересекаются в точке пересечения диагоналей. Докажите.
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Сломаем палочку…

Задача 1: Сломали палку. Какова вероятность того, что длина короткой части составляет менее трети от длины исходной палки?

Обсуждение. Задача явно разумна, но пока не всё понятно. Ясно: палка – отрезок, место слома – точка на этом отрезке. Не умаляя общности, можно считать, что точка слома ближе к левому концу (иначе перевернём палку). Стало быть, элементарный исход – точка в первой половине отрезка. То, что их бесконечно много проблемы, кажется, не составляет. Длина короткой половины больше трети длины палки, если точка слома попала в отрезок 
[image: image344.wmf][
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, итого – вероятность 
[image: image345.wmf]3
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Дело в том, что теоретически точки могут не быть равновероятными кандидатами на слом (в некоторых местах палка толще, чем в других). С этого момента мы делаем стандартное предположение: все элементарные исходы одинаковы. Стало быть, вероятность попадания точки в отрезок (фигуру) пропорциональна его (её) длине (площади). Такую вероятность мы будем называть геометрической.

Замечание. Возникает забавная возможность: появляются возможные события, вероятность которых равна нулю (например: “палка сломалась ровно посредине”). Странно, но простые люди считают такие события более вероятными, чем то, что весь воздух в комнате соберётся в одной её половине (вероятность этого события больше нуля).

Задача 2: Плоскость расчерчена на квадратики со стороной 2d. На плоскость бросают монетку радиуса 
[image: image346.wmf]d
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. Какова вероятность того, что монетка

а) пересечёт ровно k прямых (
[image: image347.wmf]2

0

£

£

k

);

б) пересечёт ровно две прямые, но при этом не накроет узел решётки?
Задача 3: Палку сломали в двух местах. Какова вероятность того, что из полученных обломков можно сложить треугольник?

Задача 4: Некто выходит на автобусную остановку, с которой строго через 10 минут уходят автобусы налево и через тот же интервал – направо (но в разное время). Он садится в первый попавшийся автобус. Как так получается, что в девяти случаях из десяти он попадает налево? 

Задача 5: (Парадокс Бертрана) На окружности выбирается случайная хорда. Какова вероятность того, что она длиннее радиуса?
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Квадратичные вычеты
Определение. Если сравнение 
[image: image348.wmf]1
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 имеет хотя бы одно решение для целого 
[image: image349.wmf]a

, то число 
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 называется квадратичным вычетом по модулю 
[image: image351.wmf]p

. Далее будем полагать, что 
[image: image352.wmf]p

 - простое нечетное.

Задача 1. 
Докажите, что число 
[image: image353.wmf]т

 является целым p-адическим числом для простого 
[image: image354.wmf]m
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 тогда и только тогда, когда m является квадратичным вычетом по модулю p.

Упражнение 1. Найдите все квадратичные вычеты по модулю а)3, б)5.

Упражнение 2. Докажите, что если 
[image: image355.wmf]a

 - квадратичный вычет, то уравнение 
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 имеет ровно два решения.

Упражнение 3. Докажите, что квадратичных вычетов по модулю 
[image: image357.wmf]p

 всего 
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Напомним следующий известный факт (Малая теорема Ферма). 

Для простого числа 
[image: image359.wmf]p

 и неделящегося на него целого числа 
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 выполняется: 
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Определение. Символом Лежандра 
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 является квадратичным вычетом для простого числа 
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 и 
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 в противоположном случае.

Стало быть, 
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Упражнение 4. а) 
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Эта формула неудовлетворительна.

Понятно, же что такое абсолютно наименьший вычет числа по модулю 
[image: image370.wmf]p
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Обозначим через 
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 - модуль абсолютно наименьшего вычета числа 
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Пусть 
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Упражнение 5. Докажите, что все 
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Соответственно 
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Упражнение 6. Докажите, что 
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Указание: 
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Соответственно. 
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Упражнение 7. а) 
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(как здорово мы избавились от двоечки).

Придадим некоторый смысл сумме 
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 Рассмотрим семейство точек на плоскости 
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Упражнение 8. Докажите равенство 
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Теорема (квадратичный закон взаимности).  
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Упражнение 9. Докажите сей благородный закон.

Упражнение 10. Является ли квадратичным вычетом по модулю 239 число 3.
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