Двадцать третья Летняя многобойная школа Кировской области

Wish Kill, 23 июля 2007 г., 10  класс
Заключительная олимпиада

Довывод (3 часа)

1. В треугольнике точку пересечения биссектрис соединили с вершинами, в результате он разбился на три меньших треугольника. Один из меньших треугольников подобен исходному. Найдите его углы.

2. Существуют ли такие три вещественных числа, что если их поставить в одном порядке в качестве коэффициентов квадратного трёхчлена, то он имеет два положительных корня, а  если в другом – два отрицательных?

3. На клетчатой доске 2007(2007 через центр каждой клетки проведены прямые, параллельные сторонам и диагоналям доски. Какое наименьшее число фишек можно расставить на этой доске так, чтобы на каждой прямой стояло хотя бы по одной фишке?  

4. На доске написаны n > 1 натуральных чисел. Никакое из них не делится ни на одно другое. Докажите, что их сумма больше n2.
5. AC и BD – перпендикулярные диаметры окружности. На дуге CD выбрана точка K.  Пусть AK и BD пересекаются в точке L, а BK и AC – в точке M. Докажите, что площадь четырехугольника ABLM равна квадрату радиуса окружности.
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6. В лагерь приехали m мальчиков и d девочек. Каждая девочка знакома не более, чем с 10 мальчиками, а каждый мальчик – не менее, чем с одной девочкой. Оказалось, что у каждого мальчика больше знакомых девочек, чем у любой знакомой с ним девочки – знакомых мальчиков. Докажите, что d ( 1,1m
7. Через точку внутри треугольной пирамиды провели 6 прямых параллельно ее ребрам, на которых грани высекли по отрезку. Для каждого отрезка вычислили отношение его длины к длине параллельного ему ребра. Докажите, что сумма всех шести отношений равна 3.
Дан многочлен P(x) с действительными коэффициентами. Бесконечная последовательность различных натуральных чисел a1, a2, a3, … такова, что  P(a1) = 0, P(a2) = a1, P(a3) = a2  и т.д. Какую степень может иметь P(x)?

8. _____________________________________________________
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9. Плоскость разбита на равновеликие выпуклые семиугольники так, что никакая из вершин семиугольников не лежит на стороне другого семиугольника. Докажите, что у какого-то из семиугольников найдется сторона длиннее 1 км.
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10.  Двое игроков раскрашивают по одной вершины конечного графа, первый в синий, второй красный цвет. Сначала первый красит любую вершину, затем второй. Далее они красят в свой цвет по очереди по одной неокрашенной вершине, но красить можно только вершину, связанную ребром с вершиной того же цвета. Когда кто-то не может красить, он пропускает ход, а другой красить продолжает. Существует ли такой граф, где второй может покрасить более 2/3 всех вершин, как бы не играл первый? 
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