Двадцать третья Летняя многобойная школа Кировской области

Wish Kill, 23 июля 2007 г. , 10  класс
Заключительная олимпиада

Довывод (3 часа)

1. В треугольнике точку пересечения биссектрис соединили с вершинами, в результате он разбился на три меньших треугольника. Один из меньших треугольников подобен исходному. Найдите его углы.

Ответ: (/7, 2(/7, 4(/7 
2. Существуют ли такие три вещественных числа, что если их поставить в одном порядке в качестве коэффициентов квадратного трёхчлена, то он имеет два положительных корня, а  если в другом – два отрицательных?

Ответ: Нет. Решение. По теореме Виета в первом случае есть коэффициенты разных знаков, а во втором – все одного знака.   
3. На клетчатой доске 2007(2007  через центр каждой клетки проведены прямые, параллельные сторонам и диагоналям доски. Какое наименьшее число фишек можно расставить на этой доске так, чтобы на каждой прямой стояло хотя бы по одной фишке?  

Ответ. 4015. Решение. Ставим по кругу на край по 1003 фишки от углов по часовой стрелке, еще 3 фишки в центральную вертикаль вверх, вниз и в центр. Меньше нельзя: по 1003 фишки стоит группах из 1003 диагоналей от каждого угла, и еще 3 надо, чтобы закрыть центральную вертикаль, центральную горизонталь и 4 диагонали, соединяющие их концы. 
4. На доске написаны n>1 натуральных чисел. Никакое из них не делится ни на одно другое. Докажите, что сумма их больше n2.
Указание. Разделив каждое число на максимальную степень 2, получим n различных нечетных чисел. Их сумма не менее n2. Строго больше, потому что среди исходных чисел нет 1.
5. AC и BD – перпендикулярные диаметры окружности. На дуге CD выбрана точка K.  Хорды AK и BK пересекают диаметры AC и BD в точках L и M соответственно. Докажите, что площадь четырехугольника ABLM равна квадрату радиуса окружности.

Вывод (+2 часа)

6. В лагерь приехали m мальчиков и d девочек. Каждая девочка знакома не более, чем с 10 мальчиками, а каждый мальчик – не менее, чем с одной девочкой. Оказалось, что у каждого мальчика больше знакомых девочек, чем у любой знакомой с ним девочки – знакомых мальчиков. Докажите, что d(1,1m
Решение. Пусть каждый мальчик распределит среди знакомых девочек поровну кило конфет. Тогда девочка, знакомая с n мальчиками, получит не более n/(n+1) кг конфет, что не более 10/11. 

7. Через точку внутри треугольной пирамиды провели 6 прямых параллельно ее ребрам, на которых грани высекли по отрезку. Для каждого отрезка вычислили отношение его длины к длине параллельного ему ребра. Докажите, что сумма всех шести отношений равна 3.
Указание. Сумма равна 1 для каждой пары противоположных ребер.

8. Дан многочлен P(x) с действительными коэффициентами. Бесконечная последовательность различных натуральных чисел a1, a2, a3, ... такова, что  P(a1) = 0,  P(a2) = a1,  P(a3) = a2  и т.д. Какую степень может иметь P(x)?

Ответ. Только первую степень. Решение. Годится, например, P(x) = x – 1. Заметим, что старший коэффициент многочлена P положителен (иначе, P(x) < 0 при достаточно больших положительных х, и количество положительных значений P в натуральных точках конечно). Если степень P выше первой,  то и у многочлена P(x) – x старший коэффициент положителен, поэтому найдется такое натуральное N, что  P(x) > x  для каждого  x ( N.  Пусть указанная последовательность существует. Начиная с некоторого номера члены, меньшие N, закончатся, то есть найдется такое n, что  ak ( N  при всех  k ( n.  Тогда,  ak = P(ak+1) > ak+1,  то есть  an > an+1 > an+2 > … – бесконечная убывающая последовательность натуральных чисел, что невозможно.
Послевывод 

9. Плоскость разбита на равновеликие выпуклые семиугольники так, что никакая из вершин семиугольников не лежит на стороне другого семиугольника. Докажите, что у какого-то из семиугольников найдется сторона длиннее 1 км.
     Решение. Предположим  противное.  Тогда  любые  две  точки  одного

семиугольника удалены друг от друга на расстояние не более d=3км, и для

любого  кольца  шириной  d  у   семиугольника   не   может  быть  точек

одновременно вне и внутри кольца. Будем  рассматривать  круги  с  общим

центром O. Отметим все семиугольники, покрывающие круг радиуса R, и все

их вершины. Пусть отмечено p многоугольников  и n вершин. Ясно, что p >

pi*R^2/s,  где  s - площадь семиугольника. Сумма  их  внутренних  углов

равна  5*pi*p.  С   другой   стороны,  эта  сумма  <n*2*pi.  Отмеченные

многоугольники  и  их  вершины  лежат в круге радиуса  R+d.  Рассмотрим

теперь  все  многоугольники с данными вершинами. Они  целиком  лежат  в

круге  радиуса  R+2d, поэтому  их  число  p1<pi*(R+2d)^2/s.  Каждая  из

отмеченных вершин  принадлежит  не  менее  трем  таким многоугольникам,

поэтому       3*n<7*p1.       Получаем        цепочку        неравенств

5*pi^2*R^2/s<5*pi*p<n*2*pi<7/3*p1*2*pi<7/3*  pi*(R+2d)^2/s*2*pi  откуда
15/14<((R+2d)/R)^2  или  1+ 2d/R > sqrt(15/14). Это неравенство  должно

выполняться при  любом R, однако  уже, например, при R=20d оно неверно.

Противоречие.
