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Изогональное сопряжение.

Опр.   Рассмотрим треугольник 
[image: image1.wmf]ABC

 и точку 
[image: image2.wmf]P

 на плоскости. Если для точки 
[image: image3.wmf]P

 существует такая точка 
[image: image4.wmf]Q

, что 
[image: image5.wmf]);
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 то точка 
[image: image8.wmf]Q

 называется точкой изогонально сопряженной к 
[image: image9.wmf]P

.
1) Для каких точек 
[image: image10.wmf]P

 существует изогонально сопряженная к ним точка?
2) Найдите изогонально сопряженные точки к следующим точкам:
а) центр вписанной окружности,
б) центр вневписанной окружности,
в) ортоцентр,
г) барицентр.
3) (Точка Лемуана) Пусть 
[image: image11.wmf]-

L

точка Лемуана треугольника 
[image: image12.wmf]ABC

. Прямая 
[image: image13.wmf]BL

 вторично пересекает описанную окружность треугольника 
[image: image14.wmf]ABC

 в точке 
[image: image15.wmf].
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а) Докажите, что 
[image: image16.wmf]BC
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б) Докажите, что прямые, касающиеся описанной вокруг треугольника 
[image: image17.wmf]ABC

 окружности и проходящие соответственно через точки 
[image: image18.wmf]A

 и 
[image: image19.wmf]C

, а также прямая 
[image: image20.wmf]BL

 пересекаются в одной точке или параллельны.
в) Докажите, что среди всех точек внутри треугольника у 
[image: image21.wmf]L

 наименьшая сумма квадратов расстояний до сторон.
4) Рассмотрим треугольник 
[image: image22.wmf]ABC

 такой, что 
[image: image23.wmf].
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 Докажите, что на прямой, соединяющей точку 
[image: image24.wmf]C

 с центром описанной окружности треугольника 
[image: image25.wmf]ABC

 найдется такая точка 
[image: image26.wmf]V

, что 
[image: image27.wmf].
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5) Докажите, что основания перпендикуляров, опущенных из двух изогонально сопряженных точек, лежат на одной окружности.

6) Докажите, что фокусы эллипса, вписанного в треугольник, изогонально сопряжены.

Опр. Точка 
[image: image28.wmf]P

 треугольника 
[image: image29.wmf]ABC

 называется первой точкой Брокара, если 
[image: image30.wmf].
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 Точка 
[image: image31.wmf]Q

 треугольника 
[image: image32.wmf]ABC

 называется второй точкой Брокара, если 
[image: image33.wmf].
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7) Докажите, что точки Брокара изогонально сопряжены.
Опр. Фиксируем треугольник 
[image: image34.wmf]ABC

. Для каждой точки 
[image: image35.wmf]P

 с барицентрическими координатами 
[image: image36.wmf])
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 назовем точку 
[image: image37.wmf]Q

 изотомически сопряженной, если она имеет барицентрические координаты 
[image: image38.wmf]).
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8) Обозначим за 
[image: image39.wmf]XYZ
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  изотомическое сопряжение относительно треугольника 
[image: image40.wmf]XYZ

, а за 
[image: image41.wmf]XYZ
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 изогональное. Докажите, что для любого треугольника 
[image: image42.wmf]ABC

 существует такое аффинное преобразование 
[image: image43.wmf]f

, что 
[image: image44.wmf]).
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