Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Лемма Бернсайда

11 июля

Определение 1. Пусть 
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 – группа перестановок на множестве М={1, 2, …, n}. Подмножество О
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М называется орбитой группы G, если: 

а) φ(a)
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O для любого φ
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G и любого a
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O, то есть действие перестановок из G на элементы О не выводит за пределы О; 

б) любые два элемента из О можно перевести друг в друга некоторой перестановкой из G.

1. Покажите, что множество 
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 является орбитой группы перестановок G.

2. Покажите, что любая орбита группы перестановок 
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 имеет вид 
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3. Любые две орбиты О(а) и О(b) либо совпадают (если b
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O(a)), либо не пересекаются (если b
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O(a)).

Таким образом, множество М распадается в объединение непересекающихся подмножеств – орбит группы G. В частности, может случиться, что единственной орбитой группы G будет само множество М. Группы с таким свойством называются транзитивными.
Для любого элемента 
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можно рассмотреть множество 
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G

 всех перестановок из 
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, для которых точка а является неподвижной. Такое множество называется стабилизатором точки а.
4. Докажите, что 
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 является группой.

5. Длина орбиты 
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 равна индексу стабилизатора 
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 в группе G, т.е. 
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Пусть λ(φ) – число неподвижных точек перестановки φ, 
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 – число орбит группы перестановок 
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, действующей на множестве М={1, 2, …, n}. 
Лемма Бернсайда: Для любой группы перестановок имеет место равенство: 
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7. Сколькими способами можно раскрасить вершины куба в три цвета (например, красный, синий и зелёный)?
8. Сколько различных ожерелий можно составить из двух синих, двух белых и двух красных бусин?

9. Грани куба можно раскрасить: а) все в белый цвет; б) все в чёрный цвет; в) часть в белый, а остальные в чёрный. Сколько имеется разных способов раскраски?
Задачи для самостоятельного решения

10. Сколькими геометрически различными способами три абсолютно одинаковые мухи могут усесться в вершинах правильного пятиугольника?
11. Сколькими способами можно раскрасить вершины куба в два цвета (красный и синий) так, чтобы вершин каждого цвета было поровну?
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