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Все счастливые семьи счастливы одинаково
Распространенное заблуждение

Каждая смена ЛМШ напоминает счастливую семью: она и похожа, и непохожа на предыдущие смены. Приезжая в начале июля в Вишкиль со своими заготовками и планами, мы можем только гадать, с какими настроениями будем разъезжаться по своим городам и весям после заключительного костра. И это не случайно. ЛМШ – это не просто месяц в глуши среди комаров и математики, это всегда выброс коллективной энергии, исходящей в равной степени и от преподавателей, и от учеников школы. Без хороших учеников никогда не бывает того ощущения полета, которое мы так ценим и любим. 

Мы благодарны всем ученикам М10 за то, что они заставляли нас выкладываться и напрягаться по полной программе. Мы надеемся, что и им эти занятия принесли не только пользу, но и радость познания, а также удовольствие от общения друг с другом.

Этот сборник материалов ни в коей мере не претендует на полноту. В нем нет ни решений задач, ни устных комментариев, которыми непременно сопровождались занятия. Поэтому его практически бесполезно читать "всухую" – он предназначен для тех, кто прошел с нами всю смену с 3 по 27 июля и сдал итоговый зачёт. 
*  *  *
Вступительная олимпиада
4 июля

1. Для десяти натуральных чисел посчитали все их попарные НОДы. Могут ли 45 полученных чисел равняться 1, 2, ..., 45?
2. У пятиугольной звезды все звенья равны. Известно, что внутренний пятиугольник описанный. Докажите, что эта звезда правильная.
3. На прямой расположена фишка. Петя и Вася играют в такую игру: Вася называет положительное число, не большее 1, а Петя двигает фишку вправо или влево (по своему выбору) на расстояние, названное Васей. При этом Пете запрещается 10 раз подряд двигать фишку в одну сторону. Может ли Вася называть такие числа, чтобы через некоторое число ходов фишка гарантированно оказалась сдвинутой вправо на расстояние, большее 2008?
4. Треугольник ABC таков, что AB+BC = 2AC. Докажите, что точка B, центр вписанной окружности треугольника ABC и середины сторон AB и BC лежат на одной окружности.
5. p ( 5 – простое число. Известно, что длина периода десятичной записи дроби 1/p равна 2n. Докажите, что если этот период разбить на два n-значных куска, то сумма чисел в этих кусках равна 10n–1.
Решаем системы уравнений
4 июля

6. Решите систему уравнений 
[image: image457.png]



Идея решения. Рассмотрим прямоугольный треугольник с катетами 
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5

x

+

 и 
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. Первое уравнение системы утверждает, что его гипотенуза равна 
[image: image4.wmf]13

, а второе – что сумма катетов равна 5. Если обозначить катеты буквами a и b, то из уравнений a+b=5 и a2+b2=13 получим ab=6, откуда a=3, b=2 или a=2, b=3. Второе решение не дает вернуться к x, y, а из первого находим x2=4, y2=9. Отсюда |x|=2, |y|=3. 

7. Решите систему уравнений 
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Идея решения. Второе уравнение системы имеет такой смысл: сумма расстояний от точки C(x,y) до точки A(10,5) и до точки B(2,–1) равна 10. Но как легко убедиться, AB=10. Таким образом, точка X лежит на отрезке AB. Поскольку уравнение прямой AB имеет вид 
[image: image6.wmf]3410

xy

-=

, второе уравнение можно заменить на уравнение этой прямой. Отсюда легко найти x=6 и y=2 и убедиться, что точка C(6,2) действительно лежит на отрезке AB.
8. Решите уравнение 
[image: image7.wmf]22
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Идея решения. под радикалами стоят выражения, очень напоминающие теорему косинусов, не так ли? Первый радикал – теорема косинусов для сторон 5 и x, находящихся под углом 45(, вторая – для сторон 13 и x, находящихся под углом 45(. Итого, если нарисовать отрезки CA=5 и CB=13 под прямым углом и отложить на биссектрисе отрезок CD=x, то наше уравнение сводится к тому, что сумма двух третьих сторон полученных треугольников равна 13. Но 13 – это длина гипотенузы AB треугольника. AD+DB=AB означает, что D(AB. То есть задача свелась к отысканию длины биссектрисы этого треугольника. Ее проще всего вычислить через площади: 
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, откуда находим 
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9. Имеет ли решение в положительных числах система уравнений 
[image: image10.wmf]22
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Идея решения. Допустим, такая тройка положительных чисел существует. Отложим отрезки длин x, y, z под углами 120( друг к другу. Тогда все уравнения системы – это теоремы косинусов для соответствующих треугольников. То есть третьи стороны этих треугольников равны 2, 3 и 6. Но треугольника со сторонами 2, 3 и 6 не существует, поскольку для этих трех чисел не выполнено неравенство треугольника. 

Замечание. Заметим, что попутно мы фактически геометрически доказали неравенство:
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10. Решите систему уравнений 
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Идея решения. В отличие от предыдущих, эту систему достаточно легко решить и чисто алгебраически. Тем не менее, мы покажем геометрический метод. Если x,y,z > 0, то существует прямоугольный треугольник с катетами x,y и гипотенузой z. Периметр этого треугольника равен 60, а высота, проведенная к гипотенузе – 12 (последнее уравнение системы представляет собой две разных формулы площади). Но эта высота разбивает наш треугольник на два подобных ему, и сумма их периметров равна 84. Это позволяет написать пропорцию: 
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 (пропорция выражает равенство отношений длин гипотенуз к периметру), или 
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. Отсюда 144z=3600, z=25. Теперь для нахождения x и y имеем намного более простую систему: 
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. Ее решениями являются пары (15,20) и (20,15). Осталось доказать, что переменные x,y,z, удовлетворяющие исходной системе уравнений, не могут быть отрицательными.

Свойства бинарных операций

5 июля
Определение 1. Пусть М – некоторое множество. Если каждой упорядоченной паре элементов a и b множества М поставлен в соответствие определённый элемент этого же множества, то говорят, что на множестве М задана бинарная операция(. (a ( b  = c)

Определение 2. Пусть на множестве M задана бинарная операция (. Подмножество K множества М называется замкнутым  относительно бинарной операции(, если для любых двух элементов a и b, принадлежащих K, элемент  с = a ( b также принадлежат K.

11. Будут ли замкнуты относительно взятия композиции функций следующие множества функций: 
a. Множество всех функций вида y = ax, где а – произвольное действительное число;

b. Множество всех функций вида y = ax+b, где а, b – произвольные действительные числа;

c. Множество функций y=x, y=1/x, y=–x, y=–1/x, каждая из которых рассматривается на множестве всех действительных чисел без нуля;

d. Множество многочленов степени не выше, чем 3;

e. Множество функций: 
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12. На каких из перечисленных множествах N, Z, Q, 2Z, 2Z+1, R, R+, Q[
[image: image17.wmf]2

] заданы следующие операции:

f. а+b
g. а-b
h. а(b
i. 
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13. Является ли операция скалярного произведения векторов бинарной операцией на множестве всех векторов плоскости?
14. Является ли подмножество 
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 множества Z18 замкнутым относительно операции умножения классов вычетов?

15. Рассмотрим множество Z17\{0}. Является ли оно замкнутым относительно операции умножения классов вычетов? А Z16\{0}? При каких m множество Zm\{0} замкнуто относительно умножения?

16. Замкнуто ли относительно умножения подмножество 
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 множества комплексных чисел?

Определение 3. Пусть на множестве M задана бинарная операция(. Операция называется ассоциативной, если для любых элементов а, b и с из множества М выполняется равенство: 
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Определение 4. Пусть на множестве M задана бинарная операция(. Операция называется коммутативной, если для любых элементов а и b из множества М выполняется равенство: 
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17. Какие бинарные операции из задания 2, определенные на заданных множествах, ассоциативны или коммутативны?

Определение 5. Пусть на множестве M задана бинарная операция(. Говорят, что на множестве М существует нейтральный элемент относительно операции (, если существует элемент е , такой, что для любого элемента а из М выполняется равенство: 
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Определение 6. Пусть на множестве M задана бинарная операция(. Говорят, что операция обратима, если для любого элемента а из множества М существует элемент b из М такой, что выполняется равенство: 
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18. На каких множествах из задания 2 для заданных бинарных операций существуют нейтральные элементы?

19. Какие операции из задания 2 обратимы?

Определение 7. Пусть на множестве M заданы две бинарные операции ( и (. Говорят, что операция ( дистрибутивна относительно операции (, если для любых элементов а, b и с  из множества М выполняются равенства: 
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20. Верно ли, что:

p. Операция сложения дистрибутивна относительно операции аb-bа на множестве R;

q. Операция умножения дистрибутивна относительно операции аb-bа на множестве R;

r. Операция умножения дистрибутивна относительно операции вычитания на множестве R;
s. Операция 
[image: image33.wmf]ab

 дистрибутивна относительно операции сложения на множестве R+;

t. Операция 
[image: image34.wmf]ab

 дистрибутивна относительно операции умножения на множестве R+.

21. На доске нарисовано несколько окружностей, квадратов и треугольников. Разрешается стереть любые две фигуры, нарисовав вместо них третью по такому правилу: вместо О+О = О, Т+Т = К, К+К = Т, О+К=К, О+Т=Т, К+Т=О. Доказать, что форма фигуры, которая останется последней, не зависит от того, в каком порядке стираются фигуры. Какая фигура останется, если имеется m окружностей, n квадратов и k треугольников?

Задачи для самостоятельного решения
22. Рассмотрим множество всех подмножеств некоторого множества. Замкнуты ли на нем операции пересечения и объединения множеств? Являются ли они ассоциативными и коммутативными? Существуют ли на заданном множестве нейтральные элементы относительно каждой из этих операций? Обратимы ли эти операции? Дистрибутивна ли операция пересечения относительно объединения? А наоборот?

23. В языке племени «мумбо-юмбо» имеется четыре звука: А, У, Ы, Е. Звук Е – особый. Сказанный сам по себе он означает некоторое слово, но если его присоединить к какому-либо слову (в начале, середине или в конце), то значение этого слова не изменится. Кроме того, если представитель племени произносит семь раз подряд звуки А, У или Ы, это значит тоже самое, что он произнес один раз звук Е. Наконец, многие туземцы вместо УУУЫ предпочитают говорить ЫУ, вместо ААЫ – ЫА и вместо УУУУА – АУ, так что эти слова считаются одинаковыми. В племени 400 туземцев. Могут ли у всех у них быть разные имена?
Инверсия

5 июля
Определение. Рассмотрим на плоскости окружность S радиуса R с центром в точке O. Инверсией относительно окружности S называется преобразование плоскости, переводящее каждую точку A, отличную от O, в такую точку A’ на луче OA, что выполняется соотношение 
[image: image35.wmf]2
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. Окружность S называется окружностью инверсии. Точка O называется центром инверсии. Число R называется радиусом инверсии.

Основные факты и теоремы

24. Найдите все неподвижные точки инверсии. Докажите, что, если при инверсии точка А переходит в точку В. то точка В переходит в точку А (точки A и B называются инверсными).

25. Пусть AM и AN – касательные к окружности S, проведённые из точки A, A’ – середина MN. Докажите, что точки A и A’ инверсные относительно окружности S.

26. Пусть A и A’, B и B’ – пары инверсных точек. Докажите, что они лежат на одной окружности.

27. Докажите, что при инверсии: а) прямая, проходящая через центр инверсии, переходит в себя; б) прямая, не проходящая через центр инверсии переходит в окружность проходящую через центр инверсии, причём касательная к этой окружности, проходящая через центр инверсии, параллельна исходной прямой.

28. Пусть A и A’, B и B’ – пары инверсных точек относительно окружности радиуса R с центром в точке O. Докажите, что A’B’ = 
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OA

R

AB

×

×

2

 (формула изменения расстояния между точками при инверсии).
29. а) Докажите, что около четырёхугольника можно описать окружность тогда и только тогда, когда сумма произведений противоположных сторон равна произведению его диагоналей (теорема Птолемея и ей обратная).

б) Докажите, что образом всякой окружности, не проходящей через центр инверсии, является окружность.
30. При помощи циркуля и линейки постройте инверсный образ окружности. 

Задачи

31. При помощи инверсии постройте окружность, касающуюся данной прямой и проходящую через две заданные точки А и В.
32. Каждая из четырёх окружностей внешне касается двух других. Докажите, что точки касания лежат на одной окружности.
33. В сегмент вписываются всевозможные пары касающихся окружностей. Найдите ГМТ точек касания окружностей.

34. Точка М лежит вне окружности, описанной около равностороннего треугольника АВС. Докажите, что из отрезков МА, МВ и МС можно построить треугольник.
35. На плоскости дано 2n+3 точки, никакие три из которых не лежат на одной прямой, и никакие четыре не лежат на одной окружности. Доказать, что для любых двух точек найдется такая третья, что окружность, проведенная через них, разбивает точки на группы ровно по n точек в каждой.

Задачи для самостоятельного решения
36. В сегмент вписываются всевозможные пары пересекающихся окружностей, и для каждой пары через точки их пересечения проводится прямая. Докажите, что все эти прямые проходят через одну точку.

37. Пусть окружность S является образом прямой l при инверсии относительно окружности W; точка A лежит на прямой l. Тогда касательные, проведённые  из точки А к окружностям S и W равны между собой.

38. Постройте точку, инверсную точке А относительно данной окружности S, пользуясь одной линейкой.

Ликбез по комбинаторике
05 июля
Определения. 1. Символом 
[image: image37.wmf]n
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 обозначим количество k-элементных подмножеств  n-элементного множества (ясно, что оно не зависит от природы множества).

Пример. Рассмотрим множество A={1, 2, 3, 4}. Оно имеет ровно шесть двухэлементных подмножеств (каких именно?). Стало быть, 
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2. Символом 
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 обозначим число 
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Пример. 
[image: image41.wmf]2

4

432124

6

21214

C

×××

===

×××

. Замечание: “Перевёрнутая” запись 
[image: image42.wmf]k

n

C

 – дань традиции.
3. Символом 
[image: image43.wmf]n
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 обозначим элемент треугольника Паскаля – числового массива, заданного набором условий: а) 
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Пример. Построим начальный фрагмент массива, причём n – номер строки, k – номер столбца (нули с обеих сторон пропущены):

[image: image46.emf]k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
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. Стало быть, 
[image: image47.wmf]4
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4. Хромым королём назовём “шахматную” фигуру, которая может ходить по доске только на одну клетку и только вправо и вниз. Допустим, хромой король стоит в левом верхнем углу бесконечной вправо и вниз доски, вертикали и горизонтали которой занумерованы, соответственно, слева направо и сверху вниз, начиная с нуля. Символом 
[image: image48.wmf]n
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 обозначим количество путей хромого короля с поля (0, 0) на поле (k, n–k). 

Пример. Рассмотрим пути, ведущие в клетку (2, 2), их шесть (какая неожиданность!):

[image: image49]
5. Символом 
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 обозначим коэффициент при xk многочлена (1+x)n, так что [image: image51.wmf]n
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Пример. 
[image: image52.wmf](
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поэтому
[image: image53.wmf]4
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. Замечание: Для обозначения длинных сумм мы будем использовать стандартный символ (. Например, правую часть последнего равенства можно записать короче: 
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Имеет место ключевая Теорема. При любых n и k, таких, что [image: image55.wmf]n
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Замечание: Нельзя утверждать, что теорема верна вообще при всех n и k: при k<0 и при k>n [image: image57.wmf]n
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 не определены принципиально, а остальные – определены и равны нулю (это разные вещи!). С этого момента мы доказываем теорему и, соответственно, считаем, что [image: image59.wmf]n
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39. Доказать равносильность определений (1) и (2).
40. Доказать равносильность определений (1) и (3).
41. Доказать равносильность определений (1) и (4).
42. Доказать равносильность определений (1) и (5). Указание: Рассмотрите множество [image: image60.wmf]{

}

n

x

x

x

,

...

,

,

2

1

 и произведение [image: image61.wmf])

1

(

...

)

1

(

)

1

(

2

1

n

x

x

x

+

×

×

+

×

+

. Для обозначения длинных произведений удобно использовать символ [image: image62.wmf]Õ

. Например, вышеприведённое произведение можно записать короче: [image: image63.wmf]Õ
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43. Доказать равносильность определений (2) и (3) непосредственно.
44. Доказать равносильность определений (3) и (4) непосредственно.
45. Доказать равносильность определений (3) и (5) непосредственно.
46. Докажите пятью естественными способами равенство 
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47. Формула обращения для верхнего индекса. Правило сложения для 
[image: image65.wmf]n
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 можно использовать для заполнения треугольника Паскаля при n<0. К примеру, 
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. Докажите, что такое заполнение приводит к коэффициентам, связанных формулой: 
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. (Кстати, а что будет, если формулу обращения применить второй раз?)
Группы

6 июля
Определение 1. Пусть на множестве M задана бинарная операция (. Множество М относительно данной операции называется группой, если выполняются следующие условия:

· Операция ( ассоциативна;

· На множестве М существует нейтральный элемент, относительно операции (;

· Операция ( обратима на множестве М.

Если при этом операция ( коммутативна, то группа называется абелевой.

48. Какие из следующих множеств являются группами относительно операции сложения: 
[image: image70.wmf]{
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49. Какие из следующих множеств являются группами относительно операции умножения: 
[image: image71.wmf]{
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50. Является ли группой:

a. Множество многочленов относительно операции сложения;

b. Множество многочленов относительно операции умножения;

c. Множество многочленов степени 5, относительно операции сложения;

d. Множество многочленов степени не выше, чем n (n – фиксированное натуральное число) относительно операции сложения;

e. Множество непрерывных функций, определенных на множестве действительных чисел, относительно операции композиции функций;

f. Множество функций вида 
[image: image72.wmf];,,0
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, относительно операции композиции функций;

g. Приведенная система вычетов
[image: image73.wmf]*
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 относительно операции умножения.

51. Какие из групп задания 3 абелевы?

52. Рассмотрим множество действий солдата. С – смирно, П – направо, Л – налево, К – кругом. Является ли множество {С, П, Л, К} группой относительно операции последовательных действий?
53. На множестве 
[image: image74.wmf](
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 задайте операцию (, аналогичную умножению комплексных чисел. Является ли А относительно операции ( группой? Будет ли она абелевой?

Определение 2. Пусть на множестве M задана бинарная операция (. Подмножество К множества М называется подгруппой группы М, если оно само является группой относительно той же операции.

54. Найдите подгруппы групп из предыдущих заданий.

55. Будет ли подмножество комплексных чисел с модулем равным 1, относительно операции умножения, подгруппой группы комплексных чисел, отличных от нуля?

56. Перечислите все группы, состоящие из 6 элементов.
Инверсия

6 июля
Определение. Углом между двумя кривыми в их общей точке называется наименьший из вертикальных углов между касательными к ним в рассматриваемой точке.

57. Докажите, что при инверсии угол между прямыми равен углу между их образами (рассмотрите случаи: а) обе прямые проходят через центр инверсии; б) только одна прямая проходит через центр инверсии; в) ни одна из прямых не проходит через центр инверсии).

58. а) Докажите, что инверсия сохраняет углы между окружностями.
б) Докажите, что инверсия сохраняет углы между прямой и окружностью.
59. Докажите, что окружность, содержащая пару инверсных точек 
[image: image75.wmf]'
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 ортогональна окружности инверсии.
60. Пусть A, B, C, D – четыре произвольные точки плоскости, не лежащие на одной прямой или на одной окружности. Докажите, что угол между окружностями, описанными вокруг треугольников ABC и ABD, равен углу между окружностями, описанными вокруг треугольников CDA и CDB.

61. На окружности S выбраны точки A и B. Рассматриваются всевозможные пары касающихся окружностей S1 и S2, касающихся S в точках A и B и а) касающихся между собой; б) ортогональных друг другу. Найдите ГМТ точек касания (соответственно, пересечения) окружностей S1 и S2.

Задачи для самостоятельного решения
62. На отрезке АВ отмечена точка М и на отрезках АВ и АМ как на диаметрах построены по одну сторону от прямой АВ полуокружности S1 и S2. Окружность S3 касается полуокружностей S1 и S2  и перпендикуляра p, восставленного к прямой АВ в точке М. Докажите, что общая касательная к окружностям S2 и S3 проходит через точку В.
63. Окружность касается внутренним образом окружности, описанной около треугольника ABC , а также его сторон AB и AC в точках P и Q соответственно. Докажите, что центр вписанной в треугольник ABC окружности лежит на отрезке PQ.

64. Сумма противоположных углов A и C четырёхугольника ABCD равна 
[image: image76.wmf]90
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65. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность и одновременно описан вокруг другой окружности. Найдите угол между прямыми, соединяющими точки касания противоположных сторон со вписанной окружностью.
Инверсия

7 июля
Инверсия в задачах на построение

66. Пусть KMN – произвольные точки на окружности S, p – серединный перпендикуляр к отрезку MN. Прямые KM и KN пересекают прямую p в точках A и A’. Докажите, что точки A и A’ инверсные относительно окружности S.
67. Построить окружность, касающуюся трех данных окружностей, имеющих общую точку.

68. Построить окружность, касающуюся двух данных окружностей, причем одной из них в заданной точке.

69. Построить окружность, проходящую через заданную точку и ортогональную двум данным окружностям.

70. Через данную точку провести окружность, ортогональную данной окружности и касающуюся другой данной окружности.

Задачи для самостоятельного решения
71. Построить окружность, проходящую через данную точку A и касающуюся данной окружности S и данной прямой l.
72. (Задача Аполлония). Построить окружность, касающуюся трёх заданных окружностей.

73. Верно ли, что если из пяти окружностей каждая касается внешним образом двух соседних, то точки касания лежат на одной окружности?

74. В сегмент окружности вписаны две касающиеся друг друга внешним образом окружности. Через точку их касания проведена общая касательная. Покажите, что все такие прямые пересекаются в одной точке.

75. Каждая из четырёх окружностей пересекает две другие. Если четыре точки пересечения, взятые по одной из каждой пары точек пересечения двух окружностей, лежат на одной окружности или прямой, то и четыре из оставшихся точек пересечения лежат на одной окружности или прямой.

Комбинаторика-1
07 июля

Определение 1. Символом 
[image: image78.wmf]n
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 обозначаем количество k-элементных подмножеств  n-элементного множества

76. Докажите равенство 
[image: image79.wmf]÷
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, пользуясь определением 1. (Доказательства, основанные на таком определении, а также подобные им, называют комбинаторными.)
77. Докажите равенство 
[image: image80.wmf](
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, используя результат задачи 1 и симметричность.

78. Выведите тождество 
[image: image81.wmf]11
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 непосредственно из задач 1 и 2.

Теперь рассмотрим разбиения n-элементного множества на 3 подмножества, в первом из которых n–m элементов, во втором – m–k, а в третьем – k.

79. Дайте комбинаторное доказательство триномиального тождества 
[image: image82.wmf]nmnnk
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80. Выведите явную (факториальную) формулу для произведения 
[image: image83.wmf]÷
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81. Выведите формулу суммирования по обоим индексам: 
[image: image84.wmf]1
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 при целых n..

82. Выведите формулу суммирования по верхнему индексу: 
[image: image85.wmf]÷
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 для m,n (0 (и пусть вас не смущает наличие в этой сумме слагаемых при k<m – они просто равны нулю).

83. Выведите результат 6 из результата 7, используя свойства суммирования и свойства биномиальных коэффициентов. 

84. Дайте комбинаторное доказательство тождества 
[image: image86.wmf]0
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85. Дайте комбинаторное доказательство тождества 
[image: image87.wmf](

)

0

10

1

00

k

kn

n

приn

k

приn

££

=

æöì

-=

í

ç÷

>

èøî

å

. 

Замечание. Для функций, принимающих единичное значение при истинности условия P(n) и нулевое при ложности этого условия, существует удобное обозначение [P(n)]. Таким образом, правую часть тождества 11 можно записать как [n=0].
Для самостоятельного решения

86. Докажите тождество 
[image: image88.wmf](
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87. С помощью результата задачи 1 докажите комбинаторно, что 
[image: image89.wmf]1
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88. Вычислите суммы: а) 
[image: image90.wmf](
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Комбинаторика-2
09 июля

Определение 2.  
[image: image93.wmf](
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 – многочлен k-й степени от переменной r, который мы также будем называть «биномиальным коэффициентом» для произвольного вещественного значения верхнего индекса r.
89. Докажите, что если значения двух многочленов k-й степени совпадают в k+1 точках, то они тождественно равны. Примените эту теорему к доказательству правила сложения биномиальных коэффициентов для произвольного r: 
[image: image94.wmf]11
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90. Аналогично докажите: а) обобщение правила внесения (задача 1) 
[image: image95.wmf]1
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 (k – целое, k(0); б) обобщение триномиального тождества (задача 4): 
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91. А теперь продолжим треугольник Паскаля вверх – в область отрицательных n. Докажите формулу обращения верхнего индекса: 
[image: image97.wmf](
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 при любом целом k..

92. Примените эту формулу для решения задачи 11. 
93. Докажите правило свертки (правило Вандермонда): 
[image: image98.wmf],
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 Указание: если r и s – целые неотрицательные числа, то справа стоит число способов выбрать n человек из r мужчин и s женщин. 

19-23. Пять небесполезных вариантов правил свертки:
94. 
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 (Указание: замените k на m+k и n на m+n.)
95. 
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 (Указание: правило симметрии)
96. 
[image: image101.wmf](
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 (Указание: индукция по l)

97. 
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98. 
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Для самостоятельного решения

99. Задача, освобождающая от сдачи зачета по теме «комбинаторика»: докажите, что 
[image: image104.wmf](
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100. Выразите в замкнутой форме сумму 
[image: image105.wmf]0
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101. Во сколько раз 
[image: image106.wmf]212
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Перестановки. Группа перестановок.
09 июля
Определение 1. Перестановкой конечного множества M называется отображение (,  такое, что для любых a, b ( M, a(b,  имеем ((a)(((b).
Определение 2. Произведением двух перестановок ((( называется композиция отображений (  и (.

Определение 3. Перестановка ( множества M  называется тождественной, если для любого элемента a(M выполнено равенство ((a)=a. Тождественную перестановку принято обозначать (.
Определение 4. Перестановка (  множества M  называется циклом, если для некоторых a1,a2,a3,…,an(M выполнено условие ((a1)=a2, ((a2)=a3, ((a3)=a4,…,((an-1)= an,((an)= a1, а для всех остальных элементов b множества М выполнено ((b)=b.
Определение 5. Цикл длины 2 называется транспозицией.
Определение 6. Элемент a называется неподвижным элементом перестановки (, если ((a)=a, в противном случае элемент называется подвижным.

Определение 7. Две перестановки называются независимыми, если множества их подвижных элементов не пересекаются.

Теорема.  Каждую перестановку множества M можно разложить в произведение взаимно простых циклов, при том это разложение однозначно с точностью до порядка сомножителей.

Теорема. Множество перестановок произвольного конечного множества М образует группу относительно введенной операции умножения перестановок. Группу перестановок n-элементного множества принято обозначать (Sn,(( и называть симметрической группой порядка n.

102. Выполните умножение перестановок ((( и ((( : 

а) ( = 
[image: image108.wmf]123456
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б) (  = 
[image: image110.wmf]123456
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в) (  = (1, 2, 3)((5, 6, 8)((4,9); ( = (1, 4, 6)((2, 3)((7, 9) в (S9,(( 

103. Разложите перестановки в произведение независимых циклов: 

а) 
[image: image112.wmf]12345678
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  б)  
[image: image113.wmf]12345678910
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104. Разложите перестановки в произведение транспозиций:

а) 
[image: image114.wmf]12345678
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  б) 
[image: image115.wmf]12345678910
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Определение 8. Порядком подстановки ( называется минимальное натуральное число k, такое что (k=(. 

105. Найдите порядок перестановок:

а) 
[image: image116.wmf]123456789
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  б) 
[image: image117.wmf]12345678910
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106. Для некоторого натурального числа k, (k=(. Докажите, что порядок ( является делителем числа k.

107. Разложение перестановки ( в произведение независимых циклов имеет вид (=(1((2((3(…((n. Перестановки (1,(2,(3,…,(n являются циклами длины k1, k2 ,k3, … , kn соответственно. Докажите, что порядок перестановки ( равен НОК(k1, k2 ,k3, … , kn). 

108. Докажите, что порядок любой перестановки ( в группе (Sn,(( является делителем числа n!
109. Колода из 36 карт тасуется следующим образом. Колода берется лицевой стороной вниз в левую руку и карты сверху по одной перекладываются в правую руку, причем в правой руке они поочередно кладутся то сверху, то снизу тех карт, которые уже скопились в правой руке. Сколько раз нужно повторить такую перетасовку, чтобы в колоде был восстановлен начальный порядок?
Задачи для самостоятельного решения

110. В некотором городе разрешены только парные обмены квартир, при этом каждая семья в один день может участвовать не более чем в одном обмене. Докажите, что любой сложный обмен можно провести не более чем за два дня. 

111. Найдите все подгруппы группы (S3,((.
Применения инверсии. Задачи на построение одним циркулем.

09 июля

Любой отрезок задается своими концами, прямая – двумя точками на ней. В построениях разрешается использовать только один циркуль.

1. a) Используя циркуль, удвойте данный отрезок. b) Найдите середину отрезка (указание: средняя линия треугольника вдвое меньше его основания).

2. (Построение основания перпендикуляра). Даны точки А, В и С, не лежащие на одной прямой. При помощи циркуля постройте точку D на прямой АВ такую, что отрезок BD  перпендикулярен CD.

3. Постройте точку, инверсную данной.

4. a) Постройте точку симметричную точке A относительно прямой проходящей через точки B и C. b) Постройте центр окружности в которую переходит прямая при инверсии; c) Постройте окружность, в которую переходит данная прямая при инверсии  относительно данной окружности с данным центром. 

5.  Найдите центр окружности, которая задается точками A,B,C, не лежащими на одной прямой. 

6. a) Постройте точку пересечения прямой и окружности. b) Постройте точку пересечения двух прямых.

Теорема Мора-Маскерони. Все геометрические построения, выполнимые с помощью циркуля и линейки, могут быть выполнены с помощью одного только циркуля. 
Задачи для самостоятельного решения.

7. Известно, что в параллелограмме  ABOD  стороны  AD, AO, OB  равны R  и  AB = OD = a. Из точки O восстановили перпендикуляр к DO и на нем взяли точки  E  и  X  так, что OX = R, DE = DB. Докажите, что DX = OE.
8. Пользуясь задачей № 7, разделите данную дугу окружности пополам при помощи циркуля.

9. Пусть раствор циркуля ограничен. Правда ли, что любое построение, которое выполнимо при помощи обычного циркуля и линейки, можно осуществить при помощи такого «ограниченного» циркуля?

10. Правда ли, что любое построение, осуществимое при помощи циркуля и линейки, можно осуществить при помощи одной линейки?

Полюс и поляра
10 июля
Определение. Полярой точки A относительно окружности 
[image: image118.wmf]S

 называется прямая a, проходящая через точку A’, инверсный образ точки A при инверсии относительно 
[image: image119.wmf]S

 c центром в точке O, и перпендикулярная прямой OA. Точка A называется полюсом прямой a относительно окружности 
[image: image120.wmf]S

.
112. (Принцип взаимности). Если точка A лежит на прямой (поляре) b, то точка B лежит на прямой (поляре) a.
Следствие принципа взаимности. Поляры всех точек прямой проходят через полюс этой прямой.

113. Точка A расположена внутри окружности S. Через точку A провели хорду BC. Докажите, что ГМТ пересечения касательных к окружности S в точках 
B и C – это поляра точки A.
114. Через точку M внутри окружности провели пару секущих AC и BD. Докажите, что  ГМТ пересечения прямых AB и CD – это поляра точки M.
115. Пусть A, B, C – точки плоскости, a, b, c – соответственно, их поляры относительно окружности 
[image: image121.wmf].

S

 Докажите, что точки A, B, C лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда прямые a, b, c проходят через одну точку.
Таблица двойственности

	Точка
	Прямая

	Полюс
	Поляра

	Лежит на
	Проходит через

	Конкурентны (т.е. пересекаются в одной точке)
	Коллинеарны (лежат на одной прямой)

	Трехвершинник (треугольник)
	Трехсторонник (треугольник)

	Четырехвершиннник (полный четырехугольник, т.е. 4 точки и 6 прямых)
	Четырехсторонник (фигура из 4 прямых и 6 точек их попарных пересечений)

	Касательная
	Точка касания


Определение. Полярным преобразованием относительно окружности S называется сопоставление каждой точке A, отличной от центра этой окружности, ее поляры относительно этой окружности.
Принцип двойственности. Пусть доказано некоторое утверждение, в котором участвуют только точки, прямые и не более одной окружности. Тогда верным будет также утверждение, полученное из доказанного взаимной заменой следующих терминов: (точка(прямая), (лежать на прямой ( проходить через точку), (лежать на окружности ( касаться окружности).
116. Дан прямоугольник с центром в центре окружности. Что будет его образом при полярном соответствии относительно этой окружности?
117. Треугольник АВС вписан в окружность. Касательные к каждой его вершине пересекают продолжения противоположных сторон в точках A1 ,B1, C1. Докажите, что эти точки лежат на одной прямой.
Задачи для самостоятельного решения

118. Рассмотрим две касательные a и b к окружности S. AB – отрезок, высекаемый ими на касательной c. Докажите, что (AOB не зависит от положения касательной c.
119. Докажите, что если O – центр окружности, вписанной в четырехугольник ABCD, то (AOB+(COD = (BOC+(AOD = 180(.
120. Докажите, что точки пересечения биссектрис внешних углов треугольника  с противоположными сторонами лежат на одной прямой.
121. Дан треугольник ABC. Через произвольную точку M проведем перпендикуляры к прямым MA,. MB и MC. Докажите, что точки пересечения этих прямых с соответствующими сторонами лежат на одной прямой.
122. Пусть ABCD – а) вписанный; б) описанный четырехугольник. Докажите, что перпендикуляр, опущенный из центра окружности на прямую, соединяющую точки пересечения противоположных сторон, проходит через точку пересечения диагоналей четырехугольника.
123. Пусть 
[image: image122.wmf]-

l

произвольная касательная к вписанной окружности S треугольника ABC. M, N  и 
[image: image123.wmf]-

P

точки пересечения l cо сторонами треугольника. Восставим из центра I вписанной окружности S перпендикуляры к прямым IM, IN, IP. Пусть M1, N1, P1 – точки пересечения этих перпендикуляров с соответствующими сторонами треугольника. Докажите, что эти точки лежат на одной прямой, касающейся вписанной окружности треугольника.
124.  Сформулируйте три известные теоремы и им двойственные. 
Теорема Лагранжа

10 июля


[image: image124.wmf],

G

o

 - конечная группа, 
[image: image125.wmf],

H

o

 - ее подгруппа. Порядком группы G (Обозначается
[image: image126.wmf]G

) называется число ее элементов.

Рассмотрим множество 
[image: image127.wmf]{
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|
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. Обозначим его aH.
125. Покажите, что:

a.  для любого 
[image: image128.wmf]aG

Î

 
[image: image129.wmf]aaH

Î

;

b. если 
[image: image130.wmf]aHbH
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, то 
[image: image131.wmf]abH
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 и 
[image: image132.wmf]baH

Î

;

c. если 
[image: image133.wmf]abH

Î

, то 
[image: image134.wmf]aHbH
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.

Следовательно, левые смежные классы группы G по подгруппе H либо не пересекаются, либо совпадают, и при этом объединение всех различных смежных классов совпадает с G.

126. Покажите, что 
[image: image135.wmf]HaH

=

. (Рассмотрите отображение 
[image: image136.wmf]:

hah
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Множество aH называется левым смежным классом группы G по подгруппе H.
Число смежных классов группы G по подгруппе H называется индексом подгруппы H в группе G. (обозначается 
[image: image137.wmf]:

GH

). 
127. Докажите, что 
[image: image138.wmf]:

GHGH

=×

. 
Из задачи 3 следует теорема Лагранжа: Порядок любой конечной группы делится на порядок любой его подгруппы.

128. Найдите левые смежные классы gH группы G по подгруппе Н в следующих случаях:

d. 
[image: image139.wmf]*
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129. Выписать все левые смежные классы группы 
[image: image142.wmf],

Z
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 по подгруппе 3Z.

130. Найти все левые смежные классы группы 
[image: image143.wmf]{

}

\0,
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 (является ли она группой?) по подгруппе 
[image: image144.wmf]R

+

. Охарактеризовать их геометрически.

131. Рассмотрим группу 
[image: image145.wmf]12

,
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 и подмножество 
[image: image146.wmf]{
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. Покажите, что 
[image: image147.wmf],

H

+

 – подгруппа. Выпишите все левые смежные классы по этой подгруппе. Найдите все подгруппы группы 
[image: image148.wmf]12
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[image: image149.wmf],

G

o

 - конечная группа порядка m, е – нейтральный элемент группы. Порядком элемента 
[image: image150.wmf]aG

Î

 называется наименьшее натуральное число n такое, что 
[image: image151.wmf]n

ae

=

. 
132. Докажите, что:

g. Для любого элемента группы
[image: image152.wmf]m

ae

=

;

h. Порядок любого элемента группы является делителем порядка группы;

i. Группа простого порядка не имеет собственных подгрупп. (Отличных от самой группы и единичной).

j. Элемент 
[image: image153.wmf]aG

Î

 называется образующим элементом группы, если любой другой элемент представим в виде степени элемента а. Докажите, что для группы простого порядка найдется образующий элемент.

Задачи для самостоятельного решения

133. Пусть 
[image: image154.wmf]12
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[image: image155.wmf]i
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 - натуральные) уравнения 
[image: image156.wmf]12
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 (l – произвольное натуральное). Докажите, что 
[image: image157.wmf]12
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 является делителем 
[image: image158.wmf]!
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134. Приведите 2-3 своих примера группы, подгруппы и смежных классов по ней.

Инверсия и задачи об арбелосе

11июля
135. Докажите, что если две окружности инверсны при инверсии с центром O, то они гомотетичны относительно той же точки. Верно ли обратное утверждение?
136. (Лемма Архимеда) Пусть окружность S касается изнутри окружности W и её хорды PQ соответственно в точках A и B. Прямая AB пересекает окружность W в точке M. Докажите, что точка M делит дугу PQ пополам.
137. Докажите, что длина касательной MT к окружности W равна MP.

Инверсия позволяет получить короткое решение задачи Архимеда об арбелосе. Словом άρβυλος (сапожный нож) будем вслед за Архимедом называть криволинейный треугольник, образованный тремя полуокружностями.

138. [image: image1.wmf]22
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(Задача Архимеда) Пусть точка С лежит на отрезке АВ. Построим полуокружности на диаметрах АВ, ВС, АС (это и есть арбелос). Перпендикуляр МС к отрезку АВ делит арбелос на две части. Докажите, что радиусы окружностей, вписанных в эти части арбелоса, равны между собой.
139. Постройте циркулем и линейкой точный чертёж к задаче Архимеда.

140. [image: image441.wmf](Задача Паппа) Пусть окружности SAB, SBC и SAC с диаметрами АВ, ВС, АС образуют арбелос, S0 – окружность, вписанная в арбелос, окружность S1 касается окружностей SAB, SAС и S0 , окружность S2 касается окружностей SAB, SAС и S1, … , окружность Sn+1 касается окружностей SAB, SAС и Sn. Докажите, что 
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, где rn – радиус окружности Sn, dn – расстояние от центра окружности Sn до прямой АВ.
141. Постройте циркулем и линейкой точный чертёж к задаче Паппа.
Задачи для самостоятельного решения
142. Пусть окружность S касается окружностей S1 и S2 в точках A и B. Тогда прямая AB проходит через центр гомотетии окружностей S1 и S2.
143. Докажите: а) если две неравные окружности пересекаются, то оба центра их гомотетий являются центрами инверсий, каждая из которых отображает одну окружность на другую; б) если данные окружности не имеют общих точек или касаются, то только один из центров их гомотетий является центром инверсии, при которой эти окружности соответствуют друг другу.
Лемма Бернсайда

11 июля

Определение 1. Пусть 
[image: image163.wmf]{
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 – группа перестановок на множестве М={1, 2, …, n}. Подмножество О
[image: image164.wmf]Ì

М называется орбитой группы G, если: 
а) φ(a)
[image: image165.wmf]Î

O для любого φ
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G и любого a
[image: image167.wmf]Î

O, то есть действие перестановок из G на элементы О не выводит за пределы О; 
б) любые два элемента из О можно перевести друг в друга некоторой перестановкой из G.

144. Покажите, что множество 
[image: image168.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

a

a

a

a

O

m

j

j

j

,...,

,

)

(

2

1

=

 является орбитой группы перестановок G.

145. Покажите, что любая орбита группы перестановок 
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 имеет вид 
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146. Любые две орбиты О(а) и О(b) либо совпадают (если b
[image: image171.wmf]Î

O(a)), либо не пересекаются (если b
[image: image172.wmf]Ï

O(a)).

Таким образом, множество М распадается в объединение непересекающихся подмножеств – орбит группы G. В частности, может случиться, что единственной орбитой группы G будет само множество М. Группы с таким свойством называются транзитивными.

Для любого элемента 
[image: image173.wmf]aM
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можно рассмотреть множество 
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 всех перестановок из 
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, для которых точка а является неподвижной. Такое множество называется стабилизатором точки а.

147. Докажите, что 
[image: image176.wmf],
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 является группой.

148. Длина орбиты 
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 равна индексу стабилизатора 
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 в группе G, т.е. 
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Пусть λ(φ) – число неподвижных точек перестановки φ, 
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 – число орбит группы перестановок 
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, действующей на множестве М={1, 2, …, n}. 

Лемма Бернсайда: Для любой группы перестановок имеет место равенство: 
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149. Сколькими способами можно раскрасить вершины куба в три цвета (например, красный, синий и зелёный)?
150. Сколько различных ожерелий можно составить из двух синих, двух белых и двух красных бусин?
151. Грани куба можно раскрасить: а) все в белый цвет; б) все в чёрный цвет; в) часть в белый, а остальные в чёрный. Сколько имеется разных способов раскраски?
Задачи для самостоятельного решения

152. Сколькими геометрически различными способами три абсолютно одинаковые мухи могут усесться в вершинах правильного пятиугольника?
153. Сколькими способами можно раскрасить вершины куба в два цвета (красный и синий) так, чтобы вершин каждого цвета было поровну?
Параллельное и центральное проектирование

11 июля
154. Точки M и N – середины сторон BC и CD параллелограмма ABCD. Найдите отношение, в котором точка пересечения отрезков AM и BN делит эти отрезки.

155. Дан параллелограмм ABCD. Произвольная прямая пересекает лучи AB, AC, AD в точках P, Q, R соответственно. Докажите, что 
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156. Теорема Менелая в пространстве. Точки 
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 и 
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, расположенные на сторонах 
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 и 
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 неплоского четырехугольника 
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, лежат в одной плоскости тогда и только тогда, когда 
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Определение. Отображение плоскости ( на плоскость ( называется аффинным, если оно переводит каждую прямую в прямую, сохраняет параллельность прямых и простое отношение трех коллинеарных точек.

157. Докажите, что параллельное проектирование плоскости на плоскость является аффинным отображением.
Определение: Пусть даны ( и ( две различные плоскости пространства и точка О, не принадлежащая ни одной из плоскостей. Пусть А – произвольная точка плоскости (. Проведем прямую ОА. Точку В=ОА(( будем называть центральной проекцией точки А на плоскость ( с центром в точке О. Соответствие, которое каждой точке А ставит в соответствие ее центральную проекцию на плоскость ( , называется центральным проектированием.

158. а) Докажите, что центральное проектирование сохраняет коллинеарность трех точек. б) Будет ли это аффинным отображением (или аффинным преобразованием, если дополнительно плоскость β совместить с α при помощи движения)? в) Является ли центральное проектирование отображением на всю плоскость?
159. Найти все точки плоскости α, у которых при центральном проектировании нет образов. Найти все точки плоскости β, у которых нет прообраза. Доказать, что эти множества являются прямыми. Эти прямые называются исключительными прямыми центрального проектирования.
160. Рассмотрим центральную проекцию с центром O из плоскости π на непараллельную ей плоскость π(. Пусть p(π и p(( π( – исключительные прямые. Пусть также на плоскости π даны прямые a и b, отличные от исключительной, а на плоскости π( – прямые a( и b(, также отличные от исключительной и являющиеся образами прямых a и b при центральной проекции. Докажите, что:
а) если прямые a и b пересекаются на исключительной прямой, то их образы a(  и b(  параллельны. 
б) если прямые a и b пересекаются вне исключительной прямой, то их образы a( и b( пересекаются тоже вне исключительной прямой; 
в) если прямые a и b параллельны друг другу и параллельны исключительной прямой, то их образы a( и b( также параллельны между собой и параллельны исключительной прямой; 
г) если прямые a и b параллельны друг другу и НЕ параллельны исключительной прямой, то их образы a( и b( пересекаются на исключительной прямой.
161. Дана четырехугольная пирамида и точка A на ребре этой пирамиды. Постройте плоскость, содержащую точку A и пересекающую пирамиду по параллелограмму.
162. Теорема Дезарга. Прямые a, b, c пересекаются в одной точке S. В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 вершины A1 и A2 лежат на прямой a, B1 и B2 – на прямой b, C1 и C2 – на прямой c. Докажите, что  точки пересечения прямых B1C1 и B2C2, A1C1 и A2C2, A1B1 и A2B2 коллинеарны. Докажите теорему обратную теореме Дезарга.
Задачи для самостоятельного решения

163. Докажите теоремы Менелая и Чевы, используя параллельное проектирование.
164. Докажите, что середины оснований трапеции, точка пересечения её диагоналей и прямых, содержащих боковые стороны, коллинеарны.
165. Теорема Паппа. Точки C и C' лежат на прямых AB и A( B(  соответственно. Тогда три точки пересечения прямых AB(  и A( B, BC(  и B( C, CA(  и C( A лежат на одной прямой.
Геометрия и вычисления

12 июля
166. Точка на отрезке. Покажите, что координаты произвольной точки отрезка с концами (x1,y1) и (x2,y2) могут быть вычислены по формуле 
[image: image194.wmf](
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, где t – произвольное действительное число от 0 до 1. В каком отношении эта точка делит данный отрезок? 

167. Полярные координаты. Закодируем каждую точку плоскости парой 
[image: image195.wmf](,)
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, где r – расстояние от этой точки до начала координат, а 
[image: image196.wmf]j

 – угол между положительным направлением оси абсцисс и вектором, идущим из начала координат в данную точку. Выразите декартовы координаты точки (x,y) через её полярные координаты 
[image: image197.wmf](
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. Выразите полярные координаты точки 
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 через ее декартовы координаты (x,y). 

168. Поворот отрезка. «Поворотом отрезка» мы будем здесь называть его вращение на 90 градусов вокруг середины отрезка. Определите декартовы координаты концов отрезка, полученного в результате поворота отрезка с концами (x1,y1) и (x2,y2).
169. Коллинеарность точек. Найдите необходимое и достаточное условие того, что три данных точки лежат на одной прямой.
170. Пересечение отрезков-1. Найдите координаты точки пересечения двух отрезков, заданных координатами своих концов.
171. Параллельность прямых. Известны координаты концов двух отрезков. Определите, лежат ли они на параллельных прямых.
172. Пересечение отрезков-2. Составьте алгоритм, определяющий, пересекаются ли данные отрезки. Отрезки заданы координатами концов.
173. Перпендикулярность отрезков. Составьте алгоритм, определяющий, перпендикулярны  ли два заданных отрезка. 
174. Площадь треугольника. Найдите площадь треугольника, заданного координатами своих вершин. (Подсказка: опустите из всех вершин перпендикуляры на ось абсцисс и рассмотрите полученную фигуру). Получите отсюда второе решение задачи 4.
175. Расстояние от точки до прямой. Найдите длины высот треугольника, заданного координатами своих вершин. 
176. Выпуклость многоугольника. Составьте алгоритм, определяющий, является ли данный многоугольник выпуклым. Многоугольник задан координатами своих вершин. 
177. Хорды в многоугольнике. Назовём диагональ многоугольника (не обязательно выпуклого) хордой, если она целиком лежит внутри данного многоугольника. Составьте алгоритм, определяющий, является ли данная диагональ хордой. 
Для самостоятельного решения

178. Теорема Чевы. Докажите с помощью координатного метода теорему Чевы для треугольника.  
179. Теорема Менелая. Докажите с помощью метода координат теорему Менелая.

180. Центр описанной окружности. Вычислите координаты центра окружности, описанной около заданного треугольника. 
Комбинаторика-3. Техника вычислений
12 июля

Пример 1. Просто сумма. Рассмотрим отыскание суммы 
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 при целых m > n ( 0. Нам будет проще представить ее в виде 
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, а затем воспользоваться тождеством из задачи 23, поскольку именно в нем переменная суммирования входит в два верхних индекса, причем с разными знаками. Однако тут есть трудность: верхним пределом суммирования в задаче 23 было m–1, а не n. Эту трудность легко преодолеть: при n < k ( m–1 все члены суммы равны нулю, так что мы можем произвести подстановку: (l, m, n, q) ( (m–1, m–n–1, 1, 0), тогда все сойдется, и ответом будет 
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Пример 2. Сумма с тремя множителями. Найдем 
[image: image202.wmf]k
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 при целом n ( 0. Прямому применению тождества из задачи 23 здесь мешает множитель k. Поэтому для начало избавимся от него, воспользовавшись правилом внесения:
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То, что вместо k вылезло s, нас не особо волнует, потому что s – константа. Теперь применим задачу 23 и получим сумму в замкнутой форме: 
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. Замечание. А вот если бы мы попытались избавиться от k внесением его не в 
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, то получили бы в дальнейшем проблему из-за того, что число n–1 могло бы оказаться отрицательным. Тождество из задачи 23 требует наличия неотрицательной величины хотя бы в одном из двух верхних индексов.
Пример 3. Избавление от половинок.Докажем, что 
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. Для доказательства заметим, что коэффициент 
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Пример 4. n-ые разности. Разностью (f функции f в точке x назовем величину f(x+1)–f(x). Далее определим вторую разность: 
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. Аналогично определяются третья и последующие разности, для которых по индукции несложно доказать формулу 
[image: image212.wmf](
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. Эту формулу можно применять ко многим различным функциям для получения различных тождеств. Например, если 
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, и это приводит нас к тождеству 
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 – разложению на элементарные дроби величины, стоящей в правой части.

Пример 5. Формула обращения. Если 
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, то 
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Докажем эту формулу, последовательно применяя уже известные нам приемы. Если при любом n ( 0 
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. 
Упражнения, задачи и проблемы
181. Докажите, что 
[image: image222.wmf]21
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182. Докажите, что 
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183. Избавьтесь от половинки в биномиальных коэффициентах 
[image: image224.wmf]12
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184. Докажите тождество 
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185. Докажите, что 
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186. Упростите произведение 
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187. Пусть 
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. Докажите: а) 
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188. Выведите для величин 
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. Найдите из них (не применяя правила свертки!) выражения для a и b в замкнутой форме.

189. Докажите обобщение свертки Вандермонда: 
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190. * Вычислите 
[image: image240.wmf]2
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 а) как сумму по k; б) как сумму по n.
191. * «Биномиальная система счисления». Докажите, что каждое натуральное число n имеет единственное представление в виде 
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192. * Выразите в замкнутой форме 
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193. * Докажите, что 
[image: image243.wmf]3
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194. ** Верно ли, что 
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 делится на 4 или 9 при каждом n>4, кроме n = 64 и n = 256?

Математическая абака. Условия задач.

12 июля
Числа
10. Представьте 2008 в виде отношения куба целого числа к квадрату простого числа.

20. Найдите все такие натуральные a, что a10+1 кратно 10.

30. Пусть 
[image: image245.wmf])
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 – количество простых чисел, меньших N. Решите уравнение  
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40. Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение НОК(a,b)+НОД(a,b)=385 ?

50. Дайте пример бесконечной арифметической прогрессии натуральных чисел, такой что  ни один ее член не является ни суммой, ни разностью простых чисел.

60. Приведите пример натуральных чисел a и b, больших 1, для которых 
[image: image247.wmf]a
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Алгебра и ТГ

10. Найти наименьшую подгруппу в группе 
[image: image248.wmf]×
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, содержащую 
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20. Опишите множество левых смежных классов группы 
[image: image250.wmf]*
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 по подгруппе 
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, где С1 – множество комплексных чисел с модулем равным единице
30. Найдите какой-нибудь Х, для которого множество 
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 является группой относительно умножения
40. Выпишите все группы порядка 4
50. Сколько перестановок из 6 элементов имеют ровно одну неподвижную точку?
60. Хулиган Костя вращает грани правильно собранного кубика Рубика следующим образом. Сначала вращает грань, на которую смотрит (назовем ее верхней), на 180(, а затем поворачивает весь кубик так, чтобы верхняя грань стала левой, а бывшая правая грань стала верхней. Затем та же самая операция повторяется с новой верхней гранью. После какого числа таких операций у Кости впервые снова получится собранный кубик?

Геометрия
10. Прямоугольный треугольник ABC с катетами 3 и 4 разделен на два треугольника высотой, проведенной к гипотенузе. Найдите расстояние между центрами окружностей, вписанных в эти треугольники.
20. Два правильных шестиугольника ABCDEF и AB1C1D1E1F1 имеют общую вершину A. Точки M, N, P – середины отрезков CC1, EE1, FF1 соответственно. Найдите отношение длин отрезков AM и NP.
30. В остроугольном треугольнике высота, проведенная из вершины A, делится точкой пересечения высот в отношении 3:1, считая от вершины. Найдите в каком отношении центр описанной окружности делит чевиану, проходящую через него, считая от точки A.

40. Внутри треугольника ABC отметили точку O. Известно, что (ABO = (BAO = 40(, (BCO = 30(, (CAO = 20(. Найдите угол ACO.
50. Средняя линия равнобочной трапеции равна 5. Известно, что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия делит трапецию на две части, отношение площадей которых равно 7:13. Найдите высоту трапеции.
60. В правильном треугольнике ABC точка O такова, что (AOC = 113(, (BOC = 123(. Найдите углы треугольника, сложенного из отрезков AO, BO и CO.

Конструктивы

10. Найдите наименьшее натуральное число, половина которого есть точный квадрат, треть которого – куб, а пятая часть которого – пятая степень.
20. Разместите грузики массами 1,2,…,8 граммов в вершинах куба так чтобы центр масс совпал с центром куба.
30. Разбейте числа 1,2,...,2008 на две группы так, чтобы сумма одной была равна произведению другой

40. Нарисуйте два пятиугольника так, чтобы у них были одни и те же вершины, но не было ни одной общей стороны.
50. Расставьте числа 1,2,3,...,10 в другом порядке, чтобы первым шло 10, а каждое следующее было делителем суммы всех предыдущих
60. Разбейте квадрат на нечетное число прямоугольников и проведите  каждом прямоугольнике по одной диагонали так, чтобы из всех этих диагоналей составилась замкнутая несамопересекающаяся ломаная?

Комбинаторика

10. Сколько существует различных квадратов со сторонами, идущими по линиям сетки квадрата 6(6?
20. Есть десять шариков трёх цветов. Известно, что существует 360 способов поставить их в ряд. Сколько шариков каждого цвета?
30. На шахматной доске 8(8 изначально расставлено n ладей. Разрешается поставить на пустую клетку дополнительную ладью, если она угрожает не менее чем трем имеющимся на доске ладьям. При каком наименьшем n можно заполнить всю доску?

40. Сколькими способами можно купить 10 открыток пяти сортов, чтобы каждого сорта было не более 8 открыток?
50. Найдите наименьшее n>2008 такое, что для всех k, 0(k(n коэффициент 
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60. Клетки шахматной доски 8(8 покрашены в несколько цветов, при этом в любой строке и любом столбце есть клетки не более чем двух цветов. Какое наибольшее количество цветов могло при этом использоваться?

Клетки

10. В клетчатом квадрате 10×10 проведена главная диагональ. Сколько всего различных треугольников, стороны которых идут по линиям получившейся сетки? (Различными считаются треугольники, у которых не совпадают тройки вершин).
20. Разрежьте квадрат со стороной 4 клетки на прямоугольники, сумма периметров которых равна 25.
30. Для игры в классики на земле нарисована  таблица 2x6, в клетки которой вписаны по порядку числа от 1 до 12. Маша прыгнула снаружи в клетку 1, затем попрыгала  по  остальным клеткам (каждый прыжок - на соседнюю по стороне клетку)  и выпрыгнула наружу из клетки 12. Известно, что для 1(k(11 на клетке номер k Маша  была k раз. Сколько раз побывала Маша на клетке 12? 

40. Петя выкладывает на столе клетчатые  прямоугольники m×n из спичек (каждая спичка имеет длину 1). Сколько существует различных прямоугольников, для которых требуется ровно 2008 спичек (прямоугольники m×n и n×m не различаются)?
50. Треугольник расположен на клетчатой плоскости так, что все его вершины находятся в узлах. Две его стороны равны 
[image: image254.wmf]41

 и 
[image: image255.wmf]85

. Какую наибольшую площадь может иметь такой треугольник? (Сторона клетки равна 1)
60. На доске 9×9 закрашены несколько клеток, так, что от любой закрашенной клетки можно добраться до любой другой, двигаясь только по закрашенным клеткам и каждый раз переходя на соседнюю клетку через сторону. Найдите максимально возможный периметр закрашенной фигуры
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Правила «Математической абаки»
Математическая абака – это командная игра-соревнование по решению задач. Все задачи выдаются для решения всем командам одновременно. Основным зачётным показателем в математической абаке является общее количество набранных очков (включая бонусы). В случае равенства очков у нескольких команд более высокое место занимает команда, имеющая большую сумму бонусов. При равенстве и этого показателя команды считаются разделившими места.

Решение задач. Каждой команде предлагается для решения 6 тем по 6 задач в каждой теме. Задачи каждой темы сдаются по порядку, от 1-й до 6-й (например, у команды не примут ответ на 4-ю задачу, пока она не сдала ответы на задачи 1, 2 и 3). На каждую задачу отводится один подход (одна попытка сдать ответ). Если команда предъявила правильный ответ на задачу, она получает за это цену задачи, а если неправильный или неполный – 0 очков. В некоторых задачах по усмотрению жюри цена задачи может быть поделена поровну между всеми возможными ответами, в этом случае каждый найденный ответ приносит команде соответствующую часть цены. Для каждой такой задачи это указывается в ее условии.

Цена первой задачи каждой темы – 10 очков, второй – 20, …, шестой – 60 очков. (Таким образом, не считая бонусов, команда может заработать за решение задач до 6(210=1260 очков.)

Основные бонусы. Каждая команда дополнительно может заработать бонусные очки:

За правильное решение всех задач одной темы («бонус-горизонталь») – 50 очков

За правильное решение задач с одним и тем же номером во всех темах («бонус-вертикаль») – цену задачи с этим номером

Бонусы за первое решение. Первые команды, получившие каждый из шести возможных бонус-горизонталей и каждый из шести бонус-вертикалей, получают их в двойном размере.

Окончание игры. На решение задач отводится 120 минут. Игра для команды заканчивается, если у нее кончились задачи или истекло общее время, отведенное для игры. 

Вероятности без теории
14 июля

1. Из полной игры лото наудачу извлекается один бочонок. На бочонках написаны числа от 1 до 90 включительно. Какова вероятность того, что на извлеченном бочонке написано число, не меньшее 66?  Какова вероятность того, что при извлечении двух бочонков  сумма чисел, написанных на них, равна 10?

2. В урне лежат 7 красных, 6 желтых и 5 зеленых шаров. Из урны наудачу вынимают 10 шаров. С какой вероятностью среди них встретится красный шар? 

3. Мобильные телефоны в течение смены в ЛМШ с вероятностью 40% ломаются, а с вероятностью 50% – теряются. При этом если телефон уже сломан, то он теряется с вероятностью 30%. С какой вероятностью к концу смены от телефона не останется следов?
4. На шахматную доску произвольно выставляются два ферзя. Какова вероятность, что они бьют друг друга? б) Тот же вопрос для двух коней; в) тот же вопрос для слона и ладьи (что хотя бы одна из фигур будет под боем другой).
5. Когда-то в СССР была популярна лотерея «Спортлото 5 из 36». Играющий должен был зачеркнуть на своем билете 5 чисел от 1 до 36. Во время розыгрыша тиража из тех же 36 чисел случайным образом выбирались 5. Выигравшими считались билеты, в которых совпадало с выпавшими не менее трех номеров. Посчитайте, какова же была вероятность угадать: а) ровно 3 номера; б) 4 номера; в) 5 номеров.

6. Найдите величину среднего выигрыша в «Спортлото 5 из 36» если выигрыш за 5 угаданных номеров составлял 10000 рублей, за 4 номера – 600 рублей, а за 3 номера – 5 рублей. (Один билет лотереи стоил 50 копеек.)

7. Шестеро охотников увидели лису и одновременно выстрелили в нее. Каждый из охотников на таком расстоянии обычно попадает в лису и убивает ее в одном случае из трех. Какова вероятность того, что лиса будет убита?
8. Круглая мишень имеет радиус 10 см. Очковые зоны – концентрические кольца ширины 1: «яблочко» – 10 очков – кружок радиуса 1 см в середине мишени, далее 9 очков – кольцо ширины 1 см, опоясывающее этот кружок, следующее кольцо ширины 1 см – 8 очков, и т.д., последнее кольцо – 1 очко.  Члены клуба имени Вильгельма Телля попадают в такую мишень с закрытыми глазами, но при этом стрела попадает в случайную точку круга. Какое количество очков выбивается в среднем одной стрелой? А тремя стрелами?
9. В телешоу «Буриданов осел» игрок должен угадать, в какой из трех комнат находится приз. Правила игры следующие: игрок указывает на одну из комнат (но не открывает ее), после чего ведущий открывает одну из двух других комнат – ту, в которой приза точно нет. Далее игроку предоставляется выбор – какую из двух комнат открывать. Как должен действовать игрок, чтобы иметь наибольшую вероятность выигрыша? Чему равна эта вероятность?
10. Та же игра со 101 комнатой. Игрок указывает на одну из них, после чего ведущий из  оставшихся 100 открывает те 99, в которых точно нет приза. Как должен действовать игрок, чтобы иметь наибольшую вероятность выигрыша в этой ситуации? Чему равна эта вероятность?
11. Двое дуэлянтов договорились сразиться между полуночью и часом. При этом первый пришедший в назначенное место ждет 15 минут (или до часа ночи) и уходит. Какова вероятность того, что дуэль состоится?
12. Пьяница стоит в 2 шагах от обрыва. Каждую секунду он делает либо шаг в сторону обрыва, либо шаг от него, причем направление движения каждый раз выбирает случайно. Какова вероятность того, что пьяница упадёт в обрыв в течение первых 10 секунд? 
Проективные преобразования
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[image: image442.wmf]Определение. Добавим к обычной плоскости множество бесконечно удаленных точек, которые соответствовали бы исключительной прямой. Его можно воспринимать как множество направлений параллельных прямых, при этом каждая добавленная точка лежит на всех прямых, параллельных данному направлению. Полагаем, что все бесконечно удаленные точки лежат на одной прямой. Будем называть её бесконечно удаленной прямой. То, что получается, называют проективной плоскостью.
Пополнив так плоскости ( и (, получим новые расширенные плоскости 
[image: image261.wmf]a

 и 
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 и взаимнооднозначное центральное проектирование из одной из них на другую. Будем совмещать плоскости 
[image: image263.wmf]a

 и 
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 при помощи движения или аффинного отображения. Преобразования такого рода и их композиции будем называть проективными преобразованиями.
Теорема (Дарбу). Преобразование плоскости, переводящее любую прямую в прямую, является аффинным.

13. Докажите, что любое проективное преобразование представляется в виде композиции центрального проектирования и аффинного отображения.

14. а) Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее данную прямую в бесконечно удаленную прямую.


б) Докажите, что отношение отрезков, лежащих на прямой, параллельной исключительной прямой, сохраняется.

в) Докажите, что существует единственное проективное преобразование переводящее данные четыре точки, не лежащие на одной прямой в три данные точки не лежащие на одной прямой.

15. Докажите, что ГМТ пересечения диагоналей четырехугольников ABCD, у которых стороны AB и CD лежат на прямых l1 и l2, а стороны BC и AD пересекаются в данной точке P, является прямой, проходящей через точку пересечения прямых l1 и l2.
16. В треугольнике ABC три чевианы AA(, BB(, CC( пересекаются в одной точке. Продолжения соответствующих сторон треугольников ABC и A(B(C( пересекаются в точках A0, B0, C0. Докажите, что эти точки лежат на одной прямой.

17. (Теорема Дезарга) Докажите, что если прямые, содержащие соответствующие вершины двух треугольников, пересекаются в одной точке, то точки пересечения прямых, содержащих соответствующие стороны этих треугольников лежат на одной прямой.

18. Даны четырехугольник ABCD и прямая l. Обозначим через P, Q и R – точки пересечения прямых AB и CD, AC и BD, BC и AD. А через P1, Q1, R1 – середины отрезков, которые эти пары прямых высекают на прямой l. Докажите, что прямые PP1, QQ1 и RR1 пересекаются в одной точке.

Задачи для самостоятельного решения.

19. Сформулируйте и докажите теорему обратную к теореме Дезарга.

20. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Пусть P, Q – точки пересечения продолжений противоположных сторон AB и CD, BC и AD соответственно, R – произвольная точка внутри четырехугольника. Пусть 
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. Докажите, что точки L, М и С лежат на одной прямой.
21. У неравных треугольников ABC и A(B(C( соответствующие стороны параллельны. Докажите, что прямые AA(, BB( и CC( пересекаются в одной точке, то есть они гомотетичны. А что если треугольники равны?
Функциональные уравнения – 1
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Пусть в функциональном уравнении 
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 выражения f0(x) = x, f1(x), …, fn-1(x),  стоящие под знаком неизвестной функции g (x), являются элементами конечной группы порядка n относительно композиции функций. Коэффициенты уравнения а0, а1 ..., аn-1, b в общем случае зависят от x. Некоторые из них могут равняться 0. Предположим, что уравнение имеет решение. Заменим х на f1(x). Эта замена равносильна умножению справа всех элементов группы f1. В результате последовательность функций f0, f1, …, fn-1 перейдет в последовательность 
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, состоящую из всех элементов группы. 

Произведенная замена перевела уравнение – линейное относительно неизвестных g(f0), g(f1), …,g(fn-1) — в новое линейное уравнение относительно тех же неизвестных. Заменяя далее x → f2(x), x → f3(x),…, x → fn(x) получим систему n линейных уравнений с n неизвестными. Решая эту систему, находим неизвестную функцию g(f0) = g(x).
22. Найдите все функции f(x) такие,  что
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23. Пусть 
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 – некоторое действительное число. Найти функцию f(x), определённую для всех x ≠ 1 и удовлетворяющую уравнению 
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, где g – заданная функция, определённая при x ≠ 1. 
24. Найдите все функции f(x) такие,  что: 
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, при x ≠ 0. 
25. Найдите все функции f(x), заданные на промежутке, 
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для которых выполнено равенство 
[image: image275.wmf]11

()

1

x

fffxx

xx

-

æöæö

+-=

ç÷ç÷

-

èøèø

.
26. Найти функцию f (х), определенную на множестве действительных чисел, отличных от 0, 1, –1, и удовлетворяющую уравнению  
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27. Найдите f(x), если 
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, где a ≠ 1, n – нечетное.

28. Найдите хотя бы одну функцию, удовлетворяющую уравнению f ( f ( f (x))) = –1/x, и не удовлетворяющую уравнению f (f (x)) = x.

Задачи для самостоятельного решения
29. Для каких a, b ( R существует функция f: R ( R+, для которой f(1)=2 и f(xy) = f(x)ay+ f(y)bx ?

30. Найдите все функции f, действующие из R  в R, для которых образом отрезка является отрезок той же длины.

Геделевы острова
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Население острова G составляют лишь рыцари, всегда говорящие только правду, и лжецы, которые всегда лгут. Кроме того, некоторых рыцарей называют «признанными рыцарями» (они проявили себя, чем-то подтвердив свое рыцарское звание), а некоторых лжецов (подтвердивших свою приверженность ко лжи) – «отъявленными лжецами». Обитатели острова G состоят членами различных клубов. Каждый островитянин может быть членом нескольких клубов. Любой островитянин утверждает, относительно любого клуба С, что он либо состоит членом клуба С, либо не состоит членом клуба С. 

Известно, что выполняются следующие четыре условия:

Е1. Все признанные рыцари состоят членами одного клуба.

Е2. Все отъявленные лжецы состоят членами одного клуба

С (условие дополнительности). Все островитяне, не состоящие членами любого клуба, состоят в одном клубе.

G (условие геделевости). Для любого клуба С существует по крайней мере один островитянин, который утверждает, что состоит членом клуба С. (Разумеется его утверждение о членстве может быть ложным).

31. Состоят ли все лжецы острова членами одного клуба?

32. Состоят ли все рыцари острова членами одного клуба?
33. Докажите, что на острове G существует по крайней мере один непризнанный рыцарь.
34. Докажите, что на острове существует по крайней мере один неотъявленный лжец.
35. Докажите, что условие G выполняется тогда и только тогда, когда все лжецы не состоят членами одного клуба.
Рассмотрим теперь произвольный остров, населенный рыцарями и лжецами, на котором имеются клубы. Предполагается, что, кроме рыцарей и лжецов, на острове нет других обитателей. Назовем остров геделевым, если выполняется условие G.

Как-то инспектор Крэг посетил такой остров, населенный рыцарями и лжецами, состоящими членами клубов. Ему удалось собрать следующие сведения.

· Каждый клуб носит имя одного из островитян, и у каждого островитянина есть клуб, названный его именем.

· Островитянин не обязательно состоит членом клуба, носящего его имя.

· Островитянина, который состоит членом клуба, названного в его честь называют номинабельным. В противном случае – неноминабельным.

· Об островитянине Х говорят, что он друг островитянина У, если Х подтверждает номинабельность островитянина У.

· Кроме того, культурная жизнь на острове удовлетворяет следующему условию.

Н. Для любого клуба С существует другой клуб D, такой, что у каждого члена клуба D по крайней мере один друг состоит членом клуба С, а у каждого не члена клуба D по крайней мере один друг не состоит членом клуба С.

36. Помогите Крэгу сделать вывод, что на таком острове обязательно найдется непризнанный рыцарь и неотъявленный лжец.
37. Из этих условий Крэг вывел заключение относительно того, геделев ли тот остров, на котором он находится. К какому заключению пришел инспектор Крэг?
Теорема Геделя

У одного Логика хранится «Книга высказываний». Страницы книги перенумерованы последовательными натуральными числами, и на каждой странице записано ровно одно высказывание. Ни одно высказывание не занимает более одной страницы. Номер страницы, на котором записано высказывание Х, назовем номером высказывания Х. Любое высказывание, занесенное в Книгу, либо истинно, либо ложно. Некоторые истинные высказывания из Книги настолько очевидны Логику, что он принял их за аксиомы своей логической системы. Помимо аксиом в эту систему входят правила вывода, позволяющие доказывать истинные высказывания, сводя их к ранее доказанным истинным высказываниям и аксиомам, и опровергать ложные высказывания. Логик совершенно уверен в своей непротиворечивости (то есть в том, что всякое высказывание, доказуемое в его системе, действительно истинно, а каждое высказывание, опровергаемое в его системе, действительно ложно), но сомневается в ее полноте (то есть в том, что в системе все истинные высказывания доказуемы, а все ложные опровержимы). 

У нашего Логика помимо «Книги высказываний» есть «Книга множеств». Ее страницы также перенумерованы последовательными натуральными числами, и на каждой странице приведено описание некоторого множества чисел
. Любое множество, внесенное в «Книгу множеств», мы будем называть учтенным множеством.

Если задано натуральное число n, то может случиться, что множество, записанное на n -й странице «Книги множеств», содержит число n. В этом случае мы будем называть n  экстраординарным числом. Кроме того, назовем число h сопряженным с числом, если в высказывании, записанном на h -й странице «Книги высказываний», утверждается, что n  – экстраординарное число.

Известно, что выполняются следующие четыре условия:

Е1: Множество номеров всех доказуемых высказываний – учтенное множество.

Е2: Множество номеров всех опровержимых высказываний – учтенное множество.

С: Для любого учтенного множества А множество 
[image: image278.wmf]А

, состоящее из всех чисел, которые не принадлежат множеству А, – учтенное множество.

Н: Для любого учтенного множества А существует другое учтенное множество В, такое, что каждое число из В имеет сопряженное, принадлежащее А, и каждое число, не принадлежащее В, имеет сопряженное, не принадлежащее А.

195. Каждое ли истинное высказывание доказуемо в системе логика?
196. Каждое ли ложное высказывание опровержимо в его системе?

197. Является ли множество номеров всех истинных высказываний учтенным множеством?

198. Является ли учтенным множеством множество номеров всех ложных высказываний?
Все ли монеты одинаковы?
16 июля

Сегодняшнее занятие посвящено одному удивительному сюжету о взвешиваниях. В нем, в отличие от многих «классических» задач о взвешиваниях, требуется не отыскать фальшивую монету, а убедиться в том, что фальшивых монет на самом деле нет. Итак, пусть у нас есть некоторое количество N визуально неразличимых монет, о которых мы знаем следующее: 1) некоторое (не 0) их число – «настоящие», весящие, скажем, X г; 2) другие монеты (возможно, их количество равно 0) – «легкие», весящие X–1 г, 3) третья категория монет – «тяжелые», весящие X+1 г. 
Нам требуется убедиться в том, что все монеты на самом деле весят одинаково (т.е. что легких и тяжелых монет нет), для чего разрешается пользоваться рычажными (двухчашечными) весами и сделать на них не более K взвешиваний. То число монет N, для которого мы умеем решать такую задачу, мы будем называть верифицируемым за K взвешиваний и обозначать V(K). Наша цель – указать как можно лучшие нижние оценки для V.
0. (Упражнение на понимание) Докажите, что V(K) ( K+1 для любого K.

1. Пусть уже известно, что три монеты A1–A3 попарно равны по весу, две других монеты B1 и B2 тоже равны. Кроме этого, имеется монета C, о которой ничего дополнительно не известно. Как всего за одно взвешивание доказать, что все 6 монет весят одинаково?

2. а) Пусть уже известно, что 7 монет A1–A7 попарно равны, 4 монеты B1–B4 попарно равны, две монеты C1 и C2 равны друг другу, и еще имеется монета D. Как за одно взвешивание верифицировать все 14 монет? б) обобщите результат задач 1 и 2а.

3. а) Выведите из задачи 1 результат V(2K) ( 3K, а из задачи 2а – результат V(4k+1)(7K. б) сравните эти два неравенства: какое из них сильнее? в) Сформулируйте и докажите результат для V, который выводится из задачи 2б.

4.  Задача о попарных равенствах. Пусть имеются 4 пары монет (Ai, Bi). Мы хотим доказать равенство Ai = Bi для i=1,2,3,4, причем сделать это не за четыре взвешивания, а всего за три. Докажите, что этот результат достигается следующими взвешиваниями: 
A1+B2 = A2+B1, 
A1+B3 = A3+B1, 
A1+A2+A3+A4 = B1+B2+B3+B4.

То количество пар монет, для которого мы умеем решать задачу о попарных равенствах за K взвешиваний, мы будем обозначать PA(K), где нижний индекс A означает наличие конкретного алгоритма, дающего такое значение. В задаче 4 описан алгоритм с PA (3)=4.

5. Пусть есть три произвольных «монетных равенства» (взвешивания с результатом «равновесие»), в которых участвуют непересекающиеся множества монет. Также имеются две монеты D1 и D2, не участвующие в этих взвешиваниях. Как преобразовать эти равенства так, чтобы за три взвешивания установить не только эти три равенства, но и дополнительное равенство D1=D2? 

6. Опираясь на решение задач 4 и 5, предложите алгоритм, дающий а) P(9)=15, б) P(27)=54; в) P(3k)=(k+3)(3k–1.

А теперь установим непосредственную связь между решением нашей исходной задачи и решением задачи о попарных равенствах.

7. а) Докажите, что V(2k) ( 2P(k). б) Докажите, что V(mk) ( m(P(k). в) Верно ли, что V(m(k) ( P(m)P(k)?

8. Альтернативная схема взвешиваний. Пусть имеются n пар монет (Ai, Bi), о которых уже известно, что они попарно равны. Кроме того, имеется n монет Ci. Докажите, что если справедливы n монетных равенств вида Ai+Bi = Ci+Ai+1, то все 3n монет одинаковы. Таким образом, если n=P(k), то можно сначала проделать k взвешиваний, установив равенство нужного числа пар, а затем еще P(k) взвешиваний для решения основной задачи. Установлено неравенство V(k+P(k)) ( 3P(k). 

9. Убедитесь, что задача 6б позволяет за 27 взвешиваний доказать 27 произвольных «монетных равенств» и еще 27 попарных равенств монет. С другой стороны, для схемы из задачи 8 при n=27 как раз и требуется иметь 27 попарных равенств. Можно ли так скомбинировать две этих схемы, чтобы получить результат V(27)=81?

10. Предложите алгоритм, позволяющий верифицировать за 2008 взвешиваний как можно большее количество монет.

Функциональные уравнения – 2
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Определение. Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если для неё выполняются следующие два условия:

1) функция определена в точке x0;

2) для любой заданной (сколько угодно большой) точности можно подобрать окрестность точки x0, в которой значения функции определяются с заданной точностью.

Будем называть функцию непрерывной на интервале (a, b), если она непрерывна в каждой точке этого интервала. Если функция непрерывна на любом интервале (–a,a), ее называют непрерывной на всей числовой оси R. Непрерывная функция всегда обладает следующими свойствами.

· Если в точках a и b непрерывная функция принимает различные значения, то любое промежуточное между ними значение принимается хотя бы в одной точке отрезка [a; b] (теорема о промежуточном значении).

· Если две непрерывные функции, заданные на R, совпадают на Q, то они совпадают всюду.

· Если непрерывная функция взаимно однозначна, то она строго монотонна. (верно и обратное.)

· Непрерывная функция ограничена на отрезке.

1. Найдите все непрерывные на R функции f(x) такие, что f(x)f(y)=f(x–y) для любых x, y ( R.

2. Функция F задана на R, причём для любого x имеет место равенство: F(x+1)(F(x) + F(x+1) = –1. Докажите, что функция F не может быть непрерывной.
3. а) Функция f непрерывна на R и удовлетворяет равенству f (f (x))=x для всех x. Докажите, что уравнение f (x)=x имеет хотя бы один корень. б) Верно ли то же самое для произвольных функций?
4. а) Докажите, что если функция f (x) строго монотонна, то f (f (x)) строго возрастает. б) Существует ли такая непрерывная функция f : R → R, что функция f (f (x)) строго убывает?
5. (Функциональная аддитивность) Непрерывная функция ( : R → R такова, что для любых x, y ( R выполняется равенство ((x + y) = ((x)+ ((y). 
6. а) Докажите, что ((nx) = n((x) для любого n ( N и любого x ( R. б) Докажите, что ((rx) = r((x) для любого r ( Q+ и любого x ( R. в) Докажите, что ((–x) = –((x) для любого x ( R. г) Докажите, что ((x) = cx для некоторого c при всех x ( R.
7. (Функциональное уравнение Эйлера) Непрерывная функция (: R → R такова, что для любого вещественного x выполняется равенство ((x + ((x)) = ((x). 
8. а) Докажите, что ((x + n((x)) = ((x) для любого натурального n. б) Докажите, что прямая x + ny = c (n – натуральное, c = const) не может пересекать график y = ((x) более чем в одной точке. в) Пусть ((a) > 0 для некоторого a. Докажите, что функция ((x) постоянна на отрезке [a, a + ((a)] и равна ((a). г) Докажите, что ((x) = ((a) для всех x ≥ a. д) Докажите, что ((x) = ((a) для всех x < a. е) Как аналогично рассмотреть случай ((a) < 0?
Задачи для самостоятельного решения
9. Найдите все непрерывные функции f(x), удовлетворяющие уравнению f(2x) = f(x) для любого x.
10. Найдите все непрерывные в точке 0 функции, удовлетворяющие функциональному уравнению 2f(2x) = f(x) + x. 
11. Решите функциональное уравнение f(x+y)=f(x)f(y) в классе непрерывных на R функций.
Вероятности на костях и не только
16 июля

38. Игральной костью назовем кубик, на гранях которого написаны числа (в стандартном случае – строго по одному разу числа от 1 до 6; однако возможны и нестандартные кости). Бросают две стандартные игральные кости. Найдите вероятности следующих случайных событий: 
[image: image279.wmf]a

) Выпали одинаковые числа; 
[image: image280.wmf]b

) Выпали соседние числа; 
[image: image281.wmf]g

) Сумма выпавших чисел равна 9; 
[image: image282.wmf]d

) Сумма выпавших чисел равна 10; 
[image: image283.wmf]e

) Сумма выпавших чисел больше 9; 
[image: image284.wmf]V

) Выпали числа разной чётности.
39. Какая сумма чисел при бросании двух костей наиболее вероятна? 
40. Задача шевалье де Мере. Пусть мы бросаем три стандартные кости и считаем сумму выпавших очков. Что случается чаще – сумма, равная 11, или сумма, равная 12? Найдите отношение вероятностей появления суммы-11 и суммы-12.
41. Парадокс Бертрана. Ищем вероятность того, что длина случайной хорды единичного круга больше, чем 
[image: image285.wmf]3

 (то есть больше стороны равностороннего треугольника). Версия А) Каждая хорда однозначно определяется своей серединой – основанием перпендикуляра, опущенного на нее из центра. Если эта середина – случайная точка круга, то вероятность ее попадания в область площади S равна S/(. Докажите из этого, что искомая вероятность равна ¼. Версия Б) Пусть один конец хорды – фиксированная точка окружности, а второй – случайная точка окружности. Докажите, что искомая вероятность равна 1/3. Версия В) Зафиксируем направление хорды, тогда ее длина определяется точкой ее пересечения с диаметром. Докажите, что искомая вероятность равна ½. 
[image: image286.png]



199. Нетранзитивные кости. Разрешим повторяться числам на гранях, получая, например, кубики вида 2, 2, 2, 5, 5, 5. Будем говорить, что одна кость сильнее другой, если с вероятностью больше 1/2 на первой кости выпадает больше, чем на второй. Три нестандартные кости назовём нетранзитивными, если первая кость сильнее второй, вторая – третьей, а третья – первой. Постройте три нетранзитивные нестандартные кости.

200. Нетранзитивные кости с разными числами. Разрешим ставить на гранях кости произвольные натуральные числа. Постройте три нетранзитивных кубика с 18-ю различными числами на гранях.

201. Семейство рулеток. Круг, разделенный на N одинаковых секторов, в каждом из которых поставлено натуральное число, назовем  рулеткой. Для любого натурального N>2 постройте семейство из N рулеток, каждая из которых сильнее предыдущей (по циклу).
Матбой, 9-10 класс 
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42. Дан полный граф на n вершин. За ход разрешается найти какие-то 4 ребра, образующие цикл, и стереть одно из них. Какое наименьшее количество ребер могло остаться?
43. В выпуклом пятиугольнике ABCDE стороны AE || BC и (ADE = (BDC. Диагонали AC и BE пересекаются в точке P. Доказать, что (EAD = (BDP  и  (CBD = (ADP.
44. Пусть m и k – такие натуральные числа, что  (m – 1)m(m + 1)  делится на  m2+ k.  Доказать, что  k ( m.
45. На острове Логики живут 90 рыцарей и 10 обманщиков. Рыцари на все вопросы отвечают правдиво, а обманщики могут как сказать правду, так и соврать. Разрешается выбрать любое множество жителей острова и спросить любого аборигена, есть ли в этом множестве обманщики. Докажите, что 10 вопросов достаточно для того, чтобы определить хотя бы одного рыцаря.
46. На плоскости даны такие 3n точек, что все попарные расстояния между ними не больше 1. Докажите, что их можно разделить на n треугольников (групп по 3 точки) так, чтобы сумма их площадей была не больше ½.
47. Биссектриса угла A параллелограмма ABCD пересекает прямые BC и CD в точках X и Y. Точка A( симметрична точке A относительно прямой BD. Докажите, что точки C, X, Y и A( лежат на одной окружности.
48. Даны числа  a2, b2, c2 (a, b  и  с – положительные числа). Разрешается выполнять операции сложения, вычитания и умножения, а также запоминать любое количество промежуточных результатов и сравнивать их между собой. Можно ли, используя только эти операции, проверить справедливость равенства  a + b = c?
49. Сколько 2008-значных чисел удовлетворяют следующим условиям: a) все цифры числа принадлежат множеству {1, 2, 3, 4}; б) любые две соседние цифры отличаются на 1?
Двойное отношение
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Определение. Двойным отношением четырех различных коллинеарных точек A, B, C, D называется число 
[image: image287.wmf](,;,):
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Двойным отношением трех различных точек 
[image: image288.wmf],,
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 и бесконечно удаленной точки  
[image: image289.wmf]¥

 называется число
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Вопросы на понимание.

а) Когда двойное отношение отрицательно?
б) Любое ли действительное число может быть двойным отношением четырех точек?
в) Однозначно ли восстанавливается четвертая точка, если известны три точки и двойное отношение всех четырех точек?
50. Рассмотрим прямые а, b, c и d, которые лежат в одной проективной плоскости и пересекаются в точке O. Пусть A, B, C, D – точки пересечения прямой l, не проходящей через точку O, с прямыми а, b, c, d. Докажите, что 
[image: image294.wmf](
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, где (xy) – ориентированный угол между прямыми х и у.
Определение. Двойным отношением четверки прямых a, b, c, d, пересекающихся в одной точке, называется число 
[image: image295.wmf](
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202. [image: image443.wmf]Докажите, что проективное преобразование сохраняет двойное отношение а) четырех точек, лежащих на одной прямой; б) четырех прямых, пересекающихся в одной точке.

203. Вдоль железной дороги на равном расстоянии друг от друга стоят столбы линии электропередач. На фотографии расстояния между столбами A и B , B и C равны, соответственно, 2 см и 1 см. Чему равно расстояние между столбами C и D?
Определение. Коллинеарные точки A, B, C, D называются гармонически сопряженными или гармонической четверкой точек, если 
[image: image296.wmf](,;,)1

ABCD

=-

. Еще в этом случае говорят, что пара точек С и D гармонически разделяет пару точек A и B.
204. Докажите, что 
[image: image297.wmf](,;,)(,;,)
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 тогда и только тогда, когда 
[image: image298.wmf](,;,)1
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205. Пусть в треугольнике ABC биссектрисы внутреннего и внешнего углов при вершине B пересекают сторону AC в точках M и N. Докажите, что 
[image: image299.wmf](,;,)1
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206. Через точку A, не лежащую на окружности инверсии S, провели прямую, пересекающую поляру точки A в точке B, а окружность S – в точках C и D. Докажите, что пара точек С и D гармонически разделяет пару точек A и B.

[image: image444.wmf]Определение. Полным четырехвершинником на проективной плоскости называется конфигурация, составленная из четырех точек общего положения (вершин) и шести попарно соединяющих их прямых (сторон). Противоположные стороны полного четырехвершинника попарно пересекаются в трех диагональных точках. Три прямые, попарно соединяющие диагональные точки, называются диагоналями полного четырехвершинника.

Недиагональные точки, в которых диагонали пересекаются со сторонами (на рисунке они отмечены колечками; всего их шесть, но шестая не поместилась на рисунке), назовем дополнительными.
207. (Теорема о полном четырехвершиннике). Докажите, что каждая пара вершин полного четырехвершинника гармонически разделяет лежащие на той же стороне диагональную и дополнительную точки, а каждая пара диагональных точек гармонически разделяет лежащую на той же диагонали пару дополнительных точек.
208. Докажите, что дополнительные точки являются точками попарного пересечения четырех прямых.
Задачи для самостоятельного решения

209. Дан отрезок и его середина. Постройте одной линейкой прямую, параллельную данному отрезку и проходящую через данную точку.

210. Дан прямой угол и произвольный угол, имеющий с ним общую вершину и сторону. Удвойте последний угол при помощи одной линейки.

211. На расширенной евклидовой плоскости дана трапеция ABCD (AB||CD). Р – точка пересечения продолжений ее боковых сторон. Х – точка отрезка АВ, делящая его в отношении 1:n, считая от А. Положим Y = ХР(CD, Z = AY(DB, T = AB(ZP. Докажите, что точка Т делит отрезок АВ в отношении 1:(n+1), считая от А.

212. Дан угол с вершиной О и точка А внутри него. Будем рассматривать такие точки М и N на разных сторонах данного угла, что (MAO=(NAO. Докажите, что все прямые MN проходят через одну точку.
Теорема Дарбу
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Определение. Биекция плоскости на себя, переводящая прямые в прямые, называется аффинным преобразованием.
51. Рассмотрим произвольную  прямую 
[image: image300.wmf]l

на плоскости и выберем на ней точки 
[image: image301.wmf]A

 и 
[image: image302.wmf].
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 Пусть 
[image: image303.wmf]A

¢

 и 
[image: image304.wmf]B

¢

 образы точек 
[image: image305.wmf]A

 и 
[image: image306.wmf]B

 при аффинном преобразовании 
[image: image307.wmf]g

. Введем на прямых 
[image: image308.wmf]l

 и 
[image: image309.wmf]l

¢

 системы координат так, что точкам 
[image: image310.wmf]A

 и 
[image: image311.wmf]A

¢

 соответствует координата 0, а точкам  
[image: image312.wmf]B

 и 
[image: image313.wmf]B

¢

 соответствует координата 1. Рассмотрим отображение 
[image: image314.wmf]R
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 сопоставляющее числу 
[image: image315.wmf]a

 координату образа точки с координатой 
[image: image316.wmf].
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а) Докажите, что 
[image: image317.wmf]f
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б) Докажите, что 
[image: image318.wmf]).
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в) Докажите, что 
[image: image319.wmf]).
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г) Докажите, что 
[image: image320.wmf]f

 монотонная функция.


д) (Теорема Дарбу)  Докажите, что 
[image: image321.wmf].
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е) Докажите, что если 
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213. Докажите, что аффинное преобразование можно представить в виде композиции нескольких сжатий(растяжений) и поворотной гомотетии. Сколько сжатий достаточно? 

214. На сторонах треугольника выбраны точки 
[image: image324.wmf]N

M
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 и 
[image: image325.wmf].
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 Точки 
[image: image326.wmf]N
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 и 
[image: image327.wmf]K

¢

 симметричны им относительно середин соответствующих сторон. Докажите, что площади треугольников 
[image: image328.wmf]MNK

 и 
[image: image329.wmf]K
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 равны.

215. а) На сторонах треугольника как на диагоналях построены параллелограммы с параллельными направлениями сторон. Докажите, что вторые диагонали этих параллелограммов пересекаются в одной точке. 
б) Докажите, что прямая, соединяющая середины диагоналей произвольного четырехугольника, проходит через середину отрезка соединяющего точки пересечения его сторон.
Для самостоятельного решения
5. Рассмотрим на плоскости произвольный пятиугольник  
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. Докажите, что если 
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 не изменяется при аффинных преобразованиях.
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52. Докажите, что 
[image: image335.wmf]351
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. (Указание: домножьте на 
[image: image336.wmf]2sin
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)
53. Докажите, что 
[image: image337.wmf]351
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. (Указание: домножьте обе части на 
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 и воспользуйтесь тем, что 
[image: image339.wmf](

)

coscos

xx

p

-=-

)
54. а) Докажите, что 
[image: image340.wmf]222
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 (Указание: примените формулу косинуса двойного угла); б) Докажите, что 
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55. Напишите кубическое уравнение, корнями которого являются 
[image: image342.wmf]35
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.
56. (То же самое, но для других чисел). Напишите кубическое уравнение, корнями которого являются 
[image: image343.wmf]57
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57. Пусть 
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58. Докажите, что для любого натурального n косинусы углов 
[image: image346.wmf]1
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, k=1,2,…,n, являются различными корнями многочлена Un n-й степени со старшим членом 2n и целыми коэффициентами. (Указание: cos(n+1)( = 2cos(()cos(n() – cos(n–1)(, что позволяет доказать по индукции, что cos(n() – многочлен n-й степени от cos (, а также установить старший член такого многочлена. Чему могут быть равны его корни?)
59. Докажите для многочленов Un из задачи 7 рекуррентное соотношение Un+1=2x Un – Un–1. Пользуясь им и равенством U0=1, вычислите многочлены U1 – U6.
60. Из решения задачи 8 получите результат задачи 4.
61. Докажите, что для любого натурального n косинусы углов 
[image: image347.wmf](
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, k=1,2,…,n, являются различными корнями многочлена Tn n-й степени со старшим членом 2n–1 и целыми коэффициентами.
62. Какому рекуррентному соотношению удовлетворяют многочлены Tn?
Проективные преобразования, сохраняющие окружность

20 июля
На сфере ( отмечены диаметрально противоположные точки P и P(. В точке P( построили плоскость ( касательную к сфере  (. Тогда при проекции с ( на ( окружности, не содержащие P, переходят в окружности, а окружности, содержащие P, переходят в прямые.

63. Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее данную точку внутри окружности в центр, а окружность в себя.
64. Пусть при проективном преобразовании окружность S перешла в себя, а точка A в точку A(. Докажите, что поляра точки A относительно окружности S перешла в поляру A(.
65. Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее данную прямую, не пересекающую окружность, в бесконечно удаленную, а окружность в себя.
66. Четырехугольник ABCD вписан в окружность. Продолжения сторон AB и CD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD – в точке Q. Доказать, что касательные к окружности в точках B и D либо параллельны, либо пересекаются на прямой PQ.
67.  (Теорема Паскаля). В окружность вписан шестиугольник ABCDEF. Докажите, что точки пересечения прямых AB и DE, BC и EF, CD и FA лежат на одной прямой.
68. (Теорема Брианшона). Пусть ABCDEF – описанный шестиугольник. Докажите, что его диагонали AD, BE и CF пересекаются в одной точке.
69. Докажите, что теоремы Паскаля и Брианшона являются двойственными.
70. (Теорема о бабочке). Пусть O – середина хорды AB окружности S, MN и PQ – произвольные хорды, проходящие через O, причем точки P и N лежат по одну сторону от AB, E и F – точки пересечения хорды AB с хордами MP и NQ соответственно. Докажите, что O – середина отрезка EF.

Задачи для самостоятельного решения.

71. В треугольнике ABC вневписанная окружность касается стороны BC в точке A(, продолжения сторон AB и AC в точках C( и B( соответственно. Доказать, что прямые AA(, BB( и СС( пересекаются в одной точке.
72. Окружность S касается прямых, содержащих стороны AB и BC треугольника ABC в точках D и E. Вторые касательные, проведенные из точек A и C, касаются S в точках F и G соответственно. Докажите, что прямые DG, EF и AC пересекаются в одной точке.
73. Дана окружность и точка C внутри ее. Через точку C проведены четыре хорды AiBi, i=1,…,4. Пусть D – точка пересечения прямых A1A2 и A3A4, E – точка пересечения прямых B1B2 и B3B4. Докажите, что точки C, D и E лежат на одной прямой.
Решение задачи 24 по комбинаторике
20 июля

24. Докажите, что 
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Лемма. 
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. Доказательство последовательно применяет «в обратную сторону» свертку Вандермонда, триномиальное тождество, свертку по k, снова триномиальное тождество и, наконец, свертку по j.
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Положим теперь в лемме вместо (m,n,r,s,k) такой набор величин: (b+k,a–k,b+c,a+c,j). Это даст нам следующий результат: 
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Применим его к задаче 24 «в обратную сторону», то есть представим левую часть в виде 
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. Это равно
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[image: image354.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

22

1

1

22

k

j,k

k

jk

bcj!

j!akj!baj!akj!cja!

aj

bcj!

ajk

j!baj!cja!aj!

++

-=

+--+--+-

-

++

æö

=×-

ç÷

-+

-++--

èø

å

åå


Внутренняя сумма по k, как мы знаем, отлична от 0 (и равна 1) только при условии 2a–2j=0. Это значит, что от двойной суммы остается только 
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Тригонометрические многочлены – 2
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74. Докажите, что для любого натурального n косинусы углов 
[image: image356.wmf]1

k

n

p

+

, k=1,2,…,n, являются различными корнями многочлена Un n-й степени со старшим членом 2n и целыми коэффициентами. (Указание: cos(n+1)( = 2cos(()cos(n() – cos(n–1)(, что позволяет доказать по индукции, что cos(n() – многочлен n-й степени от cos (, а также установить старший член такого многочлена. Чему могут быть равны его корни?)
75. Докажите для многочленов Un из задачи 7 рекуррентное соотношение Un+1=2x Un – Un–1. Пользуясь им и равенством U0=1, вычислите многочлены U1 – U6.
76. См. задачу 19
77. Докажите, что для любого натурального n косинусы углов 
[image: image357.wmf](
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, k=1,2,…, n, являются различными корнями многочлена Tn n-й степени со старшим членом 2n–1 и целыми коэффициентами.
78. Какому рекуррентному соотношению удовлетворяют многочлены Tn?

Определение 1. Уклонением от нуля многочлена F(x) на отрезке [a;b] назовем величину 
[image: image358.wmf][;]
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.
79. Найдите приведенный многочлен степени n, имеющий минимальное уклонение от нуля на [–1; 1]  а) для n = 1; б) для n = 2.
80. Предположим, нам удалось найти такой приведенный многочлен степени n Fn(x), что его график на отрезке [–1; 1] лежит в полосе 
[image: image359.wmf]()
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 и содержит n+1 точку ее границы: самая правая лежит на прямой y = c, предыдущая на прямой y = –c, предыдущая снова на прямой y = c и т. д. Докажите, что уклонение от нуля любого другого приведенного многочлена степени n G(x) на отрезке [–1; 1] не меньше, чем c. (Указание: если выполнено противное, то графики многочленов Fn(x) и G(x) должны пересекаться между любыми двумя экстремумами многочлена Fn.) 

81. Докажите, что многочлен 
[image: image360.wmf]°
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 удовлетворяет условиям для многочлена Fn(x) из задачи 13.
82. Докажите, что если графики многочленов f(x) и g(x) касаются в точке минимума (x=x0), то многочлен f(x)–g(x) имеет корень x0 кратности не ниже 2 (делится на (x–x0)2).
83. Докажите единственность приведенного многочлена минимального уклонения от 0 на [–1;1]
Таким образом из задач 12–16 мы получаем, что многочлены 
[image: image361.wmf]°
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 являются единственными решениями задачи о многочленах минимального уклонения от 0 на [–1;1] с точностью до постоянного множителя. Эти многочлены называются многочленами Чебышёва первого рода.

Задачи для медитации и нирваны
84. Докажите, что для любого натурального n синусы углов 
[image: image362.wmf]21
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, k=0,1,2,…,2n, являются различными корнями некоторого многочлена  (2n+1)-й степени с целыми коэффициентами.
85. Найдите многочлен 3-й степени с минимальным уклонением от 0 а) на отрезке [–2;2] б) на отрезке [0;6]. (Указание: перевести отрезок [a;b] в отрезок [–1;1], на котором мы умеем решать задачу)
86. Из решения задачи 8 получите результат задачи 4.

Группы и числа

20 июля

87. Рассмотрим группу 
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Полученное равенство ни что иное, как известная вам теорема Эйлера: Пусть а и n взаимно просты. Тогда справедливо следующее сравнение 
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88. Пусть 
[image: image367.wmf]12

,,...,

n

mmm

 попарно взаимно просты. Обозначим 
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 множество упорядоченных n-нок 
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. Введем операцию покомпонентного сложения, в которой сложение по i-той компоненте проводится в 
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a. 
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 является абелевой группой.

b. Докажите, что существует элемент z этой группы такой, что любой другой равен 
[image: image372.wmf]...
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 (такие группы называются циклическими).

Из пункта b известно, что любой элемент 
[image: image373.wmf](
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. Таким образом, мы доказали 

Китайскую теорему об остатках: Для любых попарно взаимно простых чисел 
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 система сравнений: 
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 имеет единственное решение по модулю 
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(Откуда следует единственность?)

89. Пусть р - простое. 
[image: image378.wmf]*
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c. Докажите, что если 
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d. Запишите это равенство в виде сравнения.

e. Покажите, что полученное сравнение выполняется, если 
[image: image381.wmf]*
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 или 
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90. Пусть р нечетное простое число. 

f. Найдите в 
[image: image384.wmf]*
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 все элементы порядка 2.

g. Чему равно произведение 
[image: image385.wmf]123...(1)
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h. Сформулируйте и докажите обратное утверждение.

Теорема Вильсона. Для любого 
[image: image386.wmf]1
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 сравнение 
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 тогда и только тогда, когда n – простое.
91. Докажите, что длина периода дроби 
[image: image388.wmf]a
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 (для (b, 10) = 1) равна порядку элемента 10 в группе 
[image: image389.wmf]*
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. Заодно вспомните и докажите:

i. Любая рациональная дробь представляется в виде конечной, периодической или смешанной периодической десятичной дроби.

j. Когда дробь конечная? Периодическая? Имеет предпериод?

k. Как представить смешанную десятичную дробь в виде обыкновенной?
Задачи

92. Докажите, что простые делители числа 
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93. Пусть 
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[image: image395.wmf]21

pn

+

.

94. Пусть 
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. Докажите, что простые нечетные делители числа 
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95. Найти порядок двойки в приведенной системе вычетов с операцией умножения группе по модулю 5n. 
96. Пусть b1 – обратное к a по модулю n1, а b2 – обратное к a по модулю n2. Как найти обратное к a по модулю n1n2?

97. Докажите, что 
[image: image400.wmf](1)
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 кратно n.
(Не) Построения одной линейкой

21 июля

98. Докажите, что одной линейкой нельзя построить: а) прямой угол;
б) середину заданного отрезка; в) прямую, проходящую через заданную точку параллельно данной прямой.

Во всех задачах этого листка построения проводим одной линейкой.

99. а) На прямой даны три различные точки A, B, C. Построить точку D, разделяющую гармонически вместе с точкой С пару точек A, B. б) Даны три различные прямые a, b, c, принадлежащие одному пучку. Построить прямую d, разделяющую гармонически вместе с c пару прямых a, b.
100. На плоскости дана окружность S, прямая l и точка A. Постройте полюс прямой l и поляру точки A.

101. Дан отрезок и его середина. Постройте прямую, параллельную данному отрезку и проходящую через заданную точку.
102. Даны две параллельные прямые. Постройте прямую, которая им параллельна и проходит через заданную точку.
103. Даны две параллельные прямые. Увеличьте отрезок, лежащий на одной из них, в n раз.
104. (Построение Брианшона). Даны две параллельные прямые. Разделите отрезок, лежащий на одной из них на n равных частей.
Для решения следующих задач полезно вспомнить теоремы Паскаля и Брианшона.
105. Даны пять различных касательных к окружности. Построить шестую касательную.
106. Даны пять различных точек на окружности. Постройте вторую точку пересечения окружности и прямой, проходящей через одну из них.
Задачи для самостоятельного решения
107. .Докажите, что одной линейкой нельзя построить: а) правильный треугольник; б) центр данной окружности; в)* центры двух неконцентрических окружностей, не имеющих общих точек.

108. Провести прямую через точку A и недоступную точку пересечения прямых a и b (недоступными частями фигуры называются её части, лежащие за пределами чертежа).

109. Даны четыре точки A, B, C, D на окружности и касательная a в точке A. Построить касательную в точке B.

110. Дана окружность. а) Постройте n-угольник, стороны которого проходят через данные n точек, а вершины лежат на данных n прямых. б) Впишите в окружность n-угольник, стороны которого проходят через данные n точек.
Производящие функции
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Пусть дана последовательность a0, a1, a2, …Назовем ее производящей функцией выражение 
[image: image401.wmf]2
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216. Найдите производящие функции для последовательностей а) 1,1,1,…,1,… б) 1,–1,1,–1,1, … в) 1, n, n2, n3, … г) 1,2,3,…, n,… д) a, a+d, a+2d, … 
217. Пусть G(z) является производящей функцией для последовательности a0, a1, a2, …, an  Найдите производящие функции для следующих последовательностей: а) a1, a2, a3, …; б) a0+a1, a1+a2, a2+a3, …; в) a0, a0+a1, a0+a1+a2, a0+a1+a2+a3, …; г) a0, 0, a2, 0, a4 .
218. Найдите производящую функцию для 
[image: image402.wmf]nn
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Свойства производящих функций.

Сложение. Если G(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image403.wmf]012
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 и H(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image404.wmf]012
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, то (G(z)+(H(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image405.wmf]001122
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Сдвиг. Если G(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image406.wmf]012
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, то zmG(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image407.wmf]012
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Умножение. Если G(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image408.wmf]012
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 и H(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image409.wmf]012
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, то H(z)G(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image410.wmf]012
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, где 
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. (Обратите внимание: сдвиг является частным случаем умножения производящих функций).
Замена переменной. Если G(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image412.wmf]012
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, то G(cz) – производящая функция для последовательности 
[image: image413.wmf]012
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, где 
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Задачи

219. Найдите производящую функцию для а) последовательности 
[image: image415.wmf],,,...,
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; б) последовательности 
[image: image416.wmf],,,...
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220. Докажите, что 
[image: image417.wmf]2
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 – производящая функция для последовательности Фибоначчи (f0=f1=1).
221. Используя результат предыдущей задачи и задачи 2в, докажите, что f0+f1+f2+…+fn=fn+2–1.
222. Найдите производящие функции для диагональных рядов треугольника Паскаля: а) 1,3,6,10,…,
[image: image418.wmf]1
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223. Пусть F(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image421.wmf]!
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, а G(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image422.wmf]!
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. Докажите, что F(z)(G(z) – производящая функция для последовательности 
[image: image423.wmf]!
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224. Докажите, что 
[image: image425.wmf](
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 – производящая функция для многочленов Чебышева Tn(x).
Производящие функции-2
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225. Разложив производящую функцию последовательности Фибоначчи 
[image: image426.wmf]2
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 на элементарные дроби вида 
[image: image427.wmf]11
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, получите формулу n-го члена последовательности (формулу Бине).

226. Задача о размене. Пусть Pn – число способов разменять сумму n копеек монетами 1, 5, 10, 50 копеек. Докажите, что производящей функцией для последовательности 
[image: image428.wmf]P

 является 
[image: image429.wmf](
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227. Пусть Kn – число способов размена суммы n c использованием только монет 1 коп, Ln – число способов размена суммы n c использованием монет 1 и 5 коп, Mn – число способов размена суммы n c использованием монет 1, 5 и 10 коп. Выведите из производящей функции (см. предыдущую задачу) рекуррентные соотношения: 
[image: image430.wmf]5050
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. Используя их и равенство 
[image: image433.wmf]1
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228. Задача о разложении в сумму слагаемых. Сколькими способами натуральное число n может быть представлено в виде суммы нескольких натуральных слагаемых, не обязательно различных? Представления, отличающиеся только порядком слагаемых, считать одинаковыми. Например, число 3 допускает три представления: 1+1+1, 2+1, 3.
229. а) Докажите, что 
[image: image435.wmf]N
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 (pk означает k–е простое число, справа – гармонический ряд, т.е. сумма величин, обратных натуральным числам). б) Выведите из расходимости гармонического ряда тот факт, что простых чисел бесконечно много.

Дифференцирование производящей функции. Пусть 
[image: image436.wmf](
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, 
[image: image437.wmf](
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. Операцию, переводящую H(z) в G(z), назовем формальным дифференцированием, а результат этой операции – формальной производной. Тогда выражение для G(z) в замкнутой форме (без бесконечной суммы) может быть получено из выражения для H(z) с помощью стандартного дифференцирования функции. 

Интегрирование производящей функции. Пусть 
[image: image438.wmf](
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[image: image439.wmf](

)

2

012

n

n

Hzaazaz...az...

=+++++

. Операцию, переводящую H(z) в G(z), назовем формальным интегрированием, а результат этой операции – формальной первообразной. Тогда выражение для G(z) в замкнутой форме (без бесконечной суммы) может быть получено из выражения для H(z) с помощью стандартного отыскания первообразной функции (операции, обратной дифференцированию). 

230. Убедитесь, что формальные интегрирование и дифференцирование – взаимно обратные операции над производящими функциями.

231. Найдите в замкнутой форме производящую функцию для последовательности 
[image: image440.wmf]1
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232. Найдите производящую функцию для последовательностей 0, 1/1!, 0, –1/3!, 0, 1/5!, 0, –1/7!, … и 1, 0, –1/2!, 0, 1/4!, 0, –1/6!, …
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� Под числами мы понимаем целые положительные числа
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