
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

6 èþëÿ
Ñóïåðïîçèöèÿ

Âåëèêàÿ ïîëüçà ýðóäèöèè. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî Ck
pn

... p, p � ïðîñòîå (k 6= 0, k 6= pn).
1. Ïî êðóãó ñòîÿò 128 öåëûõ ÷èñåë. Çà îäèí õîä âñå ÷èñëà îäíîâðåìåííî çàìåíÿþòñÿ íà ñóììó
äâóõ ñâîèõ ñîñåäåé. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ âñå ÷èñëà ñòàíóò äåëèòüñÿ íà 128.

1) Ïî êðóãó ñòîèò îäíà åäèíèöà è 127 íóëåé. ×òî ïîëó÷èòñÿ ÷åðåç 7 õîäîâ? Äîêàæèòå, ÷òî
÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ âñå ÷èñëà ñòàíóò ÷åòíûìè.

2) Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñóììû(ñóïåðïîçèöèè) äâóõ íà÷àëüíûõ ðàññòàíîâîê ÷èñåë ïî êðóãó. Â
êàêèõ îòíîøåíèÿõ íàõîäèòñÿ ýòà ñóììà ñ îïåðàöèåé çàìåíû ÷èñåë?
2. (Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà.) Äîêàæèòå ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç n + 1 òî÷êè
ñ ðàçíûìè àáñöèññàìè íàéäåòñÿ (åäèíñòâåííûé) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, êîòîðûé â ýòèõ
òî÷êàõ ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Óêàçàíèå. ×òî çäåñü ÿâëÿåòñÿ àíàëîãàìè íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêè, îïåðàöèè è ñóììû ðàññòà-
íîâîê? ×åðåç êàêèå ñïåöèôè÷åñêèå(="áàçèñíûå") ìíîãî÷ëåíû âûðàæàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà? Íàïèøèòå äëÿ íåãî ÿâíóþ ôîðìóëó.
3. (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.) à) Äàíû ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà m1,m2, . . . , mn è
ïðîèçâîëüíûå a1, a2, . . . , an. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî A, ÷òî A ≡ ai (mod mi).

á) ×èñëî A îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ïî ìîäóëþ m1 . . .mn.
4. Åñòü ÷èñëà a1, . . . , an, ñðåäè íèõ ðîâíî äâà îäèíàêîâûõ. Íàïèøèòå âûðàæåíèå îò a1, . . . , an,
çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî ýòèì îäèíàêîâûì ÷èñëàì.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì

Sn = P (0) + P (1) + · · ·+ P (n).

Cëó÷àé P (x) = xk ïðåäñòàâëÿåò îñîáåííûé èíòåðåñ.
5. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ Sn õîòü äëÿ êàêîãî-íèáóäü ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè k.

à) Îïð. Èêñ â óáûâàþùåé ñòåïåíè m: xm = x(x− 1)(x− 2) . . . (x−m + 1).
á) Äîêàæèòå, ÷òî à) (x + 1)m − xm = mxm−1;
â) Íàéäèòå 1m + 2m + 3m + · · ·+ (n− 1)m.

6. Äîêàæèòå, ÷òî Sn (îò ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè k) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k + 1 (òî åñòü Sn = g(n)
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x)). Äëÿ ïðèìåðà âû÷èñëèòå 14 + · · ·+ n4.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Â êëåò÷àòîé òàáëèöå 4 × 4 èäåò èãðà "Æèçíü"ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: êëåòêà îáúÿâëÿåò-
ñÿ æèâîé, åñëè íà ïðåäûäóùåì õîäó ó íåå áûëî íå÷åòíîå ÷èñëî æèâûõ ñîñåäåé, è ìåðòâîé â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàéäèòå ìàêñèìóì ïåðèîäà èãðû ïî âñåì íà÷àëüíûì ïîçèöèÿì.
2. à) Ïî îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû pn öåëûõ ÷èñåë (p � ïðîñòîå). Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî
õîäîâ âñå ÷èñëà áóäóò äåëèòüñÿ íà p, åñëè çà õîä èç êàæäîãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ åãî

à) ëåâûé ñîñåä;
á) l-ûé ñîñåä ñëåâà, l ôèêñèðîâàíî;
â) l-ûé ñîñåä ñëåâà, l ìîæåò ìåíÿåòüñÿ îò õîäà ê õîäó!


