Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Полюс и поляра
10 июля
Определение. Полярой точки A относительно окружности 
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 называется прямая a, проходящая через точку A’, инверсный образ точки A при инверсии относительно 
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 c центром в точке O, и перпендикулярная прямой OA. Точка A называется полюсом прямой a относительно окружности 
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.
1. (Принцип взаимности). Если точка A лежит на прямой (поляре) b, то точка B лежит на прямой (поляре) a.
Следствие принципа взаимности. Поляры всех точек прямой проходят через полюс этой прямой.

2. Точка A расположена внутри окружности S. Через точку A провели хорду BC. Докажите, что ГМТ пересечения касательных к окружности S в точках 
B и C – это поляра точки A.
3. Через точку M внутри окружности провели пару секущих AC и BD. Докажите, что  ГМТ пересечения прямых AB и CD – это поляра точки M.
4. Пусть A, B, C – точки плоскости, a, b, c – соответственно, их поляры относительно окружности 
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 Докажите, что точки A, B, C лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда прямые a, b, c проходят через одну точку.
Таблица двойственности

	Точка
	Прямая

	Полюс
	Поляра

	Лежит на
	Проходит через

	Конкурентны (т.е. пересекаются в одной точке)
	Коллинеарны (лежат на одной прямой)

	Трехвершинник (треугольник)
	Трехсторонник (треугольник)

	Четырехвершиннник (полный четырехугольник, т.е. 4 точки и 6 прямых)
	Четырехсторонник (фигура из 4 прямых и 6 точек их попарных пересечений)

	Касательная
	Точка касания


Определение. Полярным преобразованием относительно окружности S называется сопоставление каждой точке A, отличной от центра этой окружности, ее поляры относительно этой окружности.
5. Принцип двойственности. Пусть доказано некоторое утверждение, в котором участвуют только точки, прямые и не более одной окружности. Тогда верным будет также утверждение, полученное из доказанного взаимной заменой следующих терминов: (точка(прямая), (лежать на прямой ( проходить через точку), (лежать на окружности ( касаться окружности).
6. Дан прямоугольник с центром в центре окружности. Что будет его образом при полярном соответствии относительно этой окружности?

7. Треугольник АВС вписан в окружность. Касательные к каждой его вершине пересекают продолжения противоположных сторон в точках A1 ,B1, C1. Докажите, что эти точки лежат на одной прямой.

Задачи для самостоятельного решения
8. Рассмотрим две касательные a и b к окружности S. AB – отрезок, высекаемый ими на касательной c. Докажите, что (AOB не зависит от положения касательной c.

9. Докажите, что если O – центр окружности, вписанной в четырехугольник ABCD, то 
(AOB+(COD = (BOC+(AOD = 180(.

10. Докажите, что точки пересечения биссектрис внешних углов треугольника  с противоположными сторонами лежат на одной прямой.

11. Дан треугольник ABC. Через произвольную точку M проведем перпендикуляры к прямым MA,. MB и MC. Докажите, что точки пересечения этих прямых с соответствующими сторонами лежат на одной прямой.
12. Пусть ABCD – а) вписанный; б) описанный четырехугольник. Докажите, что перпендикуляр, опущенный из центра окружности на прямую, соединяющую точки пересечения противоположных сторон, проходит через точку пересечения диагоналей четырехугольника.
13. Пусть 
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произвольная касательная к вписанной окружности S треугольника ABC. M, N  и 
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точки пересечения l c сторонами треугольника. Восставим из центра I вписанной окружности S перпендикуляры к прямым 
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Пусть 
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 – точки пересечения этих перпендикуляров с соответствующими сторонами треугольника. Докажите, что эти точки лежат на одной прямой, касающейся вписанной окружности треугольника.
14.  Сформулируйте три известные теоремы и им двойственные. 
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