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16 èþëÿ
Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû

Ïîó÷èòåëüíàÿ çàäà÷à. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïîëîñêó 2× n ìîæíî çàìîñòèòü äîìèíîøêàìè?
Íàéäèòå àññèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå

xn+k = αk−1xn+k−1 + αk−2xn+k−2 + · · ·+ α0xn, α0 6= 0.

Óïð1. à) Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé.

á) Ïðåäúÿâèòå k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (=âåêòîðîâ), ÷åðåç êîòîðûå âñå îñòàëüíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âûðàæàþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè;

â) ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Âûâîä. Ðåøåíèÿ îáðàçóþò k-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (íàä Q,R,C,Zp, . . . � ñìîòðÿ ãäå ëåæàò êîýô-
ôèöèåíòû ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ).
Óïð2. Ïîïðîáóåì íàéòè ðåøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðîãðåññèÿìè (ðàçóìíî
èñêàòü òîëüêî çíàìåíàòåëè ïðîãðåññèé λi, íå ïðàâäà ëè?). Èç êàêîãî óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ ýòè
çíàìåíàòåëè λi?
Îïðåäåëåíèå. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ðåêóððåíò-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Óïð3. Íå áûëî ëè â ïðåäûäóùåì ëèñòêå ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî (â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé) ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñ ðàçëè÷íûìè çíàìåíàòåëÿìè ËÍÇ.

Åñëè ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íåò êðàòíûõ êîðíåé...

Òåîðåìà. Åñëè λ1, . . . , λk � ðàçëè÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî ëþáîå ðåøå-
íèå ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä xn = c1λ

n
1 + · · · + ckλ

n
k , ãäå êîíñòàíòû ci îïðåäåëåíû

îäíîçíà÷íî.
Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûå êîðíè, ïîìèìî
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé â áàçèñ äîëæíû âõîäèòü è äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Çàìå÷àíèå 2. Êàê ïðàâèëî λi è ci ëåæàò íå â òîì ïîëå, ãäå êîýôôèöèåíòû, à â áîëüøåì ïîëå
(åñëè, ñêàæåì, êîýôôèöèåíòû ðàöèîíàëüíû, òî λi è ci âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. à) Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : Z→ Z, òàêèå ÷òî 3f(n)− 2f(f(n)) = n.
á) à åñëè f : R→ Z?
â) äîêàæèòå, ÷òî îòâåò èçìåíèòñÿ, åñëè f : R→ R.
2. Ðåøèòå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå: f : R+ → R+, f(f(x)) + f(x) = 6x.


