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Все ли монеты одинаковы?
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Сегодняшнее занятие посвящено одному удивительному сюжету о взвешиваниях. В нем, в отличие от многих «классических» задач о взвешиваниях, требуется не отыскать фальшивую монету, а убедиться в том, что фальшивых монет на самом деле нет. Итак, пусть у нас есть некоторое количество N визуально неразличимых монет, о которых мы знаем следующее: 1) некоторое (не 0) их число – «настоящие», весящие, скажем, X г; 2) другие монеты (возможно, их количество равно 0) – «легкие», весящие X–1 г, 3) третья категория монет – «тяжелые», весящие X+1 г. 
Нам требуется убедиться в том, что все монеты на самом деле весят одинаково (т.е. что легких и тяжелых монет нет), для чего разрешается пользоваться рычажными (двухчашечными) весами и сделать на них не более K взвешиваний. То число монет N, для которого мы умеем решать такую задачу, мы будем называть верифицируемым за K взвешиваний и обозначать V(K). Наша цель – указать как можно лучшие нижние оценки для V.
0. (Упражнение на понимание) Докажите, что V(K) ( K+1 для любого K.

1. Пусть уже известно, что три монеты A1–A3 попарно равны по весу, две других монеты B1 и B2 тоже равны. Кроме этого, имеется монета C, о которой ничего дополнительно не известно. Как всего за одно взвешивание доказать, что все 6 монет весят одинаково?

2. а) Пусть уже известно, что 7 монет A1–A7 попарно равны, 4 монеты B1–B4 попарно равны, две монеты C1 и C2 равны друг другу, и еще имеется монета D. Как за одно взвешивание верифицировать все 14 монет? б) обобщите результат задач 1 и 2а.

3. а) Выведите из задачи 1 результат V(2K) ( 3K, а из задачи 2а – результат V(4k+1)(7K. б) сравните эти два неравенства: какое из них сильнее? в) Сформулируйте и докажите результат для V, который выводится из задачи 2б.

4.  Задача о попарных равенствах. Пусть имеются 4 пары монет (Ai, Bi). Мы хотим доказать равенство Ai = Bi для i=1,2,3,4, причем сделать это не за четыре взвешивания, а всего за три. Докажите, что этот результат достигается следующими взвешиваниями: 

A1+B2 = A2+B1, 

A1+B3 = A3+B1, 

A1+A2+A3+A4 = B1+B2+B3+B4.

То количество пар монет, для которого мы умеем решать задачу о попарных равенствах за K взвешиваний, мы будем обозначать PA(K), где нижний индекс A означает наличие конкретного алгоритма, дающего такое значение. В задаче 4 описан алгоритм с PA (3)=4.

5. Пусть есть три произвольных «монетных равенства» (взвешивания с результатом «равновесие»), в которых участвуют непересекающиеся множества монет. Также имеются две монеты D1 и D2, не участвующие в этих взвешиваниях. Как преобразовать эти равенства так, чтобы за три взвешивания установить не только эти три равенства, но и дополнительное равенство D1=D2? 

6. Опираясь на решение задач 4 и 5, предложите алгоритм, дающий а) P(9)=15, б) P(27)=54; в) P(3k)=(k+3)(3k–1.

А теперь установим непосредственную связь между решением нашей исходной задачи и решением задачи о попарных равенствах.

7. а) Докажите, что V(2k) ( 2P(k). б) Докажите, что V(mk) ( m(P(k). в) Верно ли, что V(m(k) ( P(m)P(k)?

8. Альтернативная схема взвешиваний. Пусть имеются n пар монет (Ai, Bi), о которых уже известно, что они попарно равны. Кроме того, имеется n монет Ci. Докажите, что если справедливы n монетных равенств вида Ai+Bi = Ci+Ai+1, то все 3n монет одинаковы. Таким образом, если n=P(k), то можно сначала проделать k взвешиваний, установив равенство нужного числа пар, а затем еще P(k) взвешиваний для решения основной задачи. Установлено неравенство V(k+P(k)) ( 3P(k). 

9. Убедитесь, что задача 6б позволяет за 27 взвешиваний доказать 27 произвольных «монетных равенств» и еще 27 попарных равенств монет. С другой стороны, для схемы из задачи 8 при n=27 как раз и требуется иметь 27 попарных равенств. Можно ли так скомбинировать две этих схемы, чтобы получить результат V(27)=81?

10. Предложите алгоритм, позволяющий верифицировать за 2008 взвешиваний как можно большее количество монет.


























































