
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

19 èþëÿ
Ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå. Âåðøèíû a è b îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íàçîâåì ñâÿçàííûìè, åñëè â ãðàôå G ñóùå-
ñòâóþò ïóòè èç a â b è èç b â a.
Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû
ñâÿçàíû.
Îïðåäåëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåðøèí V (G) îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòî íà êëàññû ïîïàðíî ñâÿ-
çàííûõ âåðøèí, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Ïîñòðîèì äëÿ íàøåãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ãðàô êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè
C(G), âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G.
Ïðîâåäåì â ãðàôå C(G) ðåáðî Vi → Vj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G åñòü ðåáðî, íàïðàâëåííîå
îò Vi ê Vj .

1. a) Â ãðàôå C(G) íåò öèêëîâ.
á) Äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè Vi ãðàô G(Vi) íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà Vi ñ ðåáðàìè

ãðàôà G ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè ñèëüíî ñâÿçåí.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Vi � êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G. Íàçîâåì ýòó
êîìïîíåíòó ïðîìåæóòî÷íîé, åñëè â ãðàôå C(G) ñóùåñòâóåò ðåáðî, âõîäÿùåå â Vi, è ñóùåñòâóåò ðåáðî,
âûõîäÿùåå èç Vi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì êîìïîíåíòó Vi êðàéíåé.

2. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå 200 âåðøèí, èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî è â êàæäóþ
âåðøèíó âõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü íå áîëåå 100 íîâûõ îðèåíòèðîâàííûõ
ðåáåð òàê, ÷òîáû ýòîò ãðàô ñòàë ñèëüíî ñâÿçíûì. (Ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî
íåñêîëüêî ðåáåð.)

3. Äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íà n âåðøèíàõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

à) Ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 2 ðåáåð.
á) Åñëè â ãðàôå G ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ïðîâåäåíî íå áîëåå îäíîãî ðåáðà, òî ñóùåñòâóåò

ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 3 ðåáåð.
â) Äëÿ âñåõ v ≥ 3 ïîñòðîéòå ïðèìåðû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ îöåíêè ïóíêòîâ à) è á) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô èëè òóðíèðíûé ãðàô � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô,
â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì

4. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîëíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ìîæíî ïðîíóìå-
ðîâàòü G1, . . . , Gk òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ i < j â C(G) áûëî ðåáðî Gi → Gj .

5. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëíîì ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë
(ò. å. öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîé âåðøèíå ðîâíî îäèí ðàç).

6. Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî ñâÿçíîì ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ ÷åòûðüìÿ è áîëåå âåðøèíàìè
ñóùåñòâóåò âåðøèíà, óäàëåíèå êîòîðîé íå íàðóøàåò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà.

7. Ïóñòü G � ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò òàêîé
ãàìèëüòîíîâ ïóòü a1 → a2 → · · · → an, ÷òî åãî êîíöû ñîåäèíåíû ðåáðîì a1 → an

a) ïðè ÷åòíîì n;
á) ïðè íå÷åòíîì n, îòëè÷íûì îò 3 è 5.
â) Íàéäèòå âñå ïîëíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ òàêîãî ïóòè íå ñóùåñòâóåò.
8. Äàí ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ n âåðøèíàìè.
a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 7 â ýòîì ãðàôå ìîæíî âûáðàòü âåðøèíó v è ïîìåíÿòü íàïðàâëåíèå âñåõ

ðåáåð ñ êîíöàìè â v òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ñèëüíî ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô.
á) Íàéäèòå âñå ïîëíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàô íà, äëÿ êîòîðûõ òàêîé âåðøèíû íå ñóùåñòâóåò.


