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22 èþëÿ
Ëèíåéíîñòü â ãåîìåòðèè

Îñíîâíîå ñîîáðàæåíèå. Åñëè íà ïëîñêîñòè çàäàíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (òî åñòü êàæäîé òî÷êå
(x, y) ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî `(x, y) = ax+by+c), òî ìíîæåñòâî íóëåé ýòîé ôóíêöèè åñòü èëè ïóñòîå
ìíîæåñòâî, èëè ïðÿìàÿ, èëè âñÿ ïëîñêîñòü.

Îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå
Ïðåäëîæåíèå. Îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x0, y0) äî ïðÿìîé ax + by + c = 0 ðàâíî

ρ(ax + by + c = 0, (x0, y0)) =
ax0 + by0 + c√

a2 + b2
.

Ïðèìåð(î÷åíü ñëîæíûé). Äàíà òî÷êà X íà îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. ×å-
ðåç X ïåðïåíäèêóëÿðíî îñíîâàíèþ ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ áîêîâûå ñòîðîíû èëè èõ
ïðîäîëæåíèÿ â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå, ÷òî XA + XB íå çàâèñèò îò X.

1. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ âíåøíèõ áèññåêòðèñ (íåðàâíîáåäðåííîãî) òðåóãîëüíèêà ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.

2. Ãðàíè ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà ðàñêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåò (ïðè ýòîì ëþáûå äâå ãðà-
íè, èìåþùèå îáùåå ðåáðî, ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè âíóòðè
îêòàýäðà ñóììà ðàññòîÿíèé äî ïëîñêîñòåé áåëûõ ãðàíåé ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé äî ïëîñêîñòåé
÷åðíûõ ãðàíåé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê. Â îäíîé ïàðå åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ïðîâåëè âíåøíèå áèññåê-

òðèñû � ïîëó÷èëè òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîòîì â äðóãîé ïàðå � ïîëó÷èëè âòîðóþ òî÷êó. Ïîòîì
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïðîäëèëè äî ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷èëè äâà óãëà � ïî íèì àíàëîãè÷íî
ïîñòðîèëè òðåòüþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå
Ïðåäëîæåíèå. Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà (a, b) è
(c, d), ðàâíà ad− bc.

2. Íà ïëîñêîñòè äàíû íåñêîëüêî ÷åðíûõ è áåëûõ îòðåçêîâ. Áåðåì òî÷êó è ñòðîèì òðåóãîëü-
íèêè ñ âåðøèíàìè â ýòîé òî÷êå è îñíîâàíèÿìè � äàííûìè îòðåçêàìè. Ðàññìîòðèì ÃÌÒ òàêèõ
òî÷åê, ÷òî ñóììà ÷åðíûõ (îáû÷íûõ) ïëîùàäåé ðàâíà ñóììå áåëûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ÃÌÒ ïî÷òè
âñåãäà ïîêðûâàåòñÿ íåñêîëüêèìè ïðÿìûìè. Ñêîëüêèõ ïðÿìûõ ãàðàíòèðîâàíî õâàòèò? Ïî÷åìó ïî-
êðûâàåòñÿ ïî÷òè âñåãäà, íî íå âñåãäà?

3. Äèàãîíàëè îòðåçàþò îò ïÿòèóãîëüíèêà 5 òðåóãîëüíèêîâ (íåêîòîðûå ÷àñòè îòðåçàþòñÿ äâà-
æäû). Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå ïëîùàäè ïÿòèóãîëüíèêà.
Ëåììà. Òî÷êà X äåëèò îòðåçîê CD â îòíîøåíèè p : q. Äîêàæèòå, ÷òî îð. ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABX ðàâíà

S(ABX) =
q

p + q
S(ABC) +

p

p + q
S(ABD).

4. Ñåðåäèíû îòðåçêîâ A1A2, B1B2, C1C2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî 8 òðåóãîëü-
íèêîâ AiBjCk ìîæíî òàê ðàçáèòü íà 2 ãðóïïû, ÷òî ñóììû ïëîùàäåé â ãðóïïàõ ðàâíû.

5. Â îïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû äèàãîíàëåé, ïðîõîäèò
è ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè (ïðÿìàÿ Íüþòîíà).

6. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, äåëèò ïîïîëàì
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí (ïðÿìàÿ Ãàóññà).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Ó òðåóãîëüíèêîâ A1A2A3, B1B2B3, C1C2C3 öåíòðû òÿæåñòè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äî-

êàæèòå, ÷òî 27 òðåóãîëüíèêîâ AiBjCk ìîæíî òàê ðàçáèòü íà 2 ãðóïïû, ÷òî ñóììû ïëîùàäåé â
ãðóïïàõ ðàâíû.


