
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

17 èþëÿ
Ìàòáîé ¾9 ïðîôè � 10 ïðîôè¿

1. Áèññåêòðèñû óãëîâ A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ
A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî SABC1 + SACB1 + SCBA1 ≥ SABC .

2. Â ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ìåíüøå 2 è íå áîëüøå 100. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû
ìîæíî ïîêðàñèòü â 101 öâåò òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ñìåæíûå âåðøèíû èìåëè ðàçíûå öâåòà è äëÿ
ëþáîé âåðøèíû ñìåæíûå ñ íåé íå âñå áûëè îäíîãî öâåòà.

3. Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàìåòðû AB è CD. Èç òî÷êè M , ëåæàùåé
âíå îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèå ïðÿìóþ AB â òî÷êàõ E
è H, à òàêæå ïðÿìûå MC è MD, ïåðåñåêàþùèå ïðÿìóþ AB â òî÷êàõ F è K. Äîêàæèòå, ÷òî
EF = KH.

4. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ai+j ≤ ai + aj. Äîêàæèòå, ÷òî a1 + a2

2
+ a3

3
+ . . . + an

n
≥ an.

5. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷åì
d < 0. Ïðîèçâåäåíèå êàêèõ-òî äâóõ êîðíåé P (x) ðàöèîíàëüíî. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ñóììà òîæå
ðàöèîíàëüíà.

6. Èìååòñÿ ñâÿçíàÿ êëåò÷àòàÿ ôèãóðà èç n− 1 êëåòêè (n ≥ 2). Äîêàæèòå, ÷òî èç êëåò÷àòîãî
êâàäðàòà n × n ìîæíî âûðåçàòü ÷åòûðå òàêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ôèãóðû. (Êëåò÷àòàÿ ôèãóðà
íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé, åñëè ëþáûå äâå å¼ êëåòêè ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé å¼ êëåòîê, â êîòîðîé
ëþáûå äâå ñîñåäíèå êëåòêè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

7. Íà ñôåðå îòìå÷åíî n ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðó ìîæíî ðàçáèòü íà n êîíãðó-
ýíòíûõ ñâÿçíûõ îáëàñòåé òàê, ÷òîáû â êàæäîé îáëàñòè ëåæàëà ðîâíî îäíà îòìå÷åííàÿ òî÷êà.

8. Íàçîâåì ñëîâîì ëþáóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ Ë è ß. Åñòü äâå îïåðàöèè íàä
ñëîâàìè: ïåðâàÿ � âñòàâèòü â ëþáîì ìåñòå ñëîâà áóêâó Ë, à â êîíöå ñëîâà � ß; âòîðàÿ � âñòàâèòü
â ëþáîì ìåñòå ñëîâà Ëß. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ñëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëîâà Ëß
ñ ïîìîùüþ ïåðâîé îïåðàöèè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëîâà Ëß
ñ ïîìîùüþ âòîðîé îïåðàöèè.

9. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî 4n +2n +1 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî n � ñòåïåíü òðîéêè.
10. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé Pn(x), çàäàííóþ ñëåäóþùèì óñëî-

âèåì:
P1(x) = x; P2(x) = x3;

Pn+1(x) =
P 3

n(x)− Pn−1(x)

1 + Pn(x)Pn−1(x)
, n ≥ 2.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå äðîáè Pn(x) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè.


