XXIV Летняя многопредметная школа. Вишкиль, 2008

Решаем системы уравнений. 4 июля

1. Решите систему уравнений 
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Идея решения. Рассмотрим прямоугольный треугольник с катетами 
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 и 
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. Первое уравнение системы утверждает, что его гипотенуза равна 
[image: image4.wmf]13

, а второе – что сумма катетов равна 5. Если обозначить катеты буквами a и b, то из уравнений a+b=5 и a2+b2=13 получим ab=6, откуда a=3, b=2 или a=2, b=3. Второе решение не дает вернуться к x, y, а из первого находим x2=4, y2=9. Отсюда |x|=2, |y|=3. 
2. Решите систему уравнений 
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Идея решения. Второе уравнение системы имеет такой смысл: сумма расстояний от точки C(x,y) до точки A(10,5) и до точки B(2,–1) равна 10. Но как легко убедиться, AB=10. Таким образом, точка X лежит на отрезке AB. Поскольку уравнение прямой AB имеет вид 
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, второе уравнение можно заменить на уравнение этой прямой. Отсюда легко найти x=6 и y=2 и убедиться, что точка C(6,2) действительно лежит на отрезке AB.
3. Решите уравнение 
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Идея решения. под радикалами стоят выражения, очень напоминающие теорему косинусов, не так ли? Первый радикал – теорема косинусов для сторон 5 и x, находящихся под углом 45(, вторая – для сторон 13 и x, находящихся под углом 45(. Итого, если нарисовать отрезки CA=5 и CB=13 под прямым углом и отложить на биссектрисе отрезок CD=x, то наше уравнение сводится к тому, что сумма двух третьих сторон полученных треугольников равна 13. Но 13 – это длина гипотенузы AB треугольника. AD+DB=AB означает, что D(AB. То есть задача свелась к отысканию длины биссектрисы этого треугольника. Ее проще всего вычислить через площади: 
[image: image8.wmf]22

0.55120.5512

22

ABCACDBCD

SSSxx

æö

××==+=×+×

ç÷

ç÷

èø

, откуда находим 
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4. Имеет ли решение в положительных числах система уравнений 
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Идея решения. Допустим, такая тройка положительных чисел существует. Отложим отрезки длин x, y, z под углами 120( друг к другу. Тогда все уравнения системы – это теоремы косинусов для соответствующих треугольников. То есть третьи стороны этих треугольников равны 2, 3 и 6. Но треугольника со сторонами 2, 3 и 6 не существует, поскольку для этих трех чисел не выполнено неравенство треугольника. 

Замечание. Заметим, что попутно мы фактически геометрически доказали неравенство:
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5. Решите систему уравнений 
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Идея решения. В отличие от предыдущих, эту систему достаточно легко решить и чисто алгебраически. Тем не менее, мы покажем геометрический метод. Если x,y,z > 0, то существует прямоугольный треугольник с катетами x,y и гипотенузой z. Периметр этого треугольника равен 60, а высота, проведенная к гипотенузе – 12 (последнее уравнение системы представляет собой две разных формулы площади). Но эта высота разбивает наш треугольник на два подобных ему, и сумма их периметров равна 84. Это позволяет написать пропорцию: 
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 (пропорция выражает равенство отношений длин гипотенуз к периметру), или 
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. Отсюда 144z=3600, z=25. Теперь для нахождения x и y имеем намного более простую систему: 
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. Ее решениями являются пары (15,20) и (20,15). Осталось доказать, что переменные x,y,z, удовлетворяющие исходной системе уравнений, не могут быть отрицательными.
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