Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Инверсия

5 июля
Определение. Рассмотрим на плоскости окружность S радиуса R с центром в точке O. Инверсией относительно окружности S называется преобразование плоскости, переводящее каждую точку A, отличную от O, в такую точку A’ на луче OA, что выполняется соотношение 
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. Окружность S называется окружностью инверсии. Точка O называется центром инверсии. Число R называется радиусом инверсии.

Основные факты и теоремы

1.  Найдите все неподвижные точки инверсии. Докажите, что, если при инверсии точка А переходит в точку В. то точка В переходит в точку А (точки A и B называются инверсными).

2. Пусть AM и AN – касательные к окружности S, проведённые из точки A, A’ – середина MN. Докажите, что точки A и A’ инверсные относительно окружности S.

3. Пусть A и A’, B и B’ – пары инверсных точек. Докажите, что они лежат на одной окружности.

4. Докажите, что при инверсии: а) прямая, проходящая через центр инверсии, переходит в себя; б) прямая, не проходящая через центр инверсии переходит в окружность проходящую через центр инверсии, причём касательная к этой окружности, проходящая через центр инверсии, параллельна исходной прямой.

5. Пусть A и A’, B и B’ – пары инверсных точек относительно окружности радиуса R с центром в точке O. Докажите, что A’B’ = 
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 (формула изменения расстояния между точками при инверсии).
6. а) Докажите, что около четырёхугольника можно описать окружность тогда и только тогда, когда сумма произведений противоположных сторон равна произведению его диагоналей (теорема Птолемея и ей обратная).

б) Докажите, что образом всякой окружности, не проходящей через центр инверсии, является окружность.
7. При помощи циркуля и линейки постройте инверсный образ окружности. 

Задачи

8. При помощи инверсии постройте окружность, касающуюся данной прямой и проходящую через две заданные точки А и В.
9. Каждая из четырёх окружностей внешне касается двух других. Докажите, что точки касания лежат на одной окружности.
10. В сегмент вписываются всевозможные пары касающихся окружностей. Найдите ГМТ точек касания окружностей.

11. Точка М лежит вне окружности, описанной около равностороннего треугольника АВС. Докажите, что из отрезков МА, МВ и МС можно построить треугольник.
12. На плоскости дано 2n+3 точки, никакие три из которых не лежат на одной прямой, и никакие четыре не лежат на одной окружности. Доказать, что для любых двух точек найдется такая третья, что окружность, проведенная через них, разбивает точки на группы ровно по n точек в каждой.

Задачи для самостоятельного решения
13. В сегмент вписываются всевозможные пары пересекающихся окружностей, и для каждой пары через точки их пересечения проводится прямая. Докажите, что все эти прямые проходят через одну точку.

14. Пусть окружность S является образом прямой l при инверсии относительно окружности W; точка A лежит на прямой l. Тогда касательные, проведённые  из точки А к окружностям S и W равны между собой.

15. Постройте точку, инверсную точке А относительно данной окружности S, пользуясь одной линейкой.
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