
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

11 èþëÿ
Èíâåðñèÿ. Ïîëÿðû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñà R. Èíâåðñèåé
îòíîñèòåëüíî ω íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè áåç òî÷êè O â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ
òî÷êó P â òàêóþ òî÷êó P ′, ëåæàùóþ íà ëó÷å OP , ÷òî OP ·OP ′ = R2.
Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P , îòëè÷íîé îò òî÷êè O, åå ïîëÿðîé áóäåì íàçûâàòü
ïðÿìóþ p, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç èíâåðñíûé îáðàç P ′ òî÷êè P è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé OP .
Òî÷êó P áóäåì íàçûâàòü ïîëþñîì ïðÿìîé p.
Âîïðîñ. Äëÿ êàêèõ ïðÿìûõ ñóùåñòâóåò ïîëþñ?

1. (Ëåììà î ïîëÿðå) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîëþñ A ïðÿìîé a ëåæèò íà ïîëÿðå b òî÷êè B, òî
òî÷êà B ëåæèò íà ïðÿìîé a.
2. Òî÷êà X ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé Γ1 è Γ2 ñ öåíòðàìè
O1 è O2 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè X1 è X2 � èíâåðñíûå îáðàçû òî÷êè X îòíîñèòåëüíî Γ1 è Γ2.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O1, X1, O2, X2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
3. Ïóñòü A,B,C � òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïëîñêîñòè, à ïðÿìûå a, b, c èõ ïîëÿðû. Äîêàæèòå, ÷òî
ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
(1) òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé;
(2) ïðÿìûå a, b, c ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè ïàðàëëåëüíû.
4. Èç òî÷êè P âíå îêðóæíîñòè Γ ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå PM è PN . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ
MN � ïîëÿðà òî÷êè P .
5. Èç òî÷êè P âíóòðè îêðóæíîñòè S ïðîâåëè äâå ñåêóùèå AB è CD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è BD ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè P .
6. Ïóñòü äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD
à) âïèñàííûé â îêðóæíîñòü S;
á) îïèñàííûé âîêðóã îêðóæíîñòè S.
Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà S íà ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
åãî äèàãîíàëåé.
7. Â êàêîå óòâåðæäåíèå ïåðåõîäèò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ïðè èíâåðñèè?
8. Â êàêîå óòâåðæäåíèå ïåðåõîäèò óòâåðæäåíèå "ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå"ïðè ïîëÿðíîì ïðåîáðàçîâàíèè, åñëè çà îêðóæíîñòü ïîëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âçÿòü
îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ âîêðóã òðåóãîëüíèêà?


