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Определение. Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если для неё выполняются следующие два условия:

1) функция определена в точке x0;

2) для любой заданной (сколько угодно большой) точности можно подобрать окрестность точки x0, в которой значения функции определяются с заданной точностью.

Будем называть функцию непрерывной на интервале (a, b), если она непрерывна в каждой точке этого интервала. Если функция непрерывна на любом интервале (–a,a), ее называют непрерывной на всей числовой оси R. Непрерывная функция всегда обладает следующими свойствами.

· Если в точках a и b непрерывная функция принимает различные значения, то любое промежуточное между ними значение принимается хотя бы в одной точке отрезка [a; b] (теорема о промежуточном значении).

· Если две непрерывные функции, заданные на R, совпадают на Q, то они совпадают всюду.

· Если непрерывная функция взаимно однозначна, то она строго монотонна. (верно и обратное.)

· Непрерывная функция ограничена на отрезке.

1. Найдите все непрерывные на R функции f (x) такие, что f(x)f(y) = f(x–y) для любых x, y ( R.

2. Функция F задана на R, причём для любого x имеет место равенство: F(x+1)(F(x) + F(x+1) = –1. Докажите, что функция F не может быть непрерывной.

3. а) Функция f непрерывна на R и удовлетворяет равенству f (f (x))=x для всех x. Докажите, что уравнение f (x)=x имеет хотя бы один корень. б) Верно ли то же самое для произвольных функций?
4. а) Докажите, что если функция f (x) строго монотонна, то f (f (x)) строго возрастает. б) Существует ли такая непрерывная функция f : R → R, что функция f (f (x)) строго убывает?

5. (Функциональная аддитивность) Непрерывная функция ( : R → R такова, что для любых x, y ( R выполняется равенство ((x + y) = ((x)+ ((y). 
а) Докажите, что ((nx) = n((x) для любого n ( N и любого x ( R.

б) Докажите, что ((rx) = r((x) для любого r ( Q+ и любого x ( R.
в) Докажите, что ((–x) = –((x) для любого x ( R.

г) Докажите, что ((x) = cx для некоторого c при всех x ( R.

6. (Функциональное уравнение Эйлера) Непрерывная функция (: R → R такова, что для любого вещественного x выполняется равенство ((x + ((x)) = ((x). 
а) Докажите, что ((x + n((x)) = ((x) для любого натурального n.

б) Докажите, что прямая x + ny = c (n – натуральное, c = const) не может пересекать график y = ((x) более чем в одной точке.

в) Пусть ((a) > 0 для некоторого a. Докажите, что функция ((x) постоянна на отрезке [a, a + ((a)] и равна ((a).

г) Докажите, что ((x) = ((a) для всех x ≥ a.

д) Докажите, что ((x) = ((a) для всех x < a.

е) Как аналогично рассмотреть случай ((a) < 0?

Задачи для самостоятельного решения
7. Найдите все непрерывные функции f(x), удовлетворяющие уравнению f(2x) = f(x) для любого x.

8. Найдите все непрерывные в точке 0 функции, удовлетворяющие функциональному уравнению 2f(2x) = f(x) + x. 
9. Решите функциональное уравнение f(x+y)=f(x)f(y) в классе непрерывных на R функций.

























































