
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

16 èþëÿ
Ïðîåêòèâíîñòü è îêðóæíîñòü.

I. ×àñòü ïåðâàÿ, òåîðåòè÷åñêàÿ.

0. Ïóñòü òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, N � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ïðÿìîé AB.
Äîêàæèòå, ÷òî (A,B,M, N) = −1.

0. Ïóñòü ïðÿìàÿ ` � ïîëÿðà òî÷êè L îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè Γ. Ïðÿìàÿ k, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó L ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü Γ â òî÷êàõ A è B, à ïðÿìóþ ` â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî
(A,B,L, M) = −1.

0. ABCD � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî÷êà M ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC. Äîêàæèòå, ÷òî
∠ABM = ∠CBD òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, C, B, D)∗ = 1.
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äàííóþ òî÷êó âíóòðè îêðóæ-
íîñòè â öåíòð, à îêðóæíîñòü â ñåáÿ.

1. Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà C âíóòðè íåå. ×åðåç òî÷êó C ïðîâåäåíû ÷åòûðå õîðäû AiBi,
i = 1, . . . , 4. D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1A2 è A3A4, E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ B1B2

è B3B4. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè C, D è E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
2. Ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äàííóþ ïðÿìóþ íå ïåðåñåêàþùóþ

îêðóæíîñòü â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ, à îêðóæíîñòü â ñåáÿ.
3. (òåîðåìà Ïàñêàëÿ) Ïóñòü A1, A2, A3, A4, A5, A6 � òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1A2 è A4A5, A2A3 è A5A6, A3A4 è A6A1 ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

4. (òåîðåìà Áðèàíøîíà) Ïóñòü A1, A2, A3, A4, A5, A6 � âåðøèíû îïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà.
Òîãäà ïðÿìûå A1A4, A2A5, A3A6 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. (òåîðåìà î áàáî÷êå) ×åðåç ñåðåäèíó C õîðäû AB ïðîâåäåíû õîðäû KL è MN . Ïðÿìûå
ML è KNïåðåñåêàþò ïðÿìóþ AB â òî÷êàõ D è E. Òîãäà CD = CE.

II. ×àñòü âòîðàÿ, ïðàêòè÷åñêàÿ.

6. Îêðóæíîñòü Γ êàñàåòñÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC, â
òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðûå êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç A è C ê Γ êàñàþòñÿ åå â
òî÷êàõ F è G ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DG, FE è AC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

7.Îêðóæíîñòü Γ êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ D è E è åãî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ DE ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC.

8. Ïóñòü A1, B1, C1 � îñíîâàíèÿ âûñîò, à A2, B2, C2 � ñîîòâåòñâóþùèå îñíîâàíèÿ ìåäèàí òðå-
óãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B2 è A2B1, A1C2 è A2C1, B1C2 è
B2C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

9. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò ïðÿìûå
BC è AB â òî÷êàõ A1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Áèññåêòðèñû óãëîâ A1AC è C1CA ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå B′. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè A′ è C ′. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A′, B′, C ′ ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà.


