
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

10 èþëÿ
Ïîëå Zp è ìíîãî÷ëåíû íàä íèì

Îïðåäåëåíèå. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
à) ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî, ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíò (îí
îáîçíà÷àåòñÿ 0) è ó êàæäîãî ýëåìåíòà åñòü îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ.
á) óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî, ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíò (îí
îáîçíà÷àåòñÿ 1) è ó êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà åñòü îáðàòíûé ïî óìíîæåíèþ.
â) ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñâÿçàíû çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè: x · (y + z) = x · y + x · z.
ã) ïðè ýòîì 0 6= 1.
Ïðèìåðû ïîëåé. Q,R,C,Q(

√
2),Z2 � ïîëÿ. Z,R[x] � íå ïîëÿ.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïîëå âûïîëíåíî a · b = 0, òî a = 0 èëè b = 0.
á) Ïðè êàêèõ n ìíîæåñòâî Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?
Âûâîä. Ñóùåñòâóþò ïîëÿ êàê êîíå÷íûå, òàê è áåñêîíå÷íûå.
2. à) Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè íàä Zp ìíîãî÷ëåí xp−1 − 1.
á) Äîêàæèòå òåîðåìó Âèëüñîíà: (p− 1)! ≡ −1 (mod p) ïðè ïðîñòîì p.
â) Íàéäèòå ñóììó

∑
0<l<m<s<h<p

lmsh (mod p).

3. Ïóñòü f : Zp → Zp � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí f̂ ∈ Zp[x], äëÿ
êîòîðîãî ïðè ëþáîì c âûïîëíåíî f(c) = f̂(c). (Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ìíîæåñòâå Zp íå èìååò
ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü íèêàêèå ôóíêöèè ïîìèìî ìíîãî÷ëåíîâ!)
4. Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) ðàâíû â ôóíêöèîíàëüíîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
ðàçíîñòü äåëèòñÿíà íà xp − x.
5. Íàä Zp ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû, òî åãî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê
ìíîãî÷ëåí íàä Zp (äàáû íåïîñâÿùåííûå ïîíèìàëè êàê ìîæíî ìåíüøå, òî íîâûé ìíîãî÷ëåí òî÷íî
òàêæå îáîçíà÷èì f(x)).
6. (Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà) Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ó êîòîðîãî
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò íå äåëèòñÿ íà p, âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû äåëÿòñÿ íà p, à ñâîáîäíûé
÷ëåí íå äåëèòñÿ íà p2 äëÿ êàêîãî-òî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Òîãäà f(x) íåïðèâîäèì íàä Z.
7. Ìíîãî÷ëåí xn−1 + xn−2 + · · ·+ x + 1 íåïðèâîäèì íàä Z ⇐⇒ n � ïðîñòîå.
(Òîíêèé íàìåê: f(x) íåïðèâîäèì ⇐⇒ f(x + 2008) � íåïðèâîäèì).
8. Ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíîãî n è ïðîñòîãî ÷èñëà p íàøëîñü (n+1) öåëîå ÷èñëî, n-å ñòåïåíè êîòîðûõ
äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ ÷èñåë íàéäóòñÿ äâà,
äàþùèå îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p.
9. f(x) ∈ Z[x], f(0) = 0, f(1) = 1. Ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n îñòàòîê îò
äåëåíèÿ f(n) íà p ðàâåí 0 èëè 1. Äîêàæèòå, ÷òî deg(f) ≥ p−1. (Ñòåïåíü p−1, î÷åâèäíî, áûâàåò.)


