Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Комбинаторика-3. Техника вычислений
12 июля

Пример 1. Просто сумма. Рассмотрим отыскание суммы 
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 при целых m > n ( 0. Нам будет проще представить ее в виде 
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, а затем воспользоваться тождеством из задачи 23, поскольку именно в нем переменная суммирования входит в два верхних индекса, причем с разными знаками. Однако тут есть трудность: верхним пределом суммирования в задаче 23 было m–1, а не n. Эту трудность легко преодолеть: при n < k ( m–1 все члены суммы равны нулю, так что мы можем произвести подстановку: (l, m, n, q) ( (m–1, m–n–1, 1, 0), тогда все сойдется, и ответом будет 
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Пример 2. Сумма с тремя множителями. Найдем 
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 при целом n ( 0. Прямому применению тождества из задачи 23 здесь мешает множитель k. Поэтому для начало избавимся от него, воспользовавшись правилом внесения:
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То, что вместо k вылезло s, нас не особо волнует, потому что s – константа. Теперь применим задачу 23 и получим сумму в замкнутой форме: 
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. Замечание. А вот если бы мы попытались избавиться от k внесением его не в 
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, а в 
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, то получили бы в дальнейшем проблему из-за того, что число n–1 могло бы оказаться отрицательным. Тождество из задачи 23 требует наличия неотрицательной величины хотя бы в одном из двух верхних индексов.
Пример 3. Избавление от половинок.Докажем, что 
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. Для доказательства заметим, что коэффициент 
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. 
Пример 4. n-ые разности. Разностью (f функции f в точке x назовем величину f(x+1)–f(x). Далее определим вторую разность: 
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. Аналогично определяются третья и последующие разности, для которых по индукции несложно доказать формулу 
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. Эту формулу можно применять ко многим различным функциям для получения различных тождеств. Например, если 
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, то, как несложно убедиться, 
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, и это приводит нас к тождеству 
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 – разложению на элементарные дроби величины, стоящей в правой части.
Пример 5. Формула обращения. Если 
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, то 
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Докажем эту формулу, последовательно применяя уже известные нам приемы. Если при любом n ( 0 
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, то 
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. 
Упражнения, задачи и проблемы
27. Докажите, что 
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28. Докажите, что 
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29. Избавьтесь от половинки в биномиальных коэффициентах 
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 и 
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30. Докажите тождество 
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, где […] – целая часть. 

31. Докажите, что 
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32. Упростите произведение 
[image: image30.wmf]1323

rrr

kkk

--

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

.

33. Пусть 
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 и 
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. Докажите: а) 
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34. Выведите для величин 
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 и 
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. Найдите из них (не применяя правила свертки!) выражения для a и b в замкнутой форме.

35. Докажите обобщение свертки Вандермонда: 
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36*. Вычислите 
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 а) как сумму по k; б) как сумму по n.
37*. «Биномиальная система счисления». Докажите, что каждое натуральное число n имеет единственное представление в виде 
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, a, b, c – целые. 

38*. Выразите в замкнутой форме 
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39*. Докажите, что 
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40**. Верно ли, что 
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 делится на 4 или 9 при каждом n>4, кроме n = 64 и n = 256?
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