Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Ликбез по комбинаторике
05 июля
Определения. 1. Символом 
[image: image45.wmf] обозначим количество k-элементных подмножеств  n-элементного множества (ясно, что оно не зависит от природы множества).

Пример. Рассмотрим множество A={1, 2, 3, 4}. Оно имеет ровно шесть двухэлементных подмножеств (каких именно?). Стало быть, 
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2. Символом 
[image: image3.wmf]k
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 обозначим число 
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Пример. 
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. Замечание: “Перевёрнутая” запись 
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 – дань традиции.
3. Символом 
[image: image7.wmf]n
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 обозначим элемент треугольника Паскаля – числового массива, заданного набором условий: а) 
[image: image8.wmf]0

0,

если0

1,

если0

k

k

T

k

¹

ì

=

í

=

î

; б) 
[image: image9.wmf]11

1

nnn

kkk

TTT

--

-

=+

. 
Пример. Построим начальный фрагмент массива, причём n – номер строки, k – номер столбца (нули с обеих сторон пропущены):
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. Стало быть, 
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4. Хромым королём назовём “шахматную” фигуру, которая может ходить по доске только на одну клетку и только вправо и вниз. Допустим, хромой король стоит в левом верхнем углу бесконечной вправо и вниз доски, вертикали и горизонтали которой занумерованы, соответственно, слева направо и сверху вниз, начиная с нуля. Символом 
[image: image12.wmf]n
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 обозначим количество путей хромого короля с поля (0, 0) на поле (k, n–k). 

Пример. Рассмотрим пути, ведущие в клетку (2, 2), их шесть (какая неожиданность!):


[image: image13]
5. Символом 
[image: image14.wmf]n
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 обозначим коэффициент при xk многочлена (1+x)n, так что [image: image15.wmf]n
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Пример. 
[image: image16.wmf](
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поэтому
[image: image17.wmf]4
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. Замечание: Для обозначения длинных сумм мы будем использовать стандартный символ (. Например, правую часть последнего равенства можно записать короче: 
[image: image18.wmf]4

4

0

k

k

k

Bx

=

å

.

Имеет место ключевая Теорема. При любых n и k, таких, что [image: image19.wmf]n
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k

n

k

n

k

k

n

B

T

C

k

n

=

P

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

.

Замечание: Нельзя утверждать, что теорема верна вообще при всех n и k: при k<0 и при k>n [image: image21.wmf]n
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 не определены принципиально, а остальные – определены и равны нулю (это разные вещи!). С этого момента мы доказываем теорему и, соответственно, считаем, что [image: image23.wmf]n

k

£

£

0

.

1. Доказать равносильность определений (1) и (2).
2. Доказать равносильность определений (1) и (3).
3. Доказать равносильность определений (1) и (4).
4. Доказать равносильность определений (1) и (5). Указание: Рассмотрите множество [image: image24.wmf]{
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 и произведение [image: image25.wmf])
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. Для обозначения длинных произведений удобно использовать символ [image: image26.wmf]Õ

. Например, вышеприведённое произведение можно записать короче: [image: image27.wmf]Õ
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5. Доказать равносильность определений (2) и (3) непосредственно.
6. Доказать равносильность определений (3) и (4) непосредственно.
7. Доказать равносильность определений (3) и (5) непосредственно.
8. Докажите пятью естественными способами равенство 
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9. Формула обращения для верхнего индекса. Правило сложения для 
[image: image29.wmf]n
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 можно использовать для заполнения треугольника Паскаля при n<0. К примеру, 
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 и 
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. Докажите, что такое заполнение приводит к коэффициентам, связанных формулой: 
[image: image33.wmf](
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. (Кстати, а что будет, если формулу обращения применить второй раз?)
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