Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Инверсия и задачи об арбелосе
11июля
1. Докажите, что если две окружности инверсны при инверсии с центром O, то они гомотетичны относительно той же точки. Верно ли обратное утверждение?
2. (Лемма Архимеда) Пусть окружность S касается изнутри окружности W и её хорды PQ соответственно в точках A и B. Прямая AB пересекает окружность W в точке M. Докажите, что точка M делит дугу PQ пополам.
3. Докажите, что длина касательной MT к окружности W равна MP.

Инверсия позволяет получить короткое решение задачи Архимеда об арбелосе. Словом άρβυλος (сапожный нож) будем вслед за Архимедом называть криволинейный треугольник, образованный тремя полуокружностями.
4. (Задача Архимеда) Пусть точка С лежит на отрезке АВ. Построим полуокружности на диаметрах АВ, ВС, АС (это и есть арбелос). Перпендикуляр МС к отрезку АВ делит арбелос на две части. Докажите, что радиусы окружностей, вписанных в эти части арбелоса, равны между собой.
5. Постройте циркулем и линейкой точный чертёж к задаче Архимеда.

6. (Задача Паппа) Пусть окружности SAB, SBC и SAC с диаметрами АВ, ВС, АС образуют арбелос, S0 – окружность, вписанная в арбелос, окружность S1 касается окружностей SAB, SAС и S0 , окружность S2 касается окружностей SAB, SAС и S1, … , окружность Sn+1 касается окружностей SAB, SAС и Sn. Докажите, что 
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, где rn – радиус окружности Sn, dn – расстояние от центра окружности Sn до прямой АВ.
7. Постройте циркулем и линейкой точный чертёж к задаче Паппа.
Задачи для самостоятельного решения
8. Пусть окружность S касается окружностей S1 и S2 в точках A и B. Тогда прямая AB проходит через центр гомотетии окружностей S1 и S2.
9. Докажите: а) если две неравные окружности пересекаются, то оба центра их гомотетий являются центрами инверсий, каждая из которых отображает одну окружность на другую; б) если данные окружности не имеют общих точек или касаются, то только один из центров их гомотетий является центром инверсии, при которой эти окружности соответствуют друг другу.
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