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Параллельное и центральное проектирование
11 июля
1. Точки M и N – середины сторон BC и CD параллелограмма ABCD. Найдите отношение, в котором точка пересечения отрезков AM и BN делит эти отрезки.

2. Дан параллелограмм ABCD. Произвольная прямая пересекает лучи AB, AC, AD в точках P, Q, R соответственно. Докажите, что 
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3. Теорема Менелая в пространстве. Точки 
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 неплоского четырехугольника 
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, лежат в одной плоскости тогда и только тогда, когда 
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Определение. Отображение плоскости ( на плоскость ( называется аффинным, если оно переводит каждую прямую в прямую, сохраняет параллельность прямых и простое отношение трех коллинеарных точек.

4. Докажите, что параллельное проектирование плоскости на плоскость является аффинным отображением.
Определение: Пусть даны ( и ( две различные плоскости пространства и точка О, не принадлежащая ни одной из плоскостей. Пусть А – произвольная точка плоскости (. Проведем прямую ОА. Точку В=ОА(( будем называть центральной проекцией точки А на плоскость ( с центром в точке О. Соответствие, которое каждой точке А ставит в соответствие ее центральную проекцию на плоскость ( , называется центральным проектированием.

5. а) Докажите, что центральное проектирование сохраняет коллинеарность трех точек. б) Будет ли это аффинным отображением (или аффинным преобразованием, если дополнительно плоскость β совместить с α при помощи движения)? в) Является ли центральное проектирование отображением на всю плоскость?

6. Найти все точки плоскости α, у которых при центральном проектировании нет образов. Найти все точки плоскости β, у которых нет прообраза. Доказать, что эти множества являются прямыми. Эти прямые называются исключительными прямыми центрального проектирования.

7. Рассмотрим центральную проекцию с центром O из плоскости π на непараллельную ей плоскость π(. Пусть p(π и p(( π( – исключительные прямые. Пусть также на плоскости π даны прямые a и b, отличные от исключительной, а на плоскости π( – прямые a( и b(, также отличные от исключительной и являющиеся образами прямых a и b при центральной проекции. Докажите, что:

а) если прямые a и b пересекаются на исключительной прямой, то их образы a(  и b(  параллельны.
б) если прямые a и b пересекаются вне исключительной прямой, то их образы a( и b( пересекаются тоже вне исключительной прямой;

в) если прямые a и b параллельны друг другу и параллельны исключительной прямой, то их образы a( и b( также параллельны между собой и параллельны исключительной прямой;

г) если прямые a и b параллельны друг другу и НЕ параллельны исключительной прямой, то их образы a( и b( пересекаются на исключительной прямой.
8. Дана четырехугольная пирамида и точка A на ребре этой пирамиды. Постройте плоскость, содержащую точку A и пересекающую пирамиду по параллелограмму.

9. (Теорема Дезарга). Прямые a, b, c пересекаются в одной точке S. В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 вершины A1 и A2 лежат на прямой a, B1 и B2 – на прямой b, C1 и C2 – на прямой c. Докажите, что  точки пересечения прямых B1C1 и B2C2, A1C1 и A2C2, A1B1 и A2B2 коллинеарны. Докажите теорему обратную теореме Дезарга.
Задачи для самостоятельного решения

10. Докажите теоремы Менелая и Чевы, используя параллельное проектирование.
11. Докажите, что середины оснований трапеции, точка пересечения её диагоналей и прямых, содержащих боковые стороны, коллинеарны.
12. (Теорема Паппа). Точки C и C' лежат на прямых AB и A( B(  соответственно. Тогда три точки пересечения прямых AB(  и A( B, BC(  и B( C, CA(  и C( A лежат на одной прямой.
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