
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).17 èþëÿÒåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî âåðøèí V , â êîòîðîì âûäåëåíû äâå âåðøèíû s ( âõîä
èëè èñòîê) è t (âûõîä èëè ñòîê). Ïóñòü îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ c : V × V → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèÿì

c(x, y) ≥ 0, c(x, s) = 0, c(t, y) = 0

äëÿ ëþáûõ âåðøèí x, y ∈ V . Òîãäà G = (V, s, t, c) � cåòü, ôóíêöèÿ c íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòüþ ñåòè G.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü G � ñåòü, à ôóíêöèÿ f : V × V → R óäîâëåòâîðÿåò òðåì óñëîâèÿì:

1◦ f(x, y) ≤ c(x, y);
2◦ f(x, y) = −f(y, x);
3◦ Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V , v 6= s, t âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∑
x∈V f(v, x) = 0.

Òîãäà f � ïîòîê â ñåòè G. ×èñëî |f | =
∑

x∈V f(s, x) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîòîêà. Ïîòîê
ñåòè G c ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.
Çàìå÷àíèå. Âîîáùå-òî ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ïî÷åìó ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ñóùåñòâóåò.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü G � ñåòü, à ìíîæåñòâî åå âåðøèí V ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâà S 3 s è T 3 t. Òîãäà (S, T ) � ðàçðåç ñåòè G.

Âåëè÷èíà c(S, T ) =
∑

x∈S, y∈T c(x, y) íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà, à f(S, T ) =∑
x∈S, y∈T f(x, y) íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ÷åðåç ðàçðåç (S, T ). Ëþáîé ðàçðåç ñåòè G ñ ìèíèìàëüíîé

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.
Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ðàçðåç ñåòè ñóùåñòâóåò. Âîçìîæíî, òàêèõ ðàç-
ðåçîâ íåñêîëüêî.

1. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f è ðàçðåçà (S, T ) ñåòè G äîêàæèòå, ÷òî |f | = f(S, T ).
Îïðåäåëåíèå. 1) Ïóñòü f � ïîòîê â ñåòè G. Ðàññìîòðèì ñåòü Gf ñ òåìè æå V, s, t è ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòüþ cf (x, y) := c(x, y)− f(x, y). Íàçîâåì Gf îñòàòî÷íîé ñåòüþ ïîòîêà f .

2) Ïðîâåäåì íà ìíîæåñòâå âåðøèí V îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà èç x â y äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð
(x, y), ÷òî cf (x, y) > 0. Ëþáîé ïóòü èç s â t â ïîëó÷åííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûàåòñÿ
äîïîëíÿþùèì ïóòåì ïîòîêà f .

2. (Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, 1956) Â ñåòè G ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ c çàäàí ïîòîê
f . Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1◦ ïîòîê f ìàêñèìàëåí;
2◦ ñóùåñòâóåò ðàçðåç (S, T ) òàêîé, ÷òî |f | = c(S, T );
3◦ â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf íåò äîïîëíÿþùåãî ïóòè.

Ñëåäñòâèå. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàç-
ðåçà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî â öåëî÷èñëåííîé ñåòè (ò. å. â ñåòè, ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ðåáåð êîòî-
ðîé ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè) ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, ïðè÷åì ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ
ïîòîêîâ äàííîé ñåòè íàéäåòñÿ öåëî÷èñëåííûé.

4. Ïóñòü (S1, T1) è (S2, T2) � ìèíèìàëüíûå ðàçðåçû â ñåòè G. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçðåçû (S1 ∩
S2, T1 ∪ T2) è (S1 ∪ S2, T1 ∩ T2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè

a) äëÿ öåëî÷èñëåííîé ñåòè G;
a) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåòè G.
Âûâåäåòå èç òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
5. (Òåîðåìà Õîëëà.) Åñëè â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ äîëÿìè A è B äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èç

k âåðøèí V ⊆ A ñóùåñòâóåò íå ìåíåå k âåðøèí äîëè B, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí
ìíîæåñòâà V , òî ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû èç A.

6. (Òåîðåìà Ìåíãåðà.) Äàíû ãðàô G è åãî âåðøèíû u è v.
à) Ïóñòü ïðè óäàëåíèè ëþáûõ k − 1 ðåáåð â îñòàâøåìñÿ ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó u è v.

Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò k ïóòåé ìåæäó u è v, íå èìåþùèå îáùèõ ðåáåð.
á) Ïóñòü âåðøèíû u è v íåñìåæíû è ïðè óäàëåíèè ëþáûõ k − 1 âåðøèí â îñòàâøåìñÿ ãðàôå

ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó u è v. Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò k ïóòåé ìåæäó u è v, íå èìåþùèå
îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí.

7. (Òåîðåìà Ê¼íèãà.) Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ðàññòàâëåíî íåñêîëüêî ëàäåé. Òîãäà íàè-
áîëüøåå ÷èñëî íåáüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü èç íèõ, ðàâíî íàèìåíüøåìó
÷èñëó ëèíèé (ñòîëáöîâ è ñòðîê), ïîêðûâàþùèõ âñå äàííûå ëàäüè.


