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11 èþëÿ
Ðàçìåðíîñòü

Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü S = {vi, i ∈ I} � ñåìåéñòâî âåêòîðîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

à) íèêàêîé âåêòîð èç V íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç âåêòîðû èç S äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè;
á) íèêàêîé âåêòîð èç S íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç îñòàëüíûå;
â) åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ èç S ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó, òî âñå åå êîýôôèöèåíòû

ðàâíû 0.
Îïð. Ñåìåéñòâî âåêòîðîâ, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè,
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, à íå îáëàäàþùåå � ëèíåéíî çàâèñèìûì.
Óïð1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè:

à) ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ íóëåâîé âåêòîð, ÿâëÿåòñÿ ËÇ;
á) ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ ïðîïîðöèîíàëüíûå âåêòîðû, ÿâëÿåòñÿ ËÇ;
â) åñëè ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ËÍÇ, òî è ëþáàÿ åãî ÷àñòü ËÍÇ;
ã) åñëè ñåìåéñòâî ËÇ, òî è ëþáîå ñîäåðæàùåå åãî ñåìåéñòâî ËÇ;
ä) åñëè ËÍÇ ñåìåéñòâî âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,

òî ê ýòîìó ñåìåéñòâó ìîæíî äîáàâèòü âåêòîð òàê, ÷òîáû îíî îñòàëîñü ËÍÇ.
Îïð. Ñèñòåìà îáðàçóþùèõ S âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ åãî áàçèñîì, åñëè âñÿêèé ýëå-
ìåíò ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç S, ïðè÷åì åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì.
Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

à) S � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ;
á) S � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V ;
â) S ëèíåéíî íåçàâèñèìî, íî òåðÿåò ýòî ñâîéñòâî ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî âåêòîðà èç V ;
ã) S � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V , íî òåðÿåò ýòî ñâîéñòâî ïðè óäàëåíèè ëþáîãî

âåêòîðà.

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïèñàòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ìèíè-
ìàëüíóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ, à ñ äðóãîé � êàê ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó.
Âîçíèêàÿ íà óçêîì ñòûêå äâóõ ïî÷òè íå ñî÷åòàåìûõ êà÷åñòâ, áàçèñû íå ìîãóò íå ïðèîáðåñòè
öåííûå ñâîéñòâà.

Ðàçìåðíîñòü
Òåîðåìà 2. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå åñòü áàçèñ èç n âåêòîðîâ, òî ëþáûå n + 1 âåêòîðîâ ëèíåéíî
çàâèñèìû.
Ñëåäñòâèå. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå åñòü áàçèñ èç n âåêòîðîâ, òî ëþáîé äðóãîé áàçèñ òîæå ñîäåðæèò
n âåêòîðîâ
Îïð. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå êîíå÷íûé áàçèñ, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, à ÷èñëî
âåêòîðîâ â êàæäîì èç åãî áàçèñîâ � åãî ðàçìåðíîñòüþ. Åñëè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íåò
êîíå÷íîãî áàçèñà, îíî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì.
Çàìå÷àíèå. Ìû íå äîêàçûâàåì, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òîæå åñòü áàçèñ è ÷òî
ëþáûå äâà áàçèñà ðàâíîìîùíû.
Óïð2. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü áåñêîíå÷íàÿ ËÍÇ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
Óïð3. à) Èç ëþáîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî óäà-
ëèòü ÷àñòü âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ îáðàçîâûâàëè áàçèñ.

á) Ê ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ìîæíî äîáàâèòü âåêòîðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ áàçèñ.
Òåîðåìà 3. Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî (íå ñîâïàäàþùåãî ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì) ïîäïðîñòðàí-
ñòâà êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.


