
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

19 èþëÿÔóíêöèè íà âåðøèíàõ n-ìåðíîãî êóáà è òåîðåìà
Ôðàíêëà-Óèëñîíà

Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ 1: n-ìåðíûì êóáîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê äëèíû n
èç íóëåé è åäèíèö (ïðè ýòîì ñòðîêè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü n-ìåðíûé êóá ÷å-
ðåç {0, 1}n. Åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Ïîéìèòå ïî÷åìó ýòî òàê. À êàêîâà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ? Â äàëüíåéøåì, õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ñòðîêó ïîäìíîæåñòâà S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü χ(S).
Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ 2: ×åðåç FA îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ìíî-
æåñòâå A è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïîëå F . Íà ìíîæåñòâå FA ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä F . Êàêèì îáðàçîì?
Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà FA äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A. Â ÷àñòíîñòè,
íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà F {0,1}n .

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü P (x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F . Åñëè â ýòîò ìíîãî÷ëåí
âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ ïîäñòàâèòü íóëè è åäèíèöû, òî ïîëó÷èòñÿ ýëåìåíò èç F . Íî ïîäñòàíîâêà íóëåé
è åäèíèö âìåñòî ïåðåìåííûõ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà â âåðøèíàõ
n-ìåðíîãî êóáà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé òàêîé ìíîãî÷ëåí çàäàåò ôóíêöèþ èç {0, 1}n â F , òî åñòü ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà F {0,1}n .
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ôóíêöèè, çàäàííûå ìîíîìàìè âèäà xi1 . . . xik , ãäå 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n,
ëèíåéíî íåçàâèñèìû (âîçìîæåí ñëó÷àé k = 0, òîãäà íàø ìîíîì � êîíñòàíòà). Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî îíè
îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà F {0,1}n . Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
çàäàòü ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíà.
Òåîðåìà 1: Ïóñòü B � òàêîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, ÷òî ìîùíîñòè ïîïàðíûõ
ïåðåñå÷åíèé ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà ïðèíèìàþò íå áîëåå ` ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé (0 < ` ≤ n).
Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå |B| ðàâíî C0

n + · · ·+ C`
n.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñåìåéñòâà B c óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, â êîòîðîì ðîâíî C0
n+· · ·+C`

n

ýëåìåíòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1: Ïóñòü M1, . . . , Mk � ïîäìíîæåñòâà èç B, óïîðÿäî÷åííûå òàê, ÷òîáû èõ
ìîùíîñòè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå óáûâàëè. Ïóñòü, äàëåå, ìîùíîñòè ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé ýòèõ
ïîäìíîæåñòâ ïðèíèìàþò òîëüêî çíà÷åíèÿ t1, . . . , t` (íåêîòîðûå, âîçìîæíî, ïî 0 ðàç). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
fj ôóíêöèþ èç R{0,1}n , çàäàííóþ ìíîãî÷ëåíîì

∏
ti<|Mj |

(〈χ(Mj), x〉 − ti). Çäåñü x = (x1, . . . , xn).

Çàäà÷à 2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè f1, . . . , fk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
á) Ïóñòü W � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé èç R{0,1}n , çàäàííûõ ìîíîìàìè âèäà xi1 . . . xik , ãäå
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n è 0 ≤ k ≤ l. Äîêàæèòå, ÷òî f1, . . . , fk ïðèíàäëåæàò W .
â) Äîêàæèòå òåîðåìó 1.
Òåîðåìà 2 (Ôðàíêë è Óèëñîí, 1981): Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, C � ñåìåéñòâî 2p-ýëåìåíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , 4p}, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî ïî p ýëåìåíòàì. Â òàêîì
ñëó÷àå |C| ≤ 2Cp−1

4p−1.
Çàìå÷àíèå: Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì êîìáèíàòîðèêè. Â ÷àñòíîñòè, èç íåå
ìîæíî âûâåñòè íåñêîëüêî âàæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëåäñòâèé. Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû âåðíî è äëÿ ñîñòàâíîãî p, îäíàêî, ïîêà ýòà ïðîáëåìà îñòàåòñÿ íåðåøåííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2: Ïóñòü M1, . . . ,Mk � ïîäìíîæåñòâà èç C, íå ñîäåðæàùèå 4p. Ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ïîäìíîæåñòâà {1, . . . , 4p− 1}. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî òåõ âåðøèí {0, 1}4p−1, â êîòî-
ðûõ ðîâíî 2p åäèíèö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gj ôóíêöèþ èç ZS

p , çàäàííóþ ìíîãî÷ëåíîì
∏

1≤i≤p−1
(〈χ(Mj), x〉−i).

Çäåñü x = (x1, . . . , x4p−1).
Çàäà÷à 3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè g1, . . . , gk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
á) Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî ZS

p , íàòÿíóòîå íà ôóíêöèè, çàäàííûå ìîíîìàìè âèäà xi1 . . . xik , ãäå
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ 4p− 1 è 0 ≤ k ≤ p− 1. Äîêàæèòå, ÷òî g1, . . . , gk ïðèíàäëåæàò W .
â) Ïóñòü U � ïîäïðîñòðàíñòâî ZS

p , íàòÿíóòîå íà ôóíêöèè, çàäàííûå ìîíîìàìè âèäà xi1 . . . xip−1 , ãäå
1 ≤ i1 < · · · < ip−1 ≤ 4p− 1. Äîêàæèòå, ÷òî U = W .
ã) Äîêàæèòå, ÷òî k ≤ Cp−1

4p−1.
ä) Äîêàæèòå òåîðåìó 2.


