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Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

9 èþëÿ
Ëåììà Ãåíçåëÿ

Îáîçíà÷åíèå: Áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü, â êîòîðîé ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ðàçëîæåíèå n íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ÷åðåç ordp(n).

Ëåììà Ãåíçåëÿ: Ïóñòü a, b � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà, k � íàòóðàëüíîå, à p � ïðîñòîå ÷èñëî,
íå äåëÿùåå a. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé 1) è 2), òî ordp(a

k − bk) = ordp(a− b) + ordp(k).
1) p 6= 2 è ordp(a− b) ≥ 1;
2) p = 2 è ordp(a− b) ≥ 2.
Çàìå÷àíèå: Èíà÷å ëåììó Ãåíçåëÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:

åñëè a ≡ b (mod pα) (a 6≡ 0 (mod p)), α � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñ ýòèì ñâîéñòâîì, òî
à) ïðè p 6= 2 âûïîëíåíî ak ≡ bk (mod pα+s), ãäå s ≡ ordp(k), è ÷èñëî α + s íåëüçÿ óâåëè÷èòü;
á) ïðè p = 2 àíàëîãè÷íîå âåðíî òîëüêî ïðè α ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a− b äåëèòñÿ íà p, ïðè÷åì a íå äåëèòñÿ íà p.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a

p − bp) > ordp(a− b).
á) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a

s − bs) = ordp(a− b), åñëè s íå äåëèòñÿ íà p.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a

k − bk) ≥ ordp(a− b) + ordp(k).
ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 2, òî ordp(a

p − bp) = ordp(a− b) + 1.
ä) Äîêàæèòå ëåììó Ãåíçåëÿ â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1).
å) Äîêàæèòå ëåììó Ãåíçåëÿ â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2).

ÇÀÄÀ×È
1. Â êàêîé ñòåïåíè 5 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà 310000 − 210000 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè?
2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîêàçàòåëü ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ 3n ðàâåí ϕ(3n).
3. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3x = 2xy + 1.
4. Íàéäèòå âñå ÷åòâåðêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n, k, p, x), äëÿ êîòîðûõ x > 2, n > 1, p � ïðîñòîå è
xn = pk + 1.
5. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî íóëåé ìîæåò áûòü ñðåäè øåñòè ïîñëåäíèõ öèôð ÷èñëà 2n äëÿ n > 100?


