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21 èþëÿ
Ðàñêðàñêè ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � êîíå÷íûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆(G) è δ(G) ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ
ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G ñîîòâåòñâåííî.
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ V ÷åðåç G(U) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíäóöèðî-
âàííûé ïîäãðàô ãðàôà G íà ìíîæåñòâå âåðøèí U (òàêîé ãðàô ñîñòîèò èç âåðøèí ìíîæåñòâà U
è âñåõ ðåáåð ãðàôà G ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè).
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ E ÷åðåç G[E] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíäóöèðîâàí-
íûé ïîäãðàô ãðàôà G íà ìíîæåñòâå ðåáåð E (òàêîé ãðàô ñîñòîèò èç ðåáåð ìíîæåñòâà F è âñåõ
âåðøèí ãðàôà G, èíöèäåíòíûõ õîòÿ áû îäíîìó èç ýòèõ ðåáåð).

Ðàñêðàñêè âåðøèí
1.Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, ∆(G) = d. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû G ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì

ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ, åñëè
à) åñòü âåðøèíà, èìåþùàÿ ñòåïåíü ìåíüøå, ÷åì d;
á) åñòü âåðøèíà, ïðè óäàëåíèè êîòîðîé ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü;
â) d > 2 è åñòü äâå âåðøèíû òàêèå, ÷òî ïðè óäàëåíèè èõ îáîèõ ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü;
ã) åñòü òðè âåðøèíû u, v è w òàêèå, ÷òî u ñìåæíà ñ v è w, âåðøèíû v è w íåñìåæíû è ïðè

óäàëåíèè âåðøèí v è w ñâÿçíîñòü íå íàðóøàåòñÿ.
2. (Brooks, 1941) Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô ñ ∆(G) = d ≥ 3, îòëè÷íûé îò ïîëíîãî ãðàôà Kd+1.

Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû G ìîæíî ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðàô. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χG(k) êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê âåð-
øèí ãðàôà G â k öâåòîâ. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà χ(G) � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå k
òàêîå, ÷òî χG(k) 6= 0.

3. a) Äîêàæèòå, ÷òî χG(k) � ìíîãî÷ëåí îò k.
á) Íàéäèòå õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äåðåâà èç n âåðøèí.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ãðàô ñ òàêèì õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì � äåðåâî èç n âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàôà G.
4. Äîêàæèòå, ÷òî èç ãðàôà G ìîæíî óäàëèòü íå áîëåå, ÷åì 1

n
÷àñòü åãî ðåáåð òàê, ÷òîáû

ïîëó÷åííûé ãðàô èìåë ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí â n öâåòîâ.
Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîé âåðøèíû, v ñòåïåíü êîòîðîé áîëüøå 1, íå âñå ñìåæíûå ñ v âåðøèíû ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

5. Ïóñòü ∆(G) = d ≥ 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà
âåðøèí ãðàôà G a) â d + 3 öâåòà; á) â d + 1 öâåò.

Ðàñêðàñêè ðåáåð
Îïðåäåëåíèå. Ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà â k öâåòîâ � ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî ðåáåð íà k
ïîäìíîæåñòâ: C = (E1, . . . , Ek). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ðàñêðàñêå C öâåò i ïðåäñòàâëåí â
âåðøèíå v, åñëè õîòÿ áû îäíî èç èíöèäåíòíûõ v ðåáåð ïîêðàøåíî â öâåò i. (Åñëè òàêèõ ðåáåð t,
òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî öâåò i ïðåäñòàâëåí t ðàç â âåðøèíå v.)
Îïðåäåëåíèå. Ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâà ðåáðà, èìåþ-
ùèõ îáùèé êîíåö, ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.
Îïðåäåëåíèå. Ðåáåðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà χ′(G) � ýòî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ,
äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G.

6. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, îòëè÷íûé îò öèêëà íå÷åòíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðåáðà ãðàôà
G ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû â êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè íå ìåíåå äâóõ áûëè
ïðåäñòàâëåíû îáà öâåòà.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V îáîçíà÷èì
÷åðåç c(v) êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ïîêðàøåíû ðåáðà, èíöèäåíòíûå v.



Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C � îïòèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð â k öâåòîâ, åñëè äëÿ
ëþáîé äðóãîé ðàñêðàñêè C ′ ðåáåð ýòîãî ãðàôà â k öâåòîâ âûïîëíÿåòñÿ

∑
v∈V

c(v) ≥
∑
v∈V

c′(v).

7. Ïóñòü C = (E1, . . . , Ek) � îïòèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G â k öâåòîâ. Ïóñòü âåðøèíà
v è öâåòà i è j òàêîâû, ÷òî â âåðøèíå v äâàæäû ïðåäñòàâëåí öâåò i è íå ïðåäñòàâëåí öâåò j.
Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G[Ei ∪ Ej], ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó v � ïðîñòîé öèêë
íå÷åòíîé äëèíû.

8. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô. Äîêàæèòå, ÷òî χ′(G) = ∆(G).
9. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô, δ(G) = d. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà

G â d öâåòîâ, â êîòîðîé â êàæäîé âåðøèíå ïðåäñòàâëåíû âñå d öâåòîâ.
10. (Âèçèíã, 1964.) Äîêàæèòå, ÷òî χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.


