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Определение. Добавим к обычной плоскости множество бесконечно удаленных точек, которые соответствовали бы исключительной прямой. Его можно воспринимать как множество направлений параллельных прямых, при этом каждая добавленная точка лежит на всех прямых, параллельных данному направлению. Полагаем, что все бесконечно удаленные точки лежат на одной прямой. Будем называть её бесконечно удаленной прямой. То, что получается, называют проективной плоскостью.
Пополнив так плоскости ( и (, получим новые расширенные плоскости 
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 и взаимнооднозначное центральное проектирование из одной из них на другую. Будем совмещать плоскости 
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 при помощи движения или аффинного отображения. Преобразования такого рода и их композиции будем называть проективными преобразованиями.
Теорема (Дарбу). Преобразование плоскости, переводящее любую прямую в прямую, является аффинным.

1. Докажите, что любое проективное преобразование представляется в виде композиции центрального проектирования и аффинного отображения.
2. а) Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее данную прямую в бесконечно удаленную прямую.

б) Докажите, что отношение отрезков, лежащих на прямой, параллельной исключительной прямой, сохраняется.

в) Докажите, что существует единственное проективное преобразование переводящее данные четыре точки, не лежащие на одной прямой в три данные точки не лежащие на одной прямой.
3. Докажите, что ГМТ пересечения диагоналей четырехугольников ABCD, у которых стороны AB и CD лежат на прямых l1 и l2, а стороны BC и AD пересекаются в данной точке P, является прямой, проходящей через точку пересечения прямых l1 и l2.
4. В треугольнике ABC три чевианы AA(, BB(, CC( пересекаются в одной точке. Продолжения соответствующих сторон треугольников ABC и A(B(C( пересекаются в точках A0, B0, C0. Докажите, что эти точки лежат на одной прямой.
5. (Теорема Дезарга) Докажите, что если прямые, содержащие соответствующие вершины двух треугольников, пересекаются в одной точке, то точки пересечения прямых, содержащих соответствующие стороны этих треугольников лежат на одной прямой.
6. Даны четырехугольник ABCD и прямая l. Обозначим через P, Q и R – точки пересечения прямых AB и CD, AC и BD, BC и AD. А через P1, Q1, R1 – середины отрезков, которые эти пары прямых высекают на прямой l. Докажите, что прямые PP1, QQ1 и RR1 пересекаются в одной точке.
Задачи для самостоятельного решения.
7. Сформулируйте и докажите теорему обратную к теореме Дезарга.
8. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Пусть P, Q – точки пересечения продолжений противоположных сторон AB и CD, BC и AD соответственно, R – произвольная точка внутри четырехугольника. Пусть 
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. Докажите, что точки L, М и С лежат на одной прямой.
9. У неравных треугольников ABC и A(B(C( соответствующие стороны параллельны. Докажите, что прямые AA(, BB( и CC( пересекаются в одной точке, то есть они гомотетичны. А что если треугольники равны?
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