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Проективные преобразования, сохраняющие окружность
20 июля
На сфере ( отмечены диаметрально противоположные точки P и P(. В точке P( построили плоскость ( касательную к сфере  (. Тогда при проекции с ( на ( окружности, не содержащие P, переходят в окружности, а окружности, содержащие P, переходят в прямые.

1. Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее данную точку внутри окружности в центр, а окружность в себя.
2. Пусть при проективном преобразовании окружность S перешла в себя, а точка A в точку A(. Докажите, что поляра точки A относительно окружности S перешла в поляру A(.
3. Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее данную прямую, не пересекающую окружность, в бесконечно удаленную, а окружность в себя.

4. Четырехугольник ABCD вписан в окружность. Продолжения сторон AB и CD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD – в точке Q. Доказать, что касательные к окружности в точках B и D либо параллельны, либо пересекаются на прямой PQ.
5.  (Теорема Паскаля). В окружность вписан шестиугольник ABCDEF. Докажите, что точки пересечения прямых AB и DE, BC и EF, CD и FA лежат на одной прямой.
6. (Теорема Брианшона). Пусть ABCDEF – описанный шестиугольник. Докажите, что его диагонали AD, BE и CF пересекаются в одной точке.
7. Докажите, что теоремы Паскаля и Брианшона являются двойственными.
8. (Теорема о бабочке). Пусть O – середина хорды AB окружности S, MN и PQ – произвольные хорды, проходящие через O, причем точки P и N лежат по одну сторону от AB, E и F – точки пересечения хорды AB с хордами MP и NQ соответственно. Докажите, что O – середина отрезка EF.
Задачи для самостоятельного решения.

9. В треугольнике ABC вневписанная окружность касается стороны BC в точке A(, продолжения сторон AB и AC в точках C( и B( соответственно. Доказать, что прямые AA(, BB( и СС( пересекаются в одной точке.
10. Окружность S касается прямых, содержащих стороны AB и BC треугольника ABC в точках D и E. Вторые касательные, проведенные из точек A и C, касаются S в точках F и G соответственно. Докажите, что прямые DG, EF и AC пересекаются в одной точке.
11. Дана окружность и точка C внутри ее. Через точку C проведены четыре хорды AiBi, i=1,…,4. Пусть D – точка пересечения прямых A1A2 и A3A4, E – точка пересечения прямых B1B2 и B3B4. Докажите, что точки C, D и E лежат на одной прямой.






