
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

4 èþëÿ
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà (ëèêáåç)

1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) (a,m) = 1;
(ii) a � îáðàòèì ïî ìîäóëþ m, òî åñòü ab ≡ 1 (mod m) äëÿ íåêîòîðîãî b (îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

b îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî);
(iii) {0, 1, . . . ,m− 1} = {0a, 1a, . . . , (m− 1)a}.

Îïð. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(m) ðàâíà êîëè÷åñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ m, è âçà-
èìíî ïðîñòûõ ñ m (⇐⇒ îáðàòèìûõ ïî ìîäóëþ m).
Òåîðåìà Ýéëåðà. Åñëè (a,m) = 1, òî aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

2. Äàíî ÷èñëî 22008. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðèïèñàòü ê íåìó ñëåâà íåñêîëüêî öèôð òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èëàñü ñòåïåíü äâîéêè.

3. Ðàññìîòðèì ðÿä 1/m, 2/m, . . . , m− 1/m,m/m.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè m > 2 ϕ(m) � ÷åòíî.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(d1)+ϕ(d2)+ · · ·+ϕ(ds) = m, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì äåëèòåëÿì

÷èñëà m.
4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè (a, b) = 1 ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b);
á) Íàéäèòå ϕ(pn) (p � ïðîñòîå) è âûâåäèòå îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ϕ(m).

Çàìå÷àíèå. Ïîëîæèì L(pα1
1 . . . pαk

k ) = HOK(ϕ(pα1
1 ), . . . , ϕ(pαk

k )) ≤ ϕ(pα1
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k ). Äîêàæèòå,÷òî â
òåîðåìå Ýéëåðà ìîæíî âìåñòî ϕ(m) áðàòü L(m).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Äîêàæèòå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè σk(m) =

∑
d|m dk.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð n, äåëÿùååñÿ íà n.
3. Ìåæäó äâóìÿ åäèíèöàìè ïèøåòñÿ äâîéêà, çàòåì ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè

ïèøåòñÿ èõ ñóììà è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n â èòîãå áóäåò âûïèñàíî ðîâíî ϕ(n) ðàç.
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