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14 èþëÿ
Àðãóìåíò ðàçìåðíîñòè

Ñþæåò ïåðâûé, ïîâåñòâóþùèé î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðàõ
1. Â òàáëèöå (n + 1) × n (n + 1 ñòðîêà, n ñòîëáöîâ) íåêîòîðûå êëåòêè îòìå÷åíû êðåñòèêàìè.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñòåðåòü íåñêîëüêî ñòðîê (íå âñå), òàê ÷òîáû â îñòàâøåéñÿ òàáëèöå â êàæäîì
ñòîëáöå áûëî áû îòìå÷åíî ÷åòíîå ÷èñëî êðåñòèêîâ.
2. A1, A2, . . . , An+1 � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
âûáðàòü òàêèå íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {i1, . . . , ik} è {j1, . . . , j`}, ÷òî

Ai1 ∪ Ai2 ∪ · · · ∪ Aik = Bj1 ∪Bj2 ∪ · · · ∪Bj`
.

Ñþæåò âòîðîé, â êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u = (u1, . . . , un) è v = (v1, . . . , vn) � âåêòîðû èç F n. Ïîëîæèì 〈u, v〉 =
u1v1 + · · ·+ unvn (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è v).
3. Äîêàæèòå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (u, v, w, v1, . . . , vn ∈ V , k, a1, . . . , an ∈ F ):
à) 〈u, v〉 = 〈v, u〉;
á) 〈u + v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉;
â) 〈ku, v〉 = k〈u, v〉;
ã) Åñëè a1v1 + · · ·+ anvn = 0, òî a1〈v1, v〉 + . . . + an〈vn, v〉 = 0.
Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû u, v ∈ F n íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè 〈u, v〉 = 0.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íàáîð ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â Rn ëèíåéíî íåçà-
âèñèì.
5. Â ãîðîäå k ñóïðóæåñêèõ ïàð è n êëóáîâ. Äëÿ ìóæ÷èíû è æåíùèíû êîëè÷åñòâî êëóáîâ, â
êîòîðûõ îíè îáà áûâàëè, íå÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè � ìóæ è æåíà. Äîêàæèòå, ÷òî
n ≥ k.
6. Íåñêîëüêî ðàçáîéíèêîâ õîäèëè â îïåðàöèè, ïðè÷åì ëþáîé ðàçáîéíèê ïîáûâàë â n îïåðàöèÿõ, à
ëþáûå äâà ðàçáîéíèêà ïîáûâàëè îäíîâðåìåííî â k < n îïåðàöèÿõ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî îïåðàöèé
íå ìåíüøå ÷èñëà ðàçáîéíèêîâ.
7. Â ÊÈÌàõ Åäèíîé Ãîñóäàðñòâåííîé Îëèìïèàäû (ÅÃÎ) n òåñòîâûõ âîïðîñîâ. ÅÃÎ ñäàþò k
ó÷àñòíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîâåðî÷íàÿ êîìèññèÿ ìîæåò òàê ïðèïèñàòü ïîëîæèòåëüíûå âåñà òå-
ñòîâûì âîïðîñàì, ÷òîáû ó÷àñòíèêè ðàñïîëîæèëèñü ïî ïåðâè÷íûì áàëëàì â ëþáîì íàïåðåä çà-
äàííîì ïðîïëà÷åííîì ïîðÿäêå. Ïðèâåñòè ïîäðîáíîå àêêóðàòíîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî n ≥ k.
Ñþæåò òðåòèé, â êîòîðîì ìû ïîíèìàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ åñòü ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèå îáúåêòû
8. Èìåþòñÿ ìíîãî÷ëåíû P1(y1, . . . , y1000), . . . , P1001(y1, . . . , y1000) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí R(x1, . . . , x1001), ÷òî
R(P1, . . . , P1001) = 0 (èìååòñÿ ââèäó ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ).
9. Ïóñòü B � òàêîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, ÷òî ìîùíîñòè ïîïàðíûõ ïå-
ðåñå÷åíèé ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà ïðèíèìàþò ðîâíî ` ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé (0 < ` < n).
Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøåå âîçìîçìîæíîå çíà÷åíèå |B| ðàâíî C0

n + · · ·+ C`
n.


