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Производящие функции-2
22 июля

1. Разложив производящую функцию последовательности Фибоначчи 
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 на элементарные дроби вида 
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, получите формулу n-го члена последовательности (формулу Бине).
2. Задача о размене. Пусть Pn – число способов разменять сумму n копеек монетами 1, 5, 10, 50 копеек. Докажите, что производящей функцией для последовательности 
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 является 
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3. Пусть Kn – число способов размена суммы n c использованием только монет 1 коп, Ln – число способов размена суммы n c использованием монет 1 и 5 коп, Mn – число способов размена суммы n c использованием монет 1, 5 и 10 коп. Выведите из производящей функции (см. предыдущую задачу) рекуррентные соотношения: 
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. Используя их и равенство 
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, вычислите 
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4. Задача о разложении в сумму слагаемых. Сколькими способами натуральное число n может быть представлено в виде суммы нескольких натуральных слагаемых, не обязательно различных? Представления, отличающиеся только порядком слагаемых, считать одинаковыми. Например, число 3 допускает три представления: 1+1+1, 2+1, 3.
5. а) Докажите, что 
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 (pk означает k–е простое число, справа – гармонический ряд, т.е. сумма величин, обратных натуральным числам). б) Выведите из расходимости гармонического ряда тот факт, что простых чисел бесконечно много.
Дифференцирование производящей функции. Пусть 
[image: image11.wmf](

)

(

)

2

1231

231

n

n

Gzaazaz...naz...

+

=++++++

, 
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. Операцию, переводящую H(z) в G(z), назовем формальным дифференцированием, а результат этой операции – формальной производной. Тогда выражение для G(z) в замкнутой форме (без бесконечной суммы) может быть получено из выражения для H(z) с помощью стандартного дифференцирования функции. 
Интегрирование производящей функции. Пусть 
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, 
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. Операцию, переводящую H(z) в G(z), назовем формальным интегрированием, а результат этой операции – формальной первообразной. Тогда выражение для G(z) в замкнутой форме (без бесконечной суммы) может быть получено из выражения для H(z) с помощью стандартного отыскания первообразной функции (операции, обратной дифференцированию). 

6. Убедитесь, что формальные интегрирование и дифференцирование – взаимно обратные операции над производящими функциями.
7. Найдите в замкнутой форме производящую функцию для последовательности 
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8. Найдите производящую функцию для последовательностей 0, 1/1!, 0, –1/3!, 0, 1/5!, 0, –1/7!, … и 1, 0, –1/2!, 0, 1/4!, 0, –1/6!, …
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