Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Группы и числа

20 июля

1. Рассмотрим группу 
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Полученное равенство ни что иное, как известная вам теорема Эйлера: Пусть а и n взаимно просты. Тогда справедливо следующее сравнение 
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2. Пусть 
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 попарно взаимно просты. Обозначим 
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 множество упорядоченных n-нок 
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. Введем операцию покомпонентного сложения, в которой сложение по i-той компоненте проводится в 
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a. 
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 является абелевой группой.

b. Докажите, что существует элемент z этой группы такой, что любой другой равен 
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 (такие группы называются циклическими).

Из пункта b известно, что любой элемент 
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, т.е. 
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. Таким образом, мы доказали 

Китайскую теорему об остатках: Для любых попарно взаимно простых чисел 
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 система сравнений: 
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 имеет единственное решение по модулю 
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(Откуда следует единственность?)

3. Пусть р - простое. 
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a. Докажите, что если 
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b. Запишите это равенство в виде сравнения.

c. Покажите, что полученное сравнение выполняется, если 
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 или 
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4. Пусть р нечетное простое число. 

a. Найдите в 
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 все элементы порядка 2.

b. Чему равно произведение 
[image: image23.wmf]123...(1)
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c. Сформулируйте и докажите обратное утверждение.

Теорема Вильсона. Для любого 
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 сравнение 
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 тогда и только тогда, когда n – простое.
5. Докажите, что длина периода дроби 
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 (для (b, 10) = 1) равна порядку элемента 10 в группе 
[image: image27.wmf]*
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. Заодно вспомните и докажите:

a. Любая рациональная дробь представляется в виде конечной, периодической или смешанной периодической десятичной дроби.

b. Когда дробь конечная? Периодическая? Имеет предпериод?
c. Как представить смешанную десятичную дробь в виде обыкновенной?

Задачи

6. Докажите, что простые делители числа 
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7. Пусть 
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8. Пусть 
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. Докажите, что простые нечетные делители числа 
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9. Найти порядок двойки в приведенной системе вычетов с операцией умножения группе по модулю 5n. 
10. Пусть b1 – обратное к a по модулю n1, а b2 – обратное к a по модулю n2. Как найти обратное к a по модулю n1n2?

11. Докажите, что 
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