Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Тригонометрические многочлены – 2
20 июля
7. Докажите, что для любого натурального n косинусы углов 
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, k=1,2,…,n, являются различными корнями многочлена Un n-й степени со старшим членом 2n и целыми коэффициентами. (Указание: cos(n+1)( = 2cos(()cos(n() – cos(n–1)(, что позволяет доказать по индукции, что cos(n() – многочлен n-й степени от cos (, а также установить старший член такого многочлена. Чему могут быть равны его корни?)
8. Докажите для многочленов Un из задачи 7 рекуррентное соотношение Un+1=2x Un – Un–1. Пользуясь им и равенством U0=1, вычислите многочлены U1 – U6.
9. См. задачу 19
10. Докажите, что для любого натурального n косинусы углов 
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, k=1,2,…,n, являются различными корнями многочлена Tn n-й степени со старшим членом 2n–1 и целыми коэффициентами.
11. Какому рекуррентному соотношению удовлетворяют многочлены Tn ?
Определение 1. Уклонением от нуля многочлена F(x) на отрезке [a;b] назовем величину 
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12. Найдите приведенный многочлен степени n, имеющий минимальное уклонение от нуля на [–1; 1]  а) для n = 1; б) для n = 2.
13. Предположим, нам удалось найти такой приведенный многочлен степени n Fn(x), что его график на отрезке [–1; 1] лежит в полосе 
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 и содержит n+1 точку ее границы: самая правая лежит на прямой y = c, предыдущая на прямой y = –c, предыдущая снова на прямой y = c и т. д. Докажите, что уклонение от нуля любого другого приведенного многочлена степени n G(x) на отрезке [–1; 1] не меньше, чем c. (Указание: если выполнено противное, то графики многочленов Fn(x) и G(x) должны пересекаться между любыми двумя экстремумами многочлена Fn.) 

14. Докажите, что многочлен 
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 удовлетворяет условиям для многочлена Fn(x) из задачи 13.
15. Докажите, что если графики многочленов f(x) и g(x) касаются в точке минимума (x=x0), то многочлен f(x)–g(x) имеет корень x0 кратности не ниже 2 (делится на (x–x0)2).
16. Докажите единственность приведенного многочлена минимального уклонения от 0 на [–1;1]
Таким образом из задач 12–16 мы получаем, что многочлены 
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 являются единственными решениями задачи о многочленах минимального уклонения от 0 на [–1;1] с точностью до постоянного множителя. Эти многочлены называются многочленами Чебышёва первого рода.
Задачи для медитации и нирваны
17. Докажите, что для любого натурального n синусы углов 
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, k=0,1,2,…,2n, являются различными корнями некоторого многочлена  (2n+1)-й степени с целыми коэффициентами.
18. Найдите многочлен 3-й степени с минимальным уклонением от 0 а) на отрезке [–2;2] б) на отрезке [0;6]. (Указание: перевести отрезок [a;b] в отрезок [–1;1], на котором мы умеем решать задачу)
19. Из решения задачи 8 получите результат задачи 4.
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