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Двойное отношение
19 июля

Определение. Двойным отношением четырех различных коллинеарных точек A, B, C, D называется число 
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Двойным отношением трех различных точек 
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 и бесконечно удаленной точки  
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 называется число
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Вопросы на понимание.

а) Когда двойное отношение отрицательно?
б) Любое ли действительное число может быть двойным отношением четырех точек?
в) Однозначно ли восстанавливается четвертая точка, если известны три точки и двойное отношение всех четырех точек?
1. Рассмотрим прямые а, b, c и d, которые лежат в одной проективной плоскости и пересекаются в точке O. Пусть A, B, C, D – точки пересечения прямой l, не проходящей через точку O, с прямыми а, b, c, d. Докажите, что 
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, где (xy) – ориентированный угол между прямыми х и у.
Определение. Двойным отношением четверки прямых a, b, c, d, пересекающихся в одной точке, называется число 
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Докажите, что проективное преобразование сохраняет двойное отношение а) четырех точек, лежащих на одной прямой; б) четырех прямых, пересекающихся в одной точке.

3. Вдоль железной дороги на равном расстоянии друг от друга стоят столбы линии электропередач. На фотографии расстояния между столбами A и B , B и C равны, соответственно, 2 см и 1 см. Чему равно расстояние между столбами C и D?
Определение. Коллинеарные точки A, B, C, D называются гармонически сопряженными или гармонической четверкой точек, если 
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. Еще в этом случае говорят, что пара точек С и D гармонически разделяет пару точек A и B.
4. Докажите, что 
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5. Пусть в треугольнике ABC биссектрисы внутреннего и внешнего углов при вершине B пересекают сторону AC в точках M и N. Докажите, что 
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6. Через точку A, не лежащую на окружности инверсии S, провели прямую, пересекающую поляру точки A в точке B, а окружность S – в точках C и D. Докажите, что пара точек С и D гармонически разделяет пару точек A и B.
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Определение. Полным четырехвершинником на проективной плоскости называется конфигурация, составленная из четырех точек общего положения (вершин) и шести попарно соединяющих их прямых (сторон). Противоположные стороны полного четырехвершинника попарно пересекаются в трех диагональных точках. Три прямые, попарно соединяющие диагональные точки, называются диагоналями полного четырехвершинника.

Недиагональные точки, в которых диагонали пересекаются со сторонами (на рисунке они отмечены колечками; всего их шесть, но шестая не поместилась на рисунке), назовем дополнительными.
7. (Теорема о полном четырехвершиннике). Докажите, что каждая пара вершин полного четырехвершинника гармонически разделяет лежащие на той же стороне диагональную и дополнительную точки, а каждая пара диагональных точек гармонически разделяет лежащую на той же диагонали пару дополнительных точек.
8. Докажите, что дополнительные точки являются точками попарного пересечения четырех прямых.
Задачи для самостоятельного решения
9. Дан отрезок и его середина. Постройте одной линейкой прямую, параллельную данному отрезку и проходящую через данную точку.

10. Дан прямой угол и произвольный угол, имеющий с ним общую вершину и сторону. Удвойте последний угол при помощи одной линейки.

11. На расширенной евклидовой плоскости дана трапеция ABCD (AB||CD). Р – точка пересечения продолжений ее боковых сторон. Х – точка отрезка АВ, делящая его в отношении 1:n, считая от А. Положим Y = ХР(CD, Z = AY(DB, T = AB(ZP. Докажите, что точка Т делит отрезок АВ в отношении 1:(n+1), считая от А.

12. Дан угол с вершиной О и точка А внутри него. Будем рассматривать такие точки М и N на разных сторонах данного угла, что (MAO=(NAO. Докажите, что все прямые MN проходят через одну точку.
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