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Ìàòåìàòèêà � ýòî èñêóññòâî íàçûâàòü ðàçíûå âåùè îäíèì
è òåì æå èìåíåì.

Àíðè Ïóàíêàðå

Ìíîãèå íå çíàþò ìàòåìàòè÷åñêèõ èñòèí íå âñëåäñòâèå íåñî-
âåðøåíñòâà ñâîèõ ñïîñîáíîñòåé èëè íåäîñòîâåðíîñòè ñàìîãî
ïðåäìåòà, íî âñëåäñòâèå íåäîñòàòî÷íîãî óñåðäèÿ â ïðèîáðå-
òåíèè, èçó÷åíèè è íàäëåæàùåì ñðàâíåíèè ýòèõ èäåé.

Äæîí Ëîêê

Îáû÷íî ïðåäèñëîâèÿ, ââåäåíèÿ, ïðåäóâåäîìëåíèÿ, ïðîëîãè è ïðî÷èå ¾ïðå¿ íà÷èíàþòñÿ ñ
êàêîé-íèáóäü ìóäðåíîé ôðàçû, èç êîòîðîé àâòîð â ñëåäóþùèõ íåñêîëüêèõ àáçàöàõ âûâîäèò ñ
ïîëäþæèíû ñòîëü æå çàóìíûõ ñëåäñòâèé. Åñëè ïðèâåäåííûå íàìè ãëóáîêîìûñëåííûå ýïèãðàôû
íå óäîâëåòâîðèëè òðåáîâàíèÿ ÷èòàòåëÿ ê ýòîìó äîñòîïî÷òåííîìó æàíðó, òî ìîæåì ïîñîâåòîâàòü
îáðàòèòüñÿ ê îáúåìíûì ñáîðíèêàì àôîðèçìîâ, èç êîòîðûõ ÷èòàòåëü óçíàåò ìíîãî èíòåðåñíîãî
î òîì, ÷òî åñòü ìàòåìàòèêà. Îäíàêî ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ ÷èòàòåëþ áûëî áû ïîëåçíåå ñôîð-
ìóëèðîâàòü ñâîé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, èçó÷àÿ ìàòåìàòèêó. Íàïðèìåð, ïðèäÿ â ìàòåìàòè÷åñêèé
êðóæîê èëè ñúåçäèâ â îäíó èç ëåòíèõ øêîë, ñðåäè êîòîðûõ Êèðîâñêàÿ ËÌØ îñîáî âûäåëÿåòñÿ
ñâîèì ðàçìàõîì. Åñëè ÷èòàòåëü ðåøèòñÿ íà òàêîé øàã, îí, ñêîðåå âñåãî, íà÷íåò ñ èçó÷åíèÿ ïðî-
ñòåéøèõ âåùåé, íî áóäåò èìåòü øàíñ îäíàæäû ïîïàñòü â ãðóïïó ñ ãîðäûì íàçâàíèåì ¾ïðîôè-10¿.
Èìåííî ñ òàêîé ãðóïïîé àâòîðàì ýòîé áðîøþðû âûïàëà ÷åñòü ðàáîòàòü â èþëå 2008 ãîäà. Ïîýòî-
ìó â ïåðâóþ î÷åðåäü ìû õîòåëè áû âûðàçèòü ñâîþ áëàãîäàðíîñòü òåì îäèííàäöàòè áåññòðàøíûì
äåñÿòèêëàññíèêàì, êîòîðûå â ýòîì ãîäó ïî ïðàâó èìåíîâàëèñü ¾ïðîôåññèîíàëàìè¿: Àëåêñàíäðó
Àíòðîïîâó, Àíòîíó Ãóñåâó, Äìèòðèþ Êðàñíîâó, Îëåãó Êóðêîòîâó, Ñòåïàíó Ëîáàñòîâó, Îëåãó Îð-
ëîâó, Íèêîëàþ Ïàñûíêîâó, Ëåîíèäó Ïîïîâó, Êîíñòàíòèíó Ñìèðíîâó, Íàòàëüå Òóðáèíîé è Ïàâëó
Òþðèíó.

Îñíîâíóþ öåëü ñâîåé ðàáîòû ìû âèäåëè íå òîëüêî â òîì, ÷òîáû íàó÷èòü øêîëüíèêîâ îðèåí-
òèðîâàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, íî è â òîì, ÷òîáû ïðîâåñòè ìîñòû ìåæäó ýòèìè
îáëàñòÿìè, ñîçäàâ òåì ñàìûì åäèíóþ êàðòèíó âñåãî èçó÷åííîãî. À ïîòîìó ìû ñòàðàëèñü íàéòè
ïðàâèëüíûé áàëàíñ ðàçíîïëàíîâîñòè òåìàòèêè è èäåéíîé âûäåðæàííîñòè ïðîãðàììû. Ìíîãîîá-
ðàçèå âêóñîâ è ïðåäñòàâëåíèé ïðåïîäàâàòåëåé ïðîôè-ãðóïïû îáåñïå÷èâàëà ïåðâóþ ñîñòàâëÿþ-
ùóþ, òîãäà êàê ñïëî÷åííîñòü íàøåé ïÿòåðêè � âòîðóþ. Õî÷åòñÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïðè ýòîì ìû
áîëåå ñîîòâåòñòâîâàëè ïîñëîâèöå î äâóõ ãîëîâàõ, íåæåëè î ñåìè íÿíüêàõ.

×èòàòåëü, ðàçóìååòñÿ, îñîçíàåò, ÷òî âêëþ÷åííûå â ýòó áðîøþðó ëèñòî÷êè ïîäîáíû êàðàí-
äàøíûì íàáðîñêàì, êîòîðûå âåðíî ïåðåäàþò îáùèå êîíòóðû, íî áåññèëüíû ïîêàçàòü öâåòîâóþ
ãàììó. Âðÿä ëè ïî ýòèì íàáîðàì çàäà÷ ÷èòàòåëþ óäàñòñÿ âîññòàíîâèòü òó àòìîñôåðó æèâîãî è
ïëîäîòâîðíîãî îáùåíèÿ, êîòîðóþ ìû ñòàðàëèñü ïîääåðæèâàòü íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñìåíû. Â ñè-
ëó ýòîãî ìû íå ïîáîèìñÿ ïîâòîðåíèÿ è åùå ðàç ïîñîâåòóåì ÷èòàòåëþ ñàìîìó ïðèåõàòü â ëåòíþþ
ìàòåìàòè÷åñêóþ øêîëó, åñëè îí òàì åùå íå ïîáûâàë.

Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîé áðîøþðå îòñóòñòâóþò ìàòåðèàëû çàíÿòèé ïî òîïîëîãèè, êîòîðûå ïðîâî-
äèë À. Á. Ñêîïåíêîâ � ãëàâíûé ñïåöèàëèñò ïî ïåðåêðó÷åííûì ëåíòî÷êàì è ðàçæèãàíèþ êîñòðà.
Ïðè÷èíà ñåãî èñêëþ÷èòåëüíî â òîì, ÷òî ìàòåðèàëû ýòè çàñëóæèâàþò îòäåëüíîé áðîøþðû.

È, íàêîíåö, ñàìàÿ ïðèÿòíàÿ ÷àñòü ëþáîãî ¾ïðå¿. Íàì õîòåëîñü áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü îð-
ãàíèçàòîðàì øêîëû, à òàêæå (íî äàëåêî íå â ïîñëåäíþþ î÷åðåäü) íåîðäèíàðíûì ïðåïîäàâàòåëÿì
¾îáû÷íûõ ãðóïï¿ 10 êëàññà: Àëåêñàíäðó Âÿ÷åñëàâîâè÷ó Êèðëèöå, Êîíñòàíòèíó Àëåêñàíäðîâè÷ó
Êíîïó, Åëåíå Ìèõàéëîâíå Êîâÿçèíîé, Ìèõàèëó Àëåêñàíäðîâè÷ó Ëóêèíó è Âàäèìó Âåíèàìèíî-
âè÷ó Ñèäîðîâó.
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4 èþëÿ
Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà

1. Äëÿ äåñÿòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîñ÷èòàëè âñå èõ ïîïàðíûå ÍÎÄû. Ìîãóò ëè 45 ïîëó÷åííûõ
÷èñåë ðàâíÿòüñÿ 1, 2, . . . , 45?

2. Ó ïÿòèóãîëüíîé çâåçäû âñå çâåíüÿ ðàâíû. Èçâåñòíî, ÷òî âíóòðåííèé ïÿòèóãîëüíèê îïèñàí-
íûé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ïÿòèóãîëüíèê ïðàâèëüíûé.

3. Íà ïðÿìîé ðàñïîëîæåíà ôèøêà. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â òàêóþ èãðó: Âàñÿ íàçûâàåò ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî, íå áîëüøåå 1, à Ïåòÿ äâèãàåò ôèøêó âïðàâî èëè âëåâî (ïî ñâîåìó âûáîðó)
íà ðàññòîÿíèå, íàçâàííîå Âàñåé. Ïðè ýòîì Ïåòå çàïðåùàåòñÿ 10 ðàç ïîäðÿä äâèãàòü ôèøêó â
îäíó ñòîðîíó. Ìîæåò ëè Âàñÿ íàçûâàòü òàêèå ÷èñëà, ÷òîáû ÷åðåç íåêîòîðîå ÷èñëî õîäîâ ôèøêà
ãàðàíòèðîâàííî îêàçàëàñü ñäâèíóòîé âïðàâî íà ðàññòîÿíèå, áîëüøåå 2008?

4. Òðåóãîëüíèê ABC òàêîâ, ÷òî AB + BC = 2AC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà B, öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC è ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

5. p > 5 � ïðîñòîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî äëèíà íàèìåíüøåãî ïåðèîäà äåñÿòè÷íîé çàïèñè äðîáè
1/p ðàâíà 2n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýòîò ïåðèîä ðàçáèòü íà äâà n-çíà÷íûõ êóñêà, òî ñóììà ÷èñåë
â ýòèõ êóñêàõ ðàâíà 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸

n

(n äåâÿòîê).

4 èþëÿ
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà (ëèêáåç)

1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) (a,m) = 1;
(ii) a � îáðàòèì ïî ìîäóëþ m, òî åñòü ab ≡ 1 (mod m) äëÿ íåêîòîðîãî b (îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

b îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî);
(iii) {0, 1, . . . ,m− 1} = {0a, 1a, . . . , (m− 1)a}.

Îïð. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(m) ðàâíà êîëè÷åñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ m, è âçà-
èìíî ïðîñòûõ ñ m (⇐⇒ îáðàòèìûõ ïî ìîäóëþ m).
Òåîðåìà Ýéëåðà. Åñëè (a,m) = 1, òî aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

2. Äàíî ÷èñëî 22008. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðèïèñàòü ê íåìó ñëåâà íåñêîëüêî öèôð òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èëàñü ñòåïåíü äâîéêè.

3. Ðàññìîòðèì ðÿä 1/m, 2/m, . . . , m− 1/m,m/m.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè m > 2 ϕ(m) � ÷åòíî.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(d1)+ϕ(d2)+ · · ·+ϕ(ds) = m, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì äåëèòåëÿì

÷èñëà m.
4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè (a, b) = 1 ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b);
á) Íàéäèòå ϕ(pn) (p � ïðîñòîå) è âûâåäèòå îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ϕ(m).

Çàìå÷àíèå. Ïîëîæèì L(pα1
1 . . . pαk

k ) = HOK(ϕ(pα1
1 ), . . . , ϕ(pαk

k )) ≤ ϕ(pα1
1 . . . pαk

k ). Äîêàæèòå,÷òî â
òåîðåìå Ýéëåðà ìîæíî âìåñòî ϕ(m) áðàòü L(m).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Äîêàæèòå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè σk(m) =

∑
d|m dk.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð n, äåëÿùååñÿ íà n.
3. Ìåæäó äâóìÿ åäèíèöàìè ïèøåòñÿ äâîéêà, çàòåì ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè

ïèøåòñÿ èõ ñóììà è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n â èòîãå áóäåò âûïèñàíî ðîâíî ϕ(n) ðàç.

2



5 èþëÿ
Ëèíåéíûå ñèñòåìû: òåîðèÿ

Îïð1. Äâå ÑËÓ (îò îäèíàêîâîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ó íèõ
ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà ðåøåíèé.
Îïð2. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÑËÓ òðåõ òèïîâ:

ÝÏ1) ê ñòðîêå ïðèáàâëÿåì äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ÷èñëî;
ÝÏ2) ñòðîêó óìíîæàåì íà íåíóëåâîå ÷èñëî;
ÝÏ3) ìåíÿåì ìåñòàìè äâå ñòðîêè.

Óïð1. Åñëè îäíà ÑËÓ ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ÝÏ1-ÝÏ3, òî ýòè ÑËÓ ýêâèâà-
ëåíòíû.
Òåîðåìà 1(ìåòîä Ãàóññà). Ïðè ïîìîùè ÝÏ1-ÝÏ3 êàæäóþ ÑËÓ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷à-
òîìó âèäó, ò.å. ê âèäó 




b1exe + · · · · · · · · · · · ·+ b1nxn = d1

b2kxk + · · · · · · · · ·+ b2nxn = d2

b3lxl + · · · · · ·+ b3nxn = d3

. . . ... ... ...
brsxs + · · ·+ brnxn = dr

0 = dr+1
... ... ...
0 = dm

,

ãäå b1eb2kb3l . . . brs 6= 0, e < k < l < · · · < s.
Óïð2. à) Ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåò áûòü ó ÑËÓ?

à) Ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåò áûòü ó ÑËÓ, ãäå ïåðåìåííûõ áîëüøå, ÷åì óðàâíåíèé?
á) Êàê íàéòè âñå ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ÑËÓ?
â) Çà ñêîëüêî äåéñòâèé ìîæíî ðåøèòü ÑËÓ ðàçìåðà 100× 100?

Òåîðåìà 2. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïåðåìåííûõ áîëüøå, ÷åì óðàâíåíèé, èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå.
Òåîðåìà 3. Åñëè ñèñòåìà èç n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè
êàêîì-òî íàáîðå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, òî îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì íàáîðå ñâî-
áîäíûõ ÷ëåíîâ.
Òåîðåìà 4. Åñëè ÑËÓ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, òî ýòî � ðåøåíèå â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.
Òåîðåìà 5. Åñëè ÑËÓ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè èìååò êàêîå-òî ðåøå-
íèå, òî îíà èìååò ðåøåíèå â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàä1. Íàïèøèòå à) îáùåå ðåøåíèå ÑËÓ (ó êàæäîãî ñâîÿ ÑËÓ); á) äðóãîå îáùåå ðåøåíèå.
Çàä2.(Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè) à) Â êàæäîé êëåòêå êàåìêè ïðÿìîóãîëü-
íîé òàáëèöû çàïèñàíî ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàññòàâèòü (ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì!)
÷èñëà âî âíóòðåííèå êëåòêè òàáëèöû òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî âî âíóòðåííåé êëåòêå ðàâíÿëîñü
ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñâîèõ ñîñåäåé (ó êëåòêè ìàêñèìóì 4 ñîñåäà).

á) Êàêîâ ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è (è êàê îíà "ðåøàåòñÿ"ïî ôèçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì)?
â) Ðåøèòå çàäà÷ó, åñëè ó êëåòêè 8 ñîñåäåé.
ã) Îáîáùèòå çàäà÷ó íà íåïðÿìîóãîëüíûå òàáëèöû ñ "äûðàìè"âíóòðè è ïðîñòðàíñòâåííûå

òàáëèöû.
ä) Êàê âûãëÿäèò è ðåøàåòñÿ çàäà÷à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà?
å) Ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
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5 èþëÿ
Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè D, E, F, G, H � ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC,AD, BD,ED, EF ñîîò-
âåòñòâåííî. X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BE è AC, Y � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ GH è AC.
Äîêàæèòå, ÷òî
à) GY = 3HG;
á) BE = 3EX;
â) íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è EGH.

2. ×åðåç òî÷êó âíóòðè òðåóãîëüíèêà ñ ïëîùàäüþ S ïðîâåäåíû òðè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå
ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà. Ýòè ïðÿìûå äåëÿò òðåóãîëüíèê íà òðè ïàðàëëåëîãðàììà è òðè òðå-
óãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì S1, S2, S3 ïëîùàäè òðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî√

S =
√

S1 +
√

S2 +
√

S3.
3. Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE èçâåñòíî, ÷òî F = BC ∩ DE, G = CD ∩ EA,

H = DE ∩ AB, I = EA ∩ BC è J = AB ∩ CD. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ
IAH, JBI, FCJ,GDF,HEG ðàâíû, òî ïðÿìûå AF, BG, CH,DI è EJ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-
êå.

4. Â øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå,
÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ACE è BDF ðàâíû.

5. Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè íåñêîëü-
êèõ ñæàòèé (ðàñòÿæåíèé) è ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè. Ñêîëüêî ñæàòèé äîñòàòî÷íî?

6. à) Ðàññìîòðèì ïÿòèóãîëüíèê A1A2A3A4A5. Îáîçíà÷èì S =
5∑

i=1

|AiAi+1|2, T =
5∑

i=1

|AiAi+2|2.
Èçâåñòíî, ÷òî A1A2A3A4A5 ìîæíî ïåðåâåñòè àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì â ïðàâèëüíûé. Íàéäè-
òå S/T .

á) Ðàññìîòðèì n-óãîëüíèê A1A2A3 . . . An. k ≤ n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì S =
n∑

i=1

|AiAi+1|2, T =
n∑

i=1

|AiAi+k|2. Èçâåñòíî, ÷òî A1A2A3 . . . An ìîæíî ïåðåâåñòè àôôèííûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì â ïðàâèëüíûé. Íàéäèòå S/T .

6 èþëÿ
Ïîêàçàòåëè

Îïð. Ïðè (a,m) = 1 ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå δ ñ óñëîâèåì aδ ≡ 1 (mod m). Íàèìåíüøåå èç
òàêèõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì, êîòîðîìó a ïðèíàäëåæèò ïî ìîäóëþ m.

1. à) ×èñëà 1 = a0, a1, . . . , aδ−1 ïî ìîäóëþ m íåñðàâíèìû.
á) as ≡ at (mod m) (s, t ≥ 0) ⇐⇒ s ≡ t (mod δ). Â ÷àñòíîñòè, as ≡ 1 (mod m) ⇐⇒ s ... δ.
â) δ ÿâëÿòñÿ äåëèòåëåì ϕ(m).

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå δ ÿâëÿòñÿ äåëèòåëåì L(m).

2. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p, q òàêèå, ÷òî 2p − 1 ... q, 2q − 1 ... p.
3. Ïîñìîòðèì íà ÷èñëî âèäà 2p − 1 è óâèäèì, ÷òî
à) ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî;
á) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 2px + 1.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà 22n

+ 1 èìåþò âèä 2n+1x + 1.
5. 2n − 1 íå äåëèòñÿ íà n ïðè n > 1.
6. p, q � ïðîñòûå ÷èñëà, q > 5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè q|2p + 3p, òî q > p.
7. à) a > 1, p > 2, p � ïðîñòîå. Òîãäà ïðîñòûå íå÷åòíûå äåëèòåëè ÷èñëà ap− 1 èëè äåëÿò a− 1,

èëè èìåþò âèä 2px + 1.
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á) a > 1, p > 2, p � ïðîñòîå. Òîãäà ïðîñòûå íå÷åòíûå äåëèòåëè ÷èñëà ap + 1 èëè äåëÿò a + 1,
èëè èìåþò âèä 2px + 1.

8. ×èñëî ap−1
a−1

èìååò õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé ìíîæèòåëü, íå ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì a− 1.
9. Äîêàæèòå áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 2px + 1.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
10. a) a > 1. Òîãäà ϕ(an − 1) êðàòíî n.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïðàâèëüíûõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì an − 1 êðàòíî n.
11. Íàéäèòå âñå n, ïðè êîòîðûõ n|3n − 2n.

6 èþëÿÑóïåðïîçèöèÿ
Âåëèêàÿ ïîëüçà ýðóäèöèè. Îáùåèçâåñòíî, ÷òî Ck

pn
... p, p � ïðîñòîå (k 6= 0, k 6= pn).

1. Ïî êðóãó ñòîÿò 128 öåëûõ ÷èñåë. Çà îäèí õîä âñå ÷èñëà îäíîâðåìåííî çàìåíÿþòñÿ íà ñóììó
äâóõ ñâîèõ ñîñåäåé. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ âñå ÷èñëà ñòàíóò äåëèòüñÿ íà 128.

1) Ïî êðóãó ñòîèò îäíà åäèíèöà è 127 íóëåé. ×òî ïîëó÷èòñÿ ÷åðåç 7 õîäîâ? Äîêàæèòå, ÷òî
÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ âñå ÷èñëà ñòàíóò ÷åòíûìè.

2) Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñóììû(ñóïåðïîçèöèè) äâóõ íà÷àëüíûõ ðàññòàíîâîê ÷èñåë ïî êðóãó. Â
êàêèõ îòíîøåíèÿõ íàõîäèòñÿ ýòà ñóììà ñ îïåðàöèåé çàìåíû ÷èñåë?
2. (Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà.) Äîêàæèòå ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç n + 1 òî÷êè
ñ ðàçíûìè àáñöèññàìè íàéäåòñÿ (åäèíñòâåííûé) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, êîòîðûé â ýòèõ
òî÷êàõ ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ.

Óêàçàíèå. ×òî çäåñü ÿâëÿåòñÿ àíàëîãàìè íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêè, îïåðàöèè è ñóììû ðàññòà-
íîâîê? ×åðåç êàêèå ñïåöèôè÷åñêèå(="áàçèñíûå") ìíîãî÷ëåíû âûðàæàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé
ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà? Íàïèøèòå äëÿ íåãî ÿâíóþ ôîðìóëó.
3. (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.) à) Äàíû ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà m1,m2, . . . , mn è
ïðîèçâîëüíûå a1, a2, . . . , an. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî A, ÷òî A ≡ ai (mod mi).

á) ×èñëî A îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ïî ìîäóëþ m1 . . .mn.
4. Åñòü ÷èñëà a1, . . . , an, ñðåäè íèõ ðîâíî äâà îäèíàêîâûõ. Íàïèøèòå âûðàæåíèå îò a1, . . . , an,
çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî ýòèì îäèíàêîâûì ÷èñëàì.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì

Sn = P (0) + P (1) + · · ·+ P (n).

Cëó÷àé P (x) = xk ïðåäñòàâëÿåò îñîáåííûé èíòåðåñ.
5. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ Sn õîòü äëÿ êàêîãî-íèáóäü ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè k.

à) Îïð. Èêñ â óáûâàþùåé ñòåïåíè m: xm = x(x− 1)(x− 2) . . . (x−m + 1).
á) Äîêàæèòå, ÷òî à) (x + 1)m − xm = mxm−1;
â) Íàéäèòå 1m + 2m + 3m + · · ·+ (n− 1)m.

6. Äîêàæèòå, ÷òî Sn (îò ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè k) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k + 1 (òî åñòü Sn = g(n)
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x)). Äëÿ ïðèìåðà âû÷èñëèòå 14 + · · ·+ n4.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Â êëåò÷àòîé òàáëèöå 4 × 4 èäåò èãðà "Æèçíü"ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: êëåòêà îáúÿâëÿåò-
ñÿ æèâîé, åñëè íà ïðåäûäóùåì õîäó ó íåå áûëî íå÷åòíîå ÷èñëî æèâûõ ñîñåäåé, è ìåðòâîé â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàéäèòå ìàêñèìóì ïåðèîäà èãðû ïî âñåì íà÷àëüíûì ïîçèöèÿì.
2. à) Ïî îêðóæíîñòè ðàññòàâëåíû pn öåëûõ ÷èñåë (p � ïðîñòîå). Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî
õîäîâ âñå ÷èñëà áóäóò äåëèòüñÿ íà p, åñëè çà õîä èç êàæäîãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ åãî

à) ëåâûé ñîñåä;
á) l-ûé ñîñåä ñëåâà, l ôèêñèðîâàíî;
â) l-ûé ñîñåä ñëåâà, l ìîæåò ìåíÿåòüñÿ îò õîäà ê õîäó!
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7 èþëÿ
ßçûê ÑËÓ

Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. à) Â êàæäîé êëåòêå êàåìêè ïðÿìîóãîëüíîé òàá-
ëèöû çàïèñàíî ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàññòàâèòü (ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì!) ÷èñëà
âî âíóòðåííèå êëåòêè òàáëèöû òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî âî âíóòðåííåé êëåòêå ðàâíÿëîñü ñðåä-
íåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñâîèõ ñîñåäåé (ó êëåòêè ìàêñèìóì 4 ñîñåäà).

á) Êàêîâ ôèçè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è (è êàê îíà "ðåøàåòñÿ"ïî ôèçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì)?
â) Ðåøèòå çàäà÷ó, åñëè ó êëåòêè 8 ñîñåäåé.
ã) Îáîáùèòå çàäà÷ó íà íåïðÿìîóãîëüíûå òàáëèöû ñ "äûðàìè"âíóòðè è ïðîñòðàíñòâåííûå

òàáëèöû.
ä) Êàê âûãëÿäèò è ðåøàåòñÿ çàäà÷à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà?
å) Ðåøèòå çàäà÷ó äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

10 áàíàíîâ. Åñòü 10 áàíàíîâ îäèíàêîâîãî âåñà è äâóõ÷àøå÷íûå âåñû áåç ãèðü. Äîêàæèòå, ÷òî
ìåíåå ÷åì çà 9 âçâåøèâàíèé íåëüçÿ äîêàçàòü, ÷òî âñå áàíàíû äåéñòâèòåëüíî âåñÿò îäèíàêîâî.
Âåñà áàíàíîâ: à) âåùåñòâåííûå; á) ïîëîæèòåëüíûå; â) íåîòðèöàòåëüíûå; ã) íàòóðàëüíûå.
101 êîðîâà. Åñòü 101 êîðîâà. Åñëè óáðàòü ëþáóþ áóðåíêó, òî îñòàâøèõñÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà
äâà ðàâíûõ ïî âåñó è ÷èñëåííîñòè ñòàäà. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðîâû âåñÿò îäèíàêîâî, åñëè èõ
âåñà à) ∗öåëûå; á) ðàöèîíàëüíûå; â) äåéñòâèòåëüíûå; ã) êîìïëåêñíûå.
×èñëà ïî êðóãó. Ïî êðóãó ñòîÿò 123 à) ∗öåëûõ; á) ðàöèîíàëüíûõ; â) äåéñòâèòåëüíûõ; ã) êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñëà, íå âñå íóëåâûå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûêèíóòü äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà òàê, ÷òî
îñòàâøèåñÿ ÷èñëà íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ðàâíûå ïî ñóììå ãðóïïû.
Çàðóáêè íà îòðåçêå. Íà îòðåçêå [0, 1] îòìå÷åíû êîíöû, à òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
òî÷åê âíóòðè. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ âíóòðåííÿÿ îòìå÷åííàÿ òî÷êà ëåæèò ðîâíî ïîñåðåäèíå ìåæäó
êàêèìè-íèáóäü îòìå÷åííûìè òî÷êàìè. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îòìå÷åííûå òî÷êè ðàöèîíàëüíû.

9 èþëÿ
Ëåììà Ãåíçåëÿ

Îáîçíà÷åíèå: Áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü, â êîòîðîé ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ðàçëîæåíèå n íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ÷åðåç ordp(n).

Ëåììà Ãåíçåëÿ: Ïóñòü a, b � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà, k � íàòóðàëüíîå, à p � ïðîñòîå ÷èñëî,
íå äåëÿùåå a. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé 1) è 2), òî ordp(a

k − bk) = ordp(a− b) + ordp(k).
1) p 6= 2 è ordp(a− b) ≥ 1;
2) p = 2 è ordp(a− b) ≥ 2.
Çàìå÷àíèå: Èíà÷å ëåììó Ãåíçåëÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê:

åñëè a ≡ b (mod pα) (a 6≡ 0 (mod p)), α � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñ ýòèì ñâîéñòâîì, òî
à) ïðè p 6= 2 âûïîëíåíî ak ≡ bk (mod pα+s), ãäå s ≡ ordp(k), è ÷èñëî α + s íåëüçÿ óâåëè÷èòü;
á) ïðè p = 2 àíàëîãè÷íîå âåðíî òîëüêî ïðè α ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a− b äåëèòñÿ íà p, ïðè÷åì a íå äåëèòñÿ íà p.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a

p − bp) > ordp(a− b).
á) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a

s − bs) = ordp(a− b), åñëè s íå äåëèòñÿ íà p.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ordp(a

k − bk) ≥ ordp(a− b) + ordp(k).
ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 2, òî ordp(a

p − bp) = ordp(a− b) + 1.
ä) Äîêàæèòå ëåììó Ãåíçåëÿ â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 1).
å) Äîêàæèòå ëåììó Ãåíçåëÿ â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 2).
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ÇÀÄÀ×È
1. Â êàêîé ñòåïåíè 5 âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà 310000 − 210000 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè?
2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîêàçàòåëü ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ 3n ðàâåí ϕ(3n).
3. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 3x = 2xy + 1.
4. Íàéäèòå âñå ÷åòâåðêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n, k, p, x), äëÿ êîòîðûõ x > 2, n > 1, p � ïðîñòîå è
xn = pk + 1.
5. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî íóëåé ìîæåò áûòü ñðåäè øåñòè ïîñëåäíèõ öèôð ÷èñëà 2n äëÿ n > 100?

9 èþëÿ
Ýëëèïñû. Èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå

1. Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü â ýëëèïñ.
2. Íà ïëîñêîñòè äàíû ïðÿìàÿ `0 è ýëëèïñ Θ. Ïðÿìàÿ ` ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé `0 è ïåðåñåêàåò

ýëëèïñ Θ â òî÷êàõ A è B. Òî÷êà M` � ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè M` ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.

3. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà êàê íà äèàãîíàëÿõ ïîñòðîåíû ïàðàëëåëîãðàììû ñ ïàðàëëåëü-
íûìè íàïðàâëåíèÿìè ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî âòîðûå äèàãîíàëè ýòèõ ïàðàëëåëîãðàììîâ ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êó P íà ïëîñêîñòè. Åñëè äëÿ òî÷êè P ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà Q, ÷òî ∠(AB, PB) = ∠(QB, CB); ∠(CA, PA) = ∠(QA,BA); ∠(BC,PC) =
∠(QC, CA), òî òî÷êà Q íàçûâàåòñÿ òî÷êîé, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ê òî÷êå P .

4. Äëÿ êàêèõ òî÷åê ñóùåñòâóåò èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ê íèì òî÷êà?
5. Íàéäèòå èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûå òî÷êè ê ñëåäóþùèì òî÷êàì:
à) öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè;
á) öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè;
â) îðòîöåíòð;
ã) áàðèöåíòð.
6. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç äâóõ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûõ

òî÷åê, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
7. Äîêàæèòå, ÷òî ôîêóñû ýëëèïñà, âïèñàííîãî â òðåóãîëüíèê, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû.

10 èþëÿ
Ïîëå Zp è ìíîãî÷ëåíû íàä íèì

Îïðåäåëåíèå. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
à) ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî, ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíò (îí
îáîçíà÷àåòñÿ 0) è ó êàæäîãî ýëåìåíòà åñòü îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ.
á) óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî, ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíò (îí
îáîçíà÷àåòñÿ 1) è ó êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà åñòü îáðàòíûé ïî óìíîæåíèþ.
â) ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ñâÿçàíû çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè: x · (y + z) = x · y + x · z.
ã) ïðè ýòîì 0 6= 1.
Ïðèìåðû ïîëåé. Q,R,C,Q(

√
2),Z2 � ïîëÿ. Z,R[x] � íå ïîëÿ.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ïîëå âûïîëíåíî a · b = 0, òî a = 0 èëè b = 0.
á) Ïðè êàêèõ n ìíîæåñòâî Zn ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?
Âûâîä. Ñóùåñòâóþò ïîëÿ êàê êîíå÷íûå, òàê è áåñêîíå÷íûå.
2. à) Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè íàä Zp ìíîãî÷ëåí xp−1 − 1.
á) Äîêàæèòå òåîðåìó Âèëüñîíà: (p− 1)! ≡ −1 (mod p) ïðè ïðîñòîì p.
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â) Íàéäèòå ñóììó
∑

0<l<m<s<h<p

lmsh (mod p).

3. Ïóñòü f : Zp → Zp � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí f̂ ∈ Zp[x], äëÿ
êîòîðîãî ïðè ëþáîì c âûïîëíåíî f(c) = f̂(c). (Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ìíîæåñòâå Zp íå èìååò
ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü íèêàêèå ôóíêöèè ïîìèìî ìíîãî÷ëåíîâ!)
4. Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) ðàâíû â ôóíêöèîíàëüíîì ñìûñëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ
ðàçíîñòü äåëèòñÿíà íà xp − x.
5. Íàä Zp ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû, òî åãî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê
ìíîãî÷ëåí íàä Zp (äàáû íåïîñâÿùåííûå ïîíèìàëè êàê ìîæíî ìåíüøå, òî íîâûé ìíîãî÷ëåí òî÷íî
òàêæå îáîçíà÷èì f(x)).
6. (Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà) Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ó êîòîðîãî
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò íå äåëèòñÿ íà p, âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû äåëÿòñÿ íà p, à ñâîáîäíûé
÷ëåí íå äåëèòñÿ íà p2 äëÿ êàêîãî-òî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Òîãäà f(x) íåïðèâîäèì íàä Z.
7. Ìíîãî÷ëåí xn−1 + xn−2 + · · ·+ x + 1 íåïðèâîäèì íàä Z ⇐⇒ n � ïðîñòîå.
(Òîíêèé íàìåê: f(x) íåïðèâîäèì ⇐⇒ f(x + 2008) � íåïðèâîäèì).
8. Ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíîãî n è ïðîñòîãî ÷èñëà p íàøëîñü (n+1) öåëîå ÷èñëî, n-å ñòåïåíè êîòîðûõ
äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ ÷èñåë íàéäóòñÿ äâà,
äàþùèå îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p.
9. f(x) ∈ Z[x], f(0) = 0, f(1) = 1. Ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n îñòàòîê îò
äåëåíèÿ f(n) íà p ðàâåí 0 èëè 1. Äîêàæèòå, ÷òî deg(f) ≥ p−1. (Ñòåïåíü p−1, î÷åâèäíî, áûâàåò.)

10 èþëÿ
Ëèíåéíûå(âåêòîðíûå) ïðîñòðàíñòâà

Îïð. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâî V (�âåêòîðû�) è ïîëå K (�÷èñëà�), èìåþòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
âåêòîðîâ è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èìååòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Ïðè ýòîì:

à) ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî, ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíò (−→0 )
è ó êàæäîãî âåêòîðà −→v åñòü îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ (−−→v );

á) 1 · −→v = −→v ; (k1k2)
−→v = k1(k2

−→v ) (çäåñü k1, k2 ∈ K, −→v ∈ V );
â) (k1 + k2)

−→v = k1
−→v + k2

−→v ; k(−→v 1 +−→v 2) = k−→v 1 + k−→v 2.
Òîãäà V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì(âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä K.

Óïð1. Çàäàéòå åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâàõ:
à) Kn � ñòðîêè èç n ÷èñåë; á) ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âèäà a1x1 + · · · + anxn = bn ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç K; â) âñå ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì K; ã) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n íàä ïîëåì K;
ä) âåêòîðû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå; å) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåòîâ ïîëÿ K; æ) ìíîæåñòâî
ôóíêöèé f : [a, b] → R; ç) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : N→ C.
Óïð2. Îáðàçóþò ëè ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà (îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ
îïåðàöèé): à) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n íàä ïîëåì K; á) íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íàä
R); â) ìíîãî÷ëåíû ñ ôèêñèðîâàííûì êîðíåì α; ã) ñòðîêè äëèíû n ñ íóëåâîé ñóììîé ýëåìåíòîâ;
ä) ñòðîêè äëèíû n ñ íóëåâûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ; å) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : R → Q íàä
Q; æ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : R→ Q íàä R; ç) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ïîëÿ F , â êîòîðûõ
êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ;
Óïð3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé ÎÑËÓ îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé.
á) Ñ êàæäîé ÑËÓ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿæåì ÎÑËÓ. Êàê ïðè ýòîì îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè
ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé?
Óïð4. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Óïð5. Â óïðàæíåíèÿõ 1-2 óêàæèòå ïàðû "ïðîñòðàíñòâî�åãî ïîäïðîñòðàíñòâî".
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Óïð6. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè. Îïèøèòå âñå åãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Óïð7. Äàéòå îïðåäåëåíèå èçîìîðôíûõ (êàê áû îäèíàêîâûõ) ïðîñòðàíñòâ.
Óïð8. Íàéäèòå ïàðû èçîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ â óïðàæíåíèÿõ 1-2.
Îïð. Ïîäìíîæåñòâî S âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, åñëè âñÿêèé åãî âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå α1v1 + · · ·+ αnvn, ãäå v1, . . . , vn ∈ S,
α1, . . . , αn ∈ K. Âûðàæåíèå α1v1+· · ·+αnvn (à òàêæå, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, è åãî çíà÷åíèå)
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vn.
Îïð. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé
ìíîæåñòâà S â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü L(S) âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòî-
ðîâ èç S.
Óïð9. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(S) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùèì ìíî-
æåñòâî S. Ïðè ýòîì âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùåå S, ñîäåðæèò è L(S)
(ïî ýòîé ïðè÷èíå L(S) íàçûâàþò åù¼ ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà ìíîæåñòâî S).
Óïð10. Â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ â óïðàæíåíèÿõ 1-2 óêàæèòå êàêóþ-íèáóäü ìèíèìàëüíóþ ñè-
ñòåìó îáðàçóþùèõ (òî åñòü òó, êîòîðàÿ ïåðåñòàåò áûòü ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïîñëå âûêèäûâàíèÿ
ëþáîãî èç âåêòîðîâ).
Óïð11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R íàä Q íå èìååò êîíå÷íîé (è äàæå ñ÷åòíîé) ñèñòåìû
îáðàçóþùèõ.

11 èþëÿÐàçìåðíîñòü
Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü S = {vi, i ∈ I} � ñåìåéñòâî âåêòîðîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

à) íèêàêîé âåêòîð èç V íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç âåêòîðû èç S äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè;
á) íèêàêîé âåêòîð èç S íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç îñòàëüíûå;
â) åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ èç S ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó, òî âñå åå êîýôôèöèåíòû

ðàâíû 0.
Îïð. Ñåìåéñòâî âåêòîðîâ, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â ïðåäûäóùåì ïðåäëîæåíèè,
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, à íå îáëàäàþùåå � ëèíåéíî çàâèñèìûì.
Óïð1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè:

à) ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ íóëåâîé âåêòîð, ÿâëÿåòñÿ ËÇ;
á) ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ ïðîïîðöèîíàëüíûå âåêòîðû, ÿâëÿåòñÿ ËÇ;
â) åñëè ñåìåéñòâî âåêòîðîâ ËÍÇ, òî è ëþáàÿ åãî ÷àñòü ËÍÇ;
ã) åñëè ñåìåéñòâî ËÇ, òî è ëþáîå ñîäåðæàùåå åãî ñåìåéñòâî ËÇ;
ä) åñëè ËÍÇ ñåìåéñòâî âåêòîðîâ íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,

òî ê ýòîìó ñåìåéñòâó ìîæíî äîáàâèòü âåêòîð òàê, ÷òîáû îíî îñòàëîñü ËÍÇ.
Îïð. Ñèñòåìà îáðàçóþùèõ S âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ åãî áàçèñîì, åñëè âñÿêèé ýëå-
ìåíò ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ èç S, ïðè÷åì åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì.
Òåîðåìà 1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

à) S � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ;
á) S � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V ;
â) S ëèíåéíî íåçàâèñèìî, íî òåðÿåò ýòî ñâîéñòâî ïðè äîáàâëåíèè ëþáîãî âåêòîðà èç V ;
ã) S � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V , íî òåðÿåò ýòî ñâîéñòâî ïðè óäàëåíèè ëþáîãî

âåêòîðà.

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïèñàòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ìèíè-
ìàëüíóþ ñèñòåìó îáðàçóþùèõ, à ñ äðóãîé � êàê ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó.
Âîçíèêàÿ íà óçêîì ñòûêå äâóõ ïî÷òè íå ñî÷åòàåìûõ êà÷åñòâ, áàçèñû íå ìîãóò íå ïðèîáðåñòè
öåííûå ñâîéñòâà.
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Ðàçìåðíîñòü
Òåîðåìà 2. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå åñòü áàçèñ èç n âåêòîðîâ, òî ëþáûå n + 1 âåêòîðîâ ëèíåéíî
çàâèñèìû.
Ñëåäñòâèå. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå åñòü áàçèñ èç n âåêòîðîâ, òî ëþáîé äðóãîé áàçèñ òîæå ñîäåðæèò
n âåêòîðîâ
Îïð. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå êîíå÷íûé áàçèñ, íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, à ÷èñëî
âåêòîðîâ â êàæäîì èç åãî áàçèñîâ � åãî ðàçìåðíîñòüþ. Åñëè â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íåò
êîíå÷íîãî áàçèñà, îíî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì.
Çàìå÷àíèå. Ìû íå äîêàçûâàåì, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå òîæå åñòü áàçèñ è ÷òî
ëþáûå äâà áàçèñà ðàâíîìîùíû.
Óïð2. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü áåñêîíå÷íàÿ ËÍÇ ñèñòåìà âåêòîðîâ.
Óïð3. à) Èç ëþáîé ñèñòåìû îáðàçóþùèõ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî óäà-
ëèòü ÷àñòü âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû îñòàâøèåñÿ îáðàçîâûâàëè áàçèñ.

á) Ê ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
ìîæíî äîáàâèòü âåêòîðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ áàçèñ.
Òåîðåìà 3. Ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåííîãî (íå ñîâïàäàþùåãî ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì) ïîäïðîñòðàí-
ñòâà êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ìåíüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

11 èþëÿ
Èíâåðñèÿ. Ïîëÿðû

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñà R. Èíâåðñèåé îòíî-
ñèòåëüíî ω íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè áåç òî÷êè O â ñåáÿ, ïåðåâîäÿùåå êàæäóþ òî÷êó
P â òàêóþ òî÷êó P ′, ëåæàùóþ íà ëó÷å OP , ÷òî OP ·OP ′ = R2.
Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P , îòëè÷íîé îò òî÷êè O, åå ïîëÿðîé áóäåì íàçûâàòü ïðÿìóþ
p, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç èíâåðñíûé îáðàç P ′ òî÷êè P è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé OP . Òî÷êó P
áóäåì íàçûâàòü ïîëþñîì ïðÿìîé p.
Âîïðîñ. Äëÿ êàêèõ ïðÿìûõ ñóùåñòâóåò ïîëþñ?

1. (Ëåììà î ïîëÿðå) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîëþñ A ïðÿìîé a ëåæèò íà ïîëÿðå b òî÷êè B, òî
òî÷êà B ëåæèò íà ïðÿìîé a.

2. Òî÷êà X ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé Γ1 è Γ2 ñ öåí-
òðàìè O1 è O2 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè X1 è X2 � èíâåðñíûå îáðàçû òî÷êè X îòíîñèòåëüíî Γ1 è
Γ2. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O1, X1, O2, X2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

3. Ïóñòü A,B, C � òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïëîñêîñòè, à ïðÿìûå a, b, c èõ ïîëÿðû. Äîêàæèòå, ÷òî
ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
(1) òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé;
(2) ïðÿìûå a, b, c ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè ïàðàëëåëüíû.

4. Èç òî÷êè P âíå îêðóæíîñòè Γ ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå PM è PN . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ
MN � ïîëÿðà òî÷êè P .

5. Èç òî÷êè P âíóòðè îêðóæíîñòè S ïðîâåëè äâå ñåêóùèå AB è CD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è BD ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êè P .

6. Ïóñòü äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD
à) âïèñàííûé â îêðóæíîñòü S;
á) îïèñàííûé âîêðóã îêðóæíîñòè S.
Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç öåíòðà S íà ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî
äèàãîíàëåé.
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7. Â êàêîå óòâåðæäåíèå ïåðåõîäèò íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ïðè èíâåðñèè?
8. Â êàêîå óòâåðæäåíèå ïåðåõîäèò óòâåðæäåíèå "ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îä-

íîé òî÷êå"ïðè ïîëÿðíîì ïðåîáðàçîâàíèè, åñëè çà îêðóæíîñòü ïîëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âçÿòü
îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ âîêðóã òðåóãîëüíèêà?

12 èþëÿ
Ìàòáîé

1. Âïèñàííàÿ â íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí â òî÷êàõ
A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà B′ � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ îòðåçêîì
BB1. BH � âûñîòà. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B, H, ñåðåäèíà A1C1 è ñåðåäèíà B1B

′ ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè.

2. Äàí ãðàô. Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêè åãî ðåáåð â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà, äëÿ êîòîðûõ èç
êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò ÷åòíîå ÷èñëî êðàñíûõ ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ðàñêðàñîê
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2008 − x2007 + 2007 · x1003 + 3 íåïðèâîäèì íàä Z.
4. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íóëåé ìîæåò áûòü ñðåäè øåñòè ïîñëåäíèõ öèôð ñòåïåíè

äâîéêè, áîëüøåé 106?
5. Íàçîâåì ìíîãî÷ëåí P ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ëþáîïûòíûì, åñëè P (x) ðàöèî-

íàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàöèîíàëüíî x. Ïðè êàêèõ n ñóùåñòâóåò ëþáîïûòíûé ìíîãî-
÷ëåí n-é ñòåïåíè?

6. Íà ëåñíîé êîëüöåâîé òðîïèíêå åñòü 16 þíîøåé è èìååòñÿ 16 óêðîìíûõ ìåñòå÷åê, ãäå ðàñ-
ïîëîæåíû äåâóøêè. Â èãðå "×åñòíûé Êèëëåð"þíîøè îõîòÿòñÿ çà äåâóøêàìè: ñíà÷àëà þíîøà
�1 ïîäêðàäûâàåòñÿ ê áëèæàéøåé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå æèâîé äåâóøêå è óáèâàåò åå; çàòåì âòîðîé
þíîøà ïîäêðàäûâàåòñÿ ê áëèæàéøåé ê íåìó íåìó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå æèâîé äåâóøêå è óáèâàåò
åå è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïðîéäåííûõ þíîøàìè ðàññòîÿíèé íå çàâèñèò îò èõ íóìåðàöèè.

7. Ïóñòü x, y, z > 0, xyz(x + y + z) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî min (x + y)(x + z) = 2.
8. Òî÷êè P è Q ëåæàò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC è èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû. Äîêàæèòå, ÷òî

AP · AQ

AB · AC
+

BP ·BQ

BA ·BC
+

CP · CQ

CA · CB
= 1.

14 èþëÿ
Àðãóìåíò ðàçìåðíîñòè

Ñþæåò ïåðâûé, ïîâåñòâóþùèé î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ âåêòîðàõ
1. Â òàáëèöå (n + 1) × n (n + 1 ñòðîêà, n ñòîëáöîâ) íåêîòîðûå êëåòêè îòìå÷åíû êðåñòèêàìè.
Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñòåðåòü íåñêîëüêî ñòðîê (íå âñå), òàê ÷òîáû â îñòàâøåéñÿ òàáëèöå â êàæäîì
ñòîëáöå áûëî áû îòìå÷åíî ÷åòíîå ÷èñëî êðåñòèêîâ.
2. A1, A2, . . . , An+1 � íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
âûáðàòü òàêèå íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ {i1, . . . , ik} è {j1, . . . , j`}, ÷òî

Ai1 ∪ Ai2 ∪ · · · ∪ Aik = Bj1 ∪Bj2 ∪ · · · ∪Bj`
.

Ñþæåò âòîðîé, â êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü u = (u1, . . . , un) è v = (v1, . . . , vn) � âåêòîðû èç F n. Ïîëîæèì 〈u, v〉 =
u1v1 + · · ·+ unvn (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è v).
3. Äîêàæèòå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (u, v, w, v1, . . . , vn ∈ V , k, a1, . . . , an ∈ F ):
à) 〈u, v〉 = 〈v, u〉;
á) 〈u + v, w〉 = 〈u,w〉+ 〈v, w〉;
â) 〈ku, v〉 = k〈u, v〉;
ã) Åñëè a1v1 + · · ·+ anvn = 0, òî a1〈v1, v〉 + . . . + an〈vn, v〉 = 0.
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Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû u, v ∈ F n íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè 〈u, v〉 = 0.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íàáîð ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â Rn ëèíåéíî íåçà-
âèñèì.
5. Â ãîðîäå k ñóïðóæåñêèõ ïàð è n êëóáîâ. Äëÿ ìóæ÷èíû è æåíùèíû êîëè÷åñòâî êëóáîâ, â
êîòîðûõ îíè îáà áûâàëè, íå÷åòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè � ìóæ è æåíà. Äîêàæèòå, ÷òî
n ≥ k.
6. Íåñêîëüêî ðàçáîéíèêîâ õîäèëè â îïåðàöèè, ïðè÷åì ëþáîé ðàçáîéíèê ïîáûâàë â n îïåðàöèÿõ, à
ëþáûå äâà ðàçáîéíèêà ïîáûâàëè îäíîâðåìåííî â k < n îïåðàöèÿõ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî îïåðàöèé
íå ìåíüøå ÷èñëà ðàçáîéíèêîâ.
7. Â ÊÈÌàõ Åäèíîé Ãîñóäàðñòâåííîé Îëèìïèàäû (ÅÃÎ) n òåñòîâûõ âîïðîñîâ. ÅÃÎ ñäàþò k
ó÷àñòíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîâåðî÷íàÿ êîìèññèÿ ìîæåò òàê ïðèïèñàòü ïîëîæèòåëüíûå âåñà òå-
ñòîâûì âîïðîñàì, ÷òîáû ó÷àñòíèêè ðàñïîëîæèëèñü ïî ïåðâè÷íûì áàëëàì â ëþáîì íàïåðåä çà-
äàííîì ïðîïëà÷åííîì ïîðÿäêå. Ïðèâåñòè ïîäðîáíîå àêêóðàòíîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî n ≥ k.
Ñþæåò òðåòèé, â êîòîðîì ìû ïîíèìàåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ åñòü ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèå îáúåêòû
8. Èìåþòñÿ ìíîãî÷ëåíû P1(y1, . . . , y1000), . . . , P1001(y1, . . . , y1000) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí R(x1, . . . , x1001), ÷òî
R(P1, . . . , P1001) = 0 (èìååòñÿ ââèäó ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ).
9. Ïóñòü B � òàêîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, ÷òî ìîùíîñòè ïîïàðíûõ ïå-
ðåñå÷åíèé ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà ïðèíèìàþò ðîâíî ` ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé (0 < ` < n).
Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøåå âîçìîçìîæíîå çíà÷åíèå |B| ðàâíî C0

n + · · ·+ C`
n.

14 èþëÿ
Äâîéíîå îòíîøåíèå

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê A, B, C, D íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
(A,B,C,D)∗ := AC

BC
: AD

BD
.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê A, B, C, D íà îäíîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ
÷èñëî (A,B,C,D) :=

−→
AC−−→
BC

:
−−→
AD−−→
BD

.
Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ïðÿìûõ a, b, c, d, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó,
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî (a, b, c, d) := sin\(a,c)

sin\(b,c)
: sin\(a,d)

sin\(b,d)
.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïîëÿðíîì ïðåîáðàçîâàíèè.
2. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè.
3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (A,B,C,D) = 1, òî ëèáî A = B, ëèáî C = D.
4. Äîêàæèòå, ÷òî (A,B,C,D) + (A, C, B, D) = 1.
5. Îêðóæíîñòü Γ ïåðåñåêàåò ïðÿìûå a, b, c, d, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ íà Γ, â òî÷êàõ A,B,C,D.

Òîãäà |(a, b, c, d)| = (A,B,C,D)∗.
6. Ñòîðîíû AB è CD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, BC è AD � â òî÷êå

F äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþò EF â òî÷êàõ M è N . Òîãäà (E,F,M, N) = −1.
7. ABCD � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî÷êà M ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC. Äîêàæèòå, ÷òî

∠ABM = ∠CBD òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, C, B, D)∗ = 1.
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15 èþëÿ
Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

Îïðåäåëåíèå. Åñëè (a,m) = 1 è ïîêàçàòåëü a ïî ìîäóëþ m ðàâåí ϕ(m), òî a íàçûâàåòñÿ ïåðâî-
îáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m.
Çàìå÷àíèå1. Òåì ñàìûì a = a0, a1, a2, . . . , aϕ(m)−1 (mod m) � ýòî âñå âû÷åòû, âçàèìíî ïðîñòûå
ñ m.
Çàìå÷àíèå2. Íàëè÷èå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòîâ ïî ìîäóëþ m ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
Óïð1. Ñóùåñòâóåò ëè ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 8? Ïî ìîäóëþ 9?
Çàä0. Ïóñòü ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü. à) Ñêîëüêî òîãäà ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíòîâ a, äëÿ êîòîðûõ ad ≡ 1 (mod m)? á) Ñêîëüêî èìååòñÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé?
Çàä1. a) Íàä Zp (p � ïðîñòîå) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d èìååò íå áîëåå d êîðíåé;

á) ïðè d|p− 1 óðàâíåíèå xd = 1 èìååò ðîâíî d êîðíåé;
â) åñëè d|p − 1, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç f(d) êîëè÷åñòâî âû÷åòîâ ïîêàçàòåëÿ ðîâíî d. Äîêàæèòå,

÷òî d =
∑
d′

f(d′), ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì äåëèòåëÿì d′ ÷èñëà d.

Òåîðåìà (Ãàóññ). Cóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî p.
Óïð2. à) Êàê âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè a ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m, âîçâîäÿ a íå âî âñå
ϕ(m) ñòåïåíåé?

á) Ïîêàæèòå, ÷òî 2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 29.
Óïð3. Ñêîëüêî êîðíåé íàä Zp èìååò óðàâíåíèå xd = 1? Êàê íàéòè âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ,
åñëè èçâåñòåí ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü?
Çàìå÷àíèå3. Ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m
èììåò âèä 2, 4, pα, 2pα, ãäå p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî.

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 1 + x + ... + x6 ≡ 0 (mod 29).
2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, ..., p − 1 ìîæíî ðàññòàâèòü ïî êðóãó òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ a, b, c ðàçíîñòü b2 − ac áóäåò äåëèòüñÿ íà ïðîñòîå p.
3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî 2m + 2008 ... 3n.

4. Íàéäèòå ñóììó äëÿ öåëûõ d (äëÿ îòðèöàòåëüíûõ òîæå)

p−1∑
n=0

nd (mod p).

5. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Zp[x] áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòàíîâî÷íûì, åñëè çíà÷åíèÿ f(0), . . . , f(p− 1)
ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

à) ïðè êàêèõ d ìíîãî÷ëåí xd áóäåò ïåðåñòàíîâî÷íûì ïî ìîäóëþ p?
á) ïî ìîäóëþ 101 íå ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 100;
â) ïî ìîäóëþ p íå ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d > 1, d|p− 1.
6. f(x) ∈ Z[x], f(0) = 0, f(1) = 1. Ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n îñòàòîê

îò äåëåíèÿ f(n) íà p ðàâåí 0 èëè 1. Äîêàæèòå, ÷òî deg(f) ≥ p − 1. (Ñòåïåíü p − 1, î÷åâèäíî,
áûâàåò.)
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15 èþëÿ
Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòü, ïîïîëíåííàÿ áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííîé ïðÿìîé.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè, ïåðåâîäÿùåå ïðÿìûå â ïðÿìûå.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îñòàâëÿþùåå íà ìåñòå áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ
ïðÿìóþ, íàçûâàåòñÿ àôôèííûì.
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äàííóþ ïðÿìóþ â áåñêîíå÷íî-
óäàëåííóþ.
Îïðåäåëåíèå 4. Îñîáîé (âûäåëåííîé) ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðåõîäÿùàÿ â áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ.
Òåîðåìà 2. Îòíîøåíèå âåêòîðîâ êîëëèíåàðíûõ îñîáîé ïðÿìîé ñîõðàíÿåòñÿ.
Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äàííûå ÷åòûðå
òî÷êè íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé â äàííûå ÷åòûðå òî÷êè íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.
Òåîðåìà 4. Äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

1. (Òåîðåìà Ïàïïà) Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ïàðó ïðÿìûõ `1 è `2, è ïóñòü òî÷êè A1, B1, C1 ∈
`1, à òî÷êè A2, B2, C2 ∈ `2. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B2 è A2B1; B1C2 è B2C1;
A1C2 è A2C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

2. (Òåîðåìà Äåçàðãà) Ðàññìîòðèì äâà òðåóãîëüíèêà A1B1C1 è A2B2C2 íà ïëîñêîñòè. Äîêà-
æèòå,÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B1 è A2B2; B1C1 è B2C2; A1C1 è A2C2 ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìûå A1A2, B1B2 è C1C2 ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

3. ×åðåç òî÷êó O ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïðîâåäåíû ÷åòûðå ïðÿ-
ìûå, ïåðåñåêàþùèå åãî ñòîðîíû â òî÷êàõ K è K ′, L è L′, M è M ′, N è N ′. Ïðÿìûå KM è LN
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðÿìûå K ′M ′ è L′N ′ � â òî÷êå P ′. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P , P ′ è O ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.

4. à) Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå ïðÿìûå l1 è l2 è òî÷êà P íå ëåæàùàÿ íå íà îäíîé èç íèõ. ×åðåç P
ïðîâîäÿòñÿ ïàðû ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèå l1 è l2 â òî÷êàõ A è C, ñîîòâåòñòâåííî B è D. Äîêàæèòå,
÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è BC äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïàð ïðÿìûõ l1 è l2 ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé p. Åñëè l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q, òî è p ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Q.
á) Íà ïëîñêîñòè äàíû ïðÿìàÿ q è äâå òî÷êè A è B íå ëåæàùèå íà ýòîé ïðÿìîé. Ïóñòü U è V �
ïàðà òî÷åê íà q. M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ UA è V B, N � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ V A
è UB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå MN ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå Q ëåæàùåé íà ïðÿìîé
AB.

5. Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà ABC è A1B1C1. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è ïðÿìûå AB1, BC1 è CA1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå AC1, BA1 è CB1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

16 èþëÿ
Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû

Ïîó÷èòåëüíàÿ çàäà÷à. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïîëîñêó 2× n ìîæíî çàìîñòèòü äîìèíîøêàìè?
Íàéäèòå àññèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå óðàâíåíèå

xn+k = αk−1xn+k−1 + αk−2xn+k−2 + · · ·+ α0xn, α0 6= 0.

Óïð1. à) Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé.
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á) Ïðåäúÿâèòå k ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (=âåêòîðîâ), ÷åðåç êîòîðûå âñå îñòàëüíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âûðàæàþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè;

â) ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
Âûâîä. Ðåøåíèÿ îáðàçóþò k-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (íàä Q,R,C,Zp, . . . � ñìîòðÿ ãäå ëåæàò êîýô-
ôèöèåíòû ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ).
Óïð2. Ïîïðîáóåì íàéòè ðåøåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïðîãðåññèÿìè (ðàçóìíî
èñêàòü òîëüêî çíàìåíàòåëè ïðîãðåññèé λi, íå ïðàâäà ëè?). Èç êàêîãî óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ ýòè
çíàìåíàòåëè λi?
Îïðåäåëåíèå. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ðåêóððåíò-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Óïð3. Íå áûëî ëè â ïðåäûäóùåì ëèñòêå ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî, ÷òî (â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé) ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñ ðàçëè÷íûìè çíàìåíàòåëÿìè ËÍÇ.

Åñëè ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íåò êðàòíûõ êîðíåé...

Òåîðåìà. Åñëè λ1, . . . , λk � ðàçëè÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî ëþáîå ðåøå-
íèå ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä xn = c1λ

n
1 + · · · + ckλ

n
k , ãäå êîíñòàíòû ci îïðåäåëåíû

îäíîçíà÷íî.
Çàìå÷àíèå 1. Â ñëó÷àå, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûå êîðíè, ïîìèìî
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé â áàçèñ äîëæíû âõîäèòü è äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Çàìå÷àíèå 2. Êàê ïðàâèëî λi è ci ëåæàò íå â òîì ïîëå, ãäå êîýôôèöèåíòû, à â áîëüøåì ïîëå
(åñëè, ñêàæåì, êîýôôèöèåíòû ðàöèîíàëüíû, òî λi è ci âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. à) Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : Z→ Z, òàêèå ÷òî 3f(n)− 2f(f(n)) = n.
á) à åñëè f : R→ Z?
â) äîêàæèòå, ÷òî îòâåò èçìåíèòñÿ, åñëè f : R→ R.
2. Ðåøèòå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå: f : R+ → R+, f(f(x)) + f(x) = 6x.

16 èþëÿ
Ïðîåêòèâíîñòü è îêðóæíîñòü

I. ×àñòü ïåðâàÿ, òåîðåòè÷åñêàÿ.

0. Ïóñòü òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, N � áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ïðÿìîé AB.
Äîêàæèòå, ÷òî (A,B,M, N) = −1.

0. Ïóñòü ïðÿìàÿ ` � ïîëÿðà òî÷êè L îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè Γ. Ïðÿìàÿ k, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó L ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü Γ â òî÷êàõ A è B, à ïðÿìóþ ` â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî
(A,B,L, M) = −1.

0. ABCD � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî÷êà M ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC. Äîêàæèòå, ÷òî
∠ABM = ∠CBD òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, C, B, D)∗ = 1.
Òåîðåìà. Ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äàííóþ òî÷êó âíóòðè îêðóæ-
íîñòè â öåíòð, à îêðóæíîñòü â ñåáÿ.

1. Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà C âíóòðè íåå. ×åðåç òî÷êó C ïðîâåäåíû ÷åòûðå õîðäû AiBi,
i = 1, . . . , 4. D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1A2 è A3A4, E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ B1B2

è B3B4. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè C, D è E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
2. Ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå äàííóþ ïðÿìóþ íå ïåðåñåêàþùóþ

îêðóæíîñòü â áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ, à îêðóæíîñòü â ñåáÿ.
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3. (òåîðåìà Ïàñêàëÿ) Ïóñòü A1, A2, A3, A4, A5, A6 � òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1A2 è A4A5, A2A3 è A5A6, A3A4 è A6A1 ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

4. (òåîðåìà Áðèàíøîíà) Ïóñòü A1, A2, A3, A4, A5, A6 � âåðøèíû îïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà.
Òîãäà ïðÿìûå A1A4, A2A5, A3A6 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. (òåîðåìà î áàáî÷êå) ×åðåç ñåðåäèíó C õîðäû AB ïðîâåäåíû õîðäû KL è MN . Ïðÿìûå
ML è KNïåðåñåêàþò ïðÿìóþ AB â òî÷êàõ D è E. Òîãäà CD = CE.

II. ×àñòü âòîðàÿ, ïðàêòè÷åñêàÿ.

6. Îêðóæíîñòü Γ êàñàåòñÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC, â
òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðûå êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç A è C ê Γ êàñàþòñÿ åå â
òî÷êàõ F è G ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DG, FE è AC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

7.Îêðóæíîñòü Γ êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ D è E è åãî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ DE ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC.

8. Ïóñòü A1, B1, C1 � îñíîâàíèÿ âûñîò, à A2, B2, C2 � ñîîòâåòñâóþùèå îñíîâàíèÿ ìåäèàí òðå-
óãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B2 è A2B1, A1C2 è A2C1, B1C2 è
B2C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

9. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò ïðÿìûå
BC è AB â òî÷êàõ A1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Áèññåêòðèñû óãëîâ A1AC è C1CA ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå B′. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè A′ è C ′. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A′, B′, C ′ ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà.

17 èþëÿ
Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî âåðøèí V , â êîòîðîì âûäåëåíû äâå âåðøèíû s ( âõîä
èëè èñòîê) è t (âûõîä èëè ñòîê). Ïóñòü îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ c : V × V → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèÿì

c(x, y) ≥ 0, c(x, s) = 0, c(t, y) = 0

äëÿ ëþáûõ âåðøèí x, y ∈ V . Òîãäà G = (V, s, t, c) � cåòü, ôóíêöèÿ c íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòüþ ñåòè G.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü G � ñåòü, à ôóíêöèÿ f : V × V → R óäîâëåòâîðÿåò òðåì óñëîâèÿì:

1◦ f(x, y) ≤ c(x, y);
2◦ f(x, y) = −f(y, x);
3◦ Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V , v 6= s, t âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∑
x∈V f(v, x) = 0.

Òîãäà f � ïîòîê â ñåòè G. ×èñëî |f | =
∑

x∈V f(s, x) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîòîêà. Ïîòîê
ñåòè G c ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.
Çàìå÷àíèå. Âîîáùå-òî ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ïî÷åìó ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ñóùåñòâóåò.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü G � ñåòü, à ìíîæåñòâî åå âåðøèí V ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâà S 3 s è T 3 t. Òîãäà (S, T ) � ðàçðåç ñåòè G.

Âåëè÷èíà c(S, T ) =
∑

x∈S, y∈T c(x, y) íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà, à f(S, T ) =∑
x∈S, y∈T f(x, y) íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ÷åðåç ðàçðåç (S, T ). Ëþáîé ðàçðåç ñåòè G ñ ìèíèìàëüíîé

ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.
Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ðàçðåç ñåòè ñóùåñòâóåò. Âîçìîæíî, òàêèõ ðàç-
ðåçîâ íåñêîëüêî.

1. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f è ðàçðåçà (S, T ) ñåòè G äîêàæèòå, ÷òî |f | = f(S, T ).

16



Îïðåäåëåíèå. 1) Ïóñòü f � ïîòîê â ñåòè G. Ðàññìîòðèì ñåòü Gf ñ òåìè æå V, s, t è ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòüþ cf (x, y) := c(x, y)− f(x, y). Íàçîâåì Gf îñòàòî÷íîé ñåòüþ ïîòîêà f .

2) Ïðîâåäåì íà ìíîæåñòâå âåðøèí V îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà èç x â y äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð
(x, y), ÷òî cf (x, y) > 0. Ëþáîé ïóòü èç s â t â ïîëó÷åííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûàåòñÿ
äîïîëíÿþùèì ïóòåì ïîòîêà f .

2. (Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, 1956) Â ñåòè G ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ c çàäàí ïîòîê
f . Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1◦ ïîòîê f ìàêñèìàëåí;
2◦ ñóùåñòâóåò ðàçðåç (S, T ) òàêîé, ÷òî |f | = c(S, T );
3◦ â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf íåò äîïîëíÿþùåãî ïóòè.

Ñëåäñòâèå. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàç-
ðåçà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî â öåëî÷èñëåííîé ñåòè (ò. å. â ñåòè, ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ðåáåð êîòî-
ðîé ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè) ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, ïðè÷åì ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ
ïîòîêîâ äàííîé ñåòè íàéäåòñÿ öåëî÷èñëåííûé.

4. Ïóñòü (S1, T1) è (S2, T2) � ìèíèìàëüíûå ðàçðåçû â ñåòè G. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçðåçû (S1 ∩
S2, T1 ∪ T2) è (S1 ∪ S2, T1 ∩ T2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè

a) äëÿ öåëî÷èñëåííîé ñåòè G;
a) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåòè G.
Âûâåäåòå èç òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
5. (Òåîðåìà Õîëëà.) Åñëè â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ äîëÿìè A è B äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èç

k âåðøèí V ⊆ A ñóùåñòâóåò íå ìåíåå k âåðøèí äîëè B, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí
ìíîæåñòâà V , òî ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû èç A.

6. (Òåîðåìà Ìåíãåðà.) Äàíû ãðàô G è åãî âåðøèíû u è v.
à) Ïóñòü ïðè óäàëåíèè ëþáûõ k − 1 ðåáåð â îñòàâøåìñÿ ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó u è v.

Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò k ïóòåé ìåæäó u è v, íå èìåþùèå îáùèõ ðåáåð.
á) Ïóñòü âåðøèíû u è v íåñìåæíû è ïðè óäàëåíèè ëþáûõ k − 1 âåðøèí â îñòàâøåìñÿ ãðàôå

ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó u è v. Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò k ïóòåé ìåæäó u è v, íå èìåþùèå
îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí.

7. (Òåîðåìà Ê¼íèãà.) Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ðàññòàâëåíî íåñêîëüêî ëàäåé. Òîãäà íàè-
áîëüøåå ÷èñëî íåáüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü èç íèõ, ðàâíî íàèìåíüøåìó
÷èñëó ëèíèé (ñòîëáöîâ è ñòðîê), ïîêðûâàþùèõ âñå äàííûå ëàäüè.

17 èþëÿ
Ìàòáîé ¾9 ïðîôè � 10 ïðîôè¿

1. Áèññåêòðèñû óãëîâ A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ
A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî SABC1 + SACB1 + SCBA1 ≥ SABC .

2. Â ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ìåíüøå 2 è íå áîëüøå 100. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû
ìîæíî ïîêðàñèòü â 101 öâåò òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ñìåæíûå âåðøèíû èìåëè ðàçíûå öâåòà è äëÿ
ëþáîé âåðøèíû ñìåæíûå ñ íåé íå âñå áûëè îäíîãî öâåòà.

3. Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàìåòðû AB è CD. Èç òî÷êè M , ëåæàùåé
âíå îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèå ïðÿìóþ AB â òî÷êàõ E
è H, à òàêæå ïðÿìûå MC è MD, ïåðåñåêàþùèå ïðÿìóþ AB â òî÷êàõ F è K. Äîêàæèòå, ÷òî
EF = KH.

4. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ai+j ≤ ai + aj. Äîêàæèòå, ÷òî a1 + a2

2
+ a3

3
+ . . . + an

n
≥ an.

5. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + d ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷åì
d < 0. Ïðîèçâåäåíèå êàêèõ-òî äâóõ êîðíåé P (x) ðàöèîíàëüíî. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ñóììà òîæå
ðàöèîíàëüíà.
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6. Èìååòñÿ ñâÿçíàÿ êëåò÷àòàÿ ôèãóðà èç n− 1 êëåòêè (n ≥ 2). Äîêàæèòå, ÷òî èç êëåò÷àòîãî
êâàäðàòà n × n ìîæíî âûðåçàòü ÷åòûðå òàêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ôèãóðû. (Êëåò÷àòàÿ ôèãóðà
íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé, åñëè ëþáûå äâå å¼ êëåòêè ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé å¼ êëåòîê, â êîòîðîé
ëþáûå äâå ñîñåäíèå êëåòêè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó.)

7. Íà ñôåðå îòìå÷åíî n ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ñôåðó ìîæíî ðàçáèòü íà n êîíãðó-
ýíòíûõ ñâÿçíûõ îáëàñòåé òàê, ÷òîáû â êàæäîé îáëàñòè ëåæàëà ðîâíî îäíà îòìå÷åííàÿ òî÷êà.

8. Íàçîâåì ñëîâîì ëþáóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ Ë è ß. Åñòü äâå îïåðàöèè íàä
ñëîâàìè: ïåðâàÿ � âñòàâèòü â ëþáîì ìåñòå ñëîâà áóêâó Ë, à â êîíöå ñëîâà � ß; âòîðàÿ � âñòàâèòü
â ëþáîì ìåñòå ñëîâà Ëß. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ñëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëîâà Ëß
ñ ïîìîùüþ ïåðâîé îïåðàöèè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëîâà Ëß
ñ ïîìîùüþ âòîðîé îïåðàöèè.

9. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî 4n +2n +1 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî n � ñòåïåíü òðîéêè.
10. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé Pn(x), çàäàííóþ ñëåäóþùèì óñëî-

âèåì:
P1(x) = x; P2(x) = x3;

Pn+1(x) =
P 3

n(x)− Pn−1(x)

1 + Pn(x)Pn−1(x)
, n ≥ 2.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå äðîáè Pn(x) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè.

19 èþëÿ
Ôóíêöèè íà âåðøèíàõ n-ìåðíîãî êóáà è òåîðåìà

Ôðàíêëà-Óèëñîíà
Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ 1: n-ìåðíûì êóáîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê äëèíû
n èç íóëåé è åäèíèö (ïðè ýòîì ñòðîêè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü n-ìåðíûé
êóá ÷åðåç {0, 1}n. Åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà. Ïîéìèòå ïî÷åìó ýòî òàê. À êàêîâà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ? Â äàëüíåéøåì,
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñòðîêó ïîäìíîæåñòâà S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü χ(S).
Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ 2: ×åðåç FA îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
ìíîæåñòâå A è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïîëå F . Íà ìíîæåñòâå FA ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä F . Êàêèì îáðàçîì?
Óïðàæíåíèå 1. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà FA äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A. Â ÷àñòíî-
ñòè, íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà F {0,1}n .

Çàìå÷àíèå: Ïóñòü P (x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F . Åñëè â ýòîò ìíî-
ãî÷ëåí âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ ïîäñòàâèòü íóëè è åäèíèöû, òî ïîëó÷èòñÿ ýëåìåíò èç F . Íî
ïîäñòàíîâêà íóëåé è åäèíèö âìåñòî ïåðåìåííûõ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âû÷èñëåíèå çíà÷å-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà â âåðøèíàõ n-ìåðíîãî êóáà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé òàêîé ìíîãî÷ëåí çàäàåò
ôóíêöèþ èç {0, 1}n â F , òî åñòü ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà F {0,1}n .
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ôóíêöèè, çàäàííûå ìîíîìàìè âèäà xi1 . . . xik , ãäå 1 ≤ i1 < · · · <
ik ≤ n, ëèíåéíî íåçàâèñèìû (âîçìîæåí ñëó÷àé k = 0, òîãäà íàø ìîíîì � êîíñòàíòà). Âûâåäèòå
îòñþäà, ÷òî îíè îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà F {0,1}n . Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäóþ ôóíêöèþ èç ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíà.
Òåîðåìà 1: Ïóñòü B � òàêîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, ÷òî ìîùíîñòè ïî-
ïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ñåìåéñòâà ïðèíèìàþò íå áîëåå ` ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
(0 < ` ≤ n). Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå |B| ðàâíî C0

n + · · ·+ C`
n.

Óïðàæíåíèå 2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñåìåéñòâà B c óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, â êîòîðîì ðîâíî
C0

n + · · ·+ C`
n ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1: Ïóñòü M1, . . . , Mk � ïîäìíîæåñòâà èç B, óïîðÿäî÷åííûå òàê,
÷òîáû èõ ìîùíîñòè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå óáûâàëè. Ïóñòü, äàëåå, ìîùíîñòè ïîïàðíûõ
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ïåðåñå÷åíèé ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ïðèíèìàþò òîëüêî çíà÷åíèÿ t1, . . . , t` (íåêîòîðûå, âîçìîæíî, ïî 0
ðàç). Îáîçíà÷èì ÷åðåç fj ôóíêöèþ èç R{0,1}n , çàäàííóþ ìíîãî÷ëåíîì

∏
ti<|Mj |

(〈χ(Mj), x〉−ti). Çäåñü

x = (x1, . . . , xn).
Çàäà÷à 2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè f1, . . . , fk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
á) Ïóñòü W � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ôóíêöèé èç R{0,1}n , çàäàííûõ ìîíîìàìè âèäà xi1 . . . xik , ãäå
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n è 0 ≤ k ≤ l. Äîêàæèòå, ÷òî f1, . . . , fk ïðèíàäëåæàò W .
â) Äîêàæèòå òåîðåìó 1.
Òåîðåìà 2 (Ôðàíêë è Óèëñîí, 1981): Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, C � ñåìåéñòâî 2p-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , 4p}, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî ïî p ýëåìåí-
òàì. Â òàêîì ñëó÷àå |C| ≤ 2Cp−1

4p−1.
Çàìå÷àíèå: Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì êîìáèíàòîðèêè. Â ÷àñòíîñòè,
èç íåå ìîæíî âûâåñòè íåñêîëüêî âàæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëåäñòâèé. Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî
óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî è äëÿ ñîñòàâíîãî p, îäíàêî, ïîêà ýòà ïðîáëåìà îñòàåòñÿ íåðåøåííîé.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2: Ïóñòü M1, . . . , Mk � ïîäìíîæåñòâà èç C, íå ñîäåðæàùèå 4p. Ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ êàê ïîäìíîæåñòâà {1, . . . , 4p − 1}. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî òåõ âåðøèí
{0, 1}4p−1, â êîòîðûõ ðîâíî 2p åäèíèö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç gj ôóíêöèþ èç ZS

p , çàäàííóþ ìíîãî÷ëåíîì∏
1≤i≤p−1

(〈χ(Mj), x〉 − i). Çäåñü x = (x1, . . . , x4p−1).

Çàäà÷à 3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè g1, . . . , gk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
á) Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî ZS

p , íàòÿíóòîå íà ôóíêöèè, çàäàííûå ìîíîìàìè âèäà xi1 . . . xik ,
ãäå 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ 4p− 1 è 0 ≤ k ≤ p− 1. Äîêàæèòå, ÷òî g1, . . . , gk ïðèíàäëåæàò W .
â) Ïóñòü U � ïîäïðîñòðàíñòâî ZS

p , íàòÿíóòîå íà ôóíêöèè, çàäàííûå ìîíîìàìè âèäà xi1 . . . xip−1 ,
ãäå 1 ≤ i1 < · · · < ip−1 ≤ 4p− 1. Äîêàæèòå, ÷òî U = W .
ã) Äîêàæèòå, ÷òî k ≤ Cp−1

4p−1.
ä) Äîêàæèòå òåîðåìó 2.

19 èþëÿ
Ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå. Âåðøèíû a è b îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íàçîâåì ñâÿçàííûìè, åñëè â ãðàôå G
ñóùåñòâóþò ïóòè èç a â b è èç b â a.
Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåð-
øèíû ñâÿçàíû.
Îïðåäåëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âåðøèí V (G) îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòî íà êëàññû ïîïàðíî
ñâÿçàííûõ âåðøèí, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Ïîñòðîèì äëÿ íàøåãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ãðàô êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿç-
íîñòè C(G), âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííî-
ãî ãðàôà G. Ïðîâåäåì â ãðàôå C(G) ðåáðî Vi → Vj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G åñòü
ðåáðî, íàïðàâëåííîå îò Vi ê Vj.

1. a) Â ãðàôå C(G) íåò öèêëîâ.
á) Äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè Vi ãðàô G(Vi) íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà Vi ñ

ðåáðàìè ãðàôà G ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè ñèëüíî ñâÿçåí.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Vi � êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G. Íàçîâåì
ýòó êîìïîíåíòó ïðîìåæóòî÷íîé, åñëè â ãðàôå C(G) ñóùåñòâóåò ðåáðî, âõîäÿùåå â Vi, è ñóùå-
ñòâóåò ðåáðî, âûõîäÿùåå èç Vi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì êîìïîíåíòó Vi êðàéíåé.

2. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå 200 âåðøèí, èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî è â
êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü íå áîëåå 100 íîâûõ
îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð òàê, ÷òîáû ýòîò ãðàô ñòàë ñèëüíî ñâÿçíûì. (Ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè
ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ðåáåð.)
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3. Äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íà n âåðøèíàõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

à) Ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 2 ðåáåð.
á) Åñëè â ãðàôå G ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ïðîâåäåíî íå áîëåå îäíîãî ðåáðà, òî

ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 3 ðåáåð.
â) Äëÿ âñåõ v ≥ 3 ïîñòðîéòå ïðèìåðû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ îöåíêè ïóíêòîâ à) è á) ÿâëÿþòñÿ

òî÷íûìè.
Îïðåäåëåíèå. Ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô èëè òóðíèðíûé ãðàô � ýòî îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì

4. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîëíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ìîæíî
ïðîíóìåðîâàòü G1, . . . , Gk òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ i < j â C(G) áûëî ðåáðî Gi → Gj.

5. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëíîì ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ
öèêë (ò. å. öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîé âåðøèíå ðîâíî îäèí ðàç).

6. Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî ñâÿçíîì ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ ÷åòûðüìÿ è áîëåå âåð-
øèíàìè ñóùåñòâóåò âåðøèíà, óäàëåíèå êîòîðîé íå íàðóøàåò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà.

7. Ïóñòü G � ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò
òàêîé ãàìèëüòîíîâ ïóòü a1 → a2 → · · · → an, ÷òî åãî êîíöû ñîåäèíåíû ðåáðîì a1 → an

a) ïðè ÷åòíîì n;
á) ïðè íå÷åòíîì n, îòëè÷íûì îò 3 è 5.
â) Íàéäèòå âñå ïîëíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, äëÿ êîòîðûõ òàêîãî ïóòè íå ñóùåñòâóåò.
8. Äàí ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ n âåðøèíàìè.
a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 7 â ýòîì ãðàôå ìîæíî âûáðàòü âåðøèíó v è ïîìåíÿòü íàïðàâëåíèå

âñåõ ðåáåð ñ êîíöàìè â v òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ñèëüíî ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô.
á) Íàéäèòå âñå ïîëíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàô íà, äëÿ êîòîðûõ òàêîé âåðøèíû íå ñóùåñòâóåò.

20 èþëÿ
Combinatorial Nullstellensatz è îáîáùåííàÿ òåîðåìà

Øåâàëëå-Âàðíèíãà
Òåîðåìà Øåâàëëå-Âàðíèíãà: Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí èç Zp[x1, . . . , xn] ñòåïåíè ìåíüøå n, äëÿ
êîòîðîãî f(0, . . . , 0) = 0. Òîãäà óðàâíåíèå f(x1, . . . , xn) = 0 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Øåâàëëå-Âàðíèíãà: Ïóñòü f1, . . . , fk � ìíîãî÷ëåíû èç Zp[x1, . . . , xn],
äëÿ êîòîðûõ f1(0, . . . , 0) = · · · = fk(0, . . . , 0) = 0. S1, . . . , Sn � ïîäìíîæåñòâà Zp, ïðè÷åì 0 ∈
Sj äëÿ ëþáîãî 1 ≤ j ≤ n è (|S1| − 1) + · · · + (|Sn| − 1) > (p − 1)(degf1 + · · · + degfk). Òîãäà
ñóùåñòâóåò (a1, . . . , an) ∈ S1×· · ·×Sn, äëÿ êîòîðîãî (a1, . . . , an) 6= (0, . . . , 0) è f1(a1, . . . , an) = ... =
fk(a1, . . . , an) = 0

Combinatorial Nullstellensatz (Àëîí, 1994): Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, à f ∈ F [x1, . . . , xn]
� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d, ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò ïðè xd1

1 xd2
2 ...xdn

n íå ðàâåí íóëþ (óæå ïîñëå ïðè-
âåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ), ãäå d1 + · · ·+ dn = d. Ïóñòü A1, . . . , An � òàêèå ïîäìíîæåñòâà F , ÷òî
|Ai| > di äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n. Òîãäà ñóùåñòâóåò (a1, . . . , an) ∈ A1 × · · · × An, äëÿ êîòîðîãî
f(a1, . . . , an) 6= 0.
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20 èþëÿ
Combinatorial Nullstellensatz è îáîáùåííàÿ òåîðåìà

Øåâàëëå-Âàðíèíãà: çàäà÷è
Êîììåíòàðèé: Âî âñåõ ïðåäëîæåííûõ çàäà÷àõ p � ïðîñòîå ÷èñëî.
1. ( Òåîðåìà Êîøè-Äýâåíïîðòà) |A + B| ≥ min(|A|+ |B| − 1, p). Çäåñü ñëîæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî
ìîäóëþ p, |A + B| îáîçíà÷àåò ñóììó ìíîæåñòâ.
2. (Ãèïîòåçà Ýðäåøà-Ãàéëáðîííà) |A+̂A| ≥ min(2|A| − 3, p). Â äàííîì ñëó÷àå
A+̂B = {a + b|a ∈ A, b ∈ B, a 6= b}.
3. Â Rn âûáðàíî m ãèïåðïëîñêîñòåé, ïîêðûâàþùèõ âñå âåðøèíû åäèíè÷íîãî êóáà {0, 1}n, êðîìå
îäíîé. Äîêàæèòå, ÷òî m ≥ n. (Ãèïåðïëîñêîñòü â Rn � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ a1x1 + · · ·+ anxn = b.)
4. Â R3 âûáðàíî m ïëîñêîñòåé, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ïîêðûâàåò âñå òî÷êè ìíîæåñòâà S =
{(x, y, z) ∈ Z3|0 ≤ x ≤ n, 0 ≤ y ≤ n, 0 ≤ z ≤ n}, êðîìå (0, 0, 0). Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå m.
5. Ïóñòü â ãðàôå G íå ìåíüøå 2p− 1 âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî U
âåðøèí G, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî ðåáåð G, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó âåðøèíó â U , êðàòíî p.
6. Ïóñòü â ãðàôå G ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 2p−1, íî ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ ñòåïåíü
âñåõ âåðøèí áîëüøå ÷åì 2p−2. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì ìîæíî âûáðàòü ïîäãðàô, â êîòîðîì ñòåïåíü
êàæäîé âåðøèíû ðàâíà p.
7. (Òåîðåìà Îëñîíà) Â êëåòêàõ òàáëèöû 1+k(p−1)×k ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî âû÷åðêíóòü íåêîòîðûå (íå âñå) ñòðîêè, òàê ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå îñòàâøåéñÿ òàáëèöû
ñóììà ÷èñåë äåëèëàñü íà p.

20 èþëÿ
Ïðîåêòèâíîñòü è îêðóæíîñòü � 2

I. ×àñòü ïåðâàÿ, òåîðåòè÷åñêàÿ.

4. (òåîðåìà Áðèàíøîíà) Ïóñòü A1, A2, A3, A4, A5, A6 � âåðøèíû îïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà.
Òîãäà ïðÿìûå A1A4, A2A5, A3A6 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

II. ×àñòü âòîðàÿ, ïðàêòè÷åñêàÿ.

6. Îêðóæíîñòü Γ êàñàåòñÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC, â
òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðûå êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå èç A è C ê Ω êàñàþòñÿ åå â
òî÷êàõ F è G ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DG, FE è AC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

7.Îêðóæíîñòü Γ êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ D è E è åãî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ DE ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC.

8. Ïóñòü A1, B1, C1 � îñíîâàíèÿ âûñîò, à A2, B2, C2 � ñîîòâåòñâóþùèå îñíîâàíèÿ ìåäèàí òðå-
óãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B2 è A2B1, A1C2 è A2C1, B1C2 è
B2C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

9. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò ïðÿìûå
BC è AB â òî÷êàõ A1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Áèññåêòðèñû óãëîâ A1AC è C1CA ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå B′. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè A′ è C ′. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A′, B′, C ′ ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà.
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20 èþëÿ
Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

Âñòðå÷à. Ìàëü÷èê è äåâî÷êà äîãîâîðèëèñü âñòðåòèòüñÿ ïîñëå îòáîÿ ìåæäó 23-00 è 24-00. Êàæ-
äûé ïðèõîäèò íà ìåñòî âñòðå÷è ñëó÷àéíûì îáðàçîì, æäåò 15 ìèíóò, è åñëè âñòðå÷à íå ïðîèçîøëà,
òî óõîäèò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âñòðå÷è?
Äóãè íà ñôåðå. Ïðÿìàÿ íà ñôåðå � ýòî ïåðåñå÷åíèå ñôåðû è ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå
öåíòð. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îòðåçîê.

Ïóñòü íà ñôåðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà èìååòñÿ íåñêîëüêî îòðåçêîâ ñóììàðíîé äëèíû ìåíüøå π.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, íå ïåðåñåêàþùàÿ íè îäèí èç îòðåçêîâ.
Ôëàòëàäöû. à) Äâîå ôëàòëàíäöåâ ñïóñêàþòñÿ ñ âûñî÷àéøåé âåðøèíû Ôëàòëàíäèè ¾Ïèê êèïà¿
� îäèí ïî ëåâîìó ñêëîíó, à âòîðîé ïî ïðàâîìó. Ãîðà âåçäå âûøå óðîâíÿ ìîðÿ, à åå ïîâåðõíîñòü �
ãðàôèê êóñî÷íî-ëèíåéíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ôëàòëàíäöû "íåïðåðûâíî"äâèãàþòñÿ, òàê ÷òî
çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò ôëàòëàíäöà îò âðåìåíè � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, íà ñêîðîñòü îãðàíè÷å-
íèé íåò.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ôëàòëàíäöû ìîãóò äîñòè÷ü ìîðÿ, âñå âðåìÿ íàõîäÿñü íà îäèíàêîâîé âûñîòå
íàä óðîâíåì ìîðÿ.

á) Ïóñòü ïîâåðõíîñòü ãîðû � ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Òîãäà àíàëîãè÷íîå óòâåð-
æäåíèå ìîæåò áûòü íåâåðíûì.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Âîçû. Èç ãîðîäà A â ãîðîä B âåäóò äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ äîðîãè. Èçâåñòíî, ÷òî äâå ìàøèíû,
âûåçæàþùèå ïî ðàçíûì äîðîãàì èç A â B è ñâÿçàííûå âåðåâêîé äëèíû 20, ñìîãëè ïðîåõàòü,
íå ïîðâàâ âåðåâêè. Ìîãóò ëè ðàçìèíóòüñÿ íå êîñíóâøèñü äâà êðóãëûõ âîçà ðàäèóñà 10, öåíòðû
êîòîðûõ äâèæóòñÿ ïî ýòèì äîðîãàì íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó?
Ìîñêîâñêèå âûñîòêè. Â Ìîñêâå 7 âûñîòîê. Òóðèñò-ìàòåìàòèê õî÷åò íàéòè òàêóþ òî÷êó, èç
êîòîðîé ýòè âûñîòêè âèäíû â çàäàííîì ïîðÿäêå (íà÷èíàÿ ñ ÌÃÓ, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Âñåãäà ëè
åìó óäàñòüñÿ ýòî ñäåëàòü?
Çàïðåò íà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü. Â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ n ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ
ìîæíî âûáðàòü íå ìåíåå 7n/24 ïðÿìûõ, ñðåäè êîòîðûõ íåò ïåðïåíäèêóëÿðíûõ.

21 èþëÿ
Ðàñêðàñêè ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � êîíå÷íûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∆(G) è δ(G) ìàêñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ
ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà G ñîîòâåòñâåííî.
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ V ÷åðåç G(U) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíäóöèðî-
âàííûé ïîäãðàô ãðàôà G íà ìíîæåñòâå âåðøèí U (òàêîé ãðàô ñîñòîèò èç âåðøèí ìíîæåñòâà U
è âñåõ ðåáåð ãðàôà G ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè).
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ E ÷åðåç G[E] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èíäóöèðîâàí-
íûé ïîäãðàô ãðàôà G íà ìíîæåñòâå ðåáåð E (òàêîé ãðàô ñîñòîèò èç ðåáåð ìíîæåñòâà F è âñåõ
âåðøèí ãðàôà G, èíöèäåíòíûõ õîòÿ áû îäíîìó èç ýòèõ ðåáåð).

Ðàñêðàñêè âåðøèí
1.Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, ∆(G) = d. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû G ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì

ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ, åñëè
à) åñòü âåðøèíà, èìåþùàÿ ñòåïåíü ìåíüøå, ÷åì d;
á) åñòü âåðøèíà, ïðè óäàëåíèè êîòîðîé ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü;
â) d > 2 è åñòü äâå âåðøèíû òàêèå, ÷òî ïðè óäàëåíèè èõ îáîèõ ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü;
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ã) åñòü òðè âåðøèíû u, v è w òàêèå, ÷òî u ñìåæíà ñ v è w, âåðøèíû v è w íåñìåæíû è ïðè
óäàëåíèè âåðøèí v è w ñâÿçíîñòü íå íàðóøàåòñÿ.

2. (Brooks, 1941) Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô ñ ∆(G) = d ≥ 3, îòëè÷íûé îò ïîëíîãî ãðàôà Kd+1.
Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû G ìîæíî ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðàô. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χG(k) êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê âåð-
øèí ãðàôà G â k öâåòîâ. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà χ(G) � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå k
òàêîå, ÷òî χG(k) 6= 0.

3. a) Äîêàæèòå, ÷òî χG(k) � ìíîãî÷ëåí îò k.
á) Íàéäèòå õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äåðåâà èç n âåðøèí.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ãðàô ñ òàêèì õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì � äåðåâî èç n âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàôà G.
4. Äîêàæèòå, ÷òî èç ãðàôà G ìîæíî óäàëèòü íå áîëåå, ÷åì 1

n
÷àñòü åãî ðåáåð òàê, ÷òîáû

ïîëó÷åííûé ãðàô èìåë ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí â n öâåòîâ.
Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþ-
áîé âåðøèíû, v ñòåïåíü êîòîðîé áîëüøå 1, íå âñå ñìåæíûå ñ v âåðøèíû ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

5. Ïóñòü ∆(G) = d ≥ 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà
âåðøèí ãðàôà G a) â d + 3 öâåòà; á) â d + 1 öâåò.

Ðàñêðàñêè ðåáåð
Îïðåäåëåíèå. Ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà â k öâåòîâ � ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî ðåáåð íà k
ïîäìíîæåñòâ: C = (E1, . . . , Ek). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ðàñêðàñêå C öâåò i ïðåäñòàâëåí â
âåðøèíå v, åñëè õîòÿ áû îäíî èç èíöèäåíòíûõ v ðåáåð ïîêðàøåíî â öâåò i. (Åñëè òàêèõ ðåáåð t,
òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî öâåò i ïðåäñòàâëåí t ðàç â âåðøèíå v.)
Îïðåäåëåíèå. Ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâà ðåáðà, èìåþ-
ùèõ îáùèé êîíåö, ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.
Îïðåäåëåíèå. Ðåáåðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà χ′(G) � ýòî íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ,
äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G.

6. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, îòëè÷íûé îò öèêëà íå÷åòíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðåáðà ãðàôà
G ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû â êàæäîé âåðøèíå ñòåïåíè íå ìåíåå äâóõ áûëè
ïðåäñòàâëåíû îáà öâåòà.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C � ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V îáîçíà÷èì
÷åðåç c(v) êîëè÷åñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå ïîêðàøåíû ðåáðà, èíöèäåíòíûå v.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî C � îïòèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð â k öâåòîâ, åñëè äëÿ
ëþáîé äðóãîé ðàñêðàñêè C ′ ðåáåð ýòîãî ãðàôà â k öâåòîâ âûïîëíÿåòñÿ

∑
v∈V

c(v) ≥
∑
v∈V

c′(v).

7. Ïóñòü C = (E1, . . . , Ek) � îïòèìàëüíàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà G â k öâåòîâ. Ïóñòü âåðøèíà
v è öâåòà i è j òàêîâû, ÷òî â âåðøèíå v äâàæäû ïðåäñòàâëåí öâåò i è íå ïðåäñòàâëåí öâåò j.
Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G[Ei ∪ Ej], ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó v � ïðîñòîé öèêë
íå÷åòíîé äëèíû.

8. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô. Äîêàæèòå, ÷òî χ′(G) = ∆(G).
9. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô, δ(G) = d. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ðåáåð ãðàôà

G â d öâåòîâ, â êîòîðîé â êàæäîé âåðøèíå ïðåäñòàâëåíû âñå d öâåòîâ.
10. (Âèçèíã, 1964.) Äîêàæèòå, ÷òî χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.
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22 èþëÿ
Âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê

Îáîçíà÷åíèÿ. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì O. Ëó÷è AB è DC
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, à ëó÷è AD è BC � â òî÷êå F . Äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå P . AC ïåðåñåêàåò EF â òî÷êå Q. EP ïåðåñåêàåò AD â òî÷êå X. M � òî÷êà Ìèêåëÿ
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. S � ñåðåäèíà AD.
1. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) òî÷êè O, P è M ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé;
á) òî÷êè B, C, S, X ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè;
â) êàñàòåëüíûå ê ω â òî÷êàõ B è D ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé EF (îáîçíà÷èì òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ
T );
ã) òî÷êè B, T , D, M ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè;
ä) BM

MD
= BP

PD
.

22 èþëÿ
Ëèíåéíîñòü â ãåîìåòðèè

Îñíîâíîå ñîîáðàæåíèå. Åñëè íà ïëîñêîñòè çàäàíà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (òî åñòü êàæäîé òî÷êå
(x, y) ñîïîñòàâëåíî ÷èñëî `(x, y) = ax+by+c), òî ìíîæåñòâî íóëåé ýòîé ôóíêöèè åñòü èëè ïóñòîå
ìíîæåñòâî, èëè ïðÿìàÿ, èëè âñÿ ïëîñêîñòü.

Îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå
Ïðåäëîæåíèå. Îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x0, y0) äî ïðÿìîé ax + by + c = 0 ðàâíî

ρ(ax + by + c = 0, (x0, y0)) =
ax0 + by0 + c√

a2 + b2
.

1. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ âíåøíèõ áèññåêòðèñ (íåðàâíîáåäðåííîãî) òðåóãîëüíèêà ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.

2. Ãðàíè ïðàâèëüíîãî îêòàýäðà ðàñêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåò (ïðè ýòîì ëþáûå äâå ãðà-
íè, èìåþùèå îáùåå ðåáðî, ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè âíóòðè
îêòàýäðà ñóììà ðàññòîÿíèé äî ïëîñêîñòåé áåëûõ ãðàíåé ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé äî ïëîñêîñòåé
÷åðíûõ ãðàíåé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
3. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê. Â îäíîé ïàðå åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ïðîâåëè âíåøíèå áèññåê-

òðèñû � ïîëó÷èëè òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîòîì â äðóãîé ïàðå � ïîëó÷èëè âòîðóþ òî÷êó. Ïîòîì
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïðîäëèëè äî ïåðåñå÷åíèÿ, ïîëó÷èëè äâà óãëà � ïî íèì àíàëîãè÷íî
ïîñòðîèëè òðåòüþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå
Ïðåäëîæåíèå. Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðà (a, b) è
(c, d), ðàâíà ad− bc.

4. Íà ïëîñêîñòè äàíû íåñêîëüêî ÷åðíûõ è áåëûõ îòðåçêîâ. Áåðåì òî÷êó è ñòðîèì òðåóãîëü-
íèêè ñ âåðøèíàìè â ýòîé òî÷êå è îñíîâàíèÿìè � äàííûìè îòðåçêàìè. Ðàññìîòðèì ÃÌÒ òàêèõ
òî÷åê, ÷òî ñóììà ÷åðíûõ (îáû÷íûõ) ïëîùàäåé ðàâíà ñóììå áåëûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ÃÌÒ ïî÷òè
âñåãäà ïîêðûâàåòñÿ íåñêîëüêèìè ïðÿìûìè. Ñêîëüêèõ ïðÿìûõ ãàðàíòèðîâàíî õâàòèò? Ïî÷åìó ïî-
êðûâàåòñÿ ïî÷òè âñåãäà, íî íå âñåãäà?

5. Äèàãîíàëè îòðåçàþò îò ïÿòèóãîëüíèêà 5 òðåóãîëüíèêîâ (íåêîòîðûå ÷àñòè îòðåçàþòñÿ äâà-
æäû). Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå ïëîùàäè ïÿòèóãîëüíèêà.
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Ëåììà. Òî÷êà X äåëèò îòðåçîê CD â îòíîøåíèè p : q. Äîêàæèòå, ÷òî îð. ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABX ðàâíà

S(ABX) =
q

p + q
S(ABC) +

p

p + q
S(ABD).

6. Ñåðåäèíû îòðåçêîâ A1A2, B1B2, C1C2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî 8 òðåóãîëü-
íèêîâ AiBjCk ìîæíî òàê ðàçáèòü íà 2 ãðóïïû, ÷òî ñóììû ïëîùàäåé â ãðóïïàõ ðàâíû.

7. Â îïèñàííîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíû äèàãîíàëåé, ïðîõîäèò
è ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè (ïðÿìàÿ Íüþòîíà).

8. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, äåëèò ïîïîëàì
îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí (ïðÿìàÿ Ãàóññà).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
9. Ó òðåóãîëüíèêîâ A1A2A3, B1B2B3, C1C2C3 öåíòðû òÿæåñòè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äî-

êàæèòå, ÷òî 27 òðåóãîëüíèêîâ AiBjCk ìîæíî òàê ðàçáèòü íà 2 ãðóïïû, ÷òî ñóììû ïëîùàäåé â
ãðóïïàõ ðàâíû.

23 èþëÿ
Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà

Äîâûâîä
1. Ìîæåò ëè ïðîèçâåäåíèå òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áûòü â 2008 ðàç áîëüøå èõ ñóììû?
2. Äàí âûïóêëûé 2008-óãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a1, . . . , a2008. Ïóñòü f(x) � êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí,

äëÿ êîòîðîãî f(a1) = f(a2 + a3 + · · ·+ a2008). Äîêàæèòå, ÷òî f(a2008) = f(a1 + a2 + · · ·+ a2007).
3. Èìåþòñÿ 30 ãèðåê âåñîì 1 ã, 2 ã,. . . , 30 ã. Èç íèõ âûáðàëè 10 ãèðåê îáùèì âåñîì 155 ã.

Äîêàæèòå, ÷òî îñòàâøèåñÿ 20 ãèðåê ìîæíî ðàçáèòü íà 2 ãðóïïû ïî 10 ãèðåê â êàæäîé ñ ðàâíûìè
ñóììàìè âåñîâ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî n
√

2 > 2n
2n−1

ïðè íàòóðàëüíîì n > 1.
5. Ïóñòü H � îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïóñòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì

â ñåðåäèíå ñòîðîíû BC ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó H è ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC â òî÷êàõ A1 è A2.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êè B1, B2 è C1, C2. Äîêàæèòå, ÷òî øåñòü òî÷åê A1, A2, B1, B2, C1, C2

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Âûâîä
6. Ëåîíèä Ìèõàéëîâè÷ âûïèñûâàåò íà äîñêó n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êîíñòàíòèí Àëåêñàíäðî-

âè÷ ñòèðàåò íåñêîëüêî èç ýòèõ ÷èñåë (íî íå âñå), ïåðåä îñòàâøèìèñÿ ïèøåò çíàêè ïëþñ èëè ìèíóñ.
Åñëè ñóììà ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 2008, òî âûèãðûâàåò Êîíñòàíòèí Àëåêñàíäðîâè÷,
èíà÷å � Ëåîíèä Ìèõàéëîâè÷. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå â çàâèñèìîñòè îò n?

7. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü äèàãîíàëÿìè íà îñòðî-
óãîëüíûå òðåóãîëüíèêè íå áîëåå ÷åì îäíèì ñïîñîáîì.

8. Â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 2k+1. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñêðàñèòü
åãî âåðøèíû â 2 öâåòà òàê, ÷òîáû ðåáðà ñ ðàçíîöâåòíûìè êîíöàìè ñîñòàâëÿëè íå ìåíåå k+1

2k+1
îò

îáùåãî ÷èñëà ðåáåð.
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Âîïðîñû ê çà÷åòó (àëãåáðà)
1. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà, åå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü, ÿâíàÿ ôîðìóëà. Òåîðåìà Ýéëåðà. Òîæäåñòâî

Ãàóññà.
2. Ëåììà Ãåíçåëÿ.
3. Ïîêàçàòåëè, ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ïðîñòîìó ìî-

äóëþ, èõ êîëè÷åñòâî.
4. Èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà π.
5. Ìíîãî÷ëåíû íàä Zp. Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà. Òåîðåìà Øåâàëëå-Âàðíèíãà.
6. Ëèíåéíûå ñèñòåìû: ìåòîä Ãàóññà, ñòðóêòóðà ðåøåíèé, ðàöèîíàëüíîñòü ðåøåíèé. Îäíîðîä-

íûå ÑËÓ. Ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè ÑËÓ è ÎÑËÓ.
7. Ñóïåðïîçèöèÿ: èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ,

ñóììû ñòåïåíåé.
8. Ïðèìåíåíèå ÑËÓ: äèñêðåòíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, 101 êîðîâà, çàðóáêè íà îòðåçêå.
9. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñèñòåì âåêòîðîâ. Ïîä-

ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà.
10. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äîïîëíåíèå äî áàçèñà. Ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàí-

ñòâà. Ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ËÍÇ âåêòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
11. Ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ðàâåíñòâî ñòðî÷íîãî è ñòîëáöîâîãî ðàíãîâ ìàòðèöû. Ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ÎÑËÓ.
12. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è åãî ñâîéñòâà. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû

âåêòîðîâ. Çàäà÷è ïðî ñóïðóæåñêèå ïàðû, ÅÃÎ, àëãåáðàè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ.
13. Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Íàõîæäåíèå ðåêóððåíòû â

ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êðàòíûõ êîðíåé ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
14. Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íà âåðøèíàõ êóáà, åãî áàçèñ, çàäàííûé ìîíîìàìè. Çàäà÷à î ïåðå-

ñå÷åíèÿõ ïîäìíîæåñòâ.
15. Òåîðåìà Ôðàíêëà-Óèëñîíà.
16. Combinatorial Nullstellensatz (äîêàçàòåëüñòâî).
17. Combinatorial Nullstellensatz (ôîðìóëèðîâêà). Åå ïðèìåíåíèå: òåîðåìû Êîøè-Äýâåíïîðòà

è Ýðäåøà-Ãàéëáðîííà, çàäà÷à î ïîêðûòèè âåðøèí êóáà ãèïåðïëîñêîñòÿìè.
18. Combinatorial Nullstellensatz (ôîðìóëèðîâêà). Åå ïðèìåíåíèå: îáîáùåííàÿ òåîðåìà

Øåâàëëå-Âàðíèíãà.
19. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Øåâàëëå-Âàðíèíãà (ôîðìóëèðîâêà). Åå ïðèìåíåíèå: òåîðåìà Îëñî-

íà, çàäà÷à î p-ðåãóëÿðíûõ ïîäãðàôàõ.
20. Ëèíåéíîñòü â ãåîìåòðèè. Îðèåíòèðîâàííîå ðàññòîÿíèå, îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü, ïðÿ-

ìûå Íüþòîíà è Ãàóññà.

Âîïðîñû ê çà÷åòó (ãåîìåòðèÿ)
1. Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà.
2. Ïðåäñòàâëåíèå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â âèäå êîìïîçèöèè ñæàòèÿ è ïîâîðîòíîé ãîìî-

òåòèè.
3. Ýëëèïñû: îïðåäåëåíèå, óðàâíåíèå, îáðàç îêðóæíîñòè ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè.
4. Òåîðåìà îá ýëëèïñå, âïèñàííîì â òðåóãîëüíèê.
5. Ïîëÿðà: îïðåäåëåíèå, ëåììà î ïîëÿðå.
6. Ïîëÿðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ëåììà î äâîéíîì îòíîøåíèè.
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7. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: îïðåäåëåíèå; ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî
ïåðåâåñòè åäèíñòâåííûì ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì â ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ.

8. Äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè, ïðè ïðîåêòèâíîì ïðåîáðàçîâàíèè.
9. Òåîðåìà Ïàïïà.
10. Òåîðåìà Äåçàðãà.
11. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è îêðóæíîñòü: ñóùåñòâîâàíèå ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, ïåðåâîäÿùåãî òî÷êó, ëåæàùóþ âíóòðè êðóãà, â öåíòð, à îêðóæíîñòü â ñåáÿ.
12. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è îêðóæíîñòü: ñóùåñòâîâàíèå ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, ïåðåâîäÿùåãî ïðÿìóþ, íå ïåðåñåêàþùóþ îêðóæíîñòü, íà áåñêîíå÷íîñòü, à îêðóæíîñòü â
ñåáÿ.

13. Òåîðåìà Ïàñêàëÿ.
14. Òåîðåìà Áðèàíøîíà.
15. Òåîðåìà î áàáî÷êå.

Âîïðîñû ê çà÷åòó (òåîðèÿ ãðàôîâ)
1. Ñåòü, ïîòîê, ðàçðåç. Âåëè÷èíà ïîòîêà è ïîòîê ÷åðåç ëþáîé ðàçðåç.
2. Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.
3. Öåëî÷èñëåííûå ñåòè. Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â öåëî÷èñëåííîé ñåòè.
4. Òåîðåìa Õîëëà êàê ñëåäñòâèe òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.
5. Òåîðåìû Ê¼íèãà êàê ñëåäñòâèe òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.
6. Ðåáåðíàÿ òåîðåìà Ìåíãåðà.
7. Âåðøèííàÿ òåîðåìà Ìåíãåðà
8. Êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, èõ ñâîéñòâà. Ãðàô êîìïîíåíò

ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Ñëó÷àé òóðíèðíîãî ãðàôà.
9. Ãàìèëüòîíîâ öèêë â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðíîì ãðàôå.
10. Óäàëåíèå âåðøèíû èç òóðíèðíîãî ãðàôà ñ ñîõðàíåíèåì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
11. Òåîðåìà Áðóêñà.
12. Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà.
13. Îïòèìàëüíûå ðàñêðàñêè ðåáåð ãðàôà, èõ ñâîéñòâà.
14. Ðåáåðíîå õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî äâóäîëüíîãî ãðàôà.
15. Òåîðåìà Âèçèíãà.
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