Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г. 10 класс

Инверсия
6 июля
Определение. Углом между двумя кривыми в их общей точке называется наименьший из вертикальных углов между касательными к ним в рассматриваемой точке.

1. Докажите, что при инверсии угол между прямыми равен углу между их образами (рассмотрите случаи: а) обе прямые проходят через центр инверсии; б) только одна прямая проходит через центр инверсии; в) ни одна из прямых не проходит через центр инверсии).
2. а) Докажите, что инверсия сохраняет углы между окружностями.
б) Докажите, что инверсия сохраняет углы между прямой и окружностью.
3. Докажите, что окружность, содержащая пару инверсных точек 
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 ортогональна окружности инверсии.
4. Пусть A, B, C, D – четыре произвольные точки плоскости, не лежащие на одной прямой или на одной окружности. Докажите, что угол между окружностями, описанными вокруг треугольников ABC и ABD, равен углу между окружностями, описанными вокруг треугольников CDA и CDB.

5. На окружности S выбраны точки A и B. Рассматриваются всевозможные пары касающихся окружностей S1 и S2, касающихся S в точках A и B и а) касающихся между собой; б) ортогональных друг другу. Найдите ГМТ точек касания (соответственно, пересечения) окружностей S1 и S2.

Задачи для самостоятельного решения
6. На отрезке АВ отмечена точка М и на отрезках АВ и АМ как на диаметрах построены по одну сторону от прямой АВ полуокружности S1 и S2. Окружность S3 касается полуокружностей S1 и S2  и перпендикуляра p, восставленного к прямой АВ в точке М. Докажите, что общая касательная к окружностям S2 и S3 проходит через точку В.
7. Окружность касается внутренним образом окружности, описанной около треугольника ABC , а также его сторон AB и AC в точках P и Q соответственно. Докажите, что центр вписанной в треугольник ABC окружности лежит на отрезке PQ.

8. Сумма противоположных углов A и C четырёхугольника ABCD равна 
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. Докажите, что 
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9. Четырёхугольник ABCD вписан в окружность и одновременно описан вокруг другой окружности. Найдите угол между прямыми, соединяющими точки касания противоположных сторон со вписанной окружностью.
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