
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

14 èþëÿ
Äâîéíîå îòíîøåíèå

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê A, B, C, D íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
(A,B,C,D)∗ := AC

BC
: AD

BD
.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê A, B, C, D íà îäíîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ
÷èñëî (A,B,C,D) :=

−→
AC−−→
BC

:
−−→
AD−−→
BD

.
Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ïðÿìûõ a, b, c, d, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó,
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî (a, b, c, d) := sin\(a,c)

sin\(b,c)
: sin\(a,d)

sin\(b,d)
.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïîëÿðíîì ïðåîáðàçîâàíèè.
2. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè.
3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (A,B,C,D) = 1, òî ëèáî A = B, ëèáî C = D.
4. Äîêàæèòå, ÷òî (A,B,C,D) + (A, C, B, D) = 1.
5. Îêðóæíîñòü Γ ïåðåñåêàåò ïðÿìûå a, b, c, d, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ íà Γ, â òî÷êàõ A,B,C,D.

Òîãäà |(a, b, c, d)| = (A,B,C,D)∗.
6. Ñòîðîíû AB è CD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, BC è AD � â òî÷êå

F äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþò EF â òî÷êàõ M è N . Òîãäà (E,F,M, N) = −1.
7. ABCD � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî÷êà M ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC. Äîêàæèòå, ÷òî

∠ABM = ∠CBD òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, C, B, D)∗ = 1.

Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

14 èþëÿ
Äâîéíîå îòíîøåíèå

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê A, B, C, D íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
(A,B,C,D)∗ := AC

BC
: AD

BD
.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê A, B, C, D íà îäíîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ
÷èñëî (A,B,C,D) :=

−→
AC−−→
BC

:
−−→
AD−−→
BD

.
Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ïðÿìûõ a, b, c, d, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó,
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî (a, b, c, d) := sin\(a,c)

sin\(b,c)
: sin\(a,d)

sin\(b,d)
.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïîëÿðíîì ïðåîáðàçîâàíèè.
2. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè.
3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (A,B,C,D) = 1, òî ëèáî A = B, ëèáî C = D.
4. Äîêàæèòå, ÷òî (A,B,C,D) + (A, C, B, D) = 1.
5. Îêðóæíîñòü Γ ïåðåñåêàåò ïðÿìûå a, b, c, d, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ íà Γ, â òî÷êàõ A,B,C,D.

Òîãäà |(a, b, c, d)| = (A,B,C,D)∗.
6. Ñòîðîíû AB è CD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, BC è AD � â òî÷êå

F äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþò EF â òî÷êàõ M è N . Òîãäà (E,F,M, N) = −1.
7. ABCD � âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî÷êà M ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC. Äîêàæèòå, ÷òî

∠ABM = ∠CBD òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà (A, C, B, D)∗ = 1.


