
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

15 èþëÿ
Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

Îïðåäåëåíèå. Åñëè (a,m) = 1 è ïîêàçàòåëü a ïî ìîäóëþ m ðàâåí ϕ(m), òî a íàçûâàåòñÿ ïåðâî-
îáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m.
Çàìå÷àíèå1. Òåì ñàìûì a = a0, a1, a2, . . . , aϕ(m)−1 (mod m) � ýòî âñå âû÷åòû, âçàèìíî ïðîñòûå
ñ m.
Çàìå÷àíèå2. Íàëè÷èå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëå-
ìåíòîâ ïî ìîäóëþ m ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
Óïð1. Ñóùåñòâóåò ëè ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 8? Ïî ìîäóëþ 9?
Çàä0. Ïóñòü ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü. à) Ñêîëüêî òîãäà ñóùåñòâóåò ýëå-
ìåíòîâ a, äëÿ êîòîðûõ ad ≡ 1 (mod m)? á) Ñêîëüêî èìååòñÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé?
Çàä1. a) Íàä Zp (p � ïðîñòîå) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d èìååò íå áîëåå d êîðíåé;

á) ïðè d|p− 1 óðàâíåíèå xd = 1 èìååò ðîâíî d êîðíåé;
â) åñëè d|p − 1, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç f(d) êîëè÷åñòâî âû÷åòîâ ïîêàçàòåëÿ ðîâíî d. Äîêàæèòå,

÷òî d =
∑
d′

f(d′), ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì äåëèòåëÿì d′ ÷èñëà d.

Òåîðåìà (Ãàóññ). Cóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî p.
Óïð2. à) Êàê âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè a ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m, âîçâîäÿ a íå âî âñå
ϕ(m) ñòåïåíåé?

á) Ïîêàæèòå, ÷òî 2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 29.
Óïð3. Ñêîëüêî êîðíåé íàä Zp èìååò óðàâíåíèå xd = 1? Êàê íàéòè âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ,
åñëè èçâåñòåí ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü?
Çàìå÷àíèå3. Ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m
èììåò âèä 2, 4, pα, 2pα, ãäå p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî.

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 1 + x + ... + x6 ≡ 0 (mod 29).
2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, ..., p − 1 ìîæíî ðàññòàâèòü ïî êðóãó òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ

ïîñëåäîâàòåëüíûõ a, b, c ðàçíîñòü b2 − ac áóäåò äåëèòüñÿ íà ïðîñòîå p.
3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî 2m + 2008 ... 3n.

4. Íàéäèòå ñóììó äëÿ öåëûõ d (äëÿ îòðèöàòåëüíûõ òîæå)

p−1∑
n=0

nd (mod p).

5. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Zp[x] áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòàíîâî÷íûì, åñëè çíà÷åíèÿ f(0), . . . , f(p− 1)
ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

à) ïðè êàêèõ d ìíîãî÷ëåí xd áóäåò ïåðåñòàíîâî÷íûì ïî ìîäóëþ p?
á) ïî ìîäóëþ 101 íå ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 100;
â) ïî ìîäóëþ p íå ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâî÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè d > 1, d|p− 1.
6. f(x) ∈ Z[x], f(0) = 0, f(1) = 1. Ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n îñòàòîê

îò äåëåíèÿ f(n) íà p ðàâåí 0 èëè 1. Äîêàæèòå, ÷òî deg(f) ≥ p − 1. (Ñòåïåíü p − 1, î÷åâèäíî,
áûâàåò.)


