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Население острова G составляют лишь рыцари, всегда говорящие только правду, и лжецы, которые всегда лгут. Кроме того, некоторых рыцарей называют «признанными рыцарями» (они проявили себя, чем-то подтвердив свое рыцарское звание), а некоторых лжецов (подтвердивших свою приверженность ко лжи) – «отъявленными лжецами». Обитатели острова G состоят членами различных клубов. Каждый островитянин может быть членом нескольких клубов. Любой островитянин утверждает, относительно любого клуба С, что он либо состоит членом клуба С, либо не состоит членом клуба С. 

Известно, что выполняются следующие четыре условия:

Е1. Все признанные рыцари состоят членами одного клуба.

Е2. Все отъявленные лжецы состоят членами одного клуба

С (условие дополнительности). Все островитяне, не состоящие членами любого клуба, состоят в одном клубе.

G (условие геделевости). Для любого клуба С существует по крайней мере один островитянин, который утверждает, что состоит членом клуба С. (Разумеется его утверждение о членстве может быть ложным).

1. Состоят ли все лжецы острова членами одного клуба?

2. Состоят ли все рыцари острова членами одного клуба?

3. Докажите, что на острове G существует по крайней мере один непризнанный рыцарь.

4. Докажите, что на острове существует по крайней мере один неотъявленный лжец.

5. Докажите, что условие G выполняется тогда и только тогда, когда все лжецы не состоят членами одного клуба.

Рассмотрим теперь произвольный остров, населенный рыцарями и лжецами, на котором имеются клубы. Предполагается, что, кроме рыцарей и лжецов, на острове нет других обитателей. Назовем остров геделевым, если выполняется условие G.

Как-то инспектор Крэг посетил такой остров, населенный рыцарями и лжецами, состоящими членами клубов. Ему удалось собрать следующие сведения.

· Каждый клуб носит имя одного из островитян, и у каждого островитянина есть клуб, названный его именем.

· Островитянин не обязательно состоит членом клуба, носящего его имя.

· Островитянина, который состоит членом клуба, названного в его честь называют номинабельным. В противном случае – неноминабельным.

· Об островитянине Х говорят, что он друг островитянина У, если Х подтверждает номинабельность островитянина У.

· Кроме того, культурная жизнь на острове удовлетворяет следующему условию.

Н. Для любого клуба С существует другой клуб D, такой, что у каждого члена клуба D по крайней мере один друг состоит членом клуба С, а у каждого не члена клуба D по крайней мере один друг не состоит членом клуба С.

6. Помогите Крэгу сделать вывод, что на таком острове обязательно найдется непризнанный рыцарь и неотъявленный лжец.

7. Из этих условий Крэг вывел заключение относительно того, геделев ли тот остров, на котором он находится. К какому заключению пришел инспектор Крэг?

Теорема Геделя


У одного Логика хранится «Книга высказываний». Страницы книги перенумерованы последовательными натуральными числами, и на каждой странице записано ровно одно высказывание. Ни одно высказывание не занимает более одной страницы. Номер страницы, на котором записано высказывание Х, назовем номером высказывания Х. Любое высказывание, занесенное в Книгу, либо истинно, либо ложно. Некоторые истинные высказывания из Книги настолько очевидны Логику, что он принял их за аксиомы своей логической системы. Помимо аксиом в эту систему входят правила вывода, позволяющие доказывать истинные высказывания, сводя их к ранее доказанным истинным высказываниям и аксиомам, и опровергать ложные высказывания. Логик совершенно уверен в своей непротиворечивости (то есть в том, что всякое высказывание, доказуемое в его системе, действительно истинно, а каждое высказывание, опровергаемое в его системе, действительно ложно), но сомневается в ее полноте (то есть в том, что в системе все истинные высказывания доказуемы, а все ложные опровержимы). 


У нашего Логика помимо «Книги высказываний» есть «Книга множеств». Ее страницы также перенумерованы последовательными натуральными числами, и на каждой странице приведено описание некоторого множества чисел
. Любое множество, внесенное в «Книгу множеств», мы будем называть учтенным множеством.


Если задано натуральное число n, то может случиться, что множество, записанное на n -й странице «Книги множеств», содержит число n. В этом случае мы будем называть n  экстраординарным числом. Кроме того, назовем число h сопряженным с числом, если в высказывании, записанном на h -й странице «Книги высказываний», утверждается, что n  – экстраординарное число.


Известно, что выполняются следующие четыре условия:


Е1: Множество номеров всех доказуемых высказываний – учтенное множество.


Е2: Множество номеров всех опровержимых высказываний – учтенное множество.


С: Для любого учтенного множества А множество 
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, состоящее из всех чисел, которые не принадлежат множеству А, – учтенное множество.


Н: Для любого учтенного множества А существует другое учтенное множество В, такое, что каждое число из В имеет сопряженное, принадлежащее А, и каждое число, не принадлежащее В, имеет сопряженное, не принадлежащее А.

8. Каждое ли истинное высказывание доказуемо в системе логика?

9. Каждое ли ложное высказывание опровержимо в его системе?

10. Является ли множество номеров всех истинных высказываний учтенным множеством?

11. Является ли учтенным множеством множество номеров всех ложных высказываний?


























































� По материалам книги Р. Смалиана «Как же называется эта книга


� Под числами мы понимаем целые положительные числа
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