
Äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2008 ãîäà, 10 êëàññ (ïðîôè).

10 èþëÿ
Ëèíåéíûå(âåêòîðíûå) ïðîñòðàíñòâà

Îïð. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâî V (�âåêòîðû�) è ïîëå K (�÷èñëà�), èìåþòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ
âåêòîðîâ è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà èìååòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Ïðè ýòîì:

à) ñëîæåíèå àññîöèàòèâíî, êîììóòàòèâíî, ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíò (−→0 )
è ó êàæäîãî âåêòîðà −→v åñòü îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ (−−→v );

á) 1 · −→v = −→v ; (k1k2)
−→v = k1(k2

−→v ) (çäåñü k1, k2 ∈ K, −→v ∈ V );
â) (k1 + k2)

−→v = k1
−→v + k2

−→v ; k(−→v 1 +−→v 2) = k−→v 1 + k−→v 2.
Òîãäà V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì(âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàä K.

Óïð1. Çàäàéòå åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâàõ:
à) Kn � ñòðîêè èç n ÷èñåë; á) ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âèäà a1x1 + · · · + anxn = bn ñ êîýôôèöè-
åíòàìè èç K; â) âñå ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì K; ã) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n íàä ïîëåì K;
ä) âåêòîðû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå; å) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåòîâ ïîëÿ K; æ) ìíîæåñòâî
ôóíêöèé f : [a, b] → R; ç) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : N→ C.
Óïð2. Îáðàçóþò ëè ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà (îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ
îïåðàöèé): à) ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n íàä ïîëåì K; á) íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íàä
R); â) ìíîãî÷ëåíû ñ ôèêñèðîâàííûì êîðíåì α; ã) ñòðîêè äëèíû n ñ íóëåâîé ñóììîé ýëåìåíòîâ;
ä) ñòðîêè äëèíû n ñ íóëåâûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ; å) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : R → Q íàä
Q; æ) ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : R→ Q íàä R; ç) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ïîëÿ F , â êîòîðûõ
êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ;
Óïð3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðîèçâîëüíîé ÎÑËÓ îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííûõ îïåðàöèé.
á) Ñ êàæäîé ÑËÓ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿæåì ÎÑËÓ. Êàê ïðè ýòîì îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè
ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé?
Óïð4. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Óïð5. Â óïðàæíåíèÿõ 1-2 óêàæèòå ïàðû "ïðîñòðàíñòâî�åãî ïîäïðîñòðàíñòâî".
Óïð6. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè. Îïèøèòå âñå åãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Óïð7. Äàéòå îïðåäåëåíèå èçîìîðôíûõ (êàê áû îäèíàêîâûõ) ïðîñòðàíñòâ.
Óïð8. Íàéäèòå ïàðû èçîìîðôíûõ ïðîñòðàíñòâ â óïðàæíåíèÿõ 1-2.
Îïð. Ïîäìíîæåñòâî S âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, åñëè âñÿêèé åãî âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå α1v1 + · · ·+ αnvn, ãäå v1, . . . , vn ∈ S,
α1, . . . , αn ∈ K. Âûðàæåíèå α1v1+· · ·+αnvn (à òàêæå, â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, è åãî çíà÷åíèå)
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vn.
Îïð. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé
ìíîæåñòâà S â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü L(S) âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòî-
ðîâ èç S.
Óïð9. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(S) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùèì ìíî-
æåñòâî S. Ïðè ýòîì âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , ñîäåðæàùåå S, ñîäåðæèò è L(S)
(ïî ýòîé ïðè÷èíå L(S) íàçûâàþò åù¼ ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà ìíîæåñòâî S).
Óïð10. Â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ â óïðàæíåíèÿõ 1-2 óêàæèòå êàêóþ-íèáóäü ìèíèìàëüíóþ ñè-
ñòåìó îáðàçóþùèõ (òî åñòü òó, êîòîðàÿ ïåðåñòàåò áûòü ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïîñëå âûêèäûâàíèÿ
ëþáîãî èç âåêòîðîâ).
Óïð11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R íàä Q íå èìååò êîíå÷íîé (è äàæå ñ÷åòíîé) ñèñòåìû
îáðàçóþùèõ.


