Двадцать седьмая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2011 г.

10 класс • 6 июля
Определение. Порождающей системой (системой образующих) векторов называется такой набор векторов, что любой вектор пространства представим линейной комбинацией векторов этого набора. 
1. Докажите единственность разложения через базисные элементы в а) КТО, б) интерполяционном многочлене Лагранжа.

Определение. Набор векторов называется линейно независимым, если равенство нулю линейной комбинации векторов этого набора влечет равенство нулю всех коэффициентов этой комбинации.
Определение. Базисом называется линейно независимая порождающая система векторов. Количество векторов в базисе называется размерностью пространства.

2. В каждую клетку шахматной доски вписано по целому числу. Разрешается за один ход увеличить на 1 все числа в любом квадрате 3 × 3 или 4 × 4. Всегда ли можно добиться, чтобы все числа стали кратны 25?
Определение. Линейной оболочкой наборов векторов называется множество всех линейных комбинаций векторов этого набора.
3. Клетки прямоугольника m × n покрашены в красный, желтый и зеленый цвета. За одну операцию все клетки любой вертикали или горизонтали разрешено перекрасить по циклу: красный → желтый → зеленый → красный. Какое число различных узоров можно получить? 

4. В классе k девочек и n > k мальчиков. Некоторым мальчикам нравятся некоторые девочки. Докажите, что найдется некоторый непустой набор мальчиков такой, что каждая девочка нравится четному количеству мальчиков из этого набора.

Для самостоятельного решения
5. В ряд стоят а) 9, б) 8 лампочек. Одним действием можно изменить состояние любых подряд идущих 4 или 7 лампочек. Верно ли, что такими действиями можно получить любое состояние?

6. Докажите, что любой линейно независимый набор векторов конечномерного векторного пространства можно дополнить до базиса.

Запас

7. В связном n,m-графе найдите количество множеств ребер, удаление которых делает все вершины четными.
8. Дана таблица 10 × 10, заполненная вещественными числами. За один ход разрешается увеличить или уменьшить на одно и то же число все числа в некотором прямоугольнике 3 × 5 или 5 × 3. Можно ли для любой стартовой позиции за несколько таких ходов добиться, чтобы все числа в таблице кроме, быть может, двух фиксированных, стали равными?















