Двадцать седьмая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2011 г.


Теорема Турана
10 класс • 21 июля

1. Наибольшее количество ребер в n-графе без треугольников достигается только на полном двудольном графе с почти равными долями.
2.  (Туран, 1941) Наибольшее количество ребер Tk(n) в n-графе без Kk+1 достигается на единственном графе — полном k-дольном с почти равными долями. Такие графы называют графами Турана. (Доказательство индукцией по n удалением Kk.) После совместного доказательства выдаем листки
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, где r — остаток от деления n на k.
4. 
[image: image2.wmf]ú

û

ú

ê

ë

ê

-

=

k

k

n

n

T

k

2

)

1

(

)

(

2

 при k ≤ 7.

5. Наибольшее количество ребер в n-графе без треугольников — 
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Проведите, следуя пунктам, доказательство теоремы Турана перестраиванием, предложенное Зыковым.
Размер наибольшей подклики называется плотностью или кликовым числом графа.

6. Добавление отсутствующего ребра увеличивает плотность не более чем на 1.
7. Удаление вершины не увеличивает плотность.

Расщепление вершины x — это добавление новой вершины z и соединение ее ребрами со всеми вершинами из окружения вершины x.

8. Расщепление вершины не изменяет плотность.

О1.
Если степени несмежных вершин различны, то удаление вершины меньшей степени, а затем расщепление другой вершины, увеличивает количество ребер.
О2.
Если из трех вершин одинаковых степеней смежны только две, то удаление смежных, а затем двойное расщепление третьей, увеличивает количество ребер.

9. Если нельзя выполнить ни одну из двух предыдущих операций, то отношение несмежности вершин — эквивалентность. (Верно и обратное.)
О3.
Если степени смежных вершин отличаются хотя бы на 2, то удаление вершины меньшей степени, а затем расщепление другой вершины, увеличивает количество ребер.

10. Если нельзя выполнить ни одну из трех предыдущих операций, то перед нами граф Турана.

11. Докажите теорему Турана.

Для самостоятельного решения

12. В классе 17 учеников. Известно, что среди любых трех учеников найдутся хотя бы два друга. Докажите, что в классе есть ученик, у которого не менее 8 друзей.

13. В группе из n2 человек каждый имеет не более n знакомых среди остальных. Докажите, что можно выбрать n человек, никакие двое из которых не знакомы друг с другом.
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