Двадцать седьмая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2011 г.


Лемма Холла

10 класс • 20 июля

Лемма Холла. Есть n юношей и несколько девушек. Известно, что каких бы k (где 
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) юношей ни выбрать, число знакомых им в совокупности девушек не меньше k. Тогда можно поженить всех юношей на знакомых им девушках.

1. В условиях леммы Холла назовем множество из k юношей критическим, если общее количество знакомых им девушек в точности равно k. 

1) Докажите, что объединение и пересечение двух критических множеств —критическое множество.

2) Докажите, что если удалить критическое множество юношей вместе с их знакомыми девушками, то для оставшихся будут выполнены условия леммы Холла. 

3) Докажите, что если нет ни одного критического подмножества, то можно поженить  любого юношу на знакомой ему девушке, и для оставшихся будут выполнены условия леммы Холла. 

4) Докажите лемму Холла.

2. Докажите лемму Холла используя следующую конструкцию.

Пусть нам удалось поженить максимальное количество юношей, и при этом кто-то остался неженатым. Этот юноша с горя вступил в тайное общество. Далее каждый юноша приводил в тайное общество всех своих знакомых девушек, а каждая девушка — своего мужа.

3. Из шахматной доски вырезали 7 клеток. Докажите, что на оставшиеся клетки можно поставить 8 не бьющих друг друга ладей.

4. Лист бумаги с обеих сторон разбит на 2011 многоугольников равной площади. Докажите, что его можно проткнуть в 2011 местах, чтобы каждый многоугольник оказался проткнутым ровно по одному разу.

5. На улице Болтунов живут n юношей и n девушек, причем каждый юноша знаком ровно с k девушками, а каждая девушка — ровно с k юношами.
1) Докажите, что все юноши и девушки могут одновременно говорить со своими знакомыми по телефону.
2) Докажите, что юноши и девушки могут звонить друг другу по телефону так, чтобы за k часов каждый поговорил с каждым из своих знакомых по часу.
Для самостоятельного решения
6. Прямоугольник m×n (m ≤ n) называется латинским прямоугольником, если он заполнен натуральными числами от 1 до n так, что в каждой строчке и в каждом столбце стоят разные числа. Докажите, что латинский прямоугольник можно дополнить до латинского квадрата n × n.

7. Есть n юношей и n девушек. Каждый юноша знает хотя бы одну девушку. Тогда можно некоторых юношей поженить на знакомых девушках так, чтобы женатые юноши не знали незамужних девушек.
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