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Прикосновение к теории Рамсея
10 класс • 22 июля

1. Среди любых шести человек найдутся трое попарно знакомых или трое попарно незнакомых. Докажите.
2. Ребра 10-клики покрашены в синий и красный цвета. Докажите, что найдется синий треугольник или красный тетраэдр. Обобщите формулировку. 
Числом Рамсея R(n1,…,nk) называется наименьшее такое n, что при любой раскраске ребер n-клики в k цветов для некоторого цвета i найдется ni-подклика этого цвета. Заметьте, что существование чисел Рамсея мы пока не утверждаем.
3. Найдите

a. R(n) =
b. R(1,n1,…,nk) = 
c. R(2,n1,…,nk) = 
4. Используя идею двух первых задач, оцените сверху
a. R(3,3) ≤
b. R(3,4) ≤ 

c. R(3,5) ≤ 
d. R(4,4) ≤ 
5. При a,b ≥ 2 оцените рекуррентно R(a,b) ≤ 
6. Оцените явно R(a,b) ≤ 

7. Представьте, что оценка в задаче 4b точна, получите противоречие. Исходя из этого, пересчитайте оценки в 4 задаче. 
8. Оцените R(3,3,3) ≤ 
9. При n1,…,nk ≥ 2 оцените рекуррентно 
R(n1,…,nk) ≤ 
10. Докажите, что числа Рамсея существуют!

Известно немного нетривиальных чисел Рамсея. Штук десять, включая те 5, которые мы рассмотрели. Оценки, которые вы получили в 4 и 8 задачах, являются точными, но это надо еще доказывать. В других случаях рекуррентная оценка из 9 задачи оказывается грубой, и нужны дополнительные соображения.
Для получения нижних оценок чисел Рамсея строят примеры. Полный граф на R(n1,…,nk)–1 вершинах, ребра которого раскрашены в k цветов так, что для каждого цвета i нет nk-подклики цвета i, называется графом Рамсея R(n1,…,nk).
11. Постройте граф R(3,3). Докажите, что он единственный.

12. Ребра полного графа покрашены в три цвета так, что любой полный подграф на 4 вершинах содержит ребра всех цветов. Докажите, что вершин в графе не более 13.

Для самостоятельного решения

Подсказка к следующим задачам: можете ограничиться циклическими графами, вершины которых делят окружность на равные части, ребра — хорды, граф переходит в себя при любом повороте.

13. Постройте граф R(3,4).

14. Постройте граф R(3,5).

15. Постройте граф R(4,4).

16. Постройте граф R(3,3,3).
17. Можно ли уменьшить число 13 в задаче 12?

