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1. а) Постройте многочлен степени n, принимающий нулевые значения в точках x1, …, xn, а в точке x0 — значение 1.

б) (Интерполяционный многочлен Лагранжа) Постройте интерполяционный многочлен линейной комбинацией многочленов предыдущего вида.

2. Пусть числа m1, m2, …, mn – попарно взаимно просты. r1, r2, …, rn – произвольные целые. 

а) Докажите, что существует число N такое, что N ≡ 1 (mod m1), N ≡ 0 (mod mi), i > 1.

б) (Китайская теорема об остатках) Докажите, что существует число N такое, что N ≡ ri (mod mi) для всех i = 1, 2,…, n.

3. а) Имеется 32011 ящиков. В одном из них лежит одна монета, во всех остальных ничего нет. Разрешается выбрать любые 22011 ящиков и добавить туда  по одной монете. Докажите, что такими операциями можно уравнять число монет во всех ящиках. 

б) Имеется 32011 ящиков. В каждом лежит некоторое число монет. Разрешается выбрать любые 22011 ящиков и добавить в каждый из выбранных ящиков по монете. Докажите, что такими операциями можно уравнять число монет в ящиках.
4. а) По окружности стоят 1 единица и p ‑ 1 нуль. За ход из каждого числа вычитается его левый сосед. Докажите, что через несколько ходов все числа будут делиться на p. 

б) По окружности расставлены p целых чисел (p ‑ простое). За ход из каждого числа вычитается его левый сосед. Докажите, что через несколько ходов все числа будут делиться на p. 

в) А что будет в предыдущем пункте, если чисел не p, а pn?

г) По окружности расставлены p целых чисел (p ‑ простое). Перед каждым ходом выбирается некое число k и из каждого числа вычитается его k-й сосед слева. Докажите, что через несколько ходов все числа будут делиться на p.


Для самостоятельного решения

5. По кругу расставлены 128 целых чисел. За один ход все числа (одновременно) заменяются на сумму своих соседей (справа и слева). Докажите, что через несколько ходов все числа станут четными.

6. В клетчатой таблице 4 × 4  идет игра по следующим правилам: клетка живет, если на предыдущем ходу у нее было нечетное число живых соседей (по стороне) и умирает в противном случае. Найдите максимум периода по всем первоначальным расстановкам.















