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Треугольник и тетраэдр (продолжение)

10 класс • 10 июля
4. Ортоцентр. 

Тетраэдр называется ортоцентрическим, если его высоты или их продолжения пересекаются в одной точке.

1. Докажите, что тетраэдр будет ортоцентрическим тогда и только тогда, когда:

1) проекция одной из вершин тетраэдра на плоскость противоположной грани совпадает с ортоцентром этой грани;

2) две пары его противоположных (попарно скрещивающихся) рёбер перпендикулярны (при этом перпендикулярны и рёбра третьей пары);

3) суммы квадратов скрещивающихся ребер были равны;

4) все бимедианы равны.

2. В ортоцентрическом тетраэдре общие перпендикуляры к парам противоположных рёбер пересекаются в одной точке.

3. (Теорема Эйлера) Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре центр тяжести расположен в середине отрезка, соединяющего центр описанной сферы с точкой пересечения высот.

4. (Сфера 24 точек, первая сфера Эйлера) Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре окружности 9 точек каждой грани принадлежат одной сфере. Или, другими словами, в ортоцентрическом тетраэдре середины ребер, шесть оснований высот граней и 12 точек, делящих пополам отрезки этих высот от ортоцентров граней до вершин, лежат на одной сфере.

5. (Сфера 12 точек, вторая сфера Эйлера) Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре центры тяжестей и ортоцентры всех граней, а также делящие отрезки каждой из высот тетраэдра от вершины до точки пересечения высот в отношении 2:1, лежат на одной сфере. Эта сфера гомотетична описанной сфере с центром в центре масс и коэффициентом –1/3.

