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1. а) Докажите, что сумма расстояний от произвольной точки до сторон правильного треугольника есть величина постоянная.

б) Внутри треугольника ABC дан треугольник A1B1C1. Известно, что для любой вершины треугольника A1B1C1 расстояние до сторон ABC одно и тоже. Докажите, что ABC – правильный.

в) Докажите, что сумма расстояний от произвольной точки до граней правильного тетраэдра есть величина постоянная.


2. Докажите, что основания внешних биссектрис неравнобедренного треугольника лежат на одной прямой.

3. Дан четырехугольник. В одной паре его противоположных углов провели внешние биссектрисы — получили точку их пересечения. Потом в другой паре — получили вторую точку. Потом противоположные стороны продлили до пересечения, получили два угла — по ним аналогично построили третью точку. Докажите, что эти три точки лежат на одной прямой.

4. На плоскости даны несколько черных и белых отрезков. Берем точку и строим треугольники с вершинами в этой точке и основаниями — данными отрезками. Рассмотрим ГМТ таких точек, что сумма черных (обычных) площадей равна сумме белых. Докажите, что это ГМТ почти всегда покрывается несколькими прямыми. Скольких прямых гарантировано хватит? Почему покрывается почти всегда, но не всегда?

5. (Теорема Ньютона.) В описанном четырехугольнике прямая, проходящая через середины диагоналей, проходит и через центр вписанной окружности. 
6. Грани правильного октаэдра раскрашены в черный и белый цвет (при этом любые две грани, имеющие общее ребро, раскрашены в разные цвета). Докажите, что для любой точки внутри октаэдра сумма расстояний до плоскостей белых граней равна сумме расстояний до плоскостей черных граней.

Для самостоятельного решения
7. (Прямая Гаусса.) Прямая, соединяющая середины диагоналей выпуклого четырехугольника, делит пополам отрезок, соединяющий точки пересечения противоположных сторон.
8. Вписанная окружность треугольника ABC касается стороны AB в точке D. Докажите, что середины отрезков AB и CD, а также центр вписанной окружности лежат на одной прямой.















