Двадцать седьмая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2011 г.

Линейные пространства
10 класс • 9 июля
Множество L называется линейным (векторным, аффинным) пространством над полем K, если в L определены бинарная операция + и для каждого числа (скаляра) 
[image: image1.wmf]K

Î

a

 унарная операция 
[image: image2.wmf]a

a

a

a
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 выполняются условия:
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(противоположный элемент);
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(дистрибутивность).

Пример. Kn. Всякое поле является пространством над своим подполем.

Далее считаем, что зафиксировано некоторое линейное пространство L над K, поле можно считать одним из 
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1. Существует единственный нулевой вектор.

2. Существует единственный противоположный к данному вектор.
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Благодаря ассоциативности и коммутативности сложения для любых 
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 однозначно определен вектор 
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, называемый линейной комбинацией векторов 
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. Множество всех комбинаций (слово линейная далее опускаем для краткости) набора векторов называется (линейной) оболочкой этого набора. Если оболочка набора совпадает со всем пространством, то набор называется порождающим (система образующих). Если для пространства существует конечный порождающий набор, то оно называется конечномерным, а иначе бесконечномерным. Далее считаем рассматриваемое пространство конечномерным, а все наборы векторов конечными.

Подмножество в L, замкнутое относительно операции сложения и умножения на скаляры называется подпространством в L. Легко проверить, что оно тоже является пространством с операциями, полученными сужением исходных.

6. Оболочка набора является подпространством. Поэтому говорят, что она и оно натянуты на вектора набора.

7. Пересечение подпространств — подпространство.

8. Для фиксированных 
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 множество 
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 является подпространством в Kn. Информация не для использования: всякое подпространство в Kn можно получить пересечением таких подпространств.

Если в комбинации все коэффициенты нулевые, то она называется тривиальной и, очевидно, равна нулю. Если же найдется нетривиальная нулевая комбинация набора векторов, то этот набор называется (линейно) зависимым.

9. Поднабор независимого набора независим.

10. Наднабор зависимого набора зависим.

11. Зависимость набора векторов равносильна представимости какого-то из этих векторов комбинацией остальных.

12. Зависимый набор можно уменьшить, не уменьшая его оболочки.

13. Если добавление вектора к независимому набору делает его зависимым, то этот вектор выражается через вектора исходного набора.

14. Независимый непорождающий набор можно увеличить, сохранив независимость.

15. Зависимость набора равносильна существованию двух равных комбинаций векторов этого набора.

16. Докажите равносильность следующих определений базиса.

Набор векторов называется базисом, если:

1. Он независимый и порождающий;

2. Каждый вектор пространства единственным образом выражается через вектора этого набора;

3. Он максимальный независимый;

4. Он минимальный порождающий.

17. Лемма. n+1 комбинация n векторов всегда зависима. (можно индукцией)

18. Любые два базиса пространства равномощны. Количество векторов в базисе называется размерностью пространства, обозначается dim L. При выбранном базисе пространства коэффициенты выражения вектора через базис называются его координатами.

19. Любой набор из k > n векторов n-мерного пространства зависим.

20. Размерность собственного подпространства меньше размерности пространства.

Отображение 
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 линейных пространств над K называется линейным, если 
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 для любых 
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. Линейная биекция называется изоморфизмом линейных пространств.

21. n-мерное пространство над K изоморфно Kn. Замечание: обычно изоморфизмов двух пространств много.

Суммой подмножеств A и B пространства называется множество 
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22. Сумма подпространств — подпространство.

23. 
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Для самостоятельного решения

24. Для каких пар пространств существует единственный изоморфизм?

25. Набор векторов 
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 в Kn независим при 
[image: image30.wmf]0

22

11

¹

nn

x

x

x

K

.
















_1371705967.unknown

_1371706000.unknown

_1371706020.unknown

_1371706045.unknown

_1371706073.unknown

_1371706082.unknown

_1371706085.unknown

_1371706077.unknown

_1371706049.unknown

_1371706034.unknown

_1371706041.unknown

_1371706037.unknown

_1371706024.unknown

_1371706008.unknown

_1371706014.unknown

_1371706005.unknown

_1371705983.unknown

_1371705992.unknown

_1371705996.unknown

_1371705988.unknown

_1371705975.unknown

_1371705979.unknown

_1371705971.unknown

_1371705951.unknown

_1371705959.unknown

_1371705963.unknown

_1371705955.unknown

_1371705942.unknown

_1371705946.unknown

_1371705927.unknown

