Двадцать седьмая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2011 г.


Линейные рекурренты
10 класс • 22 июля

1. Найдите формулу n-о члена последовательности в виде функции от n.
a. a0 = 0, a1 = 10, an+2 = 20an+1–100an. (an=n10n)
b. a0 = 1, a1 = 10, an+2 = 20an+1–100an. (an=10n)
Преподавателю: эти примеры несут еще вторичную цель: показывают базис при D=0. Дети: догадаются до ответа и докажут индукцией. Детям: «Мы научим вас догадываться без догадки, а, убедив себя, убедить других можно индукцией».
Линейной рекуррентой порядка k называется последовательность {an}n≥0, удовлетворяющая линейному рекуррентному соотношению an+k = αk–1an+k–1+…+α0an при всех n ≥ 0 (ЛРС не зависит от n). Для простоты будем считать, что все коэффициенты ЛРС и члены последовательности — действительные числа, причем α0 ≠ 0. Последнее ограничение: не хочется возиться с последовательностями 0n, n0n; кроме того, если α0 = 0, то от a0 ничего не зависит, можно сдвинуть последовательность и уменьшить порядок. Тонкое замечание: порядок рекурренты определен неоднозначно, например, последовательность в 1b удовлетворяет также an+1 = 10an. Множество порядков рекурренты — все числа, больше либо равные наименьшего ее порядка. Такая вот петрушка. Этого можно было бы избежать, но тоже некрасиво. Детям это знать необязательно. 
2. Покажите, что является ЛР:

а) геометрическая прогрессия; 

б) периодическая последовательность;

в) последовательность Фибоначчи; 
г) арифметическая прогрессия. (по виду не похоже, но взяв разность двух соседних)
3. Покажите, что множество всех последовательностей, удовлетворяющих данному ЛРС — линейное пространство. (множество всех действительных последовательностей, очевидно, является ЛП, т.о. достаточно показать замкнутость операций)
4. Найдите какой-нибудь базис этого пространства. (последовательности, у которых стартовые вектора образуют единичную матрицу)
Этот базис плохой, его элементы не функции. Надо найти хороший. Начнем с малого. k=1.

5. Решите ЛРС первого порядка общего вида. Г.П.
6. Рассмотрим случай k = 2, т.е. ЛРС вида an+2 = α1an+1+α0an. Надо найти хороший базис.
7. Найдите геометрические прогрессии, удовлетворяющие этому ЛРС.

8. Покажите, что при D ≠ 0 найденные г.п. образуют базис.

9. Как найти выражение искомой последовательности через этот базис? Подставить n=0 и n=1 и решить СЛУ 2х2.
10. Найдите базис при D = 0. (qn и nqn)
11. Найдите действительный базис при D < 0. Поскольку нехорошо для действительной задачи давать ответ через комплексные числа. Это может вызвать проблемы. Путь. q1 и q2 сопряжены, q1n и q2n сопряжены, тогда (q1n+q2n)/2 и (q1n–q2n)/2i тоже базис, причем действительный. Т.о. если q=r(cost±isint), то действительный базис rncosnt и rnsinnt.
12. Решите a0 = 0, a1 = 1, an+2 = an+1+an. 
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13. Решите a0 = 5, a1 = –16, an+2 = –4an+1–4an. (–2)n(3n+5) 
14. Решите a0 = 1, a1 = 2+
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, an+2 = 2
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an+1–4an. 
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В общем виде линейные рекурренты решаются таким образом. Пусть qj — все действительные корни кратностей sj, а rl(costl±sintl) — все комплексные корни кратностей ul характеристического многочлена xk–αk–1xk–1–…–α0 для ЛРС 
an+k = αk–1an+k–1+…+α0an. Тогда общее решение имеет вид (без доказательства) 
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, где deg Pj < sj, deg Ql < ul, deg Rl < ul. Коэффициенты (всего k штук) многочленов P, Q, R находятся из начальных условий однозначно, например, решением СЛУ.
Для самостоятельного решения

15. Игроки P и Q играют серию игр до банкротства одного из них. У игрока P изначально k денег, а у Q — n. В каждой игре игрок P с вероятностью p выигрывает одну денежку, а с вероятностью q = 1–p проигрывает. Какова вероятность, что в итоге выиграет P? (1–(q/p)k)/(1–(q/p)k+n) 
16. Пьяница проснулся за забором своего участка длиной 2n+1 шагов. До калитки n шагов. Направление каждого шага вдоль забора равновероятно. Сколько он сделает в среднем шагов до калитки   ? n(n+1) 
_1372820500.unknown

_1372820626.unknown

_1372819805.unknown

_1372815463.unknown

