Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28. VII .98 г
БИЛЕТ 1 

1. Понятие диаметра конечного множества точек плоскости. Задача о наименьшем возможном значении диаметра конечного множества точек, расстояние между любыми двумя из которых не меньше 1 (точное значение диаметра для 3,4,5 точек и оценка в общем случае).
2. Доказать, что бесконечно множество всех простых чисел вида 4m +1.

3. Доказать, что пересечение двух числовых полей – поле. Обязано ли быть полем объединение двух числовых полей?

БИЛЕТ 2

1. Понятие выпуклого множества. Теорема Хелли. Теорема Юнга.

2. Найти для произвольного натурального n следующие суммы: 
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3. Написать матрицу поворота вокруг начала координат на данный угол ( в базисе, состоящем из единичных векторов, направленных вдоль перпендикулярных координатных осей.

БИЛЕТ 3

1. Определение и свойства гомотетии. Композиция параллельного переноса и гомотетии.

2. Даны числа х1, х2,...,х1998   такие, что х1=х1998=1998  и хn=1/3(xn+1+2xn-1). Доказать, что для любого n  xn=1998. 

3.  Доказать, что всякое числовое поле содержит все рациональные числа.

БИЛЕТ 4

1. Композиция гомотетий.
2. Доказать, что число квадратичных вычетов по модулю простого нечётного числа равно числу квадратичных невычетов.
3. Доказать, что любое квадратное уравнение с комплексными коэффициентами имеет квадратный корень.

БИЛЕТ 5

1. Определение и свойства аффинных преобразований.

2. Доказать, что операция произведения матриц ассоциативна.

3. Разделить с остатком  многочлен с коэффициентами в поле вычетов по модулю 7  2х2+х+1 на многочлен с  коэффициентами в поле вычетов по модулю 3х+1 и проверить результат.

БИЛЕТ 6

1. Изменение площадей многоугольников при аффинном преобразовании.

2. Найти формулу общего члена последовательности, заданной условиями:  a1=1/2, a2=1, an=
[image: image3.wmf].
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3. Пусть ни одно из натуральных чисел a, h не делится на простое число вида 4k+3. Доказать, что и сумма их квадратов не делится на данное число.

БИЛЕТ 7

1. Понятие матрицы аффинного преобразования. Матрицы движений и гомотетии. Композиция аффинных преобразований и произведение матриц.
2. Докажите равенство двух многочленов с коэффициентами из поля остатков по модулю простого числа p:  хр – х = х(х – 1)(х – 2)…(х – р + 1).
3. Нарисовать линию, в которую переходит квадрат при инверсии относительно описанной около него окружности.

БИЛЕТ 8

1. Определитель матрицы и коэффициент искажения площадей. Определитель произведения матриц.

2. Какая функция комплексного переменного задает поворот вокруг точки z0 на угол ( ?
3. Привести пример числовой системы с неоднозначным разложением на простые множители.

БИЛЕТ 9

1. Обратная матрица и обратное преобразование. Критерий обратимости матриц. 

2. На плоскости даны три попарно пересекающиеся окружности, центры которых не лежат на одной прямой. Через точки пересечения любых двух из них проведена прямая. Доказать, что все эти прямые пересекаются в одной точке.

3. Доказать, что гауссово число, сопряжённое к простому, само является простым. Доказать, что при умножении простого гауссова числа на обратимое снова получается простое гауссово число.

БИЛЕТ 10

1. Понятие инверсии. Образы окружности и прямой при инверсии. Сохранение при инверсии углов между окружностями и прямыми.
2. Даны числа х1, х2,...,х1998   такие, что х1=х1998=1998  и хn=1/3(xn+1+2xn-1). Доказать, что для любого n  xn=1998.

3. Доказать, что произведение символов Лежандра равно символу Лежандра произведения.

БИЛЕТ 11

1. Использование инверсии при построениях циркулем и линейкой. Задача Аполлония.

2. Пусть каждое из натуральных чисел a,b не делится на простое число вида 4k+3. Доказать, что и сумма их квадратов не делится на данное число.

3. Доказать на языке комплексных чисел, что композиция двух поворотов есть либо поворот, либо параллельный перенос.
БИЛЕТ 12

1. Понятие степени точки относительно данной окружности. Радикальная ось двух окружностей.
2. Некоторый многочлен с коэффициентами из поля остатков по модулю 3 даёт при делении на х+2  остаток 2, а при делении на х+1 даёт остаток 1. Найти остаток от деления этого многочлена на (х+1)(х+2).

3. Доказать, что точки, соответствующие комплексным числа z1,, z2, z3  колинеарны тогда и только тогда, когда 
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 есть действительное число.

БИЛЕТ 13

1. Расстояние между центрами вписанной и описанной окружностей треугольника.

2. Многочлен с целыми коэффициентами принимает при четырёх целых значениях аргумента значение 7. Доказать, что ни при каком целом  значении аргумента он не может принимать значение 14.

3. Доказать, что следующая система сравнений не имеет решений: 
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БИЛЕТ 14

1. Цепочки окружностей. Альтернатива Штейнера.

2. Разложить на простые множители целое гауссово число 7 + 3i.

3. Доказать, что следующая система сравнений не имеет решений: 
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БИЛЕТ 15

1. Условие принадлежности трёх точек комплексной плоскости одной прямой. Условие принадлежности четырёх точек комплексной плоскости одной окружности.

2. Докажите, что если аффинное преобразование переводит окружность в себя, то оно является или поворотом или симметрией.

3. Образуют ли поле комплексные числа вида 
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БИЛЕТ 16

1. Формула общего члена для возвратных последовательностей, заданных соотношением
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, при различных значениях дискриминанта. 
2. Доказать, что геометрическое преобразование, задаваемое функцией вида 
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является осевой симметрией, если а – произвольное комплексное число с модулем 1.

3. Доказать, что выпуклые фигуры на прямой имеют общую точку, если общую точку имеют любые две из них.

БИЛЕТ 17
1. Китайская теорема об остатках.

2. В какую линию переходит биссектриса первого и третьего координатных углов при преобразовании плоскости, задаваемом функцией 
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3. На прямой l выбраны точки А, В, С, а на прямой l1 – точки А1, В1, С1. При этом АВ1 параллельна А1В, а ВС1 параллельна В1С. Доказать, что АС1 параллельна А1С.

БИЛЕТ 18

1. Символ Лежандра. Свойства символа Лежандра. Критерий Эйлера. Квадратичный характер числа (–1).

2. Выписать комплексную функцию, задающую инверсию относительно окружности с центром в точке z0 и радиусом R.
3. Может ли композиция двух гомотетий с одним и тем же коэффициентом и центрами А, В быть гомотетией с центром в середине отрезка АВ?

БИЛЕТ 19

1. Понятие абсолютно наименьшего вычета. Правило Гаусса. Квадратичный характер числа 2.

2. Определение кругового преобразования. Доказать, что функции вида 
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 задают круговые преобразования. Привести примеры преобразований, не являющихся круговыми.

3. Общие внешние касательные к парам окружностей S1 и S2, S2 и S3, S1 и S3 пересекаются в точках А, В, С соответственно. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой.

БИЛЕТ 20
1. Гауссовы числа. Норма гауссова числа и её свойства. Теорема о делении с остатком.

2. На плоскости заданы несколько полуплоскостей, внутренности которых покрывают всю плоскость. Доказать, что из этих полуплоскостей можно выбрать три, внутренности которых тоже покрывают всю плоскость.

3. Доказать, что любой выпуклый многоугольник содержит два многоугольника, которые подобны исходному с коэффициентом 0,5 и не имеют общих внутренних точек.
БИЛЕТ 21

1. Основная теорема арифметики гауссовых чисел.

2. На плоскости даны три различные точки А, В, С . Построить с помощью циркуля  и линейки окружность, касательные к которой, проведённые из этих точек, имели бы заданные длины а,b,с.
3. Пусть m1, m2 произвольные натуральные числа. При каком условии будет иметь решение система
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БИЛЕТ 22

1. Описание простых гауссовых чисел.

2. Доказать, что середины четырёх общих касательных к двум непересекающимся кругам лежат на одной прямой.
3. Докажите равенство двух многочленов с коэффициентами из поля остатков по модулю простого числа p: хр – х = х(х – 1)(х – 2)…(х – р + 1).
БИЛЕТ 23

1. Описание всех натуральных чисел, представимых в виде суммы двух квадратов.
2. Внутри выпуклого многоугольника расположено несколько попарно непересекающихся кругов различных радиусов. Доказать, что этот многоугольник можно разрезать на несколько выпуклых многоугольников так, чтобы внутри каждого содержался ровно один из данных кругов. 
3. Доказать, что матрица имеет обратную тогда  и только тогда, когда её определитель отличен от нуля.
БИЛЕТ 24

1. Описание комплексных функций, задающих осевую и скользящую симметрии.

2. Найти все решения сравнения 
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3. Докажите, что если при аффинном преобразовании f каждая точка некоторой прямой l переходит в себя, то все точки плоскости, не лежащие на этой прямой, сдвигаются в одном и том же направлении или в противоположных направлениях.

БИЛЕТ 25
1. Описание простых гауссовых чисел.
2. Норка мышки имеет три различных выхода. Где должна сесть кошка, чтобы расстояние от неё до самого далёкого из выходов было наименьшим?

3. Доказать, что два четырёхугольника переводятся друг в друга аффинным преобразованиям тогда и только тогда, когда диагонали этих четырехугольников делятся точками пересечения в соответственно равных соотношениях.
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