ОСНОВНАЯ  ТЕОРЕМА  АРИФМЕТИКИ  ГАУССОВЫХ ЧИСЕЛ.

Теорема

Любое гауссово число представляется в виде произведения простых гауссовых чисел. Если какое-то гауссово число представлено в виде произведения простых гауссовых двумя способами то количество сомножителей в этих произведениях одинаково и каждый сомножитель в одном из этих произведений равен произведению сомножителя из другого произведения на обратимое число.

Схема доказательства основной теоремы арифметики натуральных чисел "задом наперёд"

1. Если произведение двух натуральных чисел делится на простое число, то на это число делится хотя бы один из множителей.

2. Если два числа взаимно просты, то единицу можно представить в виде их целочисленной линейной комбинации.

3. Наибольший общий делитель двух натуральных чисел равен последнему ненулевому остатку в алгоритме Евклида.

Переносятся ли эти рассуждения на случай гауссовой арифметики? Если да, то в чём проблема?

ЧТО ТАКОЕ ДЕЛЕНИЕ С ОСТАТКОМ В ГАУССОВОЙ АРИФМЕТИКЕ?

ВОПРОСЫ

1. Разделить с остатком 1+5i на 3+i и культурно записать результат.

2. Сформулировать определение остатка от деления одного гауссова числа на другое.

ТЕОРЕМА О ДЕЛЕНИИ С ОСТАТКОМ Для любых гауссовых чисел z, w найдутся гауссовы числа x, r такие, что z = wx + r и N(r)<N(w). 

ВОПРОС Будет ли число r (остаток) определяться единственным образом? Если нет, то мешает ли это доказательству основной теоремы арифметики?

РАЗЛОЖЕНИЕ НА ПРОСТЫЕ МНОЖИТЕЛИ

ПРИМЕР 11+10i 
ВЫВОД Прежде, чем раскладывать само число, удобно разложить норму.

ЗАДАЧА. Найти все нечётные решения диофантова уравнения х2+4=у3.

ОПИСАНИЕ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ, ПРЕДСТАВИМЫХ

 В ВИДЕ СУММЫ ДВУХ КВАДРАТОВ

ВСПОМИНАЕМ 

1. Простое число вида 4k+1 представимо в виде суммы двух квадратов.

2. Если два натуральных числа представимы в виде суммы двух квадратов, то и их произведение представимо.

ВОПРОС 1. Как определить по натуральному числу, представимо ли оно в виде суммы двух квадратов?

ВОПРОС 2. Можно ли произведение различных простых чисел вида 4k+3 представить в виде суммы двух квадратов?

ЗАДАЧИ.  Пусть каждое из натуральных чисел a,b не делится на простое число вида 4k+3. Доказать, что и сумма их квадратов не делится на данное число.

Получаем ответ на вопрос 2.

ТЕОРЕМА

Натуральное число представимо в виде суммы двух квадратов тогда и только тогда, когда любой его делитель вида 4k+3 входит в разложение на простые множители в чётной степени.

