Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.

КВАДРАТИЧНЫЕ ВЫЧЕТЫ–2.
Пусть р– простое число, а а взаимно простое с ним натуральное число. Обычно, работая со сравнениями, мы заменяем число а на его остаток от деления на р. Однако ясно, что в сравнении 
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 23) удобнее заменить число 43 не на 20, а на отрицательное число  –3. Это соображение приводит нас к определению абсолютно наименьшего вычета. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Абсолютно наименьшим вычетом числа а по модулю р называется число, которое сравнимо с а по модулю р и имеет наименьшую среди всех таких чисел абсолютную величину.

ПРИМЕРЫ

1. Найти абсолютно наименьший вычет числа 24 по модулю 7; числа 31 по модулю 11.

2. Абсолютно наименьший вычет по модулю р принадлежит множеству 
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ТЕОРЕМА. Рассмотрим  числа а, 2а,...,та, где т=
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, и их абсолютно наименьшие вычеты 
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. Пусть к количество отрицательных чисел в этом множестве. Тогда а является квадратичным вычетом в том и только том случае, если к четно.

(Указание. Вспомните доказательство малой теоремы Ферма.)

ЗАДАЧИ.

1. Будет ли число 2 квадратичным вычетом по модулю простого числа 1997?

2. Доказать, что число 2 является квадратичным вычетом по модулю любого простого числа вида 8к+1 и квадратичным невычетом по модулю любого простого числа вида 8к+3.

3. Для каких простых чисел р число 2 является квадратичным вычетом по модулю р? (Рассмотрите остаток р при  делении на 8.) 

4. Доказать равенство 
[image: image5.wmf]8

1

2

)

1

(

2

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

р

р


5. Вычислить 
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 При каких р число 3 является квадратичным вычетом по модулю р?

               КВАДРАТИЧНЫЙ ЗАКОН ВЗАИМНОСТИ ГАУССА. Если p и q простые нечетные числа, тогда                      
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                ВАЖНОЕ ЗАМЕЧАНИЕ. Теперь у нас есть всё необходимое, чтобы вычислять символ Лежандра числа а по произвольному простому модулю р и решать сравнения типа 
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               ЗАДАЧИ

1. Вычислите 
[image: image9.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

7

13

,
[image: image10.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

491

426

.

2. Решите уравнение в целых числах 
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3. Разрешимы ли сравнения 

а) 
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4. При каких простых нечетных р следующие сравнения имеют решение

а) 
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5. Числа 1,2,…,р-1 разбиты на две непустые группы, причём произведение двух чисел из одной и той же  группы равно (сравнимо по модулю р) с некоторым числом из первой группы, а произведение двух чисел из разных групп равно некоторому числу из второй группы. Докажите, что первая группа состоит из квадратичных вычетов по модулю р, а вторая из квадратичных невычетов.
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