                     Часть 1.  Линейные уравнения.

п.1.  Решение линейных уравнений в целых числах.

   Рассмотрим уравнение

                            а х + b у = с  ,                      (1)

где  одно из чисел  а  и  b   отлично от  О.

   На плоскости это уравнение задает прямую.

   Предположим,  что  числа   a  ,  b   и  c   - целые.  Возникает  вопрос:

существуют ли целые числа  (х;у),  удовлетворяющие этому уравнению  ( т. е.

имеет ли уравнение  (1)  целое решение )?

   Пусть  НОД(а ,b ) = d.  Тогда левая часть уравнения  (1)  будет делиться

на  d  при любых целых  х и у.  Значит, если целое решение существует, пра-

вая часть уравнения  (1),  т. е.  с ,  тоже должно делиться на  d.  В  этом

случае, сократив обе части уравнения  (1)  на  d, мы получим уравнение вида

                             aх + bу = с  ,                       (2)

где  НОД(а,b)= 1.

   Всегда ли такое уравнение имеет целое решение?  Оказывается,  да.  Верно

даже более общее утверждение:

   Теорема 1.  Если НОД(а,b) = 1, то существуют такие целые числа  u  и  v,

что  аu + bv = 1.

   Следствие.  Из теоремы 1 следует, что числа  cu  и  cv  будут целыми ре-

шениями уравнения (2),  а числа  dcu  и  dcv  - целыми решениями  (1).

   Док.-во т.1.   Пусть  m  -  минимальное натуральное число, которое можно

представить в виде  m = ах  + bу , выбрав подходящие целые числа  х  и  у .

   Докажем, что  а  делится на  m. Разделив  а  на  m  с остатком, получим:

а = mq + r,  где   О < r < m.  Отсюда  r  =  a - mq  =  a - (aх  + bу )q  =

=  a(1 - х q) + b(-у q).   Мы получили, что меньшее чем  m  число  r  пред-

ставляется в виде   r = ах  + bу  .   В силу минимальности  m  это возможно

только если  r = О, т. е. если  а  делится на  m.

   Аналогично доказывается, что  b  делится на  m. Это значит, что НОД(а,b)

(т. е. 1)  делится на  m, откуда  m = 1.  Теорема доказана.

   Из доказательства теоремы 1 можно увидеть, как найти одно какое-то реше-

ние уравнения  (2).  Если известно одно решение, то мы найдем и все осталь-

ные (см. ниже задачу 5).

Задачи к части 1.

1.  Решите в целых числах  (х;у)  уравнения

  а)   75х - 39у = 1 ;     б)   43у + 25Ох = 7 ;     в)   1О5х + 42у = 56 .

2.  Докажите, что   а) НОД(2 -1,2 -1) = 7;   б) НОД(2 -1,2 -1) = 2      -1.

3.  Докажите, что в последовательности  2 + 1, 2  + 1, 2  + 1, ... , 2  + 1

любые два числа взаимно просты.  Выведите отсюда, что множество простых чи-

сел бесконечно.

4.  Имеются 35 целых чисел. Разрешается одновременно прибавить по 1 к неко-

торым 23 из них. Докажите, что повторив эту операцию достаточное число раз,

можно сделать все данные числа равными.

5.  Рассмотрим уравнение   ax + by = c,  где  a,b,c  -  целые числа, причем

НОД(a,b) = 1.  Пусть известно,  что  x = m,  y = n  -  целое решение  этого 

уравнения.  Докажите, что все остальные целые решения этого уравнения полу-

чаются по формулам  x = m + tb,  y = n - ta,  когда  t  пробегает все целые

числа.
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    Часть 2.  Многочлены  от  одной  переменной.

   Многочленом  от  одной  переменной   х   называется  выражение  вида

A(х) = а х  + а  х  + ... + а  ,  где коэффициенты  а , ... , а  - действи-

тельные числа.  Если  а  = О,  то число  n  называется степенью многочлена.

Обозначение:  degA(х) = n.

   Примеры:     х + 1,     2х  - 3х + 4,     х  + х  + 17.

   Мы знаем, что числа можно делить друг на друга с остатком.   То же можно

делать и с многочленами.   Разделить многочлен  A(х)  на многочлен  В(х)  с

остатком значит найти такие многочлены  Q(х)  и  R(х),  что

           A(х) = В(х)Q(х) + R(х),  где  degR(х) < degB(x).

Упражнение 1.  Докажите, что деление всегда возможно.

   Как и числа, делить многочлены друг на друга удобно столбиком.

Пример. Разделим многочлен  x  + 3x - 1  на многочлен  x  + x + 2  с остат-

ком.  Имеем:

    x  + 3x - 1       x  + x + 2      Таким образом, частное  Q(x) = x - 1,

    x  + x  + 2x      x - 1          остаток  R(x) = 2x + 1.  Имеем:

       - x  + 3x - 1                  x  + 3x - 1  =  (x  + x + 2)(x - 1) +

       - x  -  x - 2                                  + 2x + 1 .


      2x + 1

   Следующая теорема показывает,  как найти остаток от деления на многочлен

первой степени, не производя деления.

   Теорема Безу.  Остаток от деления многочлена   A(x)   на двучлен   x - a

равен значению многочлена  A(x)  при  x = а.

   Док.-во.  Разделим многочлен  A(x)  с остатком на  x - а.  Получим:

A(x) = (x - a)Q(x) + R(x),  где  degR(x) < deg(x - a) = 1, т. е.  degR(x) =

= О.  Это значит, что R(x) - число  (R(x) = r).  Тогда, подставляя значение

х = а  в многочлен  A(x),  получим:   A(a) = (a - a)Q(a) + r = r,  откуда и

следует утверждение теоремы.

   Следствие 1.  Многочлен   A(x)   тогда и только тогда делится на  х - а,

когда  A(a) = О.

   Следствие 2.  Число корней многочлена не превосходит его степени.

   Наибольшим общим делителем двух  (не равных тождественно О)  многочленов

A(x) и B(x)  называется многочлен наибольшей степени, делящий  A(x) и B(x).

НОД  определен однозначно с точностью до постоянного множителя: если D(х) =

= НОД(A(х),В(х)),  то для любого числа  с = О  многочлен  сD(х)  тоже явля-

ется  НОД(A(х),В(х)).

   Упражнение 2.  Докажите следующую теорему:  для любых не равных тождест-

венно  О  многочленов  A(x)  и  В(х)  с  НОД(A(х),В(х)) = D(х)   существуют

такие многочлены  U(x)  и  V(x),  что   D(x) = A(x)U(x) + B(x)V(x).

   (Указание:  по аналогии с доказательством  теоремы 1  п.1  части 1  рас-

смотрите не равный тождественно  О  многочлен минимальной степени, предста-

вимый в нужном нам виде. Покажите, что он делит  A(x)  и  В(х), т. е. делит

D(x).  Заметив, что выражения нужного нам вида всегда делятся на  D(x), по-

лучите, что найденный вами многочлен и есть наибольший общий делитель).

   Следствие 1.  Если  НОД(A(х),В(х)) = 1,  то у многочленов  A(x)  и  В(х)

нет общих корней.

   Док.-во.  По  упражнению  2  существуют такие многочлены  U(x)  и  V(x),

что  A(x)U(x) + B(x)V(x) = 1.  Если  а - корень многочленов  A(x)  и  В(х),

т. е.  A(a) = B(a) = O, то подставляя значение  х = а  в выражение, получим

О = 1,  что невозможно.  Поэтому  A(x)  и  В(х)  не имеют общих корней.

   Следствие 2.  Число решений системы   A(x) = O,  B(x) = O   не превосхо-

дит  degНОД(A(x),B(x)).

   Док.-во.  Пусть НОД(A(x),B(x)) = D(x).  Тогда  A(x) = A (x)D(x),  B(x) =

= B (x)D(x),  причем  НОД(A (x),B (x)) = 1. По следствию 1  A (x)  и  В (х)

не имеют общих корней, откуда наша система равносильна уравнению  D(x) = O.

Теперь утверждение  следствия 2  легко получается из теоремы о числе корней

многочлена.
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Задачи  к  части  2.

1. Разделите с остатком следующие многочлены:

  а)  х  + х + 1   на   х + 2;     б)  3х  - х  + х + 2   на   2х  - х - 4;

  в)  х  - 1   на   х - 1 ;        г)  х   + 1   на   х - 1.

2. Многочлен ненулевой степени называется  неприводимым  (  над  множеством

действительных чисел), если его нельзя представить в виде произведения двух

многочленов ненулевой степени с действительными коэффициентами.

   Докажите, что квадратный трехчлен  х  + px + q  неприводим тогда и толь-

ко тогда, когда его дискриминант  p  - 4q < O.

3. Разложите следующие многочлены в произведение неприводимых сомножителей:

  а)  х  + 3х  + х + 3;   б)  х  + х  + 1;   в)  х  + 1;   г)  х  + х  + 1.

4. Докажите, что для любых не равных тождественно О  взаимно простых много-

членов  A(x)  и  B(x)  существуют   такие   многочлены  U(x)  и  V(x),  что

degU(x) < degB(x),  degV(x) < degA(x)  и  A(x)U(x) + B(x)V(x) = 1.

5. Пусть  Р(х) = а х  + а  х   + ... + а  -  многочлен с целыми коэффициен-

тами.  Пусть  а = m/n  -  отличный от нуля корень многочлена  Р(х),  причем

целые числа  m  и  n  взаимно просты.  Докажите, что

  а)  а   делится на  n;   б)  а   делится на  m.

6. Найдите все рациональные корни многочленов

  а)  2х  + х  + 5х - 3;         б)  х  + х + 1О;         в)  4х  + х + 15.

7. Докажите,  что  не существует  такого  многочлена  Р(х),  что  все числа

Р(О),  Р(1),  Р(2), ...   являются простыми.

8. Докажите, что если многочлен  Р(х)  степени  N  принимает целые значения

при  х = О, 1, 2, ... , N, то он принимает целые значения при всех целых х.

9. Докажите, что для любых чисел   а , а ,..., а   и  b , b ,..., b   суще-

ствует многочлен  Р(х)  такой, что  Р(а ) = b , P(a ) = b ,..., P(a ) = b .

1О. Дан многочлен  Р(x)  с

  а) натуральными коэффициентами;

  б) целыми коэффициентами.

Обозначим через  а   сумму цифр в десятичной записи числа  Р(n).  Докажите,

что найдется число, которое встречается в последовательности  а ,  а ,  ...

.. ,  а , ...  бесконечно много раз.  
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     Часть 3.  Многочлены  от  двух  переменных  и  соответствующие  им

 кривые  на  плоскости.  Теорема  Безу  и  ее  использование  в  геометрии.

п.1.  Что такое "многочлен от двух переменных"?

   Одночленом от двух переменных называется выражение вида  ах у ,  где а -

произвольное действительное число,  m  и  n  - неотрицательные целые числа.

Сумма нескольких одночленов такого вида называется  многочленом от двух пе-

ременных  х  и  у.

Примеры. 1)  х - у;  2)  х  + у  - 1;  3)  у - х ;  4)  ху - 1;  5) у - х .

   Пусть   A = A(х,у)   -  многочлен от двух переменных.   Если отметить на

плоскости все решения уравнения   A(х,у) = О,  мы получим некоторую кривую.

Будем говорить,  что она задается многочленом   A(х,у).  Всякую  кривую  на

плоскости,  задающуюся многочленом от двух переменных,  мы  будем  называть

плоской алгебраической кривой.

   Так, в примерах  1) - 5)  мы получаем:

1)             2)             3)             4)             5)

    прямая        окружность     парабола       гипербола       кубическая









 парабола

   Все это - плоские алгебраические кривые.

   Степенью одночлена  ах у   (при а = О) называется число  m + n. Степенью

многочлена  A(х,у)  называется наибольшая из степеней одночленов (с ненуле-

выми коэффициентами),  входящих в  A(х,у).  Обозначение:   degA(х,у).  Так,

степень многочлена из примера 1)  равна  1, степени многочленов из примеров

2) - 4)  равны  2,  степень многочлена из примера 5)  равна  3.

Упражнение 1.  Пусть  degA = m,  degВ = n.  Докажите, что  degAВ = m + n.

п.2.  Что общего  у многочленов от одной переменной  и  многочленов от двух

переменных?

   Мы знаем,  что многочлены от одной переменной можно делить друг на друга

с остатком.  А можно ли делить друг на друга многочлены от двух переменных?

То есть, всегда ли для данных многочленов   A(х,у)  и  В(х,у)   можно найти

такие многочлены  Q(x,y)  и  R(x,y),  что   A(х,у) = В(х,у)Q(х,у) + R(х,у),

где  degR(x,y) < degB(x,y)?   Ответ: не всегда.  Вот простой пример: попро-

буем разделить  х  на  у.   Тогда должны найтись такие   Q(x,y)  и  R(х,у),

что  х = уQ(х,у) + R(х,у),  где  degR(x,y) < degу = 1, т. е. degR(х,у) = О.

Это значит, что  R(х,у) = r  - число.  Тогда   х = уQ(х,у) + r,  причем ра-

венство должно выполняться для любых  х  и  у.  Подставляя   х = О,  у = О,

имеем:  О = r,  а подставляя  х = 1,  у = О,  имеем:  1 = r - противоречие.

   Скажем, что многочлен  A(х,у)  делится на многочлен  С(х,у),   если най-

дется  такой  многочлен  D(х,у),  что   A(х,у) = С(х,у)D(х,у).   Многочлены

A(х,у)  и  В(х,у)  называются  взаимно простыми,  если не существует такого

непостоянного многочлена  С(х,у),  что  A  и  В  оба делятся на  С.

   Мы знаем,  что для любых двух взаимно простых многочленов от одной пере-

менной   A(х)  и  В(х)   найдутся  такие  многочлены   U(x)  и  V(х),   что

A(х)U(х) + В(х)V(х) = 1. Выясним, верна ли подобная теорема для многочленов

от двух переменных.   То есть, верно ли, что для любых двух взаимно простых

многочленов  A(х,у)  и  В(х,у)  найдутся такие многочлены  U(х,у) и V(х,у),

что  A(х,у)U(х,у) + В(х,у)V(х,у) = 1.  Оказывается, нет.  Контрпример легко

придумать: пусть  А(х,у) = х,  В(х,у) = у.  Очевидно, что  х  и  у  взаимно

просты.  Пусть  найдутся  такие   U   и   V,   что   хU(х,у) + yV(х,у) = 1.
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Подставляя  в  это  равенство,  верное  для любых значений  х  и  у,  числа 

х = О,  у = О,  получаем:  О = 1  - противоречие.

   Мы знаем, что если многочлены от одной переменной  A(х)  и  В(х)  взаим-

но просты, то система   A(х) = О,  В(х) = О  не имеет решений.  Аналогичная

теорема  для многочленов от двух переменных, конечно, не верна.   Например,

все многочлены из примеров  1) - 5)  п.1  попарно взаимно просты  (подумай-

те, почему), однако определяемые ими кривые пересекаются друг с другом.

   Впрочем,  можно заметить,  что число точек пересечения двух любых кривых

из примеров  1) - 5)  конечно.  Этот факт приводит нас к предположению, что

такая же  ситуация  складывается  в  случае  произвольных  взаимно  простых

кривых.  Действительно, верна следующая

   Теорема 1.   Пусть   A(х,у)  и  В(х,у)  -  взаимно  простые  многочлены.

Тогда система  A(х,у) = О,  В(х,у) = О  имеет конечное число решений.

   Доказательство.  Доказывая подобную теорему для многочленов от одной пе-

ременной мы пользовались возможностью делить их друг на друга.   Для много-

членов от двух переменных этого делать нельзя.   Однако никто не мешает нам

рассматривать многочлены от двух переменных  х , у  как многочлены от одной

переменной  х,  не отличая переменную  у  от коэффициентов. Подробнее, вся-

кий многочлен   A(х,у)   можно записать в виде многочлена от переменной  х:

A(х,у)  =  а (у)х  + а  (у)х   + ... + а (у)х + а (у),    где  коэффициенты

а  (у),...,а (у)  -  многочлены от одной переменной  у.  Будем обращаться с

коэффициентами  а (у)  как с обычными числами.   Разделим, например, много-

член  х  + ух   на  ух  + 1  с остатком.  Имеем:

    х  +     ух           ух  + 1             Итак,   х  + ух  = (ух  + 1) 

    х  + (1/у)х          (1/у)х + 1            ((1/у)х + 1) + 1 - (1/у)x,


 ух  - (1/у)х                         где  степень остатка по пере-


 ух  - 1                              менной  х  меньше степени де-


     - (1/у)x + 1                     лителя по переменной х.

   При таком делении  мы получаем  в качестве частного и остатка  не обяза-

тельно многочлены от переменных  х , у.  Это  многочлены  от переменной  х,

коэффициенты которых - дроби вида   а(у)/b(у),   где  а(у),  b(у)  - много-

члены от  у.  Такие выражения мы будем называть полумногочленами.

   Если полумногочлены  A(х,у)  и  В(х,у)  взаимно просты,  то к ним приме-

нима теорема о многочленах от одной переменной:  найдутся такие  полумного-

члены  U (х,у)  и  V (х,у),  что   A(х,у)U (х,у) + В(х,у)V (х,у) = 1.   До-

множая полученное равенство  на общий знаменатель  полумногочленов  U (х,у)

и  V (х,у),  зависящий только от  у,  мы получаем равенство


        A(х,у)U(х,у) + В(х,у)V(х,у) = С(у),

в котором учавствуют уже обычные многочлены от переменных  х, у,  а  С(у) -

многочлен от одной переменной  у.

   Из  этого  равенства  следует,  что  если   A(х ,у ) = В(х ,у ) = О,  то

С(у ) = О.  Однако, многочлен от одной переменной имеет конечное число кор-

ней.  Значит,  вторая координата решений нашей системы  принимает  конечное

число значений.  Аналогичными рассуждениями мы получим,  что и первая коор-

дината решений системы принимает конечное число значений. Это и значит, что

наша система имеет конечное число решений.

   Поэтому, мы полностью докажем теорему 1, если покажем, что взаимно прос-

тые многочлены  A(х,у)  и  В(х,у)  будут взаимно простыми полумногочленами.

   Предположим  противное.  Пусть  найдутся  такие  полумногочлены  С(х,у),

A (х,у),  В (х,у),  что  С(х,у)  зависит от х   и   A(х,у) = A (х,у)С(х,у),

В(х,у) = В (х,у)С(х,у).  Записав  С(х,у)  в виде  С(х,у) = С (х,у)С(у), где

дробь  С(у)  зависит только от  у,  а  многочлен  С (х,у)  не делится ни на

какой  многочлен  от  у,  получим,  что  A(х,у)  и  В(х,у)   оба делятся на

С (х,у),  что противоречит их взаимной простоте как многочленов.  Теорема 1

доказана.
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п.3.  Теорема Безу.  Теорема Паскаля.

   Мы знаем,  что  две различные прямые  пересекаются  не более чем в одной

точке;  прямая и окружность - не более чем в двух;  парабола и окружность -

не более чем в четырех и т. д.  Оказывается, верна следующая

   Теорема (Безу).  Пусть  A(х,у)  и  В(х,у)  - взаимно простые многочлены.

Тогда число решений системы  A(х,у) = О,  В(х,у) = О  не превосходит произ-

ведения степеней этих многочленов.

   Проверим эту теорему, когда один из многочленов, например В(х,у),  явля-

ется линейным, т. е.  В(х,у) = b x + b y + b ,  где одно из чисел  b ,b  не

равно О.  Пусть  b = О.  Тогда, выражая  х  из равенства  В(х,у) = О, полу-

чаем:   х = -(b /b )y - (b /b ).  Подставляя  х  во второе уравнение систе-

мы, имеем:   A(-(b /b )y - (b /b ),у) = О.   Мы получили многочлен от одной

переменной степени не выше чем  degA(х,у).  Он не равен О тождественно, так

как тогда наша система имела бы бесконечное число решений ( целую прямую ),

что противоречит теореме 1 п.2.  Поэтому этот многочлен имеет не более degА

корней (см. следствие 2 из теоремы Безу из п.1 части 2).  Так как degВ = 1,

то число решений системы, по доказанному, не превосходит  degAdegВ,  ч.т.д.

   Также легко доказать теорему Безу,  когда один из многочленов задает па-

раболу и т. п.   Теорему Безу можно доказать и в общем случае, однако дока-

зательство более сложное.  Поэтому мы не будем пока доказывать эту теорему,

но укажем на некоторые ее применения,  которые очень хорошо проиллюстрируют

ее силу и важность.

   Одним из таких примеров является теорема Паскаля, утверждающая, что точ-

ки пересечения противоположных сторон вписанного в окружность шестиугольни-

ка лежат на одной прямой.

   Напомним, что многочлен  A(х,у)  называется неприводимым, если его нель-

зя представить в виде произведения двух непостоянных многочленов.  Заметим,

что окружность задается многочленом второй степени, который неприводим (по-

думайте, почему).  Возникает вопрос:  останется ли верной  теорема Паскаля,

если окружность заменить другой неприводимой кривой второй степени?  Оказы-

вается, да.  А именно, верна следующая

   Теорема (Паскаль).   Если вершины шестиугольника лежат на кривой, задаю-

щейся  неприводимым многочленом  второй степени,  то  точки пересечения его

противоположных сторон лежат на одной прямой.

   Доказательство.   Пусть кривая,  на которой  лежат вершины нашего шести-

угольника, задается уравнением  G = О,  где  G = G(х,у) - неприводимый мно-






     гочлен второй степени.   Пусть






     стороны шестиугольника задают-






     ся линейными уравнениями  L  =






     = О,  L  = O,  L  = O, M  = O,






     М  = О,  М  = О (см. рисунок).






     Рассмотрим кривую третьей сте-






     пени с уравнением  Н = О,  где






     Н = L L L  + sМ М М  (где  s -






     произвольное  число,   s = О).






     Легко видеть, что на этой кри-






     вой лежат  все вершины  шести-






     угольника, а также точки пере-






     сечения   его  противоположных






     сторон.  Подберем число s так,

чтобы кривая  Н  имела с кривой  G  еще одну точку пересечения (отличную от

вершин шестиугольника).  (Это легко сделать: выберем на кривой точку  Р, не

лежащую ни на одной  из  сторон шестиугольника,  и возьмем число  s  равным

-L (Р)L (Р)L (Р)/М (Р)М (Р)М (Р)).  Тогда мы получим, что кривая  Н  степе-

ни 3  и кривая  G  степени 2  имеют  7 > 3 2  точек пересечения. Значит, по

теореме Безу,  Н  и  G  не  взаимно  просты.  Так как  G  неприводим, то  Н
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просто делится на  G,  т. е.  Н = G L.  Поскольку  degН = 3,  degG = 2,  то

degL = 1,  т. е.  L  задает прямую.   На ней и лежат оставшиеся 3 точки пе-

ресечения противоположных сторон шестиугольника  ( они ведь лежат на кривой

Н,  но не лежат на кривой  G ).  Теорема Паскаля доказана.

   Это удивительное  и  очень  красивое  доказательство  придумал  Плюккер.

С помощью подобных рассуждений можно доказывать много других интересных те-

орем, некоторые из которых сформулированы далее в виде задач.

п.4.  Теорема о 9 точках на кубической кривой.

   В этом пункте мы докажем одну интересную теорему о кубических кривых (т.

е. кривых, задающихся на плоскости многочленами третьей степени).  Из  нее,

в частности, также следует теорема Паскаля.

   Теорема (о 9 точках на кубической кривой).   Пусть  три  красные  прямые

пересекают  три  голубые  в  9  черных  точках.  Если  8  из них  лежат  на

некоторой  кубической  кривой,  то и девятая  лежит  на  той же  кубической

кривой.

   Доказательство.   Пусть уравнения красных прямых есть   L  = O,  L  = O,

L  = O;  уравнения голубых прямых есть  М  = О,   М  = О,  М  = О  (см. ри-

                                                  сунок). Точку пересечения

                                                  прямых  М    и  L    обо-

                                                  значим через  A   ( i и j

                                                  принимают значения  1,  2

                                                  и  3).  Докажем, что если

                                                  из точек  A   (1 <i,j< 3)

                                                  все кроме  A    лежат  на

                                                  кубической кривой с урав-

                                                  нением  H(x,y) = O,  то и

                                                  A    -  тоже.

                                                     Положим   L  =  L L L ,

                                                  М  =  М М М ,  и  докажем,

                                                  что для некоторых чисел  r

                                                  и  s  выполнено  тождество

                                                  H =  rL + sM. Отсюда будет

                                                  следовать,   что  H = О  и

                                                  в точке A  :  ведь   L = О

                                                  на красных прямых,   М = О

                                                  на голубых, так что в чер-

                                                  ных точках  выполнены  оба

                                                  эти равенства.

   Удобно считать, что прямые с уравнениями  L  = О,  М  = О  -  это оси ко-

ординат,  т. е.  L (x,y) = x,  M (x,y) = y  (этого можно добиться подходящей

заменой координат, см. замечание после доказательства). Рассмотрим многочле-

ны  H  и  L  на оси  y = О,  т. е.  многочлены  H(x,O)  и  L(x,O).  Они име-

ют степень не выше  3  и обращаются в О в трех различных точках  A  ,  A   и

A  .  Это значит,  что они совпадают  с точностью  до  числового  множителя:

H(x,y) = rL(x,O)  при некотором  r. Аналогично докажем, что H(O,y) = sМ(О,y)

при некотором  s.

   Рассмотрим теперь многочлен  G = H - rL - sM.  Он  тождественно  равен  О

при  x = O (так как  L  содержит множитель  x  и  H(O,y) = sM(O,y)), а также

при  y = O.  По  теореме 1  из  п.2  это значит, что  G  делится на  x  и на

y,  т.е.  G = xyG ,  где  G   -  многочлен степени не выше первой  (так  как

degG < 3).  С другой стороны,  в точках  A  ,  A  ,  A  ,  в  которых  G = O

и  xy = О,  многочлен  G   должен обращаться в  О,  а эти точки не лежат  на

одной прямой. Это возможно, лишь если  G   (а значит и  G)  тождественно ра-

вен  О.  Поэтому  H = rL + sM,  и теорема доказана.
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   Следствие.  Когда кривая  H  распадается на окружность и прямую, мы полу-

чаем теорему Паскаля.

   Замечание. Пусть уравнения прямых  L  = O и М  = О  есть  ax + by + c = О

и  dx + ey + f = O. Введем новые переменные  z  и  t, положив  z = ax + by +

+ c,  t = dx + ey + f.  Выразив отсюда  x  и  y  и  подставив их в многочле-

ны  L ,  L ,  L ,  M ,  M ,  M ,  H  получим  их  выражения  через  z  и  t.

Степени всех многочленов при этом останутся прежними. Действительно, очевид-

но,  что при таком преобразовании степени не могут увеличиваться.  Но  тогда

они не могут и уменьшится - иначе при обратном переходе мы получим  увеличе-

ние степеней.  Поэтому все нужные нам свойства многочленов не изменятся, за-

то уравнения прямых  L   и  M   в координатах  (z,t)  будут иметь нужный нам

вид:  z = O  и  t = O  соответственно.

Задачи к части 3.

1. а) Придумайте многочлен  F(x,y)  такой,  что уравнение  F(x,y) = O  имеет

ровно одно решение.

   б) Придумайте многочлен  F(x,y)  такой,  что уравнение  F(x,y) = O  имеет

ровно два решения.

   в) Может ли многочлен из пункта  б)  быть неприводимым ?

2. Решите системы уравнений:

   а)   x  - 3xy + 2y  + 4y - 4 = O       б)   x y + 3xy + 2y + 3 = O       

        x  - y  - 3x - 2y + 5 = O              2xy - 2x + 2y + 3 = O

3. Найти все значения  с,  при которых многочлены

   а)  x  - cx + 2   и   x  + cx + 2 ;    б)  x  + cx  - 9   и   x  + cx - 3

имеют общий корень.

4. Докажите теорему, обратную к теореме Паскаля: если точки пересечения про-

тивоположных сторон шестиугольника лежат на одной прямой, то его вершины ле-

жат на неприводимой кривой второй степени  (предполагается,  что никакие три

вершины шестиугольника не лежат на одной прямой).

5. Докажите следующую теорему Дезарга:  если прямые  АА ,  ВВ   и  СС  пере-

секаются в одной точке, то точки пересечения прямых АВ  и  А В , ВС  и В С ,

АС  и  А С   лежат на одной прямой.

6. Сформулируйте и докажите теорему, обратную к теореме Дезарга.
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