Двадцать первая Летная Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль, 2-27 июля 2005 г., 6 класс

Заключительная олимпиада, 23 июля, довывод
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1. Как разрезать нарисованную справа таблицу по линиям клеток на пять прямоугольников, чтобы суммы чисел в каждом из них были равны? Укажите все способы и объясните, почему нет других.
Ответ: Единственным способом, см. рис.

Решение. Общая сумма чисел в таблице равна 35, поэтому в каждой части должно быть ровно 7. Тогда клетка с цифрой 7 должна составлять отдельную часть. Стоящую над ней цифру 5 нельзя объединить с 3, поэтому необходимо объединить с двумя 1. Тогда однозначно восстанавливается часть 3 и 4. Далее, если 1, стоящую под 4, не объединить с единицей в левом нижнем углу, то можно получить максимум 1+3+1+1 = 6, поэтому необходимо их объединить, но тогда к ним однозначно добавляется 3 и 2.

2. Аня и Славик разрезали два одинаковых прямоугольника. У Ани получились два прямоугольника каждый периметром 40 см, а у Славика  - два прямоугольника каждый периметром 50 см. Какой периметр имели первоначальные прямоугольники?

Ответ: 60 см. 

Решение. Заметим, что, разрезая прямоугольники, Аня и Слава делали разрезы вдоль разных сторон, иначе их прямоугольники имели бы одинаковые периметры. Заметим также, что, используя стороны, полученные при разрезе, можно составить еще один прямоугольник равный первоначальным. А значит общий периметр новых четырех новых прямоугольников (2(40+2(50=180) равен периметру трех первоначальных прямоугольников. И, значит, периметр первоначального прямоугольника равен 180/3=60 см.

3. Всегда ли к любому десятизначному числу можно дописать в конце одну цифру так, чтобы полученное одиннадцатизначное число делилось на 11?
Ответ: Нет

Решение.  Необходимо, чтобы знакопеременная сумма имела остаток 1 при делении на 11. Тогда при дописывании любой цифры знакопеременная сумма дает остатки от 1 до 10, но не ноль.
4. Из натуральных чисел от 1 до 22 Екатерина Григорьевна вычеркнула все числа, кратные 5, а остальные покрасила в два цвета. Докажите, что можно выбрать несколько карточек одного цвета так, чтобы сумма чисел на этих карточках делилась на 10. 
Решение.  Так как по сути важны только последние цифры, то будем считать, что на карточках 11, 21 написана 1, на карточках 12, 22 написаны 2 и так далее. Тогда если хотя бы одна карточка 1 имеет тот же цвет, что и хотя бы одна карточка 9, то мы получим требуемую сумму. Поэтому все карточки 1 окрашены в черный цвет, а все карточки 9 – в белый. Так как всего карточек 1 три штуки, то все карточки 8 и все карточки 7 тоже окрашены в белый цвет. Но две карточки 7 и две карточки 8 уже дадут в сумме число, кратное 10.
5. В Колиной коллекции есть четыре царские золотые пятирублевые монеты. Коле сказали, что какие-то две из них фальшивые, причем фальшивые монеты одинаковы по весу, настоящие тоже одинаковы по весу, но фальшивые легче настоящих. Коля хочет проверить (доказать или опровергнуть), что среди монет есть ровно две фальшивые. Удастся ли ему это сделать с помощью двух взвешиваний на двухчашечных весах без гирь? 
Ответ: Да

Решение.  При первом взвешивании на левую чашку кладем монеты 1 и 2, а на правую – монеты 3 и 4. В случае равенства в коллекции четное количество фальшивых монет. Тогда мы сравним первую и вторую монеты. Если они равны, то равны все монеты, и они либо все  настоящие, либо все фальшивые. Если же неравенство, то в коллекции ровно 2 фальшивые монеты. Пусть теперь в результате первого взвешивания перевесила правая чашка., то мы имеем три варианта ФФФН, ФФНН, ФННН.  Тогда мы взвешиваем 1 и 3 с 2 и 4. Тогда во втором случае мы получим равенство (это соответствует тому, что всего 2 фальшивые монеты), а в остальных – неравенство.
Вывод
6. Двое игроков по очереди красят стороны 2005-угольника в один из двух цветов. Проигравшим считается тот, после хода которого образуются две одноцветные соседние стороны. Кто выиграет при правильной игре и как ему играть?
Ответ: Выигрывает второй.

Решение. После хода первого второй закрашивает сторону, находящуюся через одну от уже закрашенной стороны, противоположным цветом. Таким образом, оставшаяся сторона не может быть покрашена. Затем проводим ось симметрии, перпендикулярную этой стороне, и второй использует антисимметричную стратегию (повторяет ходы первого симметрично, но другим цветом).
7. На клетчатой бумаге закрашено 2005 клеток. Докажите, что из них можно выбрать 502 не соприкасающиеся клетки (клетки называются соприкасающимися, если они имеют общую сторону или вершину).
Решение.  Красим клетки следующим образом – полоса 121212…, полоса 343434…, потом опять полоса 121212… и так далее. Заметим, что клеток какого-то одного из цветов не  менее 502. Они и являются искомыми.

8. В пятидесятиметровом бассейне тренируются два пловца. Они стартуют одновременно с одного бортика и плывут по соседним дорожкам с постоянными, но различными скоростями. Доплыв до бортика, пловец немедленно поворачивает и плывет назад, а проплыв километр — заканчивает тренировку и уходит в раздевалку. Известно, что за время тренировки пловцы встречались 15 раз (если один пловец догнал другого — это тоже встреча; момент старта встречей не считается, момент финиша одного из них, если второй находится там же, встречей считается). Во сколько раз "быстрый" пловец плывет быстрее "медленного"? Найдите все возможности.
Ответ: 5 или 5/3.
Решение. Если бы ни одна встреча не происходила у бортика, то всего было бы 19 встреч (на каждой дорожке, кроме первой). Любая встреча у бортика экономит нам одну встречу. Таким образом, всего у бортика произошло 4 встречи. Очевидно, что они происходили через равные промежутки времени, поэтому они произошли через 5, 10, 15 и 20 дорожек «быстрого». Если бы они произошли через 4 или менее дорожек, то встреч было бы не  менее 5, а если через 6 и более, то встреч было бы не менее 3. За то время, пока «быстрый»  проплывает 5 дорожек, «медленный» должен проплыть нечетное число дорожек, меньшее 5, то есть 1 или 3, отсюда ответ.
Послевывод
9. В компанию из n человек пришел журналист. Ему известно, что в этой компании есть человек, который знает всех, но которого не знает никто. Журналист может задавать вопросы вида «знаете ли Вы такого-то?» любому человеку. При этом одному человеку можно задавать несколько вопросов, и все ответы правдивы. За какое наименьшее число вопросов это можно узнать?
Ответ: n-1 ответ.

Решение. Покажем, как это сделать. Берем первого человека, и начинаем ему задавать вопросы последовательно про всех остальных. До тех пор, пока мы получаем ответы «да», мы продолжаем опрос, а при появлении ответа «нет» переходим к тому, про кого было сказано «нет», а далее задаем ему вопросы про людей далее по списку. Таким образом, всего будет задано n-1 вопрос. Если про человека был ответ «да», он перестает быть подозрительным.  Если человек сам ответил «нет», то он тоже вне подозрений. Заметим, что если ответ «нет» не появился, то опрошенный человек – искомый. Таким образом, искомого человека мы найдем. Докажем, что n-2 вопросов не хватит. Каждый вопрос выводит из-под подозрения ровно одного человека (в случае ответа «нет» - того, кто отвечает, а в случае ответа «да» - того, про кого спрашивали). За n-2 вопроса будет выведено из-под подозрения n-2 человека, но при этом как минимум двое останутся под подозрением.










