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ИГРЫ, 21 июля
Решение с конца. Передача хода.
Комментарий. В первые пятнадцать минут разбираем примеры на доске (предварительно дав время на решение), и смотрим, кстати, кто с идеей знаком, а с кем поработать внимательнее…. Формулировка идеи нахождения выигрышных позиций – в процессе разбора на доске, напомнить, что решать с конца мы, вроде как, уже умеем (. Вторая идея тут же, 
Решение с конца. Последовательно определяются позиции, выигрышные и проигрышные для начинающего. Выигрышными позициями, определенными на очередном шаге, являются те, из которых можно получить ранее определенную проигрышную позицию, а проигрышными – те, любой ход из которых ведет к попаданию на ранее определенную выигрышную позицию.

ПРИМЕРЫ

1. Король стоит на поле h8. Разрешается за ход сдвинуть его вниз или влево. Выигрывает тот, кому некуда ходить. Кто из игроков выигрывает при правильной игре? 

Решение: Легко видеть, что диагонали доски, проигрышные и выигрышные для начинающего, чередуются. 

2. В куче 25 камней. Игроки берут по очереди 2, 4 или 7 камней. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто из игроков выигрывает при правильной игре?

Решение: Случаи 0 камней или 1 камень проигрышны для начинающего. Поэтому случаи 2, 3, 4, 5, 7, 8 камней для начинающего выигрышны: своим ходом он переводит игру в позицию, проигрышную для начинающего, и роль начинающего будет играть его партнер. Аналогичным образом, поскольку из позиций в 6 и 9 камней можно перейти только в позицию, выигрышную для начинающего, сами эти позиции для начинающего проигрышны. Отмечая далее аналогичным образом выигрышные и проигрышные позиции, легко установить их периодичность и определить характер позиции из 25 камней.

3. Пусть в двухходовых шахматах фигуры ходят так же, как и в обычных. Только за один ход игрок ходит либо двумя фигурами, либо одной фигурой два раза. Белые начинают. Докажите, что в этой игре белые имеют ничейную стратегию.

Заметим, что никто не просит указать эту стратегию в явном виде, требуется только доказать ее существование!

Другая распространенная идея – передача хода. Пусть имеется выигрышная стратегия, начиная из какой-то позиции. Если в эту позицию по своему желанию мы можем попасть сами или заставить противника попасть в нее, то у нас имеется выигрышная стратегия. 
Шахматистам такой прием хорошо известен. Во многих шахматных окончаниях используется идея передачи хода для получения позиции, в которой любой ход противника ведет к проигрышу (цугцванг).
4. Докажите, что в игре "крестики-нолики" на бесконечной доске у ноликов нет выигрышной стратегии. 

Решение: Пусть у ноликов есть выигрышная стратегия. Тогда этой стратегией могут с тем же успехом воспользоваться крестики, игнорируя свой начальный знак. Когда крестикам приходится ходить на поле, где крестик уже стоит, они ходят куда угодно. Заметим, что лишний крестик не помешает первому выиграть.

Обязательные задачи
1. В куче лежит 50 камней. Двое по очереди добавляют в нее от 1 до 10 камней. Выигрывает тот, кто доведет число камней до 200. Кто это будет – первый или второй? 
Решение. Чтобы на финише положить 200-ый камень, надо перед этим оставить противнику 189, 178 и т.д. Из чисел 2+11k, больших 50, наименьшее – 57. Следовательно, первый игрок выигрывает, доведя первым ходом число камней до 57, а далее дополняя выставленные противником камни до 11.

2. Двое по очереди берут из кучи камни. Разрешается брать любую степень двойки (1, 2, 4, ...). Взявший последний камень выигрывает. Кто победит в этой игре? 

Решение. Если исходное число камней делится на 3, то выигрывает второй, беря каждый раз по одному или по два камня и оставляя число камней, которое делится на 3. Если же начальное число камней не делится на 3, то та же стратегия приводит к победе первого игрока.

3. Имеется две кучки по 11 спичек. За ход разрешается взять две спички из одной кучки и одну из другой. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Решение. Ход коня.

4. Имеется две кучки конфет: в одной – 20, а в другой – 21 конфета. За ход нужно съесть одну из кучек, а другую разделить на две непустые кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

5. Игра начинается с числа 1. За ход разрешается умножить имеющееся число на любое натуральное число от 2 до 9. Выигрывает тот, кто первым получит число, большее 1000. Кто выигрывает при правильной игре?

6. Двое играющих ходят по очереди на циферблате с одной стрелкой: каждый своим ходом переводит стрелку на два или три часа вперед. Выигрывает тот, кто первым поставит стрелку на 11 часов. Кто выигрывает при правильной игре, если вначале стрелка показывает полдень?

7. Выписаны в ряд числа от 1 до 1997. Играют двое. За один ход можно вычеркнуть любое число и все его делители. Выигрывает тот, кто зачеркивает последнее число. Докажите, что это первый игрок.

Решение. Для доказательства можно не предъявлять выигрывающую стратегию. Пусть на числах от 2 до 1997 у начинающего есть выигрыш; тогда задача решена (число 1 вычеркнется вместе с любым первым числом). Если же на этих числах начинающий проигрывает, то первым ходом вычеркнем 1 и передадим ход второму игроку.
8. Две компании "Светопром" и "ООО ЕЭС" получили право освещать столицу международной шахматной мысли Нью-Васюки, представляющую собой прямоугольную сетку улиц. Они по очереди ставят на еще неосвещенный перекресток прожектор, который освещает весь юго-западный угол города (от нуля до 90(). Премию О.Бендера получит та компания, которой на своем ходе нечего будет освещать. Начинает "Светопром". Кто выиграет при правильной игре?

Решение. Заметим, что самый юго-западный квартал будет освещен в любом случае после первого же хода. Предположим, что у "ООО ЕЭС" есть выигрышная стратегия. Тогда у нее есть выигрывающий ответ на ход, состоящий в освещении только этого юго-западного квартала. Но тогда "Светопром" может начать освещение именно с этого хода, а затем воспользоваться выигрышной стратегией "ООО ЕЭС". Противоречие. Следовательно, у "ООО ЕЭС" нет выигрышной стратегии, а т.к. ничьи быть не может, то выигрышная стратегия есть у "Светопрома".
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9. На клетчатой доске в отмеченной клетке стоит фигура “Кентавр” (см. рис.), которая может ходить на одну клетку влево, вверх или вправо вверх. Двое по очереди двигают фигуру. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Дополнительные задачи

10. Имеются две кучи камней: в одной 5, в другой 7. Двое играющих берут по очереди камни. Разрешается взять один камень из любой кучи или по одному камню из обеих куч. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

Решение. Ход хромого  короля.
11. Пять ямок расположены в ряд. В каждой лежит по шарику. За один ход разрешается переложить все шарики из какой-нибудь ямки в соседнюю справа ямку. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход (когда все шарики лежат в самой правой ямке). Кто победит, если игроки не делают ошибок? 
Решение. Выигрышные позиции: х0х0х, х000х, 0х0хх, 00х0х.

12. На доске написаны числа 1, 2, ..., 2004, 2005. Игроки поочередно стирают с доски любые два числа и вместо них пишут модуль их разности до тех пор, пока останется одно число. Если это число будет четным, то выигрывает первый игрок, а если нечетным – второй.
Решение. Игра-шутка. Выигрывает второй игрок. Отметим, что сумма всех чисел от 1 до 2005 является нечетным числом и четность суммы чисел, написанных на доске, не меняется. Поэтому на доске останется нечетное число.

13. На столе лежат 199 карточек, на которых сверху написаны произвольные натуральные числа. Двое по очереди берут себе карточки. Выигрывает тот, кто первым сможет выбрать набор карточек, сумма чисел на которых делится на 100. Кто выигрывает при правильной игре?
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