Двадцать первая Летная Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль, 2-27 июля 2005 г., 6 класс

ИГРЫ
Симметрия. Разбиение на пары

Комментарий. Первые сорок минут предлагается давать игрушки по одной, принимая решения у пар игроков и разбирая с остальными на доске. 

В качестве теории: определение понятия правильной игры и стратегии.

Правильная игра. Будем говорить, что у игрока есть выигрышная стратегия, если он может играть так, чтобы выиграть вне зависимости от ходов своего противника. Будем считать, что игроки достаточно умны для того, чтобы в случае существования у них выигрышной стратегии пользоваться ей, а не давать выиграть другому. Правильной игрой мы будем называть именно такую игру, в которой нет “глупых” ходов. А вопрос: “Кто выигрывает при правильной игре?” нужно понимать как: “У какого из игроков есть выигрышная стратегия?”
Доп. вопрос: А может ли выигрышная стратегия существовать у обоих игроков?

ПРИМЕРЫ

1. На столе выложены две одинаковых монеты. Играют двое. Каждый игрок за один ход может взять любую из монет и разменять ее меньшими монетами, но на ту же сумму. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? (Монеты берутся из набора 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50 копеек и 1 рубль). 
Решение. Очевидно, что в этой ситуации выигрывает второй. Дело в том, что он всегда может повторять ход первого (и в этом случае после хода второго остается четное число монет любого достоинства) и игра когда-то обязательно закончится. Стало быть, не сможет сделать ход именно первый игрок.

2. Двое играют, поочередно выставляя крестики и нолики на квадратном поле 9
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Рис. 1  

9. В конце каждый получает очко за каждую строку и столбец, в которых его знаков больше. Сможет ли первый игрок выиграть?
Решение. Да. Он занимает центральное поле и далее отвечает центрально симметрично ходам второго игрока. В результате он выиграет центральные строку и столбец, а остальные распределяются поровну. Счет – 10:8.

3. Двое по очереди ставят слонов в клетки шахматной доски. Очередным ходом надо побить хотя бы одну небитую клетку. Фигура бьет и клетку, на которой стоит. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
 Решение. Осевая симметрия.
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Дана доска в виде трех пересекающихся шестиугольников, разбитая на треугольники (рис.1). Двое играют в следующую игру: первый своим первым ходом ставит короля на любую клетку, после чего, начиная со второго, они поочередно двигают его по доске (в соседнюю по стороне клетку), причем запрещается ходить в ранее посещенные клетки. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть? 
Решение. Разбить все на пары соседних (ромбики). Выигрывает второй.
5. Двое играют в игру “Крестики-нолики” на доске 10
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10. Но, в отличие от обычной игры, они за каждый ряд из 5 крестиков или ноликов получают по одному очку. Кто выигрывает при “правильной игре”?

Заметим, что в этой игре слова “правильная игра” не случайно заключены в кавычки, так как ни у одного из игроков нет выигрышной стратегии и введенное ранее понятие, не годится. Но если в определении правильной игры заменить выигрышную стратегию на непроигрышную.

Обязательные задачи
1. Анечка и Славик ломают шоколадку размером 6
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17. За один ход разрешается сделать прямолинейный разлом по любому из имеющихся углублений. Выигрывает тот, кто первым отломит дольку 1(1. Начинает Анечка, кто выиграет при правильной игре?
 Решение. Анечка. Первым ходом она устанавливает симметрию, разделив шоколад пополам. Далее А повторяет ходы С, после N хода А получаем 2N пар равных долек, до тех пор, пока не появится возможность отломить дольку.
2. На доске в строку написано 2005 целых чисел. Игроки по очереди расставляют между ними знаки "+" или "–". После того, как все места заполнены, подсчитывается результат. Если он четен, выигрывает первый игрок, если нечетен – второй игрок.
Решение. Результат зависит только от числа нечетных чисел, написанных на доске. Если количество нечетных чисел четно, то выигрывает первый игрок, в противном случае выигрывает второй игрок.

3. Дана клетчатая доска 10(10. За один ход разрешается покрыть любые две соседние клетки доминошкой (прямоугольником 1(2) так, чтобы доминошки не перекрывались. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

4. На центральном узле клетчатого поля 10
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10 стоит шашка. Играют двое. При каждом ходе разрешается переставить ее на любой другой узел, но при этом длина пути должна быть больше, чем на предыдущем ходе. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто должен выиграть при правильной игре?

Решение. Второй. Он передвигает шашку на узел, симметричный тому, где она только что стояла.

5. Поставлено 10 звездочек в ряд. Двое играющих поочередно заменяют звездочки цифрами. Второй игрок стремится к тому, чтобы полученное число делилось на 9. Удастся ли ему этого добиться?

Решение. Да. Разобьем 10 разрядов на 5 пар. Когда первый пишет некоторую цифру, второй пишет ее дополнение до 9 в соответствующую пару. В результате получится число, делящееся на 9.

6. Ирина Александровна и Анна Сергеевна по очереди вычеркивают по одному числу из ряда 1, 2, 3, …, 15 до тех пор, пока не останется два числа. Если сумма этих чисел делится на 5, то выигрывает Ирина Александровна, если нет – Анна Сергеевна. Кто выиграет при правильной игре? 

Решение. ИА. Первым ходом вычеркивает число 15 далее, если АС вычеркивает число N, ИА вычеркивает число, сумма которого с N делится на 5, мысленно разбив числа на пары (1-4), (2-3), (6-9), (7-8), (11-14), (12-13), (5-10).
7. В мешке лежит 101 конфета. Олег и Алексей по очереди берут из мешка от 1 до 10 конфет. Когда все конфеты разобраны, они подсчитывают взятое количество конфет. Если эти числа взаимно просты – выигрывает Олег, в противном случае выигрывает Алексей. Кто выигрывает при правильной игре и как ему нужно играть?
Решение. Игра-шутка. Отметим, что число 101 простое, поэтому, если 101=а+b, то числа а и b взаимно просты, так как при наличии общего делителя d он являлся бы и делителем числа 101. Поэтому первый игрок всегда выигрывает.

8. На поле 7
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7 клеток двое играют, переставляя на одну клетку ладью (по горизонтали или вертикали). Первый ставит ее на любое поле, затем второй делает ход, потом первый и т.д. Второй раз ставить ладью на ту же клетку, где она уже была, не разрешается. Кто раньше исчерпает возможные ходы?
Решение. Если первый игрок поставит ладью на угловое поле, то он выиграет. Для этого надо оставшиеся клетки разбить на 24 пары, мысленно покрыв их костями домино. Второй игрок передвинет ладью на одну из клеток некоторой пары, а первый переставит ее на вторую клетку пары и т. д. Раскрасим поля доски в шахматном порядке. Описанная стратегия реализуется и в том случае, если первоначально первый игрок поставит ладью на любое поле того же цвета, что и угловые
Дополнительные задачи
9. Задача 1 (про Анечку и Славика), но тот, кто первым отломит дольку 1(1, проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре, если шоколадка имеет размеры 7(7?
10. По кругу лежат несколько ящиков, в каждом из которых лежит по одному банану. Двое ЛМШат по очереди едят бананы, причем они за один раз могут съесть бананы только из одного или двух соседних ящиков. Выигрывает тот, кто съедает последний банан. Кто выигрывает при правильной игре?

11. В ряд выписаны числа от 1 до 100. Два игрока по очереди расставляют любой из знаков "+", "–" или "
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" между этими числами. Первый игрок желает, чтобы значение окончательного выражения было четным, второй – нечетным. Кто выиграет?
Решение.  Первый игрок мысленно разбивает все числа на пары: (1, 2), (3, 4), … и ставит знак умножения между 1 и 2. Второй игрок ставит знак в один из пробелов некоторой пары чисел, а первый ставит знак умножения во второй пробел той же пары. В конце игры получим сумму четных слагаемых. 
12. Двое играют на шахматной доске. Первый ставит на любое поле шашку, затем они поочередно (начиная со второго) делают ею ходы на любое соседнее поле по диагонали, не возвращаясь на поля, где шашка уже побывала. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто победит?

Решение. Второй. Пусть шашка стоит на черном поле (а1, b2, ...). Мысленно объединим черные поля в пары сдвигом отрезка а1–b2 на четное число полей вверх и вправо. На какое поле первый игрок ни поставил бы шашку, второй делает ход, исчерпывая отмеченную пару клеток. Первому приходится переходить к новой паре и т.д. У второго всегда в запасе ход. Если вначале шашка была поставлена на белое поле, то, объединяя клетки в пары, будем сдвигать отрезок а2–b1.
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