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Åñëè î÷åíü âàì íåéì¼òñÿ � çàíèìàéòåñü, ÷åì
ïðèä¼òñÿ

Â.Ñ.Âûñîöêèé
Ãîä íàçàä ìû ïîïûòàëèñü ñîõðàíèòü íàðàáîòêè íàøèõ çàíÿòèé ñ äåòüìè â Êèðîâñêîé ËÌØ
íå â âèäå îòäåëüíûõ ëèñòêîâ, à öåëèêîì � ñîáðàâ âñå ìàòåðèàëû â îäíó áðîøþðó. Êàê íè
ñòðàííî, íàø áëèí îêàçàëñÿ íå ñëèøêîì áîëüøèì êîìîì. Áîëåå òîãî, â òå÷åíèå âñåãî ó÷åáíîãî
ãîäà ìû ñàìè äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïîëüçîâàëèñü ýòîé áðîøþðîé äëÿ ðàáîòû ñî øêîëüíèêàìè, òàê
÷òî ïðèñòóïàÿ â íà÷àëå èþëÿ ê ðàáîòå ñ ïàðàëëåëüþ 7 êëàññà â XVII Ëåòíåé Ìíîãîïðåäìåòíîé
Øêîëå Êèðîâñêîé îáëàñòè, ìû óæå ïðàêòè÷åñêè íå ñîìíåâàëèñü, ÷òî ê êîíöó ñìåíû íàøè
ðàçðîçíåííûå ëèñòèêè ñíîâà ñîëüþòñÿ â åäèíóþ êíèæå÷êó.

Êàê è ãîä íàçàä, ìû ïîñòàðàëèñü äîáàâèòü ê òåêñòó ëèñòêîâ óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ è îòâåòû ê
íåêîòîðûì çàäà÷àì � îíè â òåêñòå âûäåëåíû øðèôòîì ïèøóùåé ìàøèíêè.

Íà çàíÿòèÿõ ìû äàâàëè äåòÿì áîëüøå çàäàíèé, ÷åì îíè óñïåâàëè ðåøàòü. Ìû íàäååìñÿ,
÷òî äîìà, â ñïîêîéíîé îáñòàíîâêå îíè åùå íå åäèíîæäû âåðíóòñÿ ê íàøèì ðàáî÷èì ëèñòèêàì
è ïðîðåøàþò òî, ÷òî íå óäàëîñü ðåøèòü çäåñü.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü È.Ñ.Ðóáàíîâó è àäìèíèñòðàöèè Êèðîâñêîé ËÌØ çà
òî, ÷òî ó íàñ áûëè õîðîøèå è äîáðîñîâåñòíûå ó÷åíèêè. Áîëüøîå ñïàñèáî À.Â.Øàïîâàëîâó,
Ä.À.Ðîñòîâñêîìó è äðóãèì ïðåïîäàâàòåëÿì 7-õ êëàññîâ ËÌØ-99 è ËÌØ-2000 çà ïîäãîòîâëåí-
íûå èìè ìàòåðèàëû, êîòîðûå ìû âíèìàòåëüíåéøèì îáðàçîì èçó÷èëè è îáðàáîòàëè äëÿ ñâîèõ
çàíÿòèé. Ìû ïðèçíàòåëüíû òàêæå ìíîãèì äðóãèì àâòîðàì çàäà÷íûõ ïîäáîðîê ËÌØ ïðîøëûõ
ëåò, à òàêæå ñîñòàâèòåëÿì Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä.

Îñîáàÿ áëàãîäàðíîñòü � íàøèì ëþáèìûì ñåìèêëàøêàì, áåç êîòîðûõ ïîÿâëåíèå ýòîé êíèæêè
áûëî áû ïðîñòî íåìûñëèìûì.

Àâòîðû



Äåëèìîñòü, ñðàâíåíèÿ, ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

Äåëèìîñòü è îñòàòêè, 3 èþëÿ.

Â íà÷àëå çàíÿòèÿ â íåïðîôè-ãðóïïå ïðîèñõîäèò ðàçãîâîð è ìàõàíèå ðóêàìè íà òåìó �à çíàåòå ëè âû, äåòè,
÷òî òàêîå îñòàòîê�.
Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü a � öåëîå, m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà a ìîæíî åäèíñòâåííûì îá-
ðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå a = qm + r, ãäå q è r � öåëûå, 0 6 r < b.
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî q íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì, à ÷èñëî r � îñòàòêîì ïðè äåëåíèè
a íà m. Åñëè îñòàòîê ðàâåí 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî a äåëèòñÿ íà m áåç îñòàòêà (çàïèñûâàåòñÿ
a ...m).
1. Ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì à) −15 íà 7; á) −224 íà 9.
2. Ïóñòü x = 100k− 16, k � öåëîå. ×åìó ðàâíû ÷àñòíîå è îñòàòîê ïðè äåëåíèè x íà à) 100; á) 5?
3. Äåëèìîå è äåëèòåëü óâåëè÷èëè â òðè ðàçà. Êàê èçìåíÿòñÿ íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê?
4. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà íà 30 � ïðîñòîå ÷èñëî èëè åäèíèöà.
Òåîðåìà (äåéñòâèÿ ñ îñòàòêàìè). Ïóñòü ÷èñëî a1 äàåò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r1, ÷èñëî
a2 � îñòàòîê r2. Òîãäà

à) ÷èñëî a1 + a2 ïðè äåëåíèè íà m äàåò òîò æå îñòàòîê, ÷òî è ÷èñëî r1 + r2;
á) ÷èñëî a1 − a2 ïðè äåëåíèè íà m äàåò òîò æå îñòàòîê, ÷òî è ÷èñëî r1 − r2;
â) ÷èñëî a1 · a2 ïðè äåëåíèè íà m äàåò òîò æå îñòàòîê, ÷òî è ÷èñëî r1 · r2.

Ñëåäñòâèå 1. ×èñëî n · a1 ïðè äåëåíèè íà m äàåò òîò æå îñòàòîê, ÷òî è ÷èñëî n · r1.
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à ÷èñëî a äàåò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r.
Òîãäà ÷èñëî an ïðè äåëåíèè íà m äàåò òîò æå îñòàòîê, ÷òî è ÷èñëî rn.
5. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ

1999 · 2000 · 2001 + 20013 íà 7;
6. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 9100 íà 8.
7. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 12100 íà 13.
8. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 27 + 28 + 29 + 210 íà 5.
9. Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 7 ÷èñëà 100100 − 30100.
10. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 19992000;
11. Äîêàæèòå, ÷òî

à) ïðîèçâåäåíèå 4 ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë;
á) ðàçíîñòü êâàäðàòîâ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë, áîëüøèõ 3,
äåëèòñÿ íà 24.

12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a + 1 äåëèòñÿ íà 3, òî 4 + 7a äåëèòñÿ íà 3.
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13. Ïóñòü n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì m 6= 1. Èçâåñòíî, ÷òî 7n + 1 ...m è 8n + 3 ...m.
Íàéäèòå m.
Ðåøåíèå: Î÷åâèäíî, ÷òî 8 (7n + 1)− 7 (8n + 3) = 13. Ñëåäîâàòåëüíî, m = 13.
14. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ n öåëûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü îäíî èëè íåñêîëüêî ñ ñóììîé,
êðàòíîé n.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
15. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 57 − 75 íà 3.
16. Äîêàæèòå, ÷òî 2343 + 4323 äåëèòñÿ íà 66.
17. Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 777777 .
18. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 162000.
19. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a + 2 äåëèòñÿ íà 11 è 35− b äåëèòñÿ íà 11, òî a + b äåëèòñÿ íà 11.
20. Íàçîâåì àâòîáóñíûé áèëåò ñ øåñòèçíà÷íûì íîìåðîì ñ÷àñòëèâûì, åñëè ñóììà öèôð åãî
íîìåðà äåëèòñÿ íà 7. Ìîãóò ëè äâà áèëåòà ïîäðÿä áûòü ñ÷àñòëèâûìè?
21.Øàéêà ðàçáîéíèêîâ îòîáðàëà ó êóïöà ìåøîê ñ ìîíåòàìè. Êàæäàÿ ìîíåòà ñòîèò öåëîå ÷èñëî
ãðîøåé. Îêàçàëîñü, ÷òî êàêóþ ìîíåòó íå îòëîæè, îñòàâøèåñÿ ìîíåòû ìîæíî ïîäåëèòü ìåæäó
ðàçáîéíèêàìè òàê, ÷òî êàæäûé ïîëó÷èò îäèíàêîâóþ ñóììó. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ìîíåò áåç
îäíîé äåëèòñÿ íà ÷èñëî ðàçáîéíèêîâ â øàéêå.

Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ, 4 èþëÿ.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, åñëè ÷èñëà a è b
äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå a ≡ b (mod m) èëè
a≡

m
b,

Íåîáõîäèìî îáúÿñíèòü äåòÿì, ÷òî â ìàòåìàòèêå ñëîâî ìîäóëü èìååò íåñêîëüêî çíà÷åíèé.
Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÷èñëî a äàåò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r, òî a ≡ r (mod m).
22. Âåðíî ëè, ÷òî −17 ≡ 11 (mod 7)?
23. Êàêîé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 10 äàåò ÷èñëî a, åñëè a ≡ −8 (mod 10)?
Óòâåðæäåíèå. ×èñëà a è b äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà èõ ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà m.

Â ýòîì ìåñòå íåîáõîäèìî ïîãîâîðèòü î ñëîâàõ "òîãäà è òîëüêî òîãäà", "íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî"è ò.ï.
Ñëåäñòâèå (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî). ×èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà m.

Ñëîâîñî÷åòàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ìû ðàíüøå íå óïîòðåáëÿëè. Íàâåðíîå, ñòîèò íà íåì
îñòàíîâèòüñÿ ïîäðîáíåå è ðàññêàçàòü î òîì, êàêèå èìåííî ñâîéñòâà ìû íàçûâàåì ýòèì ñëîâîñî÷åòàíèåì è
ïî÷åìó. Ïîëåçíî âñïîìíèòü ðàçëè÷èå ìåæäó ñâîéñòâàìè è ïðèçíàêàìè. Ïîòîì ìîæíî ïîïðîñèòü ó÷åíèêîâ
âñïîìíèòü ïðèìåðû ñâîéñòâ, ïðèçíàêîâ è êðèòåðèåâ (åùå îäèí ñèíîíèì äëÿ îáîçíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ) èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè, èç êóðñà äåëèìîñòè 6 êëàññà ËÌØ-2000 è ò.ï.

Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ
Òåîðåìà (òðàíçèòèâíîñòü). Åñëè a ≡ b (mod m) è b ≡ c (mod m), òî a ≡ c (mod m).
Òåîðåìà (àëãåáðàè÷åñêîå ñëîæåíèå). Ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó ìîäóëþ ìîæíî ñêëàäûâàòü,
ò.å. åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî a± c ≡ b± d (mod m).
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Òåîðåìà (óìíîæåíèå). Ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó ìîäóëþ ìîæíî ïåðåìíîæàòü, ò.å. åñëè
a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ac ≡ bd (mod m).

Òåîðåìà (âîçâåäåíèå â ñòåïåíü). Ñðàâíåíèÿ ìîæíî âîçâîäèòü â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü,
ò.å. åñëè a ≡ b (mod m) è n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî an ≡ bn (mod m).

∗ ∗ ∗

Ïðèìåð. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 32001 íà 7.

Ðåøåíèå: Äåéñòâèòåëüíî, 32001 = (33)
667

= 27667 ≡ (−1)667 = −1 (mod 7).
24. Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà 3999.
25. Äîêàæèòå, ÷òî an − bn äåëèòñÿ íà a− b ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.
26. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n � íå÷¼òíîå ÷èñëî è a + b 6= 0, òî an + bn äåëèòñÿ íà a + b.
27. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî (2n − 1)n − 3 äåëèòñÿ íà 2n − 3.
28. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷¼òíûõ n è m ÷èñëî 1n + 2n + . . . + (m− 1)n äåëèòñÿ íà m.
29. Äîêàæèòå, ÷òî à) ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n 122n+1 + 11n+2 äåëèòñÿ íà 133;

á) ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è n ÷èñëî a2n+1 + (a− 1)n+2 äåëèòñÿ íà a2 − a + 1.
30. Äîêàæèòå, ÷òî 11100 − 1 äåëèòñÿ íà 100.
31. Äîêàæèòå, ÷òî a3 ≡ a (mod 6).

∗ ∗ ∗
32. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

à) ëèáî n2 ≡ 0 (mod 3), ëèáî n2 ≡ 1 (mod 3);
á) ëèáî n2 ≡ 0 (mod 4), ëèáî n2 ≡ 1 (mod 4);
â) ëèáî n2 ≡ 0 (mod 5), ëèáî n2 ≡ ±1 (mod 5);
ã) ëèáî n3 ≡ 0 (mod 7), ëèáî n3 ≡ ±1 (mod 7);
ä) ëèáî n3 ≡ 0 (mod 9), ëèáî n3 ≡ ±1 (mod 9).

33. Äîêàæèòå, ÷òî a5 ≡ a (mod 30).
34. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 15x2 − 7y2 = 9 íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèòå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 5.
35. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 − 7y = 10 íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèòå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 7.
36. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + y2 + z2 = 8t− 1.
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðåâ îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 8, âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.
37. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà âèäà 103n+1 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ êóáîâ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë.
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèòå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 7.
38. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
ñóììû äâóõ òî÷íûõ êâàäðàòîâ.
Îòâåò: Ýòî ÷èñëà âèäà n = 4k + 3.
39. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
ñóììû òð¼õ òî÷íûõ êóáîâ.
Îòâåò: Ýòî ÷èñëà âèäà n = 9k + 4 è n = 9k + 5.
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40. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ n íà
13, åñëè èçâåñòíî ÷òî

a. 2n ≡ 6 (mod 13);
b. 3n ≡ −19 (mod 13)

c. 3n ≡ 7 (mod 13)

d. −2n ≡ 11 (mod 13);
e. −9n ≡ −22 (mod 13);
f. n2 − 4 ≡ 0 (mod 13);
g. n2 ≡ 9 (mod 13);
h. n2 ≡ n (mod 13).
i. 6n2 ≡ 11 (mod 13).

41. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
ïåðåìåííàÿ n?

a. 13n ≡ −10 (mod 50);
b. 25n ≡ 36 (mod 113);
c. 3n ≡ 21 (mod 45).

ÍÎÄ, 6 èþëÿ.
Îïðåäåëåíèå. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b � ýòî íàèáîëüøåå ÷èñ-
ëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a è b.
42. Îò ïðÿìîóãîëüíèêà 324 × 141 îòðåçàþò êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé 141 äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî
âîçìîæíî. Çàòåì îò ïîëó÷åííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà îòðåçàþò êâàäðàòû, ó êîòîðûõ ñòîðîíà ðàâíà
ìåíüøåé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà è ò.ä. Ñêîëüêî êâàäðàòîâ â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èòñÿ è êàêîãî
îíè áóäóò ðàçìåðà?
43. Òî æå ñàìîå äåëàþò ñ ïðÿìîóãîëüíèêîì 770 × 315. ×åìó ðàâíà äëèíà ñòîðîíû ñàìîãî
ìàëåíüêîãî êâàäðàòà?
44. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà a è b. Ðàçðåøàåòñÿ çàìåíÿòü îäíî èç ÷èñåë íà ñóììó èëè ðàçíîñòü
èìåþùèõñÿ ÷èñåë. Êàêîå ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèìè îïåðàöèÿìè,
åñëè

à) a = 100, b = 151;
á) a = 100, b = 255;
â) a = 7n + 3, b = 9n + 4?

45. Òðè àâòîìàòà ïå÷àòàþò íà êàðòî÷êàõ ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäûé àâòîìàò, ïðî÷èòàâ
íåêîòîðóþ êàðòî÷êó, âûäà¼ò íîâóþ. Ïðî÷èòàâ êàðòî÷êó ñ ïàðîé (m,n), ïåðâûé àâòîìàò âûäà¼ò
ïàðó (m − n, n), âòîðîé � ïàðó (m + n, n), à òðåòèé � ïàðó (n,m). Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ ýòè
àâòîìàòû, ïîëó÷èòü:

a) èç êàðòî÷êè (12,21) êàðòî÷êó (19,97);
b) èç êàðòî÷êè (19,97) êàðòî÷êó (12,21);
c) èç êàðòî÷êè (13,31) êàðòî÷êó (19,97)?

46. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îáùèå äåëèòåëè ÷èñåë a è b, ÿâëÿþòñÿ òàêæå îáùèìè äåëèòåëÿìè ÷èñåë
b è a− kb (k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî).
47. Ïóñòü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b. Äîêàæèòå, ÷òî

à) âñå îáùèå äåëèòåëè ÷èñåë a è b, ÿâëÿþòñÿ òàêæå îáùèìè äåëèòåëÿìè ÷èñåë b è r.
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á) âñå îáùèå äåëèòåëè ÷èñåë b è r, ÿâëÿþòñÿ òàêæå îáùèìè äåëèòåëÿìè ÷èñåë a è b.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).

48. (Àëãîðèòì Åâêëèäà). Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðèäóìàéòå àëãîðèòì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ(a, b).
49. Äîêàæèòå, ÷òî

à) ÍÎÄ(2a, 2b) = 2ÍÎÄ(a, b);
á) ÍÎÄ(2a, 2b + 1) = ÍÎÄ(a, 2b + 1);
â) ÍÎÄ(2a + 1, 2b + 1) = ÍÎÄ(a− b, 2b + 1).

50. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðèäóìàéòå åù¼ îäèí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ÍÎÄ(a, b).
51. Íå ðàçëàãàÿ ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, âû÷èñëèòå ÍÎÄ(861, 637) è ÍÎÄ(2001, 22012000).
52. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü 12n+1

30n+2
íåñîêðàòèìà íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.

53. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(3n + 2, 10n + 23) ìîæåò áûòü ðàâåí òîëüêî 1, 7 èëè 49.
54. Íàéòè ïàðó ÷èñåë, íå áîëüøèõ 1000, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì Åâêëèäà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó
(ïîëó÷àåò äâà ðàâíûõ ÷èñëà) òîëüêî ÷åðåç 14 øàãîâ.
Îòâåò: ñîñåäíèå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è � 610 è 987.
55. Íàéòè ÍÎÄ ÷èñëà, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò èç 100 åäèíèö, è ÷èñëà, äåñÿòè÷íàÿ
çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò èç 60 åäèíèö.
56. Íàéòè ÍÎÄ(2100 − 1, 260 − 1).

Ïðèçíàêè ðàâíîîñòàòî÷íîñòè, 8 èþëÿ.
Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî anan−1 . . . a1a0 ïðåäñòàâèìî â âèäå

a0 · 100 + a1 · 101 + . . . + an−1 · 10n−1 + an · 10n.

57. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñðàâíèìî ñî ñâîåé ïîñëåäíåé öèôðîé ïî ìîäóëþ
à) 2; á) 5; â) 10.
58. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñðàâíèìî ñ ÷èñëîì, ñîñòàâëåííûì èç äâóõ åãî
ïîñëåäíèõ öèôð, ïî ìîäóëþ à) 4; á) 25 â) 100.
59. Ïîäóìàéòå, êàê ìîæíî îáîáùèòü äâà ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèÿ.
60. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñðàâíèìî ñ ñóììîé ñâîèõ öèôð à) ïî ìîäóëþ 3;
á) ïî ìîäóëþ 9.
61. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñðàâíèìî ñ ðàçíîñòüþ ñóììû öèôð, ñòîÿùèõ íà
íå÷¼òíûõ ìåñòàõ, è ñóììû öèôð, ñòîÿùèõ íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ (íóìåðàöèÿ öèôð � ñ ìåíüøåãî
ðàçðÿäà).

Ïîçèöèîííûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, 8 èþëÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî A çàïèñàíî â m-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ,
åñëè îíî ïðåäñòàâëåíî â âèäå a0 · m0 + a1 · m1 + . . . + an−1 · mn−1 + an · mn, ãäå 0 6 ai < m,
i = 1, 2, . . . , n. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò, ÷òî A = (anan−1 . . . a1a0)m, ÷èñëî m íàçûâàþò îñíîâà-
íèåì ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, à ÷èñëà ai � öèôðàìè ÷èñëà A.

Ýòî îïðåäåëåíèå, êîíå÷íî, íå îáÿçàòåëüíî çàó÷èâàòü. Ó÷åíèê ìîæåò óìåòü ðàáîòàòü ñ ñèñòåìàìè ñ÷èñ-
ëåíèÿ äàæå åñëè åãî ïóãàåò êîëè÷åñòâî áóêâ.
62. Ïåðåâåäèòå â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ: à) 101012; á) 2114; â) 1267; ã) 15811.
Îòâåò: à) 21; á) 37; â) 69; ã) 184.
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63. Â êàêîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 3 · 4 = 10?
Îòâåò: Â 12-ðè÷íîé.
64. Ñóùåñòâóåò ëè ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ, â êîòîðîé îäíîâðåìåííî

à) 3 + 4 = 10 è 3 · 4 = 15;
á) 2 + 3 = 5 è 2 · 3 = 11?

Îòâåò: à) Äà (7-ðè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ).
á) Íåò. Âòîðîå ðàâåíñòâî ìîãëî áû âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â 5-ðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

65. Ñôîðìóëèðóéòå (è äîêàæèòå) óñëîâèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ÷¼òíîñòü ÷èñëà ïî åãî çà-
ïèñè

à) â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
á) â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì n.

Îòâåò: ×èñëî ÷¼òíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà à) â åãî òðîè÷íîé çàïèñè ÷¼òíîå ÷èñëî åäèíèö (ñóììà
öèôð ÷¼òíà). á) åãî n-è÷íàÿ çàïèñü îêàí÷èâàåòñÿ ÷¼òíîé öèôðîé ïðè ÷¼òíîì n, ñóììà öèôð ÷¼òíà ïðè
íå÷¼òíîì n.
66. Ñîñòàâüòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è âû÷èñëèòå:

à) 21023 + 10213;
á) 2013 · 1023.

Îòâåò: à) 102003; á) 212023.
67. Íà äîñêå ñîõðàíèëàñü ïîëóñòåðòàÿ çàïèñü

+
2 3 5

1 6 4 2
4 2 4 2 3

Âûÿñíèòå, â êàêîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ çàïèñàí ïðèìåð è âîññòàíîâèòå ñëàãàåìûå.
Îòâåò: 23451 + 15642 = 42423. 7-ðè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ.
68. Îäèí øêîëüíûé ó÷èòåëü çàÿâèë, ÷òî ó íåãî â êëàññå 100 äåòåé, èç íèõ 24 ìàëü÷èêà è 32
äåâî÷êè. Êàêîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ îí ïîëüçîâàëñÿ?
Îòâåò: Ïóñòü n � îñíîâàíèå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Òîãäà n2 = (2n + 4) + (3n + 2), òî åñòü n2 − 5n− 6 = 0.
Îòñþäà n = −1 èëè n = 6. Îòâåò: n = 6.

Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ-2, 9 èþëÿ. Ïðèçíàêè äåëèìîñòè
69. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óñëîâèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ÷¼òíîñòü ÷èñëà ïî åãî çàïèñè

à) â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
á) â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì p.

Îòâåò: ×èñëî ÷¼òíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà à) â åãî òðîè÷íîé çàïèñè ÷¼òíîå ÷èñëî åäèíèö (ñóììà
öèôð ÷¼òíà);

á) åãî p-è÷íàÿ çàïèñü îêàí÷èâàåòñÿ ÷¼òíîé öèôðîé (ïðè ÷¼òíîì p), ñóììà öèôð ÷¼òíà (ïðè íå÷¼òíîì
p).
70. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàêè äåëèìîñòè

à) íà 2, 3, 4, 6, 12 â 12-ðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
á) íà äåëèòåëü îñíîâàíèÿ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ.

Îòâåò: á) Ïóñòü d � äåëèòåëü p. ×èñëî äåëèòñÿ íà d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà
p-è÷íîé çàïèñè ÷èñëà äåëèòñÿ íà d.
71. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàêè äåëèìîñòè

à) íà 3 è 5 â 16-ðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
á) íà äåëèòåëü ÷èñëà p− 1 â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
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Îòâåò: á) Ïóñòü d � äåëèòåëü p − 1. ×èñëî äåëèòñÿ íà d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà öèôð åãî
p-è÷íîé çàïèñè äåëèòñÿ íà d.
72. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ïðèçíàêè äåëèìîñòè

à) íà 2, 3, 4, 6, 12 â 11-ðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
á) íà äåëèòåëü ÷èñëà p + 1 â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Îòâåò: á) Ïóñòü d � äåëèòåëü p + 1. ×èñëî äåëèòñÿ íà d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî çíàêîïåðåìåííàÿ
ñóììà öèôð p-è÷íîé çàïèñè äåëèòñÿ íà d.

Ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ - 3, 9 èþëÿ. Çàäà÷è

73. à) Êîùåé Áåññìåðòíûé çàãàäûâàåò òðè äâóçíà÷íûõ ÷èñëà: a, b è c. Èâàí Öàðåâè÷ äîëæåí
íàçâàòü åìó òðè ÷èñëà x, y è z, ïîñëå ÷åãî Êîùåé ñîîáùèò åìó ñóììó ax+by+cz. Èâàí Öàðåâè÷
äîëæåí îòãàäàòü çàäóìàííûå ÷èñëà, èíà÷å åìó îòðóáÿò ãîëîâó. Êàê åìó ñïàñòèñü?

á) Êîùåé Áåññìåðòíûé çàãàäûâàåò òðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà: a, b è c. Èâàí Öàðåâè÷
íàçûâàåò åìó òðè ÷èñëà x, y è z, ïîñëå ÷åãî Êîùåé ñîîáùàåò åìó ñóììó ax + by + cz. Èâàí
Öàðåâè÷ äîëæåí îòãàäàòü çàäóìàííûå ÷èñëà çà äâà òàêèõ �õîäà�, èíà÷å åìó îòðóáÿò ãîëîâó.
Êàê åìó ñïàñòèñü?
Ðåøåíèå: à) Èâàí Öàðåâè÷ äîëæåí íàçâàòü ÷èñëà 1, 100, 1002. ×èñëà a, b, c � �öèôðû� îòâåòà Êîùåÿ â
100-è÷íîé çàïèñè.

á) Ïåðâûì õîäîì Èâàí íàçûâàåò, íàïðèìåð, òðè åäèíèöû � ïóñòü Êîùåé â îòâåò ñîîáùàåò ÷èñëî x.
Òîãäà Èâàí äåéñòâóåò àíàëîãè÷íî ïóíêòó a), èñïîëüçóÿ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì x, � íàçûâàåò
÷èñëà 1, x è x2.
74. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ãèðü íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü âçâåñèòü
ëþáîé âåñ îò 1 äî 100 íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ, åñëè ãèðè ìîæíî êëàñòü òîëüêî íà îäíó ÷àøêó
âåñîâ?
Ðåøåíèå: Ëþáîå ÷èñëî ìîæíî çàïèñàòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ âçâåøèâàíèÿ ëþáîãî
âåñà îò 1 äî 100 äîñòàòî÷íî èìåòü ñåìü ãèðü ñ âåñàìè 1, 2, 22, 23, 24, 25, 26. Øåñòüþ ãèðÿìè îáîéòèñü
íåëüçÿ, òàê êàê ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî âçâåñèòü íå áîëåå 26 − 1 = 63 ðàçëè÷íûõ âåñîâ (êàæäàÿ ãèðÿ ëèáî
ó÷àñòâóåò, ëèáî íå ó÷àñòâóåò âî âçâåøèâàíèè).
75. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçíîñòè äâóõ ÷èñåë,
çàïèñü êîòîðûõ â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñîäåðæèò òîëüêî 0 è 1.

á) Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ãèðü íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü âçâåñèòü
ëþáîé âåñ îò 1 äî 100 íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ, åñëè ãèðè ìîæíî êëàñòü íà îáå ÷àøêè âåñîâ?
Ðåøåíèå: à) Çàïèøåì èñõîäíîå ÷èñëî â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è ïîñòðîèì òðåáóåìûå ÷èñëà ïî-
ðàçðÿäíî ñïðàâà íàëåâî. Ïðè ýòîì åñëè ó ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë â êàêèõ-òî îäíîèìåííûõ ðàçðÿäàõ ñòîÿò
åäèíèöû, òî èõ ìîæíî çàìåíèòü íóëÿìè.

á) Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì ï. à), ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî èìåòü 5 ãèðü ñ âåñàìè 1, 3, 32, 33,
34 (ãèðÿ âåñîì 35 íå íóæíà). ×åòûðåõ æå ãèðü ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, òàê êàê ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî âçâåñèòü
íå áîëåå 34 − 1 = 80 ðàçëè÷íûõ âåñîâ (êàæäàÿ ãèðÿ ëèáî íà ëåâîé ÷àøêå âåñîâ, ëèáî íà ïðàâîé, ëèáî íå
ó÷àñòâóåò âî âçâåøèâàíèè).

Ëèíåéíîå ðàçíîæåíèå ÍÎÄ, 10 èþëÿ.

Òåîðåìà. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïðîèçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ïðåäñòàâèì â
âèäå ÍÎÄ(a, b) = ax−by, ãäå x è y � öåëûå ÷èñëà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì
ðàçëîæåíèåì íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.

Ïðèìåð: 1 = ÍÎÄ(13, 5) = 2 · 13− 5 · 5 = (−3) · 13− (−8) · 5=. . .
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76. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå à) ÍÎÄ(5; 4); á) ÍÎÄ(14; 10); â) ÍÎÄ(17, 5); ã)
ÍÎÄ(30; 11);

Äîêàçàòåëüñòâî. ÍÎÄ(1, 1) = 1 · 1 − 0 · 1. Ïóñòü ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî âñåõ �ìåíüøèõ� (â òîì èëè
èíîì ñìûñëå) ïàð (a′, b′). Òîãäà ðàçäåëèì a íà b ñ îñòàòêîì (a = bq + r) è íàïèøåì ëèíåéíîå ðàç-
ëîæåíèå: ÍÎÄ(b, r) = bx′ − ry′. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r) è r = a − bq, íàïèøåì
ÍÎÄ(a, b) = bx′ − (a− bq)y′ = a(−y′)− b(−qy′ − x′). Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëîâî �èíäóêöèÿ� ïîêà ïðîèçíîñèòü íå ñòîèò.
Äàëåå ðàçáèðàåòñÿ ïîèñê ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà.

77. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå à) ÍÎÄ(13, 15);
á) ÍÎÄ(79, 113);
â) ÍÎÄ(78, 114).

78. à) Ðåøèòå ñðàâíåíèå 23x ≡ 1 (mod 13);
á) Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà íàéäèòå ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ÍÎÄ(23, 13).

79. à) Ðåøèòå ñðàâíåíèå 24x ≡ 3 (mod 45);
á) Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà íàéäèòå ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ÍÎÄ(24, 42).

Âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, 11 èþëÿ.
Îïðåäåëåíèå 1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ ÍÎÄ ðàâåí
1.
Äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷ èñïîëüçóéòå òåîðåìó î ëèíåéíîì ðàçëîæåíèè ÍÎÄ. Ðàçëî-
æåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè èñïîëüçîâàòü íåëüçÿ.
80. ×èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, ac äåëèòñÿ íà b. Äîêàæèòå, ÷òî c äåëèòñÿ íà b.
Ðåøåíèå: Íàéäóòñÿ ÷èñëà x è y òàêèå, ÷òî ax − by = 1. Äîìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà c, ïîëó÷èì
acx− bcy = c, èç êîòîðîãî è ñëåäóåò, ÷òî c

... b.
81. ×èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, c äåëèòñÿ íà a, c äåëèòñÿ íà b. Äîêàæèòå, ÷òî c äåëèòñÿ íà ab.
Ðåøåíèå: Íàéäóòñÿ ÷èñëà x è y òàêèå, ÷òî ax − by = 1. Äîìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî íà c, ïîëó÷èì
acx− bcy = c, èç êîòîðîãî è ñëåäóåò, ÷òî c

... ab.
82. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà ïðîèçâîëüíûé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ ÷èñåë.
Ðåøåíèå: Ñóùåñòâóþò x è y, ÷òî (a, b) = ax + by. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îáùèé äåëèòåëü d ÷èñåë a

è b. Ò.ê. ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà d, òî è (a, b) äåëèòñÿ íà d.
83. ×èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî c. Äîêàæèòå, ÷òî
ÍÎÄ(a, bc) = ÍÎÄ(a, c)

Óêàçàíèå: Äîêàæèòå, ÷òî íàáîðû îáùèõ äåëèòåëåé ñîâïàäàþò.
Ðåøåíèå: ax + by = 1, çíà÷èò acx + bcy = c. . .
84. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îòíîøåíèÿ 99-îé ñòåïåíè
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà è 19-îé ñòåïåíè íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
85. Ôàëüøèâîìîíåò÷èê Âîâà âçÿë äâà âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëà m è n è íàðèñîâàë êó÷ó êóïþð
äîñòîèíñòâîì â m è n ðóáëåé. Äîêàæèòå, ÷òî îí ñìîæåò áåç ñäà÷è íàáðàòü èìè ëþáóþ ñóììó
íà÷èíàÿ ñ mn ðóáëåé.

Äàíî óðàâíåíèå ax− by = c, 11 èþëÿ.
Äàíî óðàâíåíèå ax− by = c (a, b è c � öåëûå ÷èñëà). Òðåáóåòñÿ ðåøèòü åãî â öåëûõ ÷èñëàõ, òî
åñòü íàéòè âñå ïàðû öåëûõ ÷èñåë (x, y), ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ðàâåíñòâî
èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ íåò.

Åñëè (a, b) = d > 1, òî åñòü äâà âàðèàíòà:



12 Äåëèìîñòü, ñðàâíåíèÿ, ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ
• c íå äåëèòñÿ íà d. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò
• c äåëèòñÿ íà d. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ñîêðàòèòü óðàâíåíèå íà d.
Òåïåðü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (a, b) = 1.

86. ÍÎÄ(a, b) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ó óðàâíåíèÿ ax− by = 1 åñòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
87. ÍÎÄ(a, b) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ó óðàâíåíèÿ ax− by = c åñòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
88. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïàðà (x = m, y = n) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax − by = c, òî ïàðû âèäà
(x = m + kb, y = n + ka) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè, à äðóãèõ ðåøåíèé íåò.
89. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ: à) 5x − 4y = 1; á) 3x + 7y = 3; â) −12x + 27y = 15; ã) −15x + 27y = 1;
ä) 14x− 68y = 8; å) 610x− 377y = 3.

Òåñò ïî äåëèìîñòè, 18 èþëÿ.
Âûïîëíèòå çàäàíèÿ è íàïèøèòå îòâåò íà ýòîì ëèñòî÷êå

Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
1. 3200 íà 7;
2. 79100 íà 80;
3. 516 íà 53;
4. (2 î÷êà). 9121 + 13121 íà 11.

Íàéäèòå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
5. ÍÎÄ(1234, 3073);
6. ÍÎÄ(1024, 1000);
7. ÍÎÄ(165, 432);
8. (2 î÷êà). ÍÎÄ(11!− 20, 10!− 20).

Íàéäèòå ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ÍÎÄ(a, b) = ax− by

9. a = 17, b = 12;
10. a = 12, b = 40;
11. (2 î÷êà). a = n, b = n + 1.

Ðåøèòå ñðàâíåíèå
12. 13x ≡ 1 (mod 7);
13. 13x ≡ 1 (mod 8);
14. 4x ≡ 10 (mod 12);
15. 24x ≡ 15 (mod 27).

Ïåðåâåäèòå èç îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ â äðóãóþ
16. 10100012 = x10;
17. 1112213 = x5;
18. 102310 = x16;
19. (2 î÷êà). 256256 = x16

20. (2 î÷êà). 121k = xk+1 (k > 3).
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Ðåøèòå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ
21. 3x− 5y = 1;
22. 59x + 13y = 0;
23. 24x− 16y = 18;
24. 24x− 16y = 28;
25. 13x− 8y = −3.
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Ãåîìåòðèÿ-1. Ïëîùàäè, 4 èþëÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ êàòåòîâ.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâà-
íèÿ íà âûñîòó.
3. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ îñíîâà-
íèÿ íà âûñîòó.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ îñíîâàíèÿ íà âûñîòó.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ ñóììû äâóõ îñíîâàíèé íà
âûñîòó.
6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíà äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.

á) Òî÷êà D ëåæèò íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî BD
DC

= SABD

SADC
.

7. Ïóñòü òî÷êà P ëåæèò íà ìåäèàíå AD òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî SBAP = SCAP .
8. à) Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ñîåäèíèëè ñî âñåìè âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
ïëîùàäè ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû.
9. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ DBC è ADC ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî
AB‖CD.
10. Äèàãîíàëè äåëÿò òðàïåöèþ íà 4 òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè äâóõ òðåóãîëüíèêîâ,
ïðèëåãàþùèõ ê áîêîâûì ñòîðîíàì ðàâíû.
11. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD âûáðàíà òî÷êà P . Äîêàæèòå, ÷òî

SABP + SCPD = SBCP + SDPA.

12. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, äèàãîíàëü AC êîòîðîãî äåëèò ñðåäíþþ ëèíèþ MN (M �
ñåðåäèíà BC, à N � AD) ïîïîëàì. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è ACD � ðàâíîâåëèêè.
13. (Òåîðåìà Âàðèíüîíà)
à) Äîêàæèòå, ÷òî ôèãóðà, îáðàçîâàííàÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí ïðîèçâîëüíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà �
ïàðàëëåëîãðàìì.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè èñõîäíîãî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà.
14. Èç òî÷êè âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà îïóñêàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðû íà ñòîðîíû.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà èõ äëèí íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè.
15. Ñðåäíèå ëèíèè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ðàçäåëÿþò åãî íà ÷åòûðå ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Äîêàæèòå,
÷òî ñóììû ïëîùàäåé íåñìåæíûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ðàâíû.
16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îäíà èç ñðåäíèõ ëèíèé ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äåëèò åãî ïëîùàäü ïîïîëàì,
òî ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê � òðàïåöèÿ èëè ïàðàëëåëîãðàìì.
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Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê - 1, 8 èþëÿ.
Îïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê (ÃÌÒ), îáëàäàþùèõ äàííûì ñâîéñòâîì � ýòî
ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ýòî ñâîéñòâî.
Ïðèìåð 1. Íàçîâèòå

à) ÃÌÒ óäàë¼ííûõ îò äàííîé òî÷êè íà ðàññòîÿíèå R;
Îòâåò: îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå.

á) ÃÌÒ óäàë¼ííûõ îò äàííîé òî÷êè íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøå R;
Îòâåò: êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå.

â) ÃÌÒ óäàë¼ííûõ îò äàííîé òî÷êè íà ðàññòîÿíèå ìåíüøå R.
Îòâåò: êðóã áåç ãðàíèöû (âíóòðåííîñòü êðóãà).
Ïðèìåð 2. Íàéäèòå à) ÃÌÒ X, äëÿ êîòîðûõ AX + XB = AB.

á) ÃÌÒ X, äëÿ êîòîðûõ AX + AB = BX.
Îòâåò: à) Îòðåçîê AB; á) ïðÿìàÿ AB áåç âíóòðåííîñòè îòðåçêà AB.
Ðåøåíèå çàäà÷è íà ÃÌÒ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ÷àñòåé:

∗ ïðåäúÿâëåíèå òðåáóåìîé ôèãóðû;
∗∗ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ôèãóðû óäîâëåòâîðÿò òðåáóåìîìó ñâîéñòâó;
∗∗∗ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî íèêàêèå äðóãèå òî÷êè íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó ñâîéñòâó.
Ïðèìåð 3. Íàéäèòå ÃÌÒ, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò êîíöîâ îòðåçêà AB.
Ðåøåíèå:

∗ Îòâåò � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB.
∗∗ Ðàññìîòðèì òî÷êó íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå è äîêàæåì, ÷òî îíà ðàâíîóäàëåíà îò

êîíöîâ îòðåçêà AB. . .
∗∗∗ Ðàññìîòðèì òî÷êó íå ëåæàùóþ íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå è äîêàæåì, ÷òî îíà íåðàâ-

íîóäàëåíà îò êîíöîâ îòðåçêà AB. . .

∗ ∗ ∗

17. Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòîâ ∗∗ è ∗∗∗ â ïðèìåðå 3.
18. Íàéäèòå

à) ÃÌÒ, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò òî÷åê A è B.
Îòâåò: ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB (ñì. Ïðèìåð).

á) ÃÌÒ, ðàññòîÿíèå êîòîðûõ äî òî÷êè A áîëüøå, ÷åì äî òî÷êè B.
Îòâåò: ïîëóïëîñêîñòü

â) ÃÌÒ, óäàëåííûõ îò äàííîé ïðÿìîé l íà äàííîå ðàññòîÿíèå x.
Îòâåò: ïàðà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ l.

ã) ÃÌÒ, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî äàííîé ïðÿìîé ìåíüøå x;
Îòâåò: âíóòðåííîñòü ïîëîñû (áåç ãðàíèö);

ä) ÃÌÒ, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî äàííîé ïðÿìîé áîëüøå x;
Îòâåò: ïëîñêîñòü âíå ïîëîñû.
19. Íàéäèòå

à) ÃÌÒ, ëåæàùèõ âíóòðè óãëà AOB, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî ïðÿìîé OA ìåíüøå ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî ïðÿìîé OB.
Îòâåò: ×àñòü óãëà ìåæäó OA è áèññåêòðèñîé óãëà.

á) ÃÌÒ, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå O ïðÿìûõ.
Îòâåò: îáúåäèíåíèå áèññåêòðèñ îáðàçóþùèõñÿ óãëîâ.



16 Âîêðóã ãåîìåòðèè
20. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Íàéäèòå

à) ÃÌÒ, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò ýòèõ ïðÿìûõ.
Îòâåò: Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííûì ïðÿìûì è äåëÿùàÿ ïîëîñó ìåæäó íèìè ïîïîëàì.

á) ÃÌÒ, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî ïåðâîé âäâîå áîëüøå, ÷åì äî âòîðîé.
Óêàçàíèå: ýòî îáúåäèíåíèå äâóõ ïðÿìûõ;
21.Íàéäèòå ÃÌÒ, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ ïðÿìûõ ðàâíà äàííîé âåëè÷èíå
x.
22. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí îòðåçêîâ ñ êîíöàìè íà äâóõ äàííûõ ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ.
Îòâåò: Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííûì ïðÿìûì è ðàâíîóäàë¼ííàÿ îò íèõ.
23. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî

à) MA 6= MB;
á) AM < AB è BM > AB;
â) ∠BAM � íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà ABM ;
ã) ∠AMB � ñðåäíèé ïî âåëè÷èíå óãîë òðåóãîëüíèêà ABM ;
ä) ∠ABM � íàèáîëüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà ABM .

Îòâåò: à) ïëîñêîñòü áåç ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AB;
á) ÷àñòü îòêðûòîãî êðóãà (B,AB), ëåæàùàÿ íå âíóòðè îêðóæíîñòè (A,AB) (�ïîëóìåñÿö�);
â) ïåðåñå÷åíèå ïîëóïëîñêîñòè èç à) è êðóãà ñ öåíòðîì B è ðàäèóñîì BA.

24. Ïóñòü A, B è C � òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî:
à) ïðÿìàÿ CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB;
á) ëó÷ CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB;
â) îòðåçîê CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB.

Îòâåò: à) âíóòðåííîñòü óãëà ACB è óãëà, âåðòèêàëüíîãî ó íåìó; á) âíóòðåííîñòü óãëà ACB; â) ÷àñòü
âíóòðåííîñòè óãëà ACB, ëåæàùàÿ ñ äðóãîé ñòîðîíû îò òî÷êè C îòíîñèòåëüíî îòðåçêà AB.

ÃÌÒ-2, 9 èþëÿ.
25. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî òî÷êè A, B è M ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
Îòâåò: îáúåäèíåíèå ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó AB è îêðóæíîñòåé (A,AB) è (B,AB).
26. Äàíû ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ l è òî÷êè A è B ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå. Íàéäèòå ÃÌÒ M
òàêèõ, ÷òî ïðÿìàÿ AM ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l ëåâåå, ÷åì ïðÿìàÿ BM .
27. Äàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 2000. Íàéäèòå ÃÌÒ M , äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî
áëèæàéøåé ê M òî÷êè îêðóæíîñòè ðàâíî 1.
Îòâåò: äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êå M è ðàäèóñàìè 1999 è 2001.
28. Íàéäèòå ÃÌÒ, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò òð¼õ äàííûõ òî÷åê.
Îòâåò: òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ.
29. à) Íàéäèòå ÃÌÒ, ëåæàùèõ âíóòðè òðåóãîëüíèêà è ðàâíîóäàëåííûõ îò åãî ñòîðîí.
Îòâåò: òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ.

á) Íàéäèòå ÃÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò òð¼õ äàííûõ ïðÿìûõ.
Îòâåò: òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ îáðàçîâàííûõ óãëîâ (4 òî÷êè, åñëè ñðåäè ïðÿìûõ íåò ïàðàëëåëüíûõ,
äâå òî÷êè, åñëè ñðåäè ïðÿìûõ äâå ïàðàëëåëüíûõ è íè îäíîé, åñëè âñå òðè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû)
30. Ïóñòü A, B è C � òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî áëè-
æàéøåé ê M òî÷êîé ñðåäè òî÷åê A, B è C ÿâëÿåòñÿ A.
Îòâåò: Óãîë, îáðàçîâàííûé ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê îòðåçêàì AB è AC è ñîäåðæàùèé òî÷êó
A.
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31. Åñëè â òðåóãîëüíèêå îòìåòèòü òî÷êó P è ñîåäèíèòü å¼ ñ âåðøèíàìè, òî òðåóãîëüíèê ðàçî-
áüåòñÿ íà òðè ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ÃÌÒ P , äëÿ êîòîðûõ ñóììà ïëîùàäåé äâóõ èç
ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ áóäåò ðàâíà ïëîùàäè òðåòüåãî.
Îòâåò: Òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ ñòîðîí èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
32. Òî÷êà O ëåæèò íà îòðåçêå AC. Íàéòè ÃÌÒ M , äëÿ êîòîðûõ ∠MOC = 2∠MAC

Îòâåò: îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì OA.

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, 10 èþëÿ.

33. Äëèíà ñòîðîíû AC òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà 3,8, äëèíà ñòîðîíû AB � 0,6. Èçâåñòíî, ÷òî
äëèíà ñòîðîíû BC � öåëîå ÷èñëî. Êàêîâà ýòà äëèíà?
Ðåøåíèå: Îòâåò: 4.
34. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ëþáîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò åãî ïîëóïåðèìåòðà.
Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ÷åðåç a, b, c. Òàê êàê b + c > a, òî a + b + c > 2a.
35. Íàéäèòå âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà òî÷êó, òàêóþ, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò íåå
äî âåðøèí ìèíèìàëüíà.
Ðåøåíèå: Òàê êàê ÷åòûð¼õóãîëüíèê âûïóêëûé, òî åãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Îáîçíà÷èì
âåðøèíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ÷åðåç A, B, C è D (ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Òîãäà ñóììà ðàññòîÿíèé îò O äî
âåðøèí ðàâíà ñóììå äëèí äèàãîíàëåé AC è BD. Íî äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè P èìååì, âî-ïåðâûõ, ÷òî ñóììà
ðàññòîÿíèé îò P äî âåðøèí íå ìåíüøå AC+BD, à âî-âòîðûõ, ëèáî PA+PC > AC, ëèáî PB+PD > BD.
Çíà÷èò ýòà ñóììà ðàâíà AC + BD òîëüêî åñëè P ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O. Çíà÷èò, òî÷êà O � èñêîìàÿ.
36. Äîêàæèòå, ÷òî a+b−c

2
< mc < a+b

2
.

37. Äîêàæèòå, ÷òî â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñóììà äëèí äèàãîíàëåé áîëüøå åãî ïîëóïå-
ðèìåòðà è ìåíüøå ïåðèìåòðà.
Ðåøåíèå: Ïóñòü äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà ëåãêî âûâîäÿòñÿ èç íåðà-
âåíñòâ òðåóãîëüíèêà äëÿ òðåóãîëüíèêîâ OAB, OBC, OCD, ODA è äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ABC, BCD, CDA

è DAB.
38. Äîêàæèòå, ÷òî â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ñóììà äëèí äèàãîíàëåé áîëüøå ïåðèìåòðà è
ìåíüøå óäâîåííîãî ïåðèìåòðà.
39. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà âçÿëè äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè íå ïðåâîñõîäèò ïîëóïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà.
Ðåøåíèå: Ïðîäîëæèòå îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, â îáå ñòîðîíû äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîíòóðîì òðå-
óãîëüíèêà.
40. Íà ñòîðîíàõ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà îòìå÷åíû 4 òî÷êè, ïî îäíîé íà êàæäîé ñòîðîíå. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïåðèìåòð îáðàçîâàííîãî èìè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà áîëüøå äâóõ.
41. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ∠ADC = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî 2DB 6 PABC .
42. Ãðèáíèê âûõîäèò èç ëåñà â çàäàííîé òî÷êå. Åìó íàäî äîéòè äî øîññå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ, è çàéòè îáðàòíî â ëåñ â äðóãîé çàäàííîé òî÷êå. Êàê åìó ñäåëàòü ýòî,
ïðîéäÿ ïî ñàìîìó êîðîòêîìó ïóòè?
Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì òî÷êó, â êîòîðîé ãðèáíèê âûõîäèò èç ëåñà, ÷åðåç A, à òî÷êó, â êîòîðîé îí äîëæåí
âîéòè â ëåñ, ÷åðåç B. Îòðàçèì òî÷êó A ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé-øîññå è ïîëó÷èì òî÷êó A′.
Òîãäà èç ëþáîãî ïóòè AKB (K � ýòî òî÷êà, â êîòîðîé ãðèáíèê âûõîäèò íà øîññå) ìîæíî, îòðàçèâ ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî øîññå åãî ó÷àñòîê AK, ïîëó÷èòü ðàâíûé åìó ïî äëèíå ïóòü A′KB, äëèíà êîòîðîãî
ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà íå ìåíüøå A′B.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ òî÷êà K, â êîòîðîé ãðèáíèê äîëæåí ïîäîéòè ê øîññå � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
A′B è øîññå.
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43. Òî÷êó M , ëåæàùóþ âíóòðè óãëà, îòðàçèëè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñòîðîí ýòîãî óãëà,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëèñü òî÷êè M1 è M2. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè óãëà ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå
ïîëîâèíû îòðåçêà M1M2.

Ðàçðåçàíèÿ, 18 èþëÿ.

44. à) Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü òðåõêëåòî÷íûé óãîëîê íà 4 ðàâíûå ÷àñòè;
á) êâàäðàò 4× 4 íà 5 ðàâíûõ ÷àñòåé?

Ðåøåíèå: à)
45. Ñåìèêëàññíèê ðàçðåçàë êâàäðàò íà ïðÿìîóãîëüíèêè ïåðèìåòðà 7, à âîñüìèêëàññíèê � íà
ïðÿìîóãîëüíèêè ïåðèìåòðà 8. Ìîãëî ëè ó âîñüìèêëàññíèêà ïîëó÷èòüñÿ áîëüøå ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ?
Ðåøåíèå: Äà. Íàïðèìåð, ñåìèêëàññíèê ìîæåò ðàçðåçàòü êâàäðàò íà ïðÿìîóãîëüíèêè 2.5 × 1, à âîñüìè-
êëàññíèê � íà ïðÿìîóãîëüíèêè 0.5× 3.5

46. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà 3 äåñÿòèóãîëüíèêà è 33-óãîëüíèê?
Ðåøåíèå: à) 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.

á) Äà. Íàïðèìåð, ñòðîèì âíóòðè êâàäðàòà òðè íå èìåþùèå îáùèõ âåðøèí äåñÿòèóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû
ïî äâå âåðøèíû êàæäîãî ëåæàëè íà îäíîé èç ñòîðîí êâàäðàòà ïðè÷¼ì îäíà èç òàêèõ âåðøèí ñîâïàäàëà ñ
âåðøèíîé êâàäðàòà

â) Äà
47. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò íà ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè?
Ðåøåíèå: íåò, òàê êàê íå óäà¼òñÿ çàïîëíèòü óãîë â êâàäðàòå.
48. Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé n ìîæíî ðàçðåçàòü à) êâàäðàò íà n ìåíüøèõ (íå îáÿçàòåëüíî îäè-
íàêîâûõ) êâàäðàòîâ; á) ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê íà n ìåíüøèõ (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ)
ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ?
Ðåøåíèå: à) n = 4 èëè n > 6; á) n = 4 èëè n > 6.

Òåîðåìà Ïèôàãîðà
49. Ðàçðåæüòå êâàäðàò 7× 7 íà
à) êâàäðàòû 4× 4, êâàäðàò 3× 3 è 4 ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà;
á) îäèí êâàäðàò è 4 ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàì èç (à);
â) Íàéäèòå ðàçìåð êâàäðàòà â (á).
50.Äàíû 4 ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a, b è ãèïîòåíóçîé c. Äîêàæèòå, ÷òî äîáàâèâ
ê íèì à) îäèí êâàäðàò ñî ñòîðîíîé c; á) äâà êâàäðàòà ñî ñòîðîíàìè a è b, ìîæíî áóäåò ñîñòàâèòü
êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a + b.
51. (Òåîðåìà Ïèôàãîðà). Äîêàæèòå, ÷òî a2 + b2 = c2.

Ôîðìóëà Ïèêà, 20 èþëÿ.

52. Íàéäèòå ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå



Ôîðìóëà Ïèêà, 20 èþëÿ. 19

XXXX HHH
HHH���

�

������J
J

JJ�HH�
�
B
B
BB

�@�
�
�
�
A

A�
�@

@�
�
A
A
A
A

Òåîðåìà (Ôîðìóëà Ïèêà). Âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî) ðàñïîëî-
æåíû â óçëàõ êëåò÷àòîé áóìàãè ñ êëåòêàìè ðàçìåðà 1 × 1. Ïóñòü âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà
ëåæèò n óçëîâ, à íà ãðàíèöå � m óçëîâ. Òîãäà ïëîùàäü ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà n+ m

2
−1.

Öåëåñîîáðàçíî íàðèñîâàòü íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ è ïîïðîñèòü äåòåé ïðîâåðèòü äëÿ íèõ ñïðàâåä-
ëèâîñòü ôîðìóëû Ïèêà.

Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà:
a. Ïðîâåðüòå ôîðìóëó Ïèêà äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè.
b. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ïèêà äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè.
c. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ïèêà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè, èäóùèìè ïî ëè-

íèÿì ñåòêè
d. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ïèêà äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà, ñîñòàâëåííîãî èç äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,

äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëà Ïèêà óæå äîêàçàíà.
e. Ïóñòü ìíîãîóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî ôîðìóëà Ïèêà óæå ïðîâåðåíà, ñîñòàâëåí èç äâóõ ìíî-

ãîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôîðìóëà Ïèêà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îäíîãî èç íèõ, òî îíà
âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ äðóãîãî.

f. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ïèêà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè.
g. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëü-

íèêè.
h. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü äèàãî-

íàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äëÿ ñëó÷àÿ íåâûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà äîñòàòî÷íî ñëîæíî äëÿ 7 êëàñ-
ñà, ïîýòîìó åãî ñòîèò ïðèíÿòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.

i. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ïèêà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè.
Ñëåäñòâèå. Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ êëåò÷àòîé áóìàãè ñ êëåòêàìè
ðàçìåðà 1× 1 ÿâëÿåòñÿ ëèáî öåëûì ÷èñëîì, ëèáî ïîëóöåëûì.
53. Íàðèñóéòå òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 1

2
, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû áîëüøå 5, à âåðøèíû ëåæàò â

óçëàõ ñåòêè.
Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó â ôîðìóëå Ïèêà äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà n > 3 (âåðøèíû ëåæàò â óçëàõ ñåòêè),
âíóòðè òðåóãîëüêà è íà ñòîðîíàõ (êðîìå âåðøèí) öåëûõ òî÷åê íåò. Íàïðèìåð, ãîäèòñÿ òðåóãîëüíèê, âåðøèíû
êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ (0, 0), (6, 1), (5, 2).
54. Ìîæíî ëè êâàäðàò 50×50 ðàçáèòü íà 15 îäèíàêîâûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â óçëàõ
ñåòêè?
Ðåøåíèå: Íåò. Ïî ôîðìóëå Ïèêà ïëîùàäü îáðàçîâàâøèõñÿ ÷àñòåé äîëæíà áûòü öåëîé èëè ïîëóöåëîé, à
îíà ðàâíà 50·50

15 .
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55. Çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ èäåò ïî ëèíèÿì ñåòêè è ïðîõîäèò ïî îäíîìó
ðàçó ÷åðåç âñå óçëû êëåò÷àòîãî êâàäðàòà 7× 7. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ýòîé
ëîìàíîé.
Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó ëîìàíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç âñå óçëû, âíóòðè óçëîâ íåò. Ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå ëåæèò 64
òî÷êè, òî ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëîìàíîé 0 + 64

2 − 1 = 31.
56. Ïóñòü A è B äâà óçëà êëåò÷àòîé áóìàãè, èç êîòîðûõ, âòîðîé íà p êëåòîê ïðàâåå è íà q
êëåòîê âûøå ïåðâîãî. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé AB äî áëèæàéøåãî ê íåé óçëà, íå
ëåæàùåãî íà ýòîé ïðÿìîé?
Ðåøåíèå: Ïóñòü C � áëèæàéøàÿ ê AB òî÷êà. Íà îòðåçêå AB ëåæèò ÍÎÄ(p, q) + 1 òî÷åê (ñ÷èòàÿ êîíöû).
Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC è íà ñòîðîíàõ AC è BC òî÷åê íåò (òàê êàê åñëè áû òàêàÿ òî÷êà íàøëàñü, òî
îíà áûëà áû áëèæå ê ïðÿìîé AB, ÷åì C). Íå çàáûâ ïðî òî÷êó C, âèäèì, ÷òî ïî ôîðìóëå Ïèêà ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíà ÍÎÄ(p,q)+2

2 − 1 = ÍÎÄ(p,q)
2 . Ïîñêîëüêó AB =

√
p2 + q2, âûñîòà òðåóãîëüíèêà

ABC âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå h = 2S
AB = ÍÎÄ(p,q)√

p2+q2
.



Ãðàôû

Ãðàôû. Îïðåäåëåíèÿ, 13 èþëÿ.
Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí ãðàô, åñëè çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî åãî âåð-
øèí è ïðî ëþáóþ ïàðó ðàçëè÷íûõ âåðøèí ñêàçàíî, ñâÿçàíû îíè ðåáðîì èëè íåò.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñòåïåíüþ âåðøèíû íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð.
Îïðåäåëåíèå 4. Ïîëíûì íàçûâàåòñÿ ãðàô, â êîòîðîì ïðîâåäåíû âñå âîçìîæíûå ðåáðà.
Îïðåäåëåíèå 5. Âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé ðàâíà íóëþ íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé.
Îïðåäåëåíèå 6. Âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé ðàâíà 1 íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé.
Îïðåäåëåíèå 7. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî âåðøèíàìè åñòü
ïóòü ïî ðåáðàì (êàê ïî äîðîãàì).
Îïðåäåëåíèå 8. ×àñòü ãðàôà (ïîäãðàô), ñîñòîÿùèé èç âñåõ âåðøèí, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ
ñâÿçàíû ïóòåì, è âñåõ ðåáåð, èõ ñîåäèíÿþùèõ, íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 9. Öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûé ïóòü ïî ðåáðàì ãðàôà áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ
ðåáåð.
Îïðåäåëåíèå 10. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ.
Îïðåäåëåíèå 11. Ìîñòîì (ïåðåøåéêîì) íàçûâàåòñÿ ðåáðî, ïðè âûêèäûâàíèè êîòîðîãî ãðàô
ïåðåñòàåò áûòü ñâÿçíûì.
Îïðåäåëåíèå 12. Ñêåëåòîì (îñòîâîì) ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå åãî âåð-
øèíû è ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.
Îïðåäåëåíèå 13. Ãðàô íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè íà êàæäîì åãî ðåáðå çàäàíî
íàïðàâëåíèå.

Ãðàôû-1, 13 èþëÿ. Ââîäíûå çàäà÷è
1. Ìåæäó 9 ïëàíåòàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ââåäåíî êîñìè÷åñêîå ñîîáùåíèå. Ðàêåòû ëåòàþò
ïî ñëåäóþùèì ìàðøðóòàì: Çåìëÿ�Ìåðêóðèé, Ïëóòîí�Âåíåðà, Çåìëÿ�Ïëóòîí, Ïëóòîí�Ìåð-
êóðèé, Ìåðêóðèé�Âåíåðà, Óðàí�Íåïòóí, Íåïòóí�Ñàòóðí, Ñàòóðí�Þïèòåð, Þïèòåð�Ìàðñ è
Ìàðñ�Óðàí. Ìîæíî ëè äîáðàòüñÿ ñ Çåìëè äî Ìàðñà?
Ðåøåíèå: Íàðèñóåì ñõåìó: ïëàíåòàìè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êè, à ñîåäèíÿþùèì èõ ìàðøðóòàì �
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìåæäó ñîáîé ëèíèè. Òåïåðü âèäíî, ÷òî äîëåòåòü îò Çåìëè äî Ìàðñà íåëüçÿ.
2. Â òð¼õ âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà ðàñïîëîæèëè ïî ôèøêå. Ðàçðåøàåòñÿ äâèãàòü
èõ ïî äèàãîíàëè íà ñâîáîäíîå ìåñòî. Ìîæíî ëè òàêèìè äåéñòâèÿìè äîáèòüñÿ, ÷òîáû îäíà èç
ôèøåê âåðíóëàñü íà ïåðâîíà÷àëüíîå ìåñòî, à äâå äðóãèå ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè?
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3. Â óãëàõ äîñêè 3× 3 ñòîÿò ÷åòûðå êîíÿ. Äâà áåëûõ ñ îäíîé ñòîðîíû è äâà ÷åðíûõ � ñ äðóãîé.
Õîäû ïðîèñõîäÿò ïî øàõìàòíûì ïðàâèëàì. Ìîãóò ëè ÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ áåëûå êîíè âñòàòü
â óãëàõ îäíîé äèàãîíàëè, à ÷åðíûå êîíè � â óãëàõ äðóãîé?
4. Ëþäîåä çàõâàòèë ìàëåíüêóþ ïðèíöåññó. Îí íàðèñîâàë íà çåìëå k êâàäðàòîâ â ðÿä. Ëþäîåä
îáåùàë îòïóñòèòü ïðèíöåññó, åñëè îíà ñìîæåò ïðîïðûãàòü ïî âñåì êâàäðàòàì ïî ðàçó è ñíîâà
âåðíóòüñÿ íà ïåðâûé, ïðè ýòîì ïðûãàòü ñ ëþáîãî êâàäðàòèêà íà ñîñåäíèé íåëüçÿ, ìîæíî ïðû-
ãàòü òîëüêî ÷åðåç îäèí èëè ÷åðåç äâà êâàäðàòèêà (íàïðèìåð, ñ 5 ìîæíî ïðûãíóòü òîëüêî íà
2,3,7 èëè 8). Åñëè ïðèíöåññà íå âûïîëíèò çàäàíèå, ëþäîåä å¼ ñúåñò. Êàê ïðèíöåññå ñïàñòèñü
ïðè à) k = 5; á) k = 10.
5.Ìîæíî ëè íà îêðóæíîñòè ðàñïîëîæèòü ÷èñëà îò 1 äî 10 òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ÷èñëà îòëè÷àëèñü
íà 2 èëè íà 3?
6. Ìóðàâåé çàáðàëñÿ â áàíêó èç-ïîä ñàõàðà, èìåþùóþ ôîðìó êóáà. Ñìîæåò ëè îí ïîñëåäîâà-
òåëüíî îáîéòè âñå ð¼áðà êóáà, íå ïðîõîäÿ äâàæäû ïî îäíîìó ðåáðó?

Ãðàôû-2, 13 èþëÿ. Ñòåïåíè âåðøèí. Ïîäñ÷¼ò ÷èñëà ð¼áåð

7. Â äåðåâíå Âèøêèëü 9 äîìîâ. Èç êàæäîãî äîìà òÿíåòñÿ ÷åòûðå øëàíãà ê ÷åòûð¼ì äðóãèì
äîìàì. Ñêîëüêî øëàíãîâ â äåðåâíå?
Îòâåò: 9 · 4/2 = 18

8. Â ìîñêèòíîé ñåòêå ðîâíî 100 óçåëêîâ, ëþáûå äâà óçåëêà ñîåäèíåíû îòäåëüíîé íèòî÷êîé.
Ñêîëüêî âñåãî íèòî÷åê?
Îòâåò: 100·99

2 = 4950

9. Â äîìå îòäûõà Âèøêèëü 57 êîðïóñîâ. Ýëåêòðèê ðåøèë ñîåäèíèòü òåëåôîííûìè ïðîâîäàìè
êàæäûé êîðïóñ ðîâíî ñ ïÿòüþ äðóãèìè. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü?
10. Ñóùåñòâóþò ëè ãðàôû, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðûõ ðàâíû:

à) 9, 8, 8, 7, 6, 6, 3, 2, 1;
á) 8, 8, 7, 7, 6, 5, 4, 2, 1;
â) 8, 7, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 1;
ã) 8, 7, 5, 4, 4, 3, 2, 2, 2?

Îòâåò: íåò íåò äà íåò
11. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ëþäåé, êîãäà-ëèáî æèâøèõ íà çåìëå è ñäåëàâøèõ íå÷¼òíîå ÷èñëî
ðóêîïîæàòèé � ÷¼òíî.
12. Ìîæåò ëè â ãîñóäàðñòâå, â êîòîðîì èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò 3 äîðîãè, áûòü ðîâíî 100
äîðîã?
13. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè 9 îòðåçêîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé ïåðåñåêàëñÿ ðîâíî ñ
òðåìÿ äðóãèìè?
14. Â ãðàôå êàæäàÿ âåðøèíà ïîêðàøåíà â ñèíèé èëè çåëåíûé öâåò. Ïðè ýòîì êàæäàÿ ñèíÿÿ
âåðøèíà ñâÿçàíà ñ ïÿòüþ ñèíèìè è äåñÿòüþ çåëåíûìè, à êàæäàÿ çåëåíàÿ � ñ äåâÿòüþ ñèíèìè è
øåñòüþ çåëåíûìè. Êàêèõ âåðøèí áîëüøå � ñèíèõ èëè çåëåíûõ?

Ãðàôû-3, 14 èþëÿ. Ñâÿçíîñòü

15. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû âåðøèíû ãðàôà, ïðîíóìåðîâàííûå ÷èñëàìè îò 2 äî 30. Ïðè ýòîì
äâå âåðøèíû ñ íîìåðàìè a è b ñîåäèíåíû ðåáðîì òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îäíî èç ÷èñåë a èëè
b äåëèòñÿ íà äðóãîå. Ñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èìååò ýòîò ãðàô?
Îòâåò: 5 êîìïîíåíò � {29}, {23}, {19}, {17}, {âñå îñòàëüíûå}



Ãðàôû-4, 14 èþëÿ. Ðàçíûå çàäà÷è 23
16. Â ñòðàíå Ñåìåðêà 15 ãîðîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèíåí äîðîãàìè íå ìåíåå, ÷åì ñ ñåìüþ
äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî (âîçìîæíî,
ïðîåçæàÿ ÷åðåç äðóãèå ãîðîäà).
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ãîðîäà è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè íå ñîåäèíåíû ïóòåì, òî åñòü
òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äîðîã, â êîòîðîé íà÷àëî î÷åðåäíîé äîðîãè ñîâïàäàåò ñ êîíöîì ïðåäûäóùåé.
Êàæäûé èç ýòèõ äâóõ ãîðîäîâ ïî óñëîâèþ ñîåäèíåí íå ìåíåå, ÷åì ñ 7 äðóãèìè; ïðè ýòîì âñå óïîìÿíóòûå
ãîðîäà ðàçëè÷íû � âåäü åñëè êàêèå-òî äâà èç íèõ ñîâïàäàþò, òî åñòü ïóòü, ñîåäèíÿþùèé èñõîäíûå ãîðîäà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óêàçàëè íå ìåíåå 16 ãîðîäîâ. Ïðîòèâîðå÷èå.
17. Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà íå ìåíåå 100. Îäíî ðåáðî âûêèíóëè. Ìîæåò ëè
ïîëó÷èòüñÿ íåñâÿçíûé ãðàô?
18.Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ÷¼òí ïðè óäàëåíèè ëþáîãî
ðåáðà îñòàåòñÿ ñâÿçíûì.
Ðåøåíèå: Åñëè óäàëåíî ðåáðî AB, òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî è ïîñëå ýòîãî åñòü ïóòü èç A â B.
Åñëè ýòî íå òàê, òî â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùåé A, âñå âåðøèíû, êðîìå A, � ÷¼òíûå. Ðîâíî îäíîé
íå÷¼òíîé âåðøèíû áûòü íå ìîæåò.
19. Â êîìïüþòåðíîé ñåòè îò ñåðâåðà îòõîäèò 21 ïðîâîä, îò îñòàëüíûõ êîìïüþòåðîâ � ïî 4
ïðîâîäîâ, à îò ïðèíòåðà � îäèí ïðîâîä. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ñåðâåðà ìîæíî ïîñëàòü äîêóìåíò íà
ïðèíòåð.
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùóþ ñåðâåð. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îíà ñîäåðæèò
òàêæå è ïðèíòåð. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà â ýòîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè èç îäíîé âåðøèíû (ñåðâåðà)
âûõîäèò 21 ðåáðî, à èç âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí � ïî 20 ðåáåð. Òàêèì îáðàçîì â ýòîì ãðàôå (êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè) ðîâíî îäíà íå÷¼òíàÿ âåðøèíà. Ïðîòèâîðå÷èå!
20. Â Ìåòðîïîëèñå 12 ñòàíöèé ìåòðî, ñîåäèí¼ííûõ 56 ïåðåãîíàìè (äâå ñòàíöèè ñîåäèíÿþòñÿ íå
áîëåå ÷åì îäíèì ïåðåãîíîì). Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðîïîëèòåí ñâÿçåí.
Ðåøåíèå: Äîêàæåì, ÷òî ñî ñòàíöèè 1 ìîæíî ïîïàñòü íà ñòàíöèþ 2. Åñëè íåëüçÿ, òî íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
11-òè ìàðøðóòàõ 1�2, 1�3�2, 1�4�2, 1�5�2,. . . , 1�12�2 íå õâàòàåò õîòÿ áû ïî îäíîìó ðåáðó. Íî äî ïîëíîãî
ãðàôà íå õâàòàåò âñåãî 10 ð¼áåð.

Ãðàôû-4, 14 èþëÿ. Ðàçíûå çàäà÷è

21. ×åòûðå äåâî÷êè � Êàòÿ, Âåðà, Ìàøà è Àíÿ � ó÷àñòâîâàëè â êîíêóðñå �Ñòàðàÿ êàëîøà�. Â
êàæäîì èç òóðîâ ó÷àñòâîâàëè 3 äåâî÷êè. Êàòÿ ó÷àñòâîâàëà â 8 òóðàõ � áîëüøå âñåõ, à Âåðà â
5 òóðàõ � ìåíüøå âñåõ. Ñêîëüêî áûëî òóðîâ?
22. Îêðóæíîñòü íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû 17-óãîëüíèêà è íå êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí. Ìîæåò ëè
îíà ïåðåñå÷ü êàæäóþ ñòîðîíó ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?
23. Ó êóáà îòìå÷åíû âåðøèíû è öåíòðû ãðàíåé, à òàêæå ïðîâåäåíû äèàãîíàëè âñåõ ãðàíåé.
Ìîæíî ëè ïî îòðåçêàì ýòèõ äèàãîíàëåé îáîéòè âñå îòìå÷åííûå òî÷êè, ïîáûâàâ â êàæäîé èç
íèõ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?
24. Â ïàðëàìåíòå ó êàæäîãî ÷ëåíà íå áîëüøå òð¼õ âðàãîâ. Äîêàçàòü, ÷òî åãî ìîæíî ðàçáèòü íà
äâå ïàëàòû òàê, ÷òî ó êàæäîãî áóäåò íå áîëüøå îäíîãî âðàãà â ñâîåé ïàëàòå.
Ðåøåíèå: Åñëè ó êîãî-íèáóäü äâà âðàãà â ñâîåé ïàëàòå, òî îáùåå �êîëè÷åñòâî âðàæäû� âíóòðè ïàëàò
ìîæíî óìåíüøèòü, îòïðàâèâ åãî â äðóãóþ.
25. Êàæäàÿ ïàðà äåïóòàòîâ ïàðëàìåíòà ëèáî äðóæèò, ëèáî âðàæäóåò. Ïðè ýòîì íåóêîñíèòåëüíî
ñîáëþäàþòñÿ óñëîâèÿ �äðóã ìîåãî äðóãà � ìîé äðóã� è �äðóã ìîåãî âðàãà � ìîé âðàã�. Èçâåñòíî,
÷òî â ïàðëàìåíòå 50 äåïóòàòîâ, è ÷òî êàæäûé èç íèõ ïîñëàë îòêðûòêè âñåì ñâîèì äðóçüÿì èç
÷èñëà êîëëåã. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îòêðûòîê ìîãëî áûòü ïîñëàíî? À íàèáîëüøåå?
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26. Ïî îêîí÷àíèè îäíîêðóãîâîãî øàõìàòíîãî òóðíèðà, â êîòîðîì ó÷àñòâîâàëè 7 ãðîññìåéñòåðîâ
è 8 ìàñòåðîâ, êîììåíòàòîð ïîñ÷èòàë, ñêîëüêî ïàðòèé êàæäûé ñûãðàë âíè÷üþ. Ó íåãî ïîëó÷è-
ëîñü 8 ðàç ïî 3, 9 ðàç ïî 6 è îäèí ðàç 5. Îäíàêî èçâåñòíî ÷òî âñå ïàðòèè ìåæäó èãðîêàìè îäíîãî
çâàíèÿ çàêîí÷èëèñü ïîáåäîé îäíîãî èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî êîììåíòàòîð îøèáñÿ.
27. Â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå íåêîòîðûå êëåòêè îòìå÷åíû: â íèõ ñòîèò çâ¼çäî÷êà. Èçâåñòíî, ÷òî
äëÿ ëþáîé îòìå÷åííîé êëåòêè ÷èñëî çâ¼çäî÷åê â åå ñòîëáöå ðàâíî ÷èñëó çâ¼çäî÷åê â å¼ ñòðîêå.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñòðîê òàáëèöû, ãäå åñòü õîòÿ áû îäíà çâ¼çäî÷êà, ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ
òàáëèöû, ãäå åñòü õîòÿ áû îäíà çâ¼çäî÷êà.

Ãðàôû-5, 15 èþëÿ. Ýéëåðîâû ãðàôû
28. Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷¼òíû. Ìàëÿð ñàäèòñÿ â îäíó èç âåðøèí è êðàñèò
ð¼áðà â ðîçîâûé öâåò, ïåðåäâèãàÿñü ïî íèì. Õîäèòü ïî óæå ïîêðàøåííîìó ðåáðó îí íå ìîæåò,
à êîãäà ïîïàäàåò â âåðøèíó, èç êîòîðîé íå ìîæåò âûéòè, çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Äîêàæèòå,
÷òî ýòî òà ñàìàÿ âåðøèíà, ñ êîòîðîé îí íà÷àë.
29. Îêàçàëîñü, ÷òî ìàëÿð ïîêðàñèë íå âåñü ãðàô. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîã áû ïîêðàñèòü áîëüøå
ð¼áåð, ÷åì ïîêðàñèë.
30. (Òåîðåìà 1). Äàí ñâÿçíûé ãðàô. Äîêàæèòå, ÷òî

à) åñëè â íåì íàøåëñÿ ýéëåðîâ öèêë (ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî ïî îäíîìó
ðàçó), òî âñå åãî âåðøèíû èìåþò ÷¼òíóþ ñòåïåíü;

á) åñëè âñå âåðøèíû èìåþò ÷¼òíóþ ñòåïåíü, òî â ãðàôå ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ öèêë.
31. (Òåîðåìà 2). Â ñâÿçíîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ ïóòü (ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó
ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, íî íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòûé) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå áîëåå äâóõ
âåðøèí ãðàôà èìåþò íå÷¼òíóþ ñòåïåíü.
Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå ãðàôà ìîæíî îáîáùèòü. Ïîçâîëèì ñîåäèíÿòü äâå âåðøèíû áîëåå ÷åì
îäíèì ðåáðîì (êðàòíûå ðåáðà), à òàêæå ïðîâîäèòü ðåáðà îò âåðøèíû ê ñàìîé ñåáå (ïåòëè).
Òàêîé îáúåêò íàçûâàåòñÿ ìóëüòèãðàôîì. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìóëüòèãðàôîâ òàêæå âåðíû
äîêàçàííûå âûøå òåîðåìû.
32. à) Ìîæíî ëè èç ïðîâîëîêè äëèíû 12 ñì ñëîæèòü êàðêàñ êóáèêà ñ ðåáðîì 1 ñì?

á) Íà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ÷àñòåé íàäî ðàçðåçàòü ýòó ïðîâîëîêó, ÷òîáû èç íèõ ìîæíî
áûëî ñëîæèòü òàêîé êóáèê?
33. Íà çàíÿòèè 20 øêîëüíèêîâ ðåøèëè êàæäûé ïî 6 çàäà÷, ïðè÷¼ì êàæäàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà
ðîâíî äâóìÿ øêîëüíèêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îðãàíèçîâàòü ðàçáîð âñåõ çàäà÷ òàê, ÷òîáû
êàæäûé øêîëüíèê ðàññêàçàë ðîâíî ïî 3 çàäà÷è.
34. Ãîðîä â ïëàíå âûãëÿäèò êàê êâàäðàò 3× 3, êàæäàÿ ñòîðîíà êâàðòàëà-êâàäðàòèêà � ó÷àñòîê
óëèöû äëèíîé 100ì (âêëþ÷àÿ âíåøíèé êîíòóð êâàäðàòà). Êàêîé íàèìåíüøèé ïóòü ïðèäåòñÿ
ïðîäåëàòü ïàðîâîìó êàòêó, ÷òîáû çààñôàëüòèðîâàòü âñå óëèöû?
35. Ïîëå ðàçáèòî ìåæàìè íà íåñêîëüêî ó÷àñòêîâ (ñì. ðèñóíîê). Çåìëåìåð çàõîòåë, íå âûõîäÿ
çà ïðåäåëû ïîëÿ, ïðîéòè ïî íåìó òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷ü êàæäóþ ìåæó ðîâíî îäèí ðàç. Óäàñòñÿ
ëè åìó ýòî?
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Ãðàôû-6, 16 èþëÿ. Äåðåâüÿ
Íàïîìíèòü îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíîñòè, öèêëà, ìîñòà. . .

Îáñóæäåíèå. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå èìååòñÿ ñèñòåìà äîðîã. Ïðè ýòîì èç êàæäîãî ãîðîäà â êàæäûé âå-
äåò åäèíñòâåííûé ìàðøðóò. Ìû ñåëè â ìàøèíó, êîòîðàÿ íå óìååò äåëàòü ðàçâîðîòû. ×òî áóäåò ïðîèñõîäèòü
ïðè äîñòàòî÷íî äîëãîì äâèæåíèè?

Âàðèàíòû îòâåòà:
1. Íîâûå ãîðîäà áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ ñíîâà è ñíîâà.
2. Ãîðîäà íà÷íóò ïîâòîðÿòüñÿ.
3. Ìàøèíà îêàæåòñÿ â òóïèêå.
Âîïðîñ. ×åìó ïðîòèâîðå÷àò äâå ïåðâûå âîçìîæíîñòè?

36. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñÿêîì äåðåâå åñòü âèñÿ÷èå âåðøèíû.
37. Ìîæåò ëè äåðåâî ñîäåðæàòü ðîâíî îäíó âèñÿ÷óþ âåðøèíó?
38. Íàðèñóéòå âñå âîçìîæíûå äåðåâüÿ ñ øåñòüþ âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

(Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ 6 äåðåâüåâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ âîçìîæíàÿ äëèíà ñàìîãî äëèííîãî
ïóòè.)

Ðèñóÿ ðàçëè÷íûå äåðåâüÿ, íàáëþäàåì çà âçàèìîñâÿçüþ ìåæäó ÷èñëîì âåðøèí è ð¼áåð.
Ãèïîòåçà: êîëè÷åñòâî âåðøèí íà 1 áîëüøå êîëè÷åñòâà ð¼áåð.
Ïðîöåññ îáåäíåíèÿ äåðåâà. Îáðåçàåì âèñÿ÷èå âåðøèíû (ïî îäíîé) ñ âõîäÿùèìè â íèõ ð¼áðàìè.

39. Äîêàçàòü, â äåðåâå êîëè÷åñòâî âåðøèí íà 1 áîëüøå êîëè÷åñòâà ð¼áåð.
40. Â äåðåâå åñòü 8 âåðøèí ñòåïåíè òðè, 10 âåðøèí ñòåïåíè 4 è íåñêîëüêî âèñÿ÷èõ âåðøèí.
Äðóãèõ âåðøèí íåò. Íàéòè ÷èñëî âèñÿ÷èõ âåðøèí.
41. Ó öàðÿ Ãâèäîíà áûëî òðè ñûíà. Èç åãî ïîòîìêîâ 100 èìåëè ïî äâà ñûíà, à îñòàëüíûå óìåðëè
áåçäåòíûìè. Ñêîëüêî ïîòîìêîâ áûëî ó öàðÿ Ãâèäîíà?
Îïðåäåëåíèå. Ëåñîì íàçûâàåòñÿ ãðàô áåç öèêëîâ (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûé).

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ëåñà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
42. Ëåñ ñîñòîèò èç k äåðåâüåâ. Íàéòè, íà ñêîëüêî â ýòîì ëåñó âåðøèí áîëüøå, ÷åì ð¼áåð.
43. Äîêàçàòü, ÷òî â ñâÿçíîì ãðàôå ñ öèêëàìè âåðøèí íå áîëüøå ÷åì ð¼áåð.
44. Íà êàæäóþ îáùóþ ñòîðîíó äâóõ êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè ïîëîæåíà ñïè÷êà. Õóëèãàí Âàñÿ
õî÷åò óáðàòü íåêîòîðûå èç íèõ òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðîéòè ñ êàæäîé êëåòêè íà êàæäóþ, íå
ïåðåïðûãèâàÿ ÷åðåç ñïè÷êè. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñïè÷åê åìó íóæíî óáðàòü?

Ñêåëåòû
45. Èìååòñÿ ãîñóäàðñòâî ñ íåêîòîðîé ñèñòåìîé äîðîã. Èç êàæäîãî ãîðîäà â êàæäûé ìîæíî ïðî-
åõàòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ìîæíî ëè çàêðûòü îäíó äîðîãó òàê, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíèòñÿ?
Óêàçàíèå: Ðàññìàòðèâàåì ãîñóäàðñòâî ñî ñëåäóþùèìè ñèñòåìàìè äîðîã. (Ðèñóåì ðàçëè÷íûå ñâÿçíûå
ãðàôû ñ öèêëàìè). Êàêèå äîðîãè ìîæíî çàêðûâàòü, íå íàðóøàÿ ñâÿçíîñòü ñèñòåìû?

Äà¼ì îïðåäåëåíèå ìîñòà.
Âûâîäû èç ïðåäøåñòâóþùåé çàäà÷è: Â äåðåâå ëþáîå ðåáðî � ìîñò.
Äà¼ì îïðåäåëåíèå ñêåëåòà.

46. Â ñâÿçíîì ãðàôå B âåðøèí è P ð¼áåð. Ñêîëüêî ð¼áåð íàäî óäàëèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñêåëåò
ýòîãî ãðàôà? Óêàçàíèå: Íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðåáðî âõîäèò õîòü â îäèí öèêë, òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ
ìîñòîì.
47. Ñèñòåìà ñòàíöèé ìåòðî óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî èç êàæäîé ñòàíöèè â êàæäóþ ìîæíî
ïðîåõàòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Äîêàçàòü, ÷òî îäíó èç ñòàíöèé ìîæíî çàêðûòü òàê, ÷òî ýòî
ñâîéñòâî ñîõðàíèòñÿ.
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48. Ñèñòåìà ñòàíöèé ìåòðî óñòðîåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî èç êàæäîé ñòàíöèè â êàæäóþ ìîæíî
ïðîåõàòü. Äîêàçàòü, ÷òî îäíó èç ñòàíöèé ìîæíî çàêðûòü òàê, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíèòñÿ.

Çàìå÷àíèå.
1.Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî â ýòîì ïàðàãðàôå ïðîöåññ îáåäíåíèÿ ãðàôà ïîíèìàåòñÿ, êàê óäàëåíèå ðåáðà áåç

âåðøèí, êîòîðûå îíî ñîåäèíÿåò.
2.Øêîëüíèê íå äîëæåí çàáûâàòü î íàëè÷èè íåñêîëüêèõ ñêåëåòîâ â ñâÿçíîì ãðàôå.

Âûâîäû
Òåîðåìà (5 îïðåäåëåíèé äåðåâà). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

à) ãðàô ñâÿçåí è íå ñîäåðæèò öèêëîâ.
á) ìåæäó ëþáûìè 2 âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü ïî ð¼áðàì.
â) â ãðàôå ëþáîå ðåáðî � ìîñò.
ã) ãðàô ñâÿçíûé è èìååò n âåðøèí è n− 1 ðåáðî.
ä) ãðàô íå ñîäåðæèò öèêëîâ è èìååò n âåðøèí è n− 1 ðåáðî.
Íàäî äîáèòüñÿ óìåíèÿ äîêàçûâàòü ëþáóþ èç 20 èìïëèêàöèé, ñîäåðæàùèõñÿ â òåîðåìå. Ìîæíî ïîîáå-

ùàòü, ÷òî ëþáàÿ èç íèõ ìîæåò âñòðåòèòüñÿ íà çà÷¼òå.

Òåñò ïî ãðàôàì, 19 èþëÿ.
1. Ñêîëüêî ð¼áåð â ïîëíîì ãðàôå ñ 20 âåðøèíàìè?
Îòâåò: 190
2. Ñêîëüêî âñåãî ð¼áåð â ãðàôå, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû 3, 4, 5, 3, 4, 5, 3, 4, 5 ?
Îòâåò: 18
3. Â äåðåâå èìååòñÿ 100 âåðøèí ñòåïåíè 5, 100 âåðøèí ñòåïåíè 3, à îñòàëüíûå � âèñÿ÷èå. Ñêîëüêî
âèñÿ÷èõ âåðøèí â ýòîì äåðåâå?
Îòâåò: 402
4. Êàêîå ÷èñëî ð¼áåð íóæíî óáðàòü èç ïîëíîãî ãðàôà ñ 15 âåðøèíàìè, ÷òîáû îñòàâèòü åãî
ñêåëåò?
Îòâåò: 91
5. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð íóæíî óáðàòü èç ïîëíîãî ãðàôà ñ 15 âåðøèíàìè, ÷òîáû
îí ïåðåñòàë áûòü ñâÿçíûì?
Îòâåò: 14
6. Ëåñ ñîñòîèò èç 10 äåðåâüåâ. Âñåãî â ëåñó 200 âåðøèí. Ñêîëüêî â íåì ð¼áåð?
Îòâåò: 190
7. Îäíàæäû Ðîìà ñêàçàë: �Åñëè ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû 100-âåðøèííîãî ãðàôà íå ìåíüøå N ,
òî ýòîò ãðàô ñâÿçåí�. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè N Ðîìà ñìîæåò ýòî äîêàçàòü, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî åãî íå çðÿ âçÿëè â ïðîôè?
Îòâåò: 50
8. Èç íåñêîëüêèõ êóñî÷êîâ ïðîâîëîêè ñïàÿíà ïðîâîëî÷íàÿ ðåøåòêà 8 × 8
êëåòîê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êóñî÷êîâ äëÿ ýòîãî ìîãëî ïîòðåáîâàòüñÿ?
Îòâåò: 14
9. Âî äâîðå æèâóò 4 ï¼ñèêà: Áîáèê, Ðîáèê, Òîáèê è Òîëñòîëîáèê. Êàæäîìó
èç íèõ ñëó÷àëîñü äðàòüñÿ ñ êåì-íèáóäü èç îñòàëüíûõ, ïðè÷¼ì ó Áîáèêà, Ðî-
áèêà è Òîáèêà ÷èñëî òåõ, ñ êåì îíè äðàëèñü � ðàçíîå. Ñî ñêîëüêèìè ñîáàêàìè äâîðà äðàëñÿ
Òîëñòîëîáèê?
Îòâåò: 2
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10. Â ñòðàíå 6 ãîðîäîâ. Àâèàñîîáùåíèå îñóùåñòâëÿþò íåñêîëüêî àâèàêîìïàíèé. Êàæäàÿ îá-
ñëóæèâàåò 3 àâèàëèíèè, ñâÿçûâàþùèå ïîïàðíî íåêîòîðûå òðè ãîðîäà (ìåæäó äâóìÿ ãîðîäàìè
ìîãóò ëåòàòü ñàìîëåòû íåñêîëüêèõ êîìïàíèé). Êàæäûå äâà ãîðîäà ñâÿçàíû ïî êðàéíåé ìåðå
îäíîé ëèíèåé. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ÷èñëå êîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?
Îòâåò: 6
11. Êàæäîå ðåáðî ãðàôà ïîêðàñèëè â ñèíèé èëè çåë¼íûé öâåò òàê, ÷òî íè èç îäíîé âåðøèíû
íå âûõîäèò äâóõ îäíîöâåòíûõ ð¼áåð. Ñèíèõ ð¼áåð îêàçàëîñü íà 5 áîëüøå, ÷åì çåë¼íûõ. Êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìîæåò èìåòü ýòîò ãðàô?
Îòâåò: 5
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Èíäóêöèÿ-1, 13 èþëÿ. Çíàêîìñòâî ñ ÌÌÈ
1. Èç êâàäðàòà êëåò÷àòîé áóìàãè ðàçìåðîì 2n × 2n âûðåçàëè îäíó êëåòêó. Äîêàæèòå, ÷òî ïî-
ëó÷åííóþ ôèãóðó ìîæíî ðàçðåçàòü íà �óãîëêè� èç òð¼õ êëåòîê ( ).
Óêàçàíèå: Ïåðåõîä: ðàçáèâàåì êâàäðàò íà ÷åòûðå êâàäðàòà 2n−1×2n−1 è âûðåçàåì èç êàæäîé íåäûðÿâîé
÷àñòè óãëîâóþ êëåòêó òàê, ÷òîáû âûðåçàííûå êëåòêè îáðàçîâàëè óãîëîê.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ñóììó, íà÷èíàÿ ñ 8 òóãðèêîâ, ìîæíî âûïëàòèòü êóïþðàìè ïî 3 òóãðèêà
è 5 òóãðèêîâ.
Óêàçàíèå: Ïåðåõîä: ìåíÿåì êóïþðó â 5 òóãðèêîâ íà äâå êóïþðû ïî 3 òóãðèêà. Åñëè æå ïÿòèòóãðèêîâûõ
êóïþð íåò � ìåíÿåì òðè êóïþðû ïî 3 òóãðèêà íà äâå êóïþðû ïî 5 òóãðèêîâ. . .
3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, êîòîðîå ðàâíî ñóììå à) òð¼õ ñâîèõ ðàçëè÷íûõ äåëè-
òåëåé; á) ñòà ñâîèõ ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé.
Îòâåò: à) 6; á) 297 · 6. Ïåðåõîä: n → 2n (â ñïèñîê ñóììèðóåìûõ äåëèòåëåé äîáàâëÿåòñÿ ÷èñëî n).
4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n, íà÷èíàÿ ñ 3, ñóùåñòâóåò âûïóêëûé n-óãîëüíèê,
èìåþùèé ðîâíî òðè îñòðûõ óãëà.
Óêàçàíèå: Ïåðåõîä: ñòîðîíû AB è BC, îáðàçóþøèå òóïîé óãîë, çàìåíÿåì íà îòðåçîê A′C ′ (A′ ∈ AB;
C ′ ∈ BC). Âíîâü îáðàçîâàííûå óãëû AA′C ′ è CC ′A � âíåøíèå óãëû òðåóãîëüíèêà A′BC ′, à çíà÷èò �òóïåå�
óãëà B. . .
5. Ó áîðîäàòîãî ìíîãîóãîëüíèêà âî âíåøíþþ ñòîðîíó ðàñòåò ùåòèíà. Åãî ïåðåñåêàåò íåñêîëüêî
ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, íà êàæäîé èç êîòîðûõ ñ îäíîé èç ñòîðîí ðàñòóò âîëîñû. Â ðåçóëü-
òàòå ìíîãîóãîëüíèê îêàçàëñÿ ðàçáèòûì íà íåêîòîðîå ÷èñëî ÷àñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíà
èç ÷àñòåé îêàæåòñÿ âîëîñàòîé ñíàðóæè.
Óêàçàíèå: Ïðîâîäèì ïðÿìûå îäíó çà äðóãîé. Åñëè î÷åðåäíàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò âîëîñàòóþ ñíàðóæè
÷àñòü, òî ÷àñòü, îêàçàâøàÿñÿ ñ íåâîëîñàòîé ñòîðîíû � òàêæå âîëîñàòàÿ ñíàðóæè. . .
6. (Èãðà �Õàíîéñêàÿ áàøíÿ�). Èìååòñÿ ïèðàìèäà ñ n êîëüöàìè âîçðàñòàþùèõ ðàçìåðîâ (âíè-
çó � ñàìîå áîëüøîå) è åùå äâà ïóñòûõ ñòåðæíÿ òîé æå âûñîòû. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåêëàäûâàòü
âåðõíåå êîëüöî ñ îäíîãî ñòåðæíÿ íà äðóãîé, íî ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ êëàñòü áîëüøåå êîëüöî
íà ìåíüøåå. Äîêàæèòå, ÷òî

à) ìîæíî ïåðåëîæèòü âñå êîëüöà ñ ïåðâîãî ñòåðæíÿ íà îäèí èç ïóñòûõ ñòåðæíåé;
á) ýòî ìîæíî ñäåëàòü íå áîëåå, ÷åì çà 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèé.

Óêàçàíèå: Ïóñòü ìû óìååì ïåðåíîñòü ïèðàìèäó âûñîòû k − 1.
1. Ïåðåíåñòè k − 1 êîëüöî íà ïóñòîé ñòåðæåíü
2. Ïåðåíåñòè k-å êîëüöî íà äðóãîé ïóñòîé ñòåðæåíü.
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3. Ïåðåíîñèì k − 1 êîëüöî íà òîò æå ñòåðæåíü

7. Ïëîñêîñòü ïîäåëåíà íà îáëàñòè íåñêîëüêèìè ïðÿìûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè îáëàñòè ìîæíî
ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ñîñåäíèå îáëàñòè áûëè ðàñêðàøåíû â ðàçëè÷íûå
öâåòà. (Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ îáëàñòè, èìåþùèå îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû.)
8. Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3 × n (3 ñòðîêè, n ñòîëáöîâ) ðàññòàâëåíû ôèøêè òð¼õ öâåòîâ ïî n øòóê
êàæäîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàâëÿÿ ôèøêè â ñòðî÷êàõ, ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â
êàæäîì ñòîëáöå áûëè ôèøêè âñåõ òð¼õ öâåòîâ.
9. Ïëîñêîñòü ïîäåëåíà íà îáëàñòè íåñêîëüêèìè ïðÿìûìè è îêðóæíîñòÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè
îáëàñòè ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ñîñåäíèå îáëàñòè áûëè ðàñêðàøåíû
â ðàçëè÷íûå öâåòà. (Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ îáëàñòè, èìåþùèå îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû.)

Èíäóêöèÿ-2, 14 èþëÿ.

10. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n+1)
2

;
11. Äîêàæèòå, ÷òî 1 · 1! + 2 · 2! + . . . + n · n! = (n + 1)!− 1.

Êîíå÷íî, íàäî ñêàçàòü äåòÿì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýòîé ñóììû: âñïîìíèòü ïðî
Ãàóññà, óïîìÿíóòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.
12. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ, ñðåäè êîòîðûõ íåò ïàðàëëåëüíûõ è íèêàêèå
òðè íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå? (Òàêèå ïðÿìûå íàçûâàþò ïðÿìûìè �îáùåãî ïîëîæåíèÿ�)
Îòâåò: 1 + n(n+1)

2 .
13. Äîêàæèòå, ÷òî n3 + (n + 1)3 + (n + 2)3 äåëèòñÿ íà 9 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
14. Äîêàæèòå, ÷òî 6n + 1 äåëèòñÿ íà 7 ïðè âñåõ íå÷¼òíûõ n.
15. Äîêàæèòå, ÷òî 3n − 1 äåëèòñÿ íà 8 ïðè ÷¼òíûõ n è äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 8 ïðè
íå÷¼òíûõ n.
16. Äîêàæèòå, ÷òî 4n − 3n− 1 äåëèòñÿ íà 9 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
17. Äîêàæèòå, ÷òî 2n > 2n + 1 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 2.
18. Äîêàæèòå, ÷òî 2n > 8n− 17 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
19. Äîêàæèòå, ÷òî n! > 2n ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 4.
Ðåøåíèå: Áàçà n = 4 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïåðåõîä:

(n + 1)! = (n + 1)n! > 2n(n + 1) > 2 · 2n = 2n+1.

20. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç 243 åäèíèö, äåëèòñÿ íà 243. (243 = 35)

Èíäóêöèÿ â ãðàôàõ, 18 èþëÿ.
Íàïîìíèòü äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â äåðåâå êîëè÷åñòâî âåðøèí íà îäèí áîëüøå êîëè÷åñòâà ð¼áåð è
äîáèòüñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. Âåðîÿòíî, ñòîèò ðàçîáðàòü è îäíó èç ñëåäóþùèõ çàäà÷ (íàïðèìåð, çàäà÷ó 4).
21. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè ÷¼òíîå ÷èñëî âåðøèí ñ íå÷¼òíîé ñòå-
ïåíüþ.
22. Â ñòðàíå ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàçàòü, ÷òî
ìîæíî ïðîåõàòü ïî âñåì ãîðîäàì, ïîáûâàâ â êàæäîì ïî îäíîìó ðàçó.
Ðåøåíèå: Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Óáåð¼ì ïðîèçâîëüíûé ãîðîä A. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ìîæíî îáîéòè, ïóñòü ýòîò ïóòü íà÷èíàåòñÿ ñ ãîðîäà B. Åñëè äîðîãà ìåæäó A è B âåä¼ò â
B, òî ìîæíî èç A ïåðååõàòü â B, è ïðîåõàòü îòòóäà ïî îñòàâøèìñÿ ãîðîäàì. Åñëè æå ýòà äîðîãà âåä¼ò â A,
òî ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ãîðîä íà ïóòè (C). Åñëè äîðîãà ìåæäó A è C âåä¼ò â A, òî èñêîìûé ìàðøðóò �
B�. . . �C�A. Èíà÷å � ðàññìîòðèì ïåðâûé ãîðîä íà ïóòè, â êîòîðûé âåä¼ò äîðîãà èç A. (íàçîâ¼ì åãî D, à
ïðåäûäóùèé � E) è âîñïîëüçóåìñÿ ìàðøðóòîì B�. . . �E�A�D�. . . �C.



30 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ
23. Óñàäüáû ëþáûõ äâóõ äæåíòëüìåíîâ â ãðàôñòâå Âèøêèëü ñîåäèíåíû ëèáî âîäíûì (ëîäî÷êà),
ëèáî ñóõîïóòíûì (êàðåòà) ñîîáùåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî çàêðûòü îäèí èç âèäîâ òðàíñïîðòà
òàê, ÷òîáû ëþáîé äæåíòëüìåí ìîã ïî-ïðåæíåìó äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.
Ðåøåíèå: Ïåðåõîä. Óáåð¼ì ïðîèçâîëüíûé ãîðîä A. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ òåïåðü ìîæíî
äîáðàòüñÿ îò îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé ñ ïîìîùüþ ëîäî÷êè èëè êàðåòû. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ìîæíî
äîáðàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ëîäî÷êè). Åñëè èç A ìîæíî äîáðàòüñÿ âîäíûì ïóò¼ì õîòÿ áû â îäèí ãîðîä, òî ìîæíî
äîáðàòüñÿ è äî ëþáîãî äðóãîãî ãîðîäà. Åñëè æå èç A âî âñå îñòàëüíûå ãîðîäà åçäèò êàðåòà, òî èç ëþáîãî
ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ ñóõîïóòíûì ïóò¼ì ÷åðåç ãîðîä A.
24. Â íåêîòîðîé ñòðàíå êàæäûé ãîðîä ñîåäèí¼í ñ êàæäûì äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé íå áîëåå ÷åì ñ
îäíîé ïåðåñàäêîé.
Ðåøåíèå: Èíäóêöèÿ ïî ÷èñëó ãîðîäîâ. Áàçà î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà óäà-
ëèì ñíà÷àëà îäèí èç ãîðîäîâ (íàçîâ¼ì åãî A). Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ åñòü ãîðîä B ñ
òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Åñëè èç B â A âåä¼ò äîðîãà, òî ãîðîä B èñêîìûé. Åñëè æå äîðîãà âåä¼ò èç A â B,
òî ðàññìîòðèì âñå ãîðîäà, â êîòîðûå âåä¼ò äîðîãà èç B. Åñëè õîòü èç îäíîãî èç íèõ âåä¼ò äîðîãà â A, òî
ãîðîä B ñíîâà èñêîìûé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñêîìûì ÿâëÿåòñÿ ãîðîä A.
25. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëå îêîí÷àíèÿ îäíîêðóãîâîãî òóðíèðà ïî òåííèñó åãî ó÷àñòíèêîâ ìîæíî
âûñòðîèòü â ðÿä òàê, ÷òî êàæäûé âûèãðàë ó ñëåäóþùåãî çà íèì â ýòîì ðÿäó.
Ðåøåíèå: Ýòî ïåðåôîðìóëèðîâêà çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè ïóòè â ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå.

Åñëè ó÷àùèéñÿ óçíàë çàäà÷ó � õîðîøî. Åñëè íàø¼ë èíäóêöèîííîå ðåøåíèå � åù¼ ëó÷øå.

Áîíóñíûå çàäà÷è
26. Â ãðàôå ñ 2n âåðøèíàìè n2 + 1 ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì åñòü òðè âåðøèíû, ïîïàðíî
ñîåäèí¼ííûå ðåáðàìè.
Ðåøåíèå: Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà ñ 2n âåðøèíàìè.
Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ ãðàôà ñ 2(n + 1) âåðøèíàìè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå äâå âåðøèíû A è
B. Åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà C, èç êîòîðîé èäóò ð¼áðà è â A è â B, òî òðåóãîëüíèê íàø¼ëñÿ. Åñëè æå òàêîé
âåðøèíû íåò, òî èç âåðøèí A è B âåä¼ò íå áîëåå 2n ð¼áåð. Ïîýòîìó, åñëè óáðàòü èç ãðàôà âåðøèíû A è B,
òî îñòàíåòñÿ 2n âåðøèí è íå ìåíåå ÷åì (n + 1)2 − 2n = n2 + 1 ð¼áåð è ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãðàôà íàéä¼òñÿ òðåóãîëüíèê.
27. Â êîìïàíèè èç n ÷åëîâåê ñðåäè ëþáûõ ÷åòâåðûõ åñòü çíàêîìûé ñ îñòàëüíûìè òðîèìè.
Äîêàçàòü, ÷òî åñòü ÷åëîâåê, êîòîðûé çíàåò âñåõ îñòàëüíûõ.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî ìàò. èíäóêöèè, 19 èþëÿ.
1. Â Âèøêèëàíäèè èìåþòñÿ â îáðàùåíèè áàíêíîòû â 7 è 11 ðóáëåé. Äîêàæèòå, ÷òî èìè ìîæíî
óïëàòèòü áåç ñäà÷è ëþáóþ ñóììó, íà÷èíàÿ ñ 60 ðóáëåé.
2. Ñòðîèòåëè ñòðîÿò îäíîýòàæíûé äîì èç áåòîííûõ ïëèò, îêðàøåííûõ ñ îäíîé ñòîðîíû â ñèíèé
öâåò, à ñ äðóãîé � â æ¼ëòûé. Ñíà÷àëà âîçâîäÿòñÿ íàðóæíûå ñòåíû, à çàòåì ïî îäíîé ñòàâÿòñÿ
ïåðåãîðîäêè òàê, ÷òî êàæäàÿ íîâàÿ ïåðåãîðîäêà çàêðåïëÿåòñÿ êîíöàìè ê óæå ñóùåñòâóþùèì
ñòåíàì èëè ïåðåãîðîäêàì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñíàðóæè äîì ñèíèé, òî â íåì åñòü õîòÿ áû îäíà
ïîëíîñòüþ æ¼ëòàÿ êîìíàòà.
3. Äîêàæèòå, ÷òî 1 + 4 + 7 + . . . + (3n− 2) = (3n−1)n

2
.

4. Äîêàæèòå, ÷òî 12 + 32 + . . . + (2n− 1)2 = n(2n−1)(2n+1)
3

.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êóáîâ ëþáûõ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 9.
6. Â êîìïàíèè èç k ÷åëîâåê (k > 3) êàæäûé óçíàë ïî íîâîìó àíåêäîòó. Çà îäèí òåëåôîí-
íûé ðàçãîâîð äâîå ñîîáùàþò äðóã äðóãó âñå èçâåñòíûå èì àíåêäîòû. Äîêàæèòå, ÷òî çà 2k − 4
ðàçãîâîðîâ âñå ñìîãóò óçíàòü âñå íîâûå àíåêäîòû.
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7. Äîêàæèòå, ÷òî (n + 1)! > 3n ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 4.



Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Êîìáèíàòîðèêà-1, 15 èþëÿ.
Ïðàâèëî ñóììû. Åñëè â ÿçûêå 10 ãëàñíûõ è 23 ñîãëàñíûõ áóêâû, òî âûáðàòü îäíó áóêâó ìîæíî 33
ñïîñîáàìè.
Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Äâóõáóêâåííîå ñëîâî, â êîòîðîì îäíà ãëàñíàÿ áóêâà è îäíà ñîãëàñíàÿ, ìîæíî
ñîñòàâèòü 230 ñïîñîáàìè.
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ñëîâà �ÏÀÍÒÅË�Íß� ïàðó èç ãëàñíîé è ñîãëàñíîé
áóêâ?
2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ n-áóêâåííûõ ñëîâ ñóùåñòâóåò â ÿçûêå ïëåìåíè Ìóìáî-Þìáî, åñëè ìóì-
áîþìáñêèé àëôàâèò ñîäåðæèò 5 áóêâ Ì, Ó, Á, Î, Þ?

∗ ∗ ∗

3. Ñòðîêîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñòðîê
ìîæíî ïîëó÷èòü, à) ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâå �ÊÎÒÅËÜÍÈ×�;

á) ñîñòàâëÿÿ äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî èç öèôð îò 1 äî 9, èñïîëüçóÿ âñå öèôðû.
Îïðåäåëåíèå 14. ×èñëîì ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ
âûïèñàòü â ñòðî÷êó âñå ýòè n ýëåìåíòîâ. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Pn.
4. Äîêàçàòü, ÷òî Pn = n!.
5. Ïîåçä ñîñòîèò èç òð¼õ ðàçëè÷íûõ áàãàæíûõ âàãîíîâ (áåç íîìåðîâ), ÷åòûð¼õ ïëàöêàðòíûõ (ñ
íîìåðàìè îò 1 äî 4) è äâóõ êóïåéíûõ (ñ íîìåðàìè 5 è 6).

à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ñîñòàâ, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ñ âàãîíà íîìåð 1,
à çàêàí÷èâàåòñÿ âàãîíîì íîìåð 6?

á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñôîðìèðîâàòü ñîñòàâ, â êîòîðîì ñíà÷àëà èäóò âñå ïëàö-
êàðòíûå âàãîíû, ïîòîì âñå êóïåéíûå, à â êîíöå � âñå áàãàæíûå?
Îòâåò: à) 7!; á) 4! · 2! · 3!

6. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñâåòÿùèõñÿ êîëåö ìîæíî ñäåëàòü, ðàñïîëîæèâ ïî îêðóæíîñòè 10 ðàçíî-
öâåòíûõ ëàìïî÷åê (êîëüöà ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè ïðè îäèíàêîâîì ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ öâå-
òîâ).
Îòâåò: 10!

10 = 9!

7. Ñêîëüêî åñòü ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , 9, â êîòîðûõ öèôðû 4 è 8 ñòîÿò íà ñâîèõ ìåñòàõ?
Îòâåò: 7!

8. Ñêîëüêî åñòü ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , 9, â êîòîðûõ öèôðû 1 è 2 íå ñòîÿò ðÿäîì?
Îòâåò: 9!− 2 · 8!

Îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî â çàäà÷å 8 èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî äîïîëíåíèÿ.

∗ ∗ ∗
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9. Åñòü 12 øàðèêîâ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ è òðè ðàçëè÷íûõ ÿùèêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
çàïîëíèòü ÿùèêè øàðèêàìè (ïî îäíîìó øàðèêó â êàæäûé ÿùèê)?
Îïðåäåëåíèå 15. ×èñëîì ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñïî-
ñîáîâ âûïèñàòü â ñòðî÷êó k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç äàííûõ n (ñòðî÷êè, îòëè÷àþùèåñÿ ïî-
ðÿäêîì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè). Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Ak

n.
10. Äîêàçàòü, ÷òî Ak

n = n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1) = n!
(n−k)!

.
Ïðàâèëî äðîáè.

Àíåêäîò: Åäóò â ïîåçäå äâîå ìàòåìàòèêîâ è ñìîòðÿò â îêíî. Òàì ìèðíî ïàñåòñÿ îãðîìíîå ñòàäî êîç.
Îäèí ãîâîðèò äðóãîìó: �Çäåñü 1462 êîçû�. �Êàê òû èõ ñóìåë ñîñ÷èòàòü?� - óäèâëÿåòñÿ òîò. �Î÷åíü ïðîñòî:
ÿ ñîñ÷èòàë íîãè è ïîäåëèë èõ ÷èñëî íà 4�.
11. Ñêîëüêî ñïîñîáîâ âûäàòü 10 ðàçëè÷íûõ íàðÿäîâ êîìó-íèáóäü èç 69 øêîëüíèêîâ (îäèí íà-
ðÿä � îäèí øêîëüíèê).
Îòâåò: A10

69.
12. Â âûïóêëîì 20-óãîëüíèêå ïðîâåëè âñå ñòîðîíû è äèàãîíàëè.

à) Ñêîëüêî ïðîâåäåíî ëèíèé?
á) Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ (âåðøèíû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè èñõîäíîãî 20-óãîëüíèêà)

ïðè ýòîì îáðàçîâàëîñü?
13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òðîèõ äåæóðíûõ â ñòîëîâóþ èç ãðóïïû, â êîòîðîé
çàíèìàåòñÿ 17 øêîëüíèêîâ?
Îòâåò: C3

17

Îïðåäåëåíèå 16. ×èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñïî-
ñîáîâ âûáðàòü k ýëåìåíòîâ èç äàííûõ n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (íàáîðû, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü
ïîðÿäêîì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè). Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Ck

n.
14. Èç 15 ñåìèêëàññíèêîâ òðåáóåòñÿ âûáðàòü íà ìàòáîé ñåìü ÷åëîâåê � êàïèòàíà è øåñòü îñòàëü-
íûõ ÷ëåíîâ êîìàíäû. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ âûáîðîâ?
15. Äîêàæèòå, ÷òî Ck

n = Ak
n

P k
n

= n!
k!(n−k)!

.

Çàäà÷è
16. Èç öèôð îò 1 äî 9 ñîñòàâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, íå ñîäåðæàùèå îäèíà-
êîâûõ öèôð. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ÷èñåë, â êîòîðûõ åñòü öèôðû 2, 4, 5 îäíîâðåìåííî.
Îòâåò: 6 · 5 · 5!

17. Ó ñåìèêëàññíèêà Ëåíè åñòü 7 êíèã ïî ìàòåìàòèêå, à ó âîñüìèêëàññíèêà Áîðè � 8 êíèã.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò îáìåíÿòü òðè êíèãè îäíîãî íà òðè êíèãè äðóãîãî?
Îòâåò: C3

7 · C3
8

18. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çâóêîñî÷åòàíèé ìîæíî âçÿòü íà äåñÿòè âûáðàííûõ êëàâèøàõ ðîÿëÿ,
åñëè êàæäîå çâóêîñî÷åòàíèå ìîæåò ñîäåðæàòü îò òð¼õ äî äåñÿòè çâóêîâ?
Îòâåò: C3

10 + C4
10 + . . . + C10

10

19. Âî ñêîëüêî ðàç Ak
n áîëüøå Ck

n?
Îòâåò: k!

20. Äâåíàäöàòè ñåìèêëàññíèêàì âûäàíû äâà âàðèàíòà êîíòðîëüíîé ðàáîòû. Ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè ìîæíî ïîñàäèòü ó÷åíèêîâ â äâà ðÿäà ïî 6 ÷åëîâåê, ÷òîáû ó ñèäÿùèõ ðÿäîì íå áûëî
îäèíàêîâûõ âàðèàíòîâ, à ó ñèäÿùèõ äðóã çà äðóãîì áûë îäèí è òîò æå âàðèàíò.
Îòâåò: 2 · 6! · 6!



34 Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè
21. Ïóñòü íà äèñê ñåéôà íàíåñåíî 12 áóêâ, à ñåêðåòíîå ñëîâî ñîñòîèò èç 5 áóêâ. Ñêîëüêî íåóäà÷-
íûõ ïîïûòîê ìîæåò áûòü ñäåëàíî ÷åëîâåêîì, íå çíàþùèì ñåêðåòíîãî ñëîâà?
Îòâåò: 125 − 1

22. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò ïðèãëàñèòü Êîíñòàòèí Àëåêñàíäðîâè÷ íà êîíñóëüòàöèþ 7 ñå-
ìèêëàññíèêîâ ïî 3 ÷åëîâåêà â òå÷åíèå 7 äíåé, òàê, ÷òîáû íèêàêèå 3 èç íèõ íå âñòðåòèëèñü íà
êîíñóëüòàöèè äâàæäû?
Îòâåò: 35 · 34 · 33 · 32 · 31 · 30 · 29.

�Ïîäóìàåøü, áèíîì Íüþòîíà!�, 18 èþëÿ.
� Âû êîãäà óìð¼òå?
Òóò óæ áóôåò÷èê âîçìóòèëñÿ.
� Ýòî íèêîìó íå èçâåñòíî è íèêîãî íå êàñàåòñÿ, �
îòâåòèë îí.
� Íó äà, íåèçâåñòíî, � ïîñëûøàëñÿ âñå òîò æå äðÿí-
íîé ãîëîñ èç êàáèíåòà, � ïîäóìàåøü, áèíîì Íüþòîíà!

Ìèõàèë Áóëãàêîâ �Ìàñòåð è Ìàðãàðèòà�

Íàñòîÿùèé ëèñòîê ïîñâÿù¼í ÷èñëàì Ck
n è èõ ðàçëè÷íûì ñâîéñòâàì. Â ÷àñòíîñòè, â í¼ì ïîÿâëÿåòñÿ è

îáúÿñíÿåòñÿ ïðèâû÷íîå íàçâàíèå äëÿ ýòèõ ÷èñåë � �áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû�.
23. Ìû îïðåäåëèëè Ck

n êàê ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü k (íåóïîðÿäî÷åííûõ) ïðåäìåòîâ èç n. Èñ-
ïîëüçóÿ èìåííî ýòî îïðåäåëåíèå (ò.å. íå ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé), äîêàæèòå,
÷òî äëÿ ëþáûõ �äîïóñòèìûõ� n è k (ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 0 6 k 6 n) âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà:

à) C0
n = Cn

n = 1;
á) Ck

n = Cn−k
n ;

â) Ck+1
n+1 = Ck+1

n + Ck
n.

24. (Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ). Ðàñïîëîæèòå Ck
n â âèäå òàáëèöû, èìåþùåé âèä ðàâíîáåäðåííîãî

òðåóãîëüíèêà (â âåðõíåé ñòðîêå îäíî ÷èñëî, ïîä íèì äâà, çàòåì òðè è ò.ï.) Èñïîëüçóÿ ïóíêò
â) ïðåäûäóùåé çàäà÷è, âûïèøèòå ïîëó÷åííûé âàìè òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ äî âîñüìîé ñòðîêè
âêëþ÷èòåëüíî.
25. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë n-îé ñòðîêè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.
Óêàçàíèå: Âû÷èñëèòå å¼ ïðè íåñêîëüêèõ íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n, óãàäàéòå îáùèé ðåçóëüòàò,
à äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèòå ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
26. Ñêîëüêî âñåãî ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â âûðàæåíèè (1 + x)n

à) áåç ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ;
á) ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ?

27. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî èç ìíîæåñòâà,
ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ?
Óêàçàíèå: Ñíà÷àëà ðàçáåðèòåñü ñ çàäà÷åé áåç ñëîâà �íåïóñòîå�.
28. Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòà 8 × 8 íàïèøèòå êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé �õðîìîé ëàäüè�
èç ëåâîé íèæíåé êëåòêè êâàäðàòà â ýòó êëåòêó. (Õðîìàÿ ëàäüÿ õîäèò òîëüêî íà îäíó êëåòêó
âïðàâî ëèáî íà îäíó êëåòêó ââåðõ). Êàêîå ÷èñëî áóäåò çàïèñàíî â ïðàâîé âåðõíåé êëåòêå?
29. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå n ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà n!.
30. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ÷èñëî Ck

p äåëèòñÿ íà p ïðè âñåõ k, êðîìå k = 0
è k = p.
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31. (Áèíîì Íüþòîíà). Âçãëÿíèòå íà ðàâåíñòâà 1 = 1 · 1 · 1, x = x · 1 · 1 = 1 · x · 1 = 1 · 1 · x,
x2 = x·x·1 = x·1·x = 1·x·x, x3 = x·x·x. Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ñîñòàâëÿòü ïðîèçâåäåíèÿ òð¼õ
ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí 1 èëè x, òî åäèíèöó è x3 ìîæíî ïîëó÷èòü åäèíñòâåííûì
ñïîñîáîì, à x è x2 � òðåìÿ ñïîñîáàìè.

à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü xk â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n ìíîæèòåëåé, êàæäûé
èç êîòîðûõ ðàâåí 1 èëè x?

á) Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî (1 + x)n = (1 + x)(1 + x) . . . (1 + x) è ðåçóëüòàò ïóíêòà à),
äîêàæèòå ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà

(1 + x)n = C0
n + C1

nx
1 + C2

nx
2 + . . . + Cn

nxn.

32. (Åù¼ ðàç áèíîì Íüþòîíà). Äîêàæèòå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ôîðìóëó áèíîìà
Íüþòîíà.
33. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè (1 + x)10.
34. Ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà äîêàæèòå, ÷òî C0

n + C1
n + . . . + Cn

n = 2n.
35. Äîêàæèòå, ÷òî C0

n − C1
n + C2

n − . . .± Cn
n = 0.

36. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü â ðÿä n åäèíèö è n ìèíóñ åäèíèö òàê, ÷òîáû ñóììà
ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, áûëà íåîòðèöàòåëüíîé?
37. (n + n = 2n � ÷àñòü 1). Â êó÷å ëåæèò n ñèíèõ è n êðàñíûõ øàðèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âçÿòü èç êó÷è ðîâíî n øàðèêîâ ðàâíî C0

nC
n
n + C1

nC
n−1
n + . . . + Cn

nC0
n.

Óêàçàíèå: Ðàçáåðèòåñü îòäåëüíî ñî ñëó÷àÿìè �0 ñèíèõ øàðèêîâ�, �1 ñèíèé øàðèê�, . . . , �n ñèíèõ
øàðèêîâ�.
38. (n + n = 2n � ÷àñòü 2). ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò ïðè xn, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå
ðàñêðûòèÿ ñêîáîê

à) â âûðàæåíèè (1 + x)2n?
á) â âûðàæåíèè (C0

n + C1
nx

1 + C2
nx

2 + . . . + Cn
nxn)2.

39. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ.

Òåñò ïî êîìáèíàòîðèêå, 20 èþëÿ.
1. ×åìó ðàâíî C2

20?
2. ×åìó ðàâíî A1

200?
3. Èçâåñòíî, ÷òî (C5

30 + C4
30)− (2C4

29 + C5
29) = Cx

29. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí x?
4. Èçâåñòíî, ÷òî Cn−k

n = Ck
n · Cx

n . ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí x? (âûðàçèòå x ÷åðåç n è k)
Îòâåò: x = 0 èëè x = n

5. Èçâåñòíî, ÷òî Cn−k
n = Ck

n−1 + Cx
n−1. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí x? (âûðàçèòå x ÷åðåç n è k)

Îòâåò: x = k − 1 èëè x = n− k

6. Âû÷èñëèòå (C4
14 + C5

14)/C
6
14.

Îòâåò: 1
7. Âûðàçèòå A8

12A5
10

P5·P8
÷åðåç Ck

n.
Îòâåò: C8

12 · C5
10.

8. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 1, 2, 3,. . . 9 (êàæäàÿ öèôðà èñïîëüçóåòñÿ
ðîâíî îäèí ðàç) òàêèõ, ÷òîáû íèêàêèå äâå íå÷¼òíûå öèôðû íå ñòîÿëè ðÿäîì?
Îòâåò: 5! · 4!
9. Â ãðóïïå 18 ìàëü÷èêîâ è 2 äåâî÷êè. Ñêîëüêî ñïîñîáîâ âûáðàòü 10 ÷åëîâåê äëÿ ðàáîòû â
ñòîëîâîé, åñëè õîòü îäíà äåâî÷êà äîëæíà ðàáîòàòü?
Îòâåò: C8

18 + 2C9
18.
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10. Â êëàññå, â êîòîðîì ó÷àòñÿ Ïåòÿ è Âàíÿ � 17 ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âû-
áðàòü èç êëàññà êîìàíäó äëÿ ×ÃÊ (6 ÷åëîâåê) òàê, ÷òîáû Ïåòÿ è Âàíÿ íå âõîäèëè â êîìàíäó
îäíîâðåìåííî?
Îòâåò: 2C5

16 + C6
15.

11. Âû÷èñëèòå íàèáîëüøèé êîýôôèöèåíò â âûðàæåíèè (1 + 2x)5

Îòâåò: 80
12. Ïëàí ãîðîäà èìååò ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå. Íà âñåõ óëèöàõ ââåäåíî îäíîñòîðîííåå
äâèæåíèå: ìîæíî åõàòü òîëüêî �âïðàâî� èëè �ââåðõ�. Ñêîëüêî åñòü ðàçíûõ ìàðøðóòîâ, âåäóùèõ
èç òî÷êè A â òî÷êó B?

A

B

r
r

Îòâåò: C8
13.

13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 24 øêîëüíèêîâ íà äâå êîìàíäû, â îäíîé èç êîòîðûõ �
15 ÷åëîâåê, à â äðóãîé � 9 ÷åëîâåê?
Îòâåò: C15

24 = C9
24.

14. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 24 øêîëüíèêîâ íà äâå êîìàíäû ïî 12 ÷åëîâåê?
Îòâåò: C12

24
2

15. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 24 øêîëüíèêîâ íà ÷åòûðå êîìàíäû ïî 6 ÷åëîâåê?
Îòâåò: 24!

(6!)4·4!
.



Ðàçíîáîé

Ðàçíîáîé-1, 4 èþëÿ.
1. Â ãðóïïå èç 50 ðåáÿò íåêîòîðûå çíàþò âñå áóêâû, êðîìå �ð�, êîòîðóþ ïðîñòî ïðîïóñêàþò ïðè
ïèñüìå, à îñòàëüíûå � çíàþò âñå áóêâû, êðîìå �ê�, êîòîðóþ òîæå ïðîïóñêàþò. Îäíàæäû ó÷èòåëü
ïîïðîñèë 10 ó÷åíèêîâ íàïèñàòü ñëîâî �êîò�, 18 äðóãèõ ó÷åíèêîâ � ñëîâî �ðîò�, à îñòàëüíûõ �
ñëîâî �êðîò�. Ïðè ýòîì ñëîâà �êîò� è �ðîò� îêàçàëèñü íàïèñàííûìè ïî 15 ðàç. Ñêîëüêî ðåáÿò
íàïèñàëè ñâîå ñëîâî âåðíî?
2. Ìîæíî ëè 16 æèðàôîâ ïîïàðíî ðàçíîãî ðîñòà ðàññòàâèòü â øåðåíãó òàê, ÷òî êàêèå áû 11
æèðàôîâ íå âûøëè èç øåðåíãè, îñòàâøèåñÿ 5 íå áóäóò ñòîÿòü ïî ðîñòó?
Îòâåò: Äà. Ïóñòü æèðàôû ïðîíóìåðîâàíû ïî ðîñòó (1 � ñàìûé íèçêèé, 16 � ñàìûé âûñîêèé). Ðàññòàâèì
æèðàôîâ â òàêîì ïîðÿäêå: 13, 14, 15, 16, 9, 10, 11, 12, 5, 6, 7, 8, 1, 2, 3, 4.
3. Âñå êëåòêè äîñêè 10×10 ïîêðàøåíû â áåëûé öâåò. Âëàäèê è Þðà ïî î÷åðåäè (íà÷èíàåò Âëà-
äèê) ïåðåêðàøèâàþò ïî îäíîé áåëîé êëåòêå â ÷åðíûé öâåò. Ïðîèãðûâàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà
íà äîñêå íå îñòàíåòñÿ äâóõ ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå áåëûõ êëåòîê. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå?
Îòâåò: Þðà. Îí ðàçáèâàåò âñå êëåòêè íà ïàðû (ïàðîé îáúÿâëÿþòñÿ êëåòêè èç îäíîé �äîìèíîøêè�, äîñêà
ðàçáèâàåòñÿ íà äîìèíîøêè ïðîèçâîëüíî) è êàæäûé ðàç õîäèò â êëåòêó, ïàðíóþ ê òîé, êóäà ñõîäèë Âëàäèê.
4. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 5·A ñîñòîèò èç 1000 ïÿòåðîê è 1000 øåñòåðîê. Íàéäèòå ñóììó öèôð
÷èñëà A.
Ðåøåíèå: 4000. Ïðåäñòàâèì 5 · A â âèäå ñóììû ÷èñëà 55 . . . 5 (2000 ïÿòåðîê) è ÷èñëà, â êîòîðîì íà
íåêîòîðûõ 1000 ìåñòàõ ñòîÿò åäèíè÷êè, à íà îñòàëüíûõ � íóëè. Òîãäà 10 ·A ðàâíî ñóììå ÷èñëà 11 . . . 10 è
÷èñëà, â êîòîðîì íà íåêîòîðûõ 1000 ìåñòàõ ñòîÿò äâîéêè, à íà îñòàëüíûõ � íóëè. Ñóììà öèôð ýòîãî ÷èñëà
ðàâíà 2000 + 2000 = 4000, à ó ÷èñëà A ñóììà öèôð òî÷íî òàêàÿ æå, êàê ó ÷èñëà 10 ·A.
5. Íà äîñêå âûïèñàëè âñå âîçìîæíûå äåâÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç öèôðû
9, çàïèñûâàÿ êàæäûé ðàç çà ïîñëåäíåé öèôðîé ëèáî å¼ æå, ëèáî öèôðó, ìåíüøóþ å¼ íà 1
(íàïðèìåð, òàê ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî 998766543). Ñêîëüêî ðàç âñòðå÷àåòñÿ öèôðà 3 ñðåäè
ïîñëåäíèõ öèôð ýòèõ ÷èñåë?
Ðåøåíèå: C2

7 + C1
7 = 28. Ìû äîëæíû âûáðàòü òå äâå öèôðû, êîòîðûå â ýòîì ÷èñëå áóäóò ïîâòîðÿòüñÿ.

C2
7 ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó ïàðû ðàçëè÷íûõ öèôð, à C1

7 � âûáîðó òðîéêè îäèíàêîâûõ öèôð.
6. Äàí óãîë, âåëè÷èíà êîòîðîãî 82◦. Ïîëüçóÿñü òîëüêî öèðêóëåì è ëèíåéêîé, ïîñòðîèòü óãîë
â 33◦.
Óêàçàíèå: Åñëè äîïîëíèòü 82◦ äî ïðÿìîãî óãëà, òî ïîëó÷èòñÿ 8◦. Åñëè ïðîâåñòè áèññåêòðèñó óãëà 82◦, òî
ïîëó÷èòñÿ 41◦. Íàêîíåö, 41− 8 = 33.
7. Åñòü 10 ìîíåò, ñðåäè íèõ ðîâíî äâå ôàëüøèâûå. Äåòåêòîð R7 çà îäíó îïåðàöèþ èññëåäóåò òðè
ìîíåòû è óêàçûâàåò íà îäíó èç íèõ. Èçâåñòíî, ÷òî äåòåêòîð íå ìîæåò óêàçàòü íà íàñòîÿùóþ
ìîíåòó, åñëè ñðåäè òåñòèðóåìûõ ìîíåò åñòü õîòÿ áû îäíà ôàëüøèâàÿ. Êàê çà øåñòü òåñòîâ
âûÿâèòü îáå ôàëüøèâûå ìîíåòû?
8. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå
D, à ïðîäîëæåíèå çà òî÷êó A ñòîðîíû AC � â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî AD < AE.
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Ðàçíîáîé-2, 5 èþëÿ.
9. Â ðÿä âûïèñàíû öèôðû: 1234567890. Âñòàâèì ìåæäó íèìè (â íåêîòîðûõ ìåñòàõ) çíàêè �+�
è �−� òàê, ÷òîáû â ñóììå ïîëó÷èëîñü òðåõçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå íàèáîëüøåå òðåõçíà÷íîå ÷èñëî
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ?
10. Îäíèì ïàêåòèêîì ÷àÿ ìîæíî çàâàðèòü äâà èëè òðè ñòàêàíà ÷àÿ. Ìèëà è Òàíÿ ðàçäåëè-
ëè êîðîáêó ÷àéíûõ ïàêåòèêîâ ïîðîâíó. Ìèëà çàâàðèëà 57 ñòàêàíîâ ÷àÿ, à Òàíÿ � 83 ñòàêàíà.
Ñêîëüêî ïàêåòèêîâ ìîãëî áûòü â êîðîáêå.
11. Íà ýëåêòðîííûõ ÷àñàõ âûñâå÷èâàþòñÿ 4 öèôðû � ÷àñû (îò 0 äî 23) è ìèíóòû. Ñêîëüêî
âðåìåíè â ñóòêè õîòÿ áû íà îäíîì èç ìåñò ãîðèò öèôðà 2?
12. Äàíû 16 ÷èñåë: 1, 11, 21, 31 è ò.ä. (êàæäîå ñëåäóþùåå íà 10 áîëüøå ïðåäûäóùåãî). Ìîæíî
ëè ðàññòàâèòü èõ â òàáëèöå 4 × 4 òàê, ÷òîáû ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñîñåäíèõ
ïî ñòîðîíå êëåòêàõ, íå äåëèëàñü íà 4?
13. Ñîðåâíîâàíèÿ ïî ïëàâàíèþ Â ËÌØ ïðîâîäèëèñü íà ðåêå Âÿòêå è ïëûòü ïðèøëîñü ïðîòèâ
òå÷åíèÿ. Ëåøà ïðîïëûë 50 ìåòðîâ ìåæäó äâóìÿ áóéêàìè çà 2 ìèíóòû, à Âåíÿ, êîòîðûé ïëàâàåò
â ïîëòîðà ðàçà ìåäëåííåå � çà 4 ìèíóòû. Çà êàêîå âðåìÿ ïðîïëûë äèñòàíöèþ Ëåíÿ, êîòîðûé
ïëàâàåò â äâà ðàçà ìåäëåííåå Âåíè.
14. Â îäíîêðóãîâîì ôóòáîëüíîì òóðíèðå çà ïîáåäó äàâàëè 2 î÷êà, çà íè÷üþ 1 î÷êî, çà ïîðà-
æåíèå 0 î÷êîâ. �Ñïàðòàê� îäåðæàë áîëüøå âñåõ ïîáåä. Ìîã ëè îí íàáðàòü ìåíüøå âñåõ î÷êîâ?
15. Â çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà èñïîëüçóþòñÿ öèôðû 3 è 7 (êàæäàÿ âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû îäèí
ðàç), ïðè÷åì ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ êàê íà 3, òàê è íà 7. Íàéäèòå íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî.
16. Åñòü òðè îäèíàêîâûõ áî÷îíêà ì¼äà, à Âèííè-Ïóõ, Ïÿòà÷îê è Êðîëèê åäÿò èç íèõ ì¼ä:
Âèííè-Ïóõ ìîæåò åñòü èç ïåðâîãî è âòîðîãî áî÷îíêà, Ïÿòà÷îê � èç âòîðîãî è òðåòüåãî, à
Êðîëèê � èç òðåòüåãî è ïåðâîãî. Åäÿò ïî-î÷åðåäè. Çà îäèí ïðèñåñò ìîæíî ñúåñòü îäíó èëè
äâå ïîëíûõ ëîæêè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò çà÷åðïíóòü ïîëíîé ëîæêè. Äîêàæèòå, ÷òî
Âèííè-Ïóõ è Ïÿòà÷îê ìîãóò îáûãðàòü Êðîëèêà.

Ðàçíîáîé-3, 8 èþëÿ.
17. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îñíîâàíèå, óãîë ïðè îñíîâàíèè è ñóììà áîêîâûõ ñòîðîí îäíîãî òðå-
óãîëüíèêà ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû îñíîâàíèþ, óãëó ïðè îñíîâàíèè è ñóììå áîêîâûõ ñòîðîí äðó-
ãîãî òðåóãîëüíèêà, òî ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû.
18. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïî èòîãàì îäíîêðóãîâîãî òóðíèðà âñåãäà íàéäóòñÿ äâå êîìàíäû, ñûãðàâ-
øèå îäèíàêîâîå ÷èñëî èãð âíè÷üþ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîãî ìíîãîãðàííèêà íàéäóòñÿ äâå ãðàíè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòîðîí.
19. Ïåðâîíà÷àëüíî íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2. Äâîå èãðàþùèõ õîäÿò ïî î÷åðåäè. Çà îäèí
õîä ðàçðåøàåòñÿ èìåþùååñÿ ÷èñëî óâåëè÷èòü íà ëþáîé åãî äåëèòåëü, íå ðàâíûé ñàìîìó ÷èñëó.
Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîëó÷èò ÷èñëî áîëüøå òûñÿ÷è. Êòî èç èãðîêîâ ìîæåò âûèãðûâàòü
íåçàâèñèìî îò èãðû ïðîòèâíèêà?
20. Âåíÿ óòâåðæäàåò, ÷òî îí ìîæåò ïîêðàñèòü êâàäðàòíóþ äîñêó 2001 × 2001 â 2 öâåòà òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ëþáàÿ êëåòêà áóäåò èìåòü ðîâíî äâà çàêðàøåííûõ ñîñåäà. Âîâà, îäíàêî, ñ íè íå
ñîãëàñåí. Êîãî èç íèõ çðÿ âçÿëè â ïðîôè?
21. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû îòðåçêè AD è AE, ïðè÷¼ì BD = DE = EC. Äîêàæèòå,
÷òî AB + AC > AD + AE.
22. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öèôðû äåñÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà âûïèñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ïîëó-
÷åííîå ÷èñëî íå áóäåò â òðè ðàçà áîëüøå èñõîäíîãî.
23. Ïîñëå ïðåäñòàâëåíèÿ �Ðåâèçîðà� ñîñòîÿëñÿ ñëåäóþùèé äèàëîã:

Áîá÷èíñêèé: �Ýòî âû, Ïåòð Èâàíîâè÷, ïåðâûé ñêàçàëè �Ý!�. Âû ñàìè òàê ãîâîðèëè!�
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Äîá÷èíñêèé: �Íåò, Ïåòð Èâàíîâè÷, ÿ òàê íå ãîâîðèë. Ýòî Âû ñåìãó ïåðâûé çàêàçàëè.

Âû è ñêàçàëè � Ý!�. À ó ìåíÿ çóá âî ðòó ñî ñâèñòîì!�
Áîá÷èíñêèé: �×òî ÿ ïåðâûé ñåìãó çàêàçàë, âåðíî. È âåðíî, ÷òî ó Âàñ çóá ñî ñâèñòîì. À

âñå-òàêè Âû ïåðâûé ñêàçàëè �Ý!�.
Êòî ïåðâûé ñêàçàë �Ý!�, åñëè èç äåâÿòè ïðîèçíåñåííûõ ôðàç-óòâåðæäåíèé ÷¼òíîå ÷èñëî

âåðíûõ?
24. Èìååòñÿ 185 ìîíåò, èç íèõ ðîâíî 7 ôàëüøèâûõ. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî,
âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî. Ôàëüøèâàÿ ìîíåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Êàê çà 3
âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îòîáðàòü 23 íàñòîÿùèå ìîíåòû?

Ðàçíîáîé-4, 9 èþëÿ.
25. Äæîí è Ìýðè æèâóò â íåáîñêðåáå, íà êàæäîì ýòàæå êîòîðîãî 10 êâàðòèð. Íîìåð ýòàæà
Äæîíà ðàâåí íîìåðó êâàðòèðû Ìýðè, à ñóììà íîìåðîâ èõ êâàðòèð ðàâíà 239. Êàêîâ íîìåð
êâàðòèðû Äæîíà?
26. Ðàçáåéòå ÷èñëî 186 íà òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, ñóììà ëþáûõ äâóõ
èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà òðåòüå.
27. Â ðÿä ñëåâà íàïðàâî áûëè âûñòàâëåíû ãèðüêè ìàññàìè 1 ã, 2 ã, . . . , 13 ã. Èç íèõ îñòàëîñü
òîëüêî ñåìü ïîäðÿä ñòîÿùèõ, à îñòàëüíûå øåñòü ãèðåê ïîòåðÿíû. Ìîæíî ëè çà äâà âçâåøèâàíèÿ
íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ îïðåäåëèòü ìàññû îñòàâøèõñÿ ãèðåê?
Óêàçàíèå: Íà îäíó ÷àøó âåñîâ íàäî ïîëîæèòü äâå ñàìûõ ë¼ãêèõ ãèðè, à íà äðóãóþ � âòîðóþ ïî òÿæåñòè.
28. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 2001 â âèäå äðîáè, ÷èñëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äåâÿòàÿ ñòåïåíü êàêîãî-
òî öåëîãî ÷èñëà, à çíàìåíàòåëåì � äåñÿòàÿ ñòåïåíü êàêîãî-òî ÷èñëà.
29. Íåñêîëüêî ó÷àùèõñÿ óøëè èç ëèöåÿ è íåñêîëüêî ïðèøëè. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëî ó÷àùèõñÿ
óìåíüøèëîñü íà 10%, à äîëÿ ìàëü÷èêîâ â ëèöåå óâåëè÷èëàñü ñ 50% äî 55%. Óâåëè÷èëîñü èëè
óìåíüøèëîñü ÷èñëî ìàëü÷èêîâ?
30. Íà äîñêå íàïèñàíû òðè ÷èñëà: 1, 0, 0. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ëþáûå äâà èç íèõ
è çàìåíèòü êàæäîå íà èõ ïîëóñóììó (íàïðèìåð, èç 1, 0, 0 ïîëó÷èòü 1

2
, 1

2
, 0). Ìîæíî ëè ñäåëàòü

âñå òðè ÷èñëà îäèíàêîâûìè?
31. Íà òðîïèíêå, íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, ïî àëôàâèòó âûñòðîèëèñü ñåìè-
êëàññíèêè. Ìåæäó íèìè òóäà è îáðàòíî õîäèò Ñåðãåé Þðüåâè÷. Âðåìÿ îò âðåìåíè Ñåðãåé
Þðüåâè÷ îñòàíàâëèâàåòñÿ è ñâèñòèò â ñâèñòîê. Ïî ýòîé êîìàíäå âñå ñåìèêëàññíèêè ïîäáåãàþò
ê íåìó è âîçâðàùàþòñÿ íà ñâîè ìåñòà. Äîêàæèòå, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñàìîå áîëüøîå ðàññòîÿíèå
ïðîáåæèò ëèáî Àíèñèìîâ Æåíÿ, ëèáî Ýïøòåéí Êñþøà.
32. Íà ñêëàäå èìååòñÿ ïî 200 ñàïîã 41, 42 è 43 ðàçìåðîâ, ïðè÷åì ñðåäè ýòèõ ñàïîã 300 ëåâûõ è
300 ïðàâûõ. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü íå ìåíåå 100 ïàð îáóâè îäíîãî ðàçìåðà.

Ðàçíîáîé-5, 10 èþëÿ.
33. Êàêèå äâå öèôðû íóæíî ïðèïèñàòü ñïðàâà ê ÷èñëó 1983, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ÷èñëî, äåëÿùå-
åñÿ íà 83?
Ðåøåíèå: Çàïèøåì óñëîâèå â âèäå 198300+xy

... 83. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðè äåëåíèè íà 83 äàåò îñòàòîê 13.
Çíà÷èò, 13 + xy äåëèòñÿ íà 83, èç ÷åãî çàêëþ÷àåì, ÷òî xy = 70, òî åñòü íóæíî ïðèïèñàòü öèôðû 7 è 0.
34. Íàéäèòå âñå äâóçíà÷íûå ÷èñëà, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè âñòàâèòü ìåæ-
äó öèôðàìè ÷èñëà ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî ñåì¼ðîê, òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ
íàöåëî íà 13.
Ðåøåíèå: Ïóñòü ab� äâóçíà÷íîå ÷èñëî, îáëàäàþùåå òðåáóåìûì ñâîéñòâîì. Òîãäà ÷èñëà a77b è a7b, à
ñëåäîâàòåëüíî, è èõ ðàçíîñòü, ðàâíàÿ 100(9a + 7) äåëÿòñÿ íà 13. Òàê êàê 100 è 13 âçàèìíî ïðîñòû, íà 13
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äåëèòñÿ ÷èñëî 9a + 7, îòêóäà ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì, ÷òî a ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî
5. Èç äåëèìîñòè íà 13 ÷èñëà 57b íàõîäèì, ÷òî b = 2, òî åñòü 52 � åäèíñòâåííî âîçìîæíûé âàðèàíò.

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî âñå ÷èñëà âèäà 57 . . . 72 äåëÿòñÿ íà 13. Ýòî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà:
57 . . . 72 = 52 + 520 + 5200 + . . . + 5200 . . . 0.
35. Íà ïîëå áðàíè âñòðåòèëèñü àðìèè Òîëñòûõ è Òîíêèõ ïî 1000 ÷åëîâåê â êàæäîé. Ñíà÷àëà
êàæäûé Òîëñòûé âûñòðåëèë â îäíîãî èç Òîíêèõ. Çàòåì êàæäûé óöåëåâøèé Òîíêèé âûñòðåëèë
â îäíîãî èç Òîëñòûõ. Íàêîíåö, êàæäûé óöåëåâøèé Òîëñòûé åù¼ ðàç âûñòðåëèë â îäíîãî èç
Òîíêèõ. Ïîñëå ýòîãî ó êàæäîé àðìèè êîí÷èëèñü ïàòðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî â æèâûõ îñòàëîñü íå
ìåíåå 500 ñîëäàò.
Ðåøåíèå: Ïóñòü Òîíêèå ñâîèì åäèíñòâåííûì çàëïîì óáèëè n Òîëñòûõ. Òîãäà âòîðûì çàëïîì Òîëñòûå
óáüþò íå áîëåå 1000 − n Òîíêèõ, ïîýòîìó çà äâà ïîñëåäíèõ çàëïà ïîãèáíåò íå áîëåå 1000 ñîëäàò ñ òîé è
äðóãîé ñòîðîíû.

Ïóñòü ïîñëå ïåðâîãî çàëïà Òîëñòûõ â æèâûõ îñòàëîñü x Òîíêèõ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) x 6 500. Òîãäà ïîñëå çàëïà Òîíêèõ ó Òîëñòûõ îñòàíåòñÿ â æèâûõ íå ìåíåå 1000 − x ñîëäàò, ÷òî íå

ìåíüøå 500, è óòâåðæäåíèå â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíî.
2) x > 500. Òîãäà ïîñëå ïåðâîãî çàëïà Òîëñòûõ ó äâóõ àðìèé â ñóììå áîëåå 1500 æèâûõ ñîëäàò.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, çà äâà ïîñëåäíèõ çàëïà íå ìîæåò ïîãèáíóòü áîëåå 1000 ÷åëîâåê, ÷òî è çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.
36. Ðåøèòå ðåáóñ ÄÅÄÊÀ+ ÁÀÁÊÀ+ ÐÅÏÊÀ = ÑÊÀÇÊÀ.
37. ×åðåç òî÷êó ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû 3 ïðÿìûå, ðàçáèâàþùèå ïëîñêîñòü íà 6 óãëîâ. Èçâåñòíî,
÷òî îäèí èç îáðàçîâàâøèõñÿ óãëîâ íå ïðåâîñõîäèò ïîëóñóììû íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî óãëà.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò óãîë íå ïðåâîñõîäèò 60◦.
Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì òðè ïîäðÿä èäóùèõ óãëà ÷åðåç α, β è γ. Îñòàâøèåñÿ òðè óãëà òàêæå áóäóò ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû α, β è γ, êàê âåðòèêàëüíûå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü α 6 β 6 γ. Òîãäà β 6 α+γ

2 ,
îòêóäà α + γ > 2β. Íî óãëû α, β è γ ñîñòàâëÿþò ðàçâ¼ðíóòûé óãîë, ïîýòîìó π = α + β + γ > 3β, îòêóäà è
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
38. Åñëè êëàññ èç 30 ÷åëîâåê ðàññàäèòü â çàëå êèíîòåàòðà, òî â ëþáîì ñëó÷àå õîòÿ áû â îäíîì
ðÿäó îêàæåòñÿ íå ìåíåå äâóõ îäíîêëàññíèêîâ. Åñëè òî æå ñàìîå ïðîäåëàòü ñ êëàññîì èç 26
÷åëîâåê, òî ïî êðàéíåé ìåðå òðè ðÿäà îêàæóòñÿ ïóñòûìè. Ñêîëüêî ðÿäîâ â çàëå?
Ðåøåíèå: Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â çàëå íå áîëåå 29 ðÿäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû êîëè÷åñòâî
ðÿäîâ áûëî íå ìåíüøå 30, òî, î÷åâèäíî, êëàññ èç 30 ÷åëîâåê ìîæíî áûëî áû ðàññàäèòü íå áîëåå ÷åì ïî
îäíîìó íà êàæäûé ðÿä.

Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ðÿäîâ â çàëå íå ìåíåå 29. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êîëè÷åñòâî
ðÿäîâ íå áîëüøå 28, òî ñàæàÿ ó÷åíèêîâ êëàññà èç 26 ÷åëîâåê ïî î÷åðåäè íà ïóñòûå ðÿäû, ïîëó÷èì, ÷òî
ëèáî â êàêîé-òî ìîìåíò âñå ðÿäû áóäóò çàíÿòû, ëèáî âñå 26 ó÷åíèêîâ áóäóò ñèäåòü ïî îäíîìó íà 26 ðÿäàõ,
è â ýòîì ñëó÷àå îñòàíóòñÿ ñâîáîäíûìè íå áîëåå äâóõ ðÿäîâ.

Çíà÷èò, â êèíîòåàòðå 29 ðÿäîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáà óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíåíû.
39. Íà ñêëàäå ñòåêëîòàðû ìîãóò õðàíèòüñÿ áàíêè èç-ïîä êîíñåðâèðîâàííûõ îâîùåé ïî 0.5 ë,
0.7 ë è 1 ë. Ñåé÷àñ íà ñêëàäå èìååòñÿ 2500 áàíîê îáùåé âìåñòèìîñòüþ 1998 ë. Äîêàæèòå, ÷òî
íà ñêëàäå åñòü õîòÿ áû îäíà ïîëëèòðîâàÿ áàíêà.
40. Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîäåëåíû íà õîðîøèå è ïëîõèå. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ÷èñëî A õîðîøåå,
òî è ÷èñëî A + 6 òîæå õîðîøåå, à åñëè ÷èñëî B ïëîõîå, òî è ÷èñëî B + 15 òîæå ïëîõîå. Ìîæåò
ëè ñðåäè ïåðâûõ 2000 ÷èñåë áûòü ðîâíî 1000 õîðîøèõ?
Ðåøåíèå: Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëà C è C + 3 ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ëèáî õîðîøèìè, ëèáî ïëîõèìè ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè C. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ýòîãî, ÷òî ÷èñëî C � õîðîøåå, à C + 3 � ïëîõîå. Òîãäà ñ îä-
íîé ñòîðîíû, ÷èñëî C + 18 = (C + 3) + 15 äîëæíî áûòü õîðîøèì, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî æå ÷èñëî
C + 18 = ((C + 6) + 6) + 6 äîëæíî áûòü ïëîõèì. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷èñëî C � ïëîõîå, à C + 3 �
õîðîøåå, òî ÷èñëî C +15 = ((C +3)+6)+6 äîëæíî áûòü îäíîâðåìåííî è ïëîõèì è õîðîøèì. Ïîëó÷åííîå â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëà C è C +3 âñåãäà ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó. Èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 3 ÿâëÿåòñÿ ëèáî öåëèêîì õîðîøèì, ëèáî öåëèêîì ïëîõèì.
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Ñðåäè ïåðâûõ 2000 ÷èñåë êàæäûé òàêîé êëàññ ñîäåðæèò 666 èëè 667 ÷èñåë. Ëþáîé êëàññ ñîäåðæèò

ìåíüøå 1000 ÷èñåë, à ëþáûå äâà êëàññà � áîëüøå 1000 ÷èñåë. Ïîýòîìó ðîâíî 1000 õîðîøèõ ÷èñåë áûòü
íå ìîæåò.

Ðàçíîáîé-6, ïÿòíèöà, 13-å.
41. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè âíóòðè òðåóãîëüíèêà äî åãî âåðøèí
áîëüøå ïîëóïåðèìåòðà.
Ðåøåíèå: OA+OB > AB; OB+OC > BC; OA+OC > AC, çíà÷èò 2(OA+OB+OC) > AB+BC+AC.
42. Ó÷åíèêè ËÌØ-3001 ïîñåùàþò 14 êëóáîâ, ïðè÷¼ì â êàæäîì êëóáå ðîâíî 4 ñëóøàòåëÿ, è ëþ-
áûå äâà êëóáà èìåþò ðîâíî îäíîãî îáùåãî ñëóøàòåëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ó÷åíèê, ïîñåùàþùèé
âñå êëóáû.
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëóá. Åãî ïîñåùàþò ÷åòûðå ó÷åíèêà. Òàê êàê ýòè ó÷åíèêè äîëæíû
ïîñåòèòü âñå îñòàëüíûå 13 êëóáîâ, òî îäèí èç íèõ (Âàñÿ) ïîñåùàåò ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå äðóãèõ êëóáà
(èòîãî � 5). Îáîçíà÷èì èõ áóêâàìè A, B, C, D, E. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî èìåííî Âàñÿ ÿâëÿåòñÿ îáùèì
ñëóøàòåëåì êàæäîé ïàðû èç ýòèõ êëóáîâ (à äðóãèõ îáùèõ ñëóøàòåëåé ïî óñëîâèþ íåò). Òåïåðü ðàññìàòðè-
âàåì ëþáîé èç îñòàëüíûõ 9 êëóáîâ � X. Äëÿ êàæäîãî èç êëóáîâ A, B, C, D, E â êëóáå X äîëæåí áûòü
ó÷åíèê, êîòîðûé ïîñåùàåò ýòîò êëóá. Íî òàê êàê â X ðîâíî 4 ñëóøàòåëÿ, òî äëÿ êàêèõ-òî äâóõ èç íèõ ýòè
ñëóøàòåëè ñîâïàäóò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòèì ñàìûì ñîâïàäàþùèì ñëóøàòåëåì áóäåò Âàñÿ. Ìû äîêàçàëè, ÷òî
Âàñÿ ïîñåùàåò âñå êëóáû.
43. Âåðíî ëè, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 12 ïîñëåäîâàòåëüíûõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëåå ÷åòûð¼õ
ïðîñòûõ?
Ðåøåíèå: Ñðåäè ÷èñåë åñòü øåñòü ÷¼òíûõ ÷èñåë è äâà íå÷¼òíûõ ÷èñëà, äåëÿùèõñÿ íà òðè. . .
44. Â êëàññå 33 ó÷åíèêà, âñåì èì âìåñòå 430 ëåò. Äîêàæèòå, ÷òî â êëàññå íàéäóòñÿ 20 ó÷åíèêîâ,
êîòîðûì âìåñòå íå ìåíåå 260 ëåò.
Ðåøåíèå: Âîçðàñò äâàäöàòè ñòàðøèõ ó÷åíèêîâ íå ìåíåå 20

33 · 430 > 260.
45. Ëåíÿ ïî îäíîé äîñòàåò è ñêëàäûâàåò â äâå ñòîïêè ÷åðíûå è êðàñíûå êàðòî÷êè. Êëàñòü
êàðòî÷êó íà äðóãóþ êàðòî÷êó òîãî æå öâåòà çàïðåùåíî. Äåñÿòàÿ è îäèííàäöàòàÿ êàðòî÷êè
áûëè êðàñíûå, à äâàäöàòü ïÿòàÿ � ÷åðíàÿ. Êàêîãî öâåòà áûëà äâàäöàòü øåñòàÿ?
Ðåøåíèå: Ñîñòîÿíèÿ âåðõà êó÷êè ÷åðåäóþòñÿ: ñíà÷àëà îäèíàêîâûå, ïîòîì ðàçíûå, ïîòîì ñíîâà îäèíàêî-
âûå. . . Ïîñëå îäèííàäöàòîé êàðòî÷êè îäèíàêîâûå, çíà÷èò ïîñëå äâàäöàòü ïÿòîé � òîæå îäèíàêîâûå (÷¼ð-
íûå). Çíà÷èò äâàäöàòü øåñòàÿ êàðòî÷êà � êðàñíàÿ.
46. Íà äîñêå íàïèñàíû 6 ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ðàçðåøàåòñÿ ê ëþáûì äâóì ïðèáàâèòü ïî 1.
Ìîæíî ëè, ïðîäåëàâ ýòó îïåðàöèþ íåñêîëüêî ðàç, ñäåëàòü âñå ÷èñëà ðàâíûìè?
Ðåøåíèå: Íåò. Èíâàðèàíò � ÷¼òíîñòü ñóììû (êîëè÷åñòâà íå÷¼òíûõ ÷èñåë).
47. Íèêèòà íàïèñàë íà äîñêå ïÿòü åäèíèö, à ïîòîì âñòàâèë ìåæäó íèìè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî
íóëåé. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî ïîëó÷èëîñü ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íåêîòîðîãî öåëîãî
÷èñëà. Ïðàâ ëè Íèêèòà?
Ðåøåíèå: Íåò, ïîòîìó ÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà òðè, íî íå äåëèòñÿ íà 9.
48. Èç øåñòè ñïè÷åê îäèíàêîâîé äëèíû âûëîæåí øåñòèóãîëüíèê ABCDEF , ïðè÷åì ïðîòè-
âîëåæàùèå ñïè÷êè ëåæàò ïàðàëëåëüíî. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ACE è BDF
ðàâíû.

Ðàçíîáîé-7, 14 èþëÿ.
49.Ìóëüòôèëüì ïîêàçûâàëè öåëîå ÷èñëî ìèíóò. Êîãäà ïîñìîòðåëè â ïðîãðàììêå âðåìÿ íà÷àëà
è êîíöà ïîêàçà (÷àñû ïî 24-÷àñîâîé øêàëå è ìèíóòû), îêàçàëîñü, ÷òî â ýòîé çàïèñè èñïîëüçîâàíû
8 ðàçëè÷íûõ öèôð. Êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ ìîã èäòè ìóëüòôèëüì?



42 Ðàçíîáîé
Îòâåò: 15 ìèíóò (19.58 � 20.13)
50. Ñåìèêëàññíèê ñ÷èòàåòñÿ ïðîæîðëèâûì, åñëè îí óí¼ñ ñ âå÷åðíåãî ÷àÿ áîëüøå 500 ãðàììîâ
ñóõàðåé. Ëþäìèëà Þðüåâíà ïîäñ÷èòàëà ïðîöåíò ïðîæîðëèâûõ ñåìèêëàññíèêîâ, à Êîíñòàíòèí
Àëåêñàíäðîâè÷ � ïðîöåíò óíåñåííûõ èìè ñóõàðåé. Ó êîãî ïðîöåíò ïîëó÷èëñÿ áîëüøå, åñëè
ñåìèêëàññíèêè óíåñëè ñ âå÷åðíåãî ÷àÿ âñå ñóõàðè?
Îòâåò: ó Êîíñòàíòèíà Àëåêñàíäðîâè÷à ïðîöåíò íå ìåíüøå
51. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 2002 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êóáîâ òðåõ íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë.
Óêàçàíèå: 2002 ≡ 4 (mod 9).
52. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå n òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b âåðíî, ïî êðàéíåé ìåðå,
îäíî èç óòâåðæäåíèé: a äåëèòñÿ íà n, b äåëèòñÿ íà n, a + b äåëèòñÿ íà n, a− b äåëèòñÿ íà n.
Îòâåò: 1, 2 è 3. Èíà÷å äëÿ a = 1 è b = 2 íè îäíî èç óñëîâèé íå âûïîëíåíî.
53. Âíóòðè êâàäðàòà ABCD îòìå÷åíà òî÷êà M , òàêàÿ ÷òî ∠BAM = ∠ABM = 15◦. Äîêàæèòå,
÷òî òðåóãîëüíèê MDC � ðàâíîñòîðîííèé.
Ðåøåíèå: Íàðèñóåì ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê CDM ′, òîãäà çàìåòèâ ðàâíîáåäðåííîñòü ïàðî÷êè òðå-
óãîëüíèêîâ, âûÿñíèì, ÷òî ∠BAM ′ = ∠ABM ′ = 15◦. Ïðÿìûì õîäîì íå ñ÷èòàåòñÿ... íå íðàâèòñÿ (ÒÊ)
54. Ñåìèêëàññíèêè õîäèëè êóïàòüñÿ ÷åðåç áîëüøîé ïåñ÷àíûé ïëÿæ. Øåäøàÿ ïîñëåäíåé Ìà-
ðèíà Çàê àêêóðàòíî ïðîâåëà íà ïåñêå äâå ÷åðòû, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ
ðåáÿò, íà ðàññòîÿíèè 10 ìåòðîâ äðóã îò äðóãà, è íàñ÷èòàëà ìåæäó íèìè ðîâíî 559 ñëåäîâ ñâî-
èõ îäíîêëàññíèêîâ. Ñêîëüêî ñåìèêëàññíèêîâ õîäèëî íà ðåêó, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äëèíà øàãà
êàæäîãî èç íèõ ñîñòàâëÿåò ðîâíî 55 ñì?
Ðåøåíèå: Ìåæäó ÷åðòàìè êàæäûé ñåìèêëàññíèê îñòàâëÿåò èëè 18 ñëåäîâ (åñëè ïåðâûì øàãîì îí çàñòóïèë
õîòÿ áû íà 10 ñàíòèìåòðîâ çà ÷åðòó), èëè 19 (åñëè íå çàñòóïèë). Ïîëó÷àåì, óðàâíåíèå 18x + 19y = 559.
Ïîñìîòðåâ îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 18, ïîëó÷àåì, ÷òî y ≡ 1 (mod 18). Ïîñêîëüêó óæå 19 · (18 · 2 + 1) > 559,
òî y = 1 èëè y = 19, îòêóäà x + y = 31 èëè x + y = 30

55. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 52n+1 + 3n+2 · 2n−1 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n äåëèòñÿ íà 19?
Ðåøåíèå: Ýòî âûðàæåíèå ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 19 ñ 30 · 6n−1 + 27 · 6n−1 = 57 · 6n−1 ... 19.
56. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ ñåìè ðàçíûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë íàéäóòñÿ äâà òàêèõ, ÷òî ðàçíîñòü
èõ êâàäðàòîâ äåëèòñÿ íà 10 áåç îñòàòêà.
Ðåøåíèå: Ïðè äåëåíèè íà 10 êâàäðàòû ìîãóò äàâàòü òîëüêî îñòàòêè 0, 1, 4, 5, 6 è 9, ïîýòîìó ñðåäè 7
êâàäðàòîâ áóäóò äâà ñ îäèíàêîâûìè îñòàòêàìè.

Ðàçíîáîé-8, 19 èþëÿ.
57. Ìîæíî ëè èç ÷èñëà 123456789 âû÷åðêíóòü îäíó èëè íåñêîëüêî öèôð òàê, ÷òîáû îñòàâøååñÿ
÷èñëî äåëèëîñü íà 11?
58. Â óçëàõ ñåòêè 3×100 ñòîÿò êðàñíûå òî÷êè (â êàæäîé ñòðîêå � 100 òî÷åê è â êàæäîì ñòîëáöå �
3 òî÷êè). Ñêîëüêî ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ðîâíî ÷åðåç 3 êðàñíûå òî÷êè?
Îòâåò: 100 · 50 = 10000.
59. Íà ñòîëå ëåæàò 500 ñïè÷åê. Äâîå èãðàþùèõ õîäÿò ïî î÷åðåäè. Çà îäèí õîä ìîæíî âçÿòü ñî
ñòîëà 1, 2, 4, 8, . . . (ëþáóþ ñòåïåíü äâîéêè) ñïè÷åê. Ïðîèãðûâàåò òîò, êîìó íå÷åãî áðàòü. Êòî
âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå: íà÷èíàþùèé èëè åãî ïàðòíåð?
60. Èçâåñòíî, ÷òî p1, p2 è p3 � ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

(p1 + p2 + p3)
3 − (−p1 + p2 + p3)

3 − (p1 − p2 + p3)
3 − (p1 + p2 − p3)

3

äåëèòñÿ íà p1p2p3.



Ðàçíîáîé-8, 19 èþëÿ. 43
61. Íèêàêèå òðè äèàãîíàëè íåêîòîðîãî 100-óãîëüíèêà íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ñêîëüêî
ó íåãî èìååòñÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé?
62. Â øåñòîì ÷àñó ìèíóòíàÿ ñòðåëêà íàõîäèòñÿ íà òðè ìèíóòíûõ äåëåíèÿ ïîçàäè ÷àñîâîé.
Êîòîðûé ÷àñ?
Îòâåò: 17 ÷àñîâ 24 ìèíóòû.
63. Íàéäèòå âñå íåñîêðàòèìûå äðîáè, êîòîðûå óâåëè÷èâàþòñÿ âäâîå ïîñëå îäíîâðåìåííîãî óâå-
ëè÷åíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà 10?
Îòâåò: 2/5.
64. Íà ñòîðîíàõ BC è CD êâàäðàòà ABCD âçÿòû òî÷êè K è L ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî
∠BAK = 40◦, à ∠LAD = 10◦. Äîêàæèòå, ÷òî AL = LD + BK.



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñîðåâíîâàíèÿ

Âñòóïèòåëüíûé òåñò, 2 èþëÿ.

1. Â ñòðàíå ABCD èç ãîðîäà A â ãîðîä B èäåò 17 äîðîã. Èç ãîðîäà B â C � 5, èç A â D � 4
äîðîãè è èç D â C � 8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîåõàòü èç ãîðîäà A â ãîðîä C?
Îòâåò: 17× 5 + 4× 8 = 117.
2. Íà 3 ïðèçîâûõ ìåñòà â øàõìàòíîì òóðíèðå ïðåòåíäóþò Âàñÿ, Ìàêñèì è Ôèëèïï. Êàêèì
÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ýòè ìåñòà?
Îòâåò: 3! = 6

3. Â àëôàâèòå ïëåìåíè Ìóìáî-Þìáî 4 áóêâû: À, Â, Õ, Ó. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òð¼õáóêâåííûõ
ñëîâ ìîæåò áûòü â Ìóìáî-Þìáñêîì ñëîâàðå?
Îòâåò: 43 = 64

4. Ìàëûø ïîåõàë â äðóãîé ãîðîä. È ðåøèë íàðèñîâàòü Êàðëñîíó ïðîùàëüíóþ êàðòèíêó: óåç-
æàþùèé ïàðîâîçèê íà ôîíå ðàäóãè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ñìîæåò ýòî ñäåëàòü, åñëè õî÷åò
èçîáðàçèòü 13 ðàçíîöâåòíûõ âàãîí÷èêîâ è 13-öâåòíóþ ðàäóãó (ó Ìàëûøà åñòü êàðàíäàøè 13
öâåòîâ)?
Îòâåò: 13!× 13!

Âåðíî ëè, ÷òî
5. åñëè 24a äåëèòñÿ íà 9, òî a äåëèòñÿ íà 9;
6. åñëè 3a äåëèòñÿ íà 2, òî 3a äåëèòñÿ íà 6;
7. åñëè a äåëèòñÿ íà 12, òî a äåëèòñÿ íà 6;
8. åñëè a äåëèòñÿ íà 12, òî a äåëèòñÿ íà 8;
9. åñëè a äåëèòñÿ íà 24 è a äåëèòñÿ íà 15, òî a äåëèòñÿ íà 360;
10. åñëè a äåëèòñÿ íà 4 è a íå äåëèòñÿ íà 24, òî a íå äåëèòñÿ íà 6;
11. åñëè a äåëèòñÿ íà 49 è a äåëèòñÿ íà 17, òî a äåëèòñÿ íà 119;
12. åñëè a2 äåëèòñÿ íà 3, òî a2 äåëèòñÿ íà 9;
13. åñëè a äåëèòñÿ íà 10, à b äåëèòñÿ íà 15, òî a + b íå äåëèòñÿ íà 10?
14. Ñðåäè ëþäåé, èìåþùèõ òåëåâèçîðû, åñòü òàêèå, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìàëÿðàìè. Ëþäè,
êàæäûé äåíü êóïàþùèåñÿ â áàññåéíå, íî íå ÿâëÿþùèåñÿ ìàëÿðàìè, íå èìåþò òåëåâèçîðîâ.
Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî íå âñå âëàäåëüöû òåëåâèçîðîâ êàæäûé äåíü êóïàþòñÿ â áàññåéíå?
15. Âñå ìàëåíüêèå ìàëü÷èêè ìå÷òàþò ïîëåòåòü â êîñìîñ. Þðà è Âëàäèê ìå÷òàþò ïîëåòåòü â
êîñìîñ. Âåðíî ëè, ÷òî îíè îáà � ìàëåíüêèå ìàëü÷èêè?
Îòâåò: Íåò
16. Êàæäûé àíãëè÷àíèí ëþáèò èãðàòü â ãîëüô. Ìàéêë ëþáèò èãðàòü â ãîëüô. Âåðíî ëè, ÷òî
îí àíãëè÷àíèí?
Îòâåò: Íåò



Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà, 3 èþëÿ. 45
17. Âñå êðàñíûå îâîùè âêóñíûå. Âñå ïîìèäîðû êðàñíûå. Ýòîò îâîù íå êðàñíûé. Âåðíî ëè, ÷òî
ýòîò îâîù íåâêóñíûé?
Îòâåò: Íåò
18. Íåâåðíî, ÷òî âñå äðóçüÿ ìîåãî äðóãà � ìîè äðóçüÿ. ×òî òîãäà âåðíî?
19. Äåòè íåëîãè÷íû. Òîò, êòî óïðàâëÿåò êðîêîäèëàìè, äîñòîèí óâàæåíèÿ. Íåëîãè÷íûå ïåðñîíû
íå äîñòîéíû óâàæåíèÿ. Êàêîé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä?
20. Íåâåðíî, ÷òî âñå àíàíàñû ïðèÿòíû íà âêóñ. ×òî òîãäà âåðíî?
21. Íè îäèí îïûòíûé ÷åëîâåê íå ÿâëÿåòñÿ íåêîìïåòåíòíûì. Äæåíêèíñ âñåãäà î÷åíü íåëîâîê.
Íè îäèí èç êîìïåòåíòíûõ ëþäåé íå áûâàåò íåëîâêèì âñåãäà. Êàêîé (íàèáîëåå ïîëíûé) âûâîä
ìîæíî ñäåëàòü?
22. Ìîè êàñòðþëè � ýòî åäèíñòâåííîå, ÷òî ñäåëàíî èç îëîâà. ß ñ÷èòàþ, ÷òî âñå òâîè ïîäàðêè
äîâîëüíî ïîëåçíû. Ìîè êàñòðþëè � ñàìûå áåñïîëåçíûå âåùè â äîìå. Êàêîé (íàèáîëåå ïîëíûé)
âûâîä ìîæíî ñäåëàòü?

Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà, 3 èþëÿ.

1. Âåðíî ëè, ÷òî ñðåäè òð¼õ ÷èñåë ëèáî íàéä¼òñÿ ÷èñëî, êðàòíîå 5, ëèáî íàéäóòñÿ 2 ÷èñëà, ÷üÿ
ñóììà äåëèòñÿ íà 5, ëèáî íàéäóòñÿ 2 ÷èñëà, ÷üÿ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà 5.
2. Ïåðåä íà÷àëîì óðîêà ó÷èòåëü íàïèñàë íà äîñêå êàêîå-òî öåëîå ÷èñëî îò 1 äî 100. Ïîñëå ýòîãî
äåòè ïî î÷åðåäè ñêàçàëè ñëåäóþùåå:

1-é: �Ýòî ÷èñëî áîëüøå 1.�
2-é: �Ýòî ÷èñëî áîëüøå 2.�
. . .
99-é: �Ýòî ÷èñëî áîëüøå 99.�
100-é: �Ýòî ÷èñëî áîëüøå 100.�
101-é: �Ýòî ÷èñëî ìåíüøå 100.�
. . .
200-é: �Ýòî ÷èñëî ìåíüøå 1.�
Ñêîëüêî ðàç ðåáÿòà ñêàçàëè ïðàâäó? Íàéäèòå âñå âàðèàíòû è ïîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

Îòâåò: 99
3.Ó ïðîäàâöà åñòü ìíîãî ãèðåê âåñîì 37 ã, 66 ã, 99 ã. Ìîæíî ëè çà îäíî âçâåøèâàíèå íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ îòâåñèòü 1 êã 69 ã òîâàðà (êëàñòü ãèðüêè íà ÷àøó ñ òîâàðîì çàïðåùàåòñÿ, äðóãèõ ãèðåê
ó ïðîäàâöà íåò)?
Îòâåò: Íåò, íåëüçÿ
4. Cóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü

à) íà òðè ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà;
á) íà ÷åòûðå ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà;
â) íà ïÿòü ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ?

5. Þðà, Âëàäèê è Ìàðèíà Þðüåâíà ðåøèëè ñûãðàòü â ñëåäóþùóþ èãðó. Â êó÷êå ëåæèò 2001
ñïè÷êà. Þðà è Âëàäèê èìåþò ïðàâî áðàòü 1 èëè 2 ñïè÷êè, à èõ ìàìà ÌàðèíàÞðüåâíà � 1, 2 èëè
3. Ïðè ýòîì Âëàäèê è Þðà îáúåäèíÿþò ñâîè óñèëèÿ ïðîòèâ ìàìû, à îíà èìååò ïðàâî âûáðàòü
î÷åðåäü ñâîåãî õîäà � ïåðâûé, âòîðîé èëè òðåòèé. Âûèãðûâàåò òîò, êòî âîçüìåò ïîñëåäíþþ
ñïè÷êó. Ìîæåò ëè Ìàðèíà Þðüåâíà âûáðàòü ñåáå òàêóþ î÷åðåäü, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé èãðå
âûèãðàåò èìåííî îíà?
Îòâåò: Äà. Îíà áåðåò 1 ñïè÷êó, à äàëüøå êàæäûé ðàç õîäèò òàê, ÷òîáû îñòàâèòü êîëè÷åñòâî ñïè÷åê,
êðàòíîå 5.
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6. Â ËÌØ æèâóò 5 îòðÿäîâ ìàòåìàòèêîâ (ñ 6 ïî 10 êëàññ), à òàêæå îòðÿä ôèçèêîâ è îòðÿä
áèîëîãîâ. Êàæäûé îòðÿä æèâåò â ñâîåì äîìèêå. Îò äîìèêîâ, â êîòîðûõ æèâóò øêîëüíèêè
êàæäîãî èç îòðÿäîâ, ïðîëîæåíû äîðîæêè ê äîìèêàì íå ìåíåå ÷åì ÷åòûð¼õ äðóãèõ îòðÿäîâ, à
îò äîìèêà ìàòåìàòèêîâ 7 êëàññà èäåò íå ìåíåå 5 òàêèõ äîðîæåê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïóòü, ïðîõîäÿùèé (ïî äîðîæêàì) ÷åðåç âñå îòðÿäíûå äîìèêè, ïðè÷åì ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó.

Ìàòáîé 1, 6 èþëÿ.

Ïîñâÿùàåòñÿ Þëå Ñåìàêîâîé

1. Ñåìü çâåçäî÷åê íà ðèñóíêå çàìåíèòå öèôðàìè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü âåðíîå ðàâåíñòâî:
∗∗∗ · 9∗ = ∗2∗∗. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ. Ïåðâûå çâåçäî÷êè â ÷èñëàõ íå äîëæíû çàìåíÿòüñÿ
íóëÿìè.
Îòâåò: 100 · 92 = 9200, 101 · 92 = 9292, 102 · 91 = 9282, 103 · 90 = 9270.
2.Åñëè íà ïðÿìîé îòìåòèòü íåñêîëüêî îòðåçêîâ (áûòü ìîæåò, ïåðåñåêàþùèõñÿ), è ëåâóþ ïî-
ëîâèíó êàæäîãî îòðåçêà ïîêðàñèòü â êðàñíûé öâåò, òî çàêðàøåííûå òî÷êè îáðàçóþò ñïëîøíîé
êðàñíûé îòðåçîê. Åñëè âìåñòî ýòîãî ïðàâóþ ïîëîâèíó êàæäîãî èç òåõ æå îòðåçêîâ ïîêðàñèòü â
ñèíèé öâåò, òî ñèíèå òî÷êè îáðàçîâàëè áû ñïëîøíîé ñèíèé îòðåçîê íà 20 ñì êîðî÷å êðàñíîãî.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè èñõîäíûõ îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ íàéäóòñÿ äâà, äëèíû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ
íå ìåíåå ÷åì íà 40 ñì.
3.Ìàëûø è Êàðëñîí èãðàþò â òàêóþ èãðó: îíè áåðóò øîêîëàäêó 1997 × 1998 è ïî î÷åðåäè
âûêóñûâàþò èç íåå �ïî êëåòî÷êàì� êóñî÷êè (íå îáÿçàòåëüíî ñ êðàþ): Êàðëñîí � 2×2, Ìàëûø �
1× 1. Åñëè íå îñòàëîñü íè îäíîãî êóñî÷êà 2× 2, òî âåñü îñòàâøèéñÿ øîêîëàä äîåäàåò Ìàëûø.
Âûèãðûâàåò òîò, êòî áîëüøå ñúåñò. Íà÷èíàåò èãðó Ìàëûø. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?
4.Àáîðèãåíû ïëàíåòû Ñìàëëèè � ðûöàðè èëè ëæåöû. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäèò 30 ñìàëëèàí.
Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ñîñåäåé êàæäîãî ëæåöà èìååòñÿ ðîâíî îäèí ëæåö. Ïðè îïðîñå 12 ñìàëëèàí
ñêàçàëè, ÷òî ðîâíî îäèí èç èõ ñîñåäåé � ëæåö, à îñòàëüíûå ñêàçàëè, ÷òî îáà èõ ñîñåäà � ëæåöû.
Ñêîëüêî ëæåöîâ ñèäèò çà ñòîëîì?
5.Êëåòêè äâóõ òàáëèö ðàçìåðàìè 2000 × 2001 çàêðàøåíû â ñèíèé è êðàñíûé öâåò òàê, ÷òî
â êàæäîì ñòîëáöå è ëþáîé ñòðîêå � ÷¼òíîå ÷èñëî ñèíèõ êëåòîê. Îäíó èç òàáëèö íàëîæèëè íà
äðóãóþ, ïðè ýòîì îäíà èç ñèíèõ êëåòîê íàëîæèëàñü íà êðàñíóþ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ åù¼
òðè êëåòêè, ïîêðûòûå êëåòêàìè ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà.
6. Îòðåçêè OA = AB = BC îòëîæåíû íà îäíîé ñòîðîíå óãëà ñ âåðøèíîé O, à îòðåçêè
OD = DE = EF � íà äðóãîé åãî ñòîðîíå. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè AEC è DBF ðàâíîâå-
ëèêè.
7. Âñå äëèíû ñòîðîí êâàäðàòîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå � öåëûå ÷èñëà.
Äîêàæèòå, ÷òî äåëàÿ ðàçðåçû òîëüêî ïî ëèíèÿì, ìîæíî âûðåçàòü ôèãóðó,
ïëîùàäü êîòîðîé êðàòíà 12.
8.Àëåøà íàïèñàë íà äîñêå 5 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ñàøà ìîæåò ñòåðåòü ëþáîå
èç ýòèõ ÷èñåë è çàïèñàòü âìåñòî íåãî ÷èñëî a − b + c, ãäå a, b, c � ëþáûå òðè
èç ÷åòûð¼õ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë. Ìîæåò ëè Ñàøà çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ÷èñëà íà äîñêå ñòàëè îäèíàêîâûìè?

9.Þçåð Ïåòÿ âûïèñàë 20 ïåðâûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è îòîáðàë èç íèõ 10 òàêèõ, ñóììà êîòî-
ðûõ ðàâíà 105. Õàêåð Ôåäÿ ïðîâåðèë, ÷òî ñóììà íèêàêèõ äâóõ èç íèõ íå ðàâíà 21. Äîêàæèòå,
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÷òî ýòîé èíôîðìàöèè êðóòîìó ïðîãðàììèñòó Êîíñòàíòèíó Àëåêñàíäðîâè÷ó õâàòèò äëÿ òîãî,
÷òîáû âû÷èñëèòü ñóììó êâàäðàòîâ ýòèõ 10 ÷èñåë.
10.Êðàñèâûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âèäà xy, ãäå x è y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è y > 1. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò 100-çíà÷íûõ êðàñèâûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç öèôð 2 è 0?

Ìàòáîé �À íó-êà, äåâóøêè!�, 7 èþëÿ.

Äåâóøêè 7 êë. � äåâóøêè 8 êë.
1. 50 äåòåé ñèäÿò çà êðóãëûì ñòîëîì. Ñðåäè íèõ ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê ïîðîâíó. Äîêàæèòå, ÷òî
íàéäåòñÿ ðåáåíîê, ñèäÿùèé ìåæäó äâóìÿ äåâî÷êàìè.
2. Òàíÿ Ê. ñâàðèëà íàáîð ïîëîñîê ëàïøè ìàññàìè 1 ã, 2 ã, . . . , 2001 ã. Íà êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî óøåé îíà ìîæåò ïîâåñèòü ëàïøó òàê, ÷òîáû íà êàæäîì óõå âèñåëî ïîðîâíó (ïî ìàññå)?
3. Ðîìàí Àëåêñàíäðîâè÷ ïðèíèìàåò ìåðû âîñïèòàòåëüíîãî âîçäåéñòâèÿ ê ó÷àùèìñÿ, íå âûõî-
äÿùèì íà çàðÿäêó, ïðè÷åì, åñëè íà çàðÿäêó íå âûõîäèò m ÷åëîâåê è ÷èñëî m!

m+1
îêàçûâàåòñÿ

öåëûì, òî îí ðàçäàåò íàðÿäû, à åñëè íå öåëûì, òî îãðàíè÷èâàåòñÿ óñòíûì âíóøåíèåì. Êàêèì
äîëæíî áûòü êîëè÷åñòâî ïðîãóëüùèêîâ, åñëè îíè íå æåëàþò ñëóøàòü äîëãèõ ðå÷åé, à õîòÿò
ïðîñòî ïîëó÷èòü ñâîå è îòïðàâèòüñÿ íà çàâòðàê?
4. Âî âðåìÿ ëèíåéêè ó÷àùèåñÿ ËÌØ ñòîëïèëèñü âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé
30 ìåòðîâ. Èãîðü Ñîëîìîíîâè÷ äàë 10 øêîëüíèêàì ïî íàðÿäó. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ äâà
îãîð÷åííûõ øêîëüíèêà íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå 10 ìåòðîâ äðóã îò äðóãà.
5. Êîíñòàíòèí Àëåêñàíäðîâè÷ ïåðåíóìåðîâàë âñåõ ó÷åíèêîâ 7 êëàññà è ïðèêàçàë ïîñòðîèòüñÿ
â îäíó øåðåíãó, îáåùàÿ äàòü íàðÿä êàæäîìó, ÷åé íîìåð îêàæåòñÿ ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì
êàêîãî-òî ñòîÿùåãî ñëåâà è êàêîãî-òî ñòîÿùåãî ñïðàâà îò íåãî ÷åëîâåêà (íå îáÿçàòåëüíî ñîñåäà).
Äîêàæèòå, ÷òî õèòðûå äåòè ìîãóò ïîñòðîèòüñÿ òàê, ÷òî Êîíñòàíòèí Àëåêñàíäðîâè÷ íå ñìîæåò
âûäàòü íè îäíîãî íàðÿäà.
6. Â ïîèñêàõ íàèëó÷øåãî òàêòè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ ôóòáîëüíàÿ êîìàíäà 8 êëàññà ðàñïîëî-
æèëàñü ñíà÷àëà â âèäå ðîìáà ABCD, à çàòåì â âèäå òîãî æå ðîìáà, íî ïîâåðíóòîãî íà 90◦

îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà. Èãðîêè, êîòîðûå îêàçàëèñü â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ ðîìáîâ,
ïîëó÷èëè íàðÿä çà íåïîñåùåíèå áàíè. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîëå íàðÿäíèêè íàõîäèëèñü â âåðøèíàõ
êâàäðàòà.
7. Äëÿ âûïîëíåíèÿ íàðÿäà òðåáóåòñÿ òðè þíîøè è äâå äåâóøêè, ïðè÷åì ýòè äåâóøêè äîëæ-
íû æèòü â îäíîé êîìíàòå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îðãàíèçîâàòü áðèãàäó, åñëè íàêàíóíå
Ëàðèñà Èâàíîâíà è Áîðèñ Þðüåâè÷ çàñòóêàëè ïîñëå îòáîÿ â êîìíàòå, ãäå æèâóò òðè äåâóøêè,
êðîìå õîçÿåê, åùå òð¼õ äåâóøåê èç ñîñåäíåé êîìíàòû è ïÿòåðûõ þíîøåé ÷åðò çíàåò îòêóäà?
8. Óñàòûé ñòàæåð Ðîìà ïîñòðîèë 12 ó÷àùèõñÿ ïî êðóãó è âûäàåò èì íàðÿäû, ïðè÷åì çà îäèí ðàç
ïî îäíîìó íàðÿäó ïîëó÷àåò ñðàçó ãðóïïà èç ÷åòûð¼õ ðÿäîì ñòîÿùèõ ó÷åíèêîâ. Ïîñëå òîãî, êàê
îí íåñêîëüêî ðàç ïîâòîðèë ýòó ïðîöåäóðó, îêàçàëîñü, ÷òî ó÷àùèåñÿ èìåþò ñëåäóþùåå ÷èñëî
íàðÿäîâ: 2,6,7,7,8,9,8,10,9,4,4,6. Äîêàæèòå, ÷òî êîå-êòî èç ýòèõ ó÷àùèõñÿ ïîëó÷àë íàðÿäû íå
òîëüêî îò Ðîìû.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà, 22 èþëÿ.

Îñíîâíûå çàäà÷è
1. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü íà êëåò÷àòîé äîñêå 16×16 ïîëíûé êîìïëåêò äëÿ èãðû â �ìîðñêîé áîé�
(1 êîðàáëèê 1×4, 2 êîðàáëèêà 1×3, 3 êîðàáëèêà 1×2 è 4 êîðàáëèêà 1×1) òàê, ÷òîáû â êàæäîé
âåðòèêàëè è â êàæäîé ãîðèçîíòàëè õîòÿ áû îäíà êëåòêà áûëà çàíÿòà?
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Îòâåò: Íåò: îíè çàíèìàþò â ñóììå íå áîëåå 30 ëèíèé (ñòðîê è ñòîëáöîâ).
2. Äåòè, ïîñòðîåííûå ïàðàìè, âûõîäÿò èç ëåñó, ãäå îíè ñîáèðàëè ãðèáû. Â êàæäîé ïàðå èäóò
ìàëü÷èê è äåâî÷êà, ïðè÷åì ó ìàëü÷èêà ãðèáîâ ëèáî âäâîå áîëüøå, ëèáî âïÿòåðî ìåíüøå, ÷åì ó
äåâî÷êè. Ìîãëî ëè òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ó âñåõ âìåñòå 1000 ãðèáîâ?
Ðåøåíèå: Êîëè÷åñòâî îðåõîâ â ïàðå äåëèòñÿ íà 3
3. Êâàäðàò ðàçðåçàí íà ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ êàòåòàìè 3 è 4 è êâàäðàòû ñî
ñòîðîíîé 2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ÷¼òíî.
4. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé íàáîð èç 10 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî êàæäîå íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç
îñòàëüíûõ, à êâàäðàò êàæäîãî äåëèòñÿ íà êàæäîå èç îñòàëüíûõ?
5. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè C1 è B1 òàê, ÷òî ∠ABB1 = 5◦,
∠ACC1 = 10◦. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà AB1C1, åñëè ∠ABC = 60◦, ∠ACB = 70◦.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà, 22 èþëÿ.

Âûâîäíûå çàäà÷è
6. ×åðåç êëåò÷àòûé êâàäðàò 1000 × 1000 ïðîâåäåíû ïî ëèíèÿì ñåòêè íåñêîëüêî ïðÿìûõ. Îá-
ðàçîâàâøèåñÿ ïðè ýòîì ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå â ÷¼ðíûé è
áåëûé öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ êëåòî÷åê ÷¼òíî.
Ðåøåíèå: Â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 ëèáî âñå êëåòêè îäíîãî öâåòà, ëèáî ÷¼ðíûõ è áåëûõ êëåòîê ïîðîâíó, à
çíà÷èò, ÷¼ðíûõ êëåòîê � ÷¼òíîå ÷èñëî.
7. Â Çèëüáåðìàíèè 2001 æèòåëü. Ïÿòåðî èç íèõ � ìàòåìàòèêè, íî ìàëî êîìó èçâåñòíî, êòî
èìåííî. Çàåçæèé ïèñàòåëü ì-ð Âîíàáóð ïîïðîñèë êàæäîãî æèòåëÿ íàçâàòü ÷åòâåðûõ ÷åëîâåê,
êîòîðûå, ïî åãî ìíåíèþ, ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòèêàìè. Êàæäûé ìàòåìàòèê íàçâàë ÷åòâåðûõ äðóãèõ
ìàòåìàòèêîâ, à îñòàëüíûå ìîãëè íàçâàòü êîãî óãîäíî. Äîêàæèòå, ÷òî, ïîëüçóÿñü ýòèìè äàííû-
ìè, ì-ð Âîíàáóð ìîæåò âûáðàòü ñåáå ïðîâîäíèêà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ìàòåìàòèêîì.
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì âñå ïÿòåðêè æèòåëåé, â êîòîðûõ êàæäûé óêàçûâàåò íà äðóãèõ. Õîòÿ áû îäèí ÷åëîâåê
íå âõîäèò íè â îäíó èç òàêèõ ïÿò¼ðîê. Ñëåäîâàòåëüíî, îí íå ìàòåìàòèê.
8. Íà òð¼õ ïîëêàõ ñòîèò â áåñïîðÿäêå ìíîãîòîìíàÿ ýíöèêëîïåäèÿ �Âñ¼ î íàñåêîìûõ�. Ñàìûì
ëåâûì íà âåðõíåé ïîëêå ñòîèò òîì �Êîìàðû�. Êàæäîå óòðî áèáëèîòåêàðü ìåíÿåò ìåñòàìè äâà
òîìà ñ ñîñåäíèìè íîìåðàìè, ñòîÿùèå íà ðàçíûõ ïîëêàõ. Â îäèí ïðåêðàñíûé äåíü âñå òîìà
âåðíóëèñü íà ñâîè ïîëêè. Äîêàæèòå, ÷òî �Êîìàðû� ïî-ïðåæíåìó ñòîÿò ñëåâà íà âåðõíåé ïîëêå.
9. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 35. Âåíÿ è Âîâà èãðàþò â òàêóþ èãðó: çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ
óâåëè÷èòü íàïèñàííîå íà äîñêå ÷èñëî íà ëþáîé èç åãî äåëèòåëåé, îòëè÷íûé îò ñàìîãî ÷èñëà
(ïðè ýòîì ïðåäûäóùåå ÷èñëî ñ äîñêè ñòèðàåòñÿ). Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîëó÷èò ÷èñëî,
áîëüøåå 35!− 1. Ïåðâûì õîäèò Âîâà. Äîêàæèòå, ÷òî ó Âåíè åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.
Ðåøåíèå: Âîâà ìîæåò çàïèñàòü âìåñòî 35 ëèáî 36 = 35 + 1, ëèáî 40 = 35 + 5, ëèáî 42 = 35 + 7. Â
îòâåò Âåíÿ ïðèìåíÿåò ïåðåäà÷ó õîäà: åñëè �õîä� èç ÷èñëà p − 1 â ÷èñëî p + 1 (p = 37, 41 èëè 43) âåäåò ê
âûèãðûøó, òî îí äåëàåò ýòîò õîä; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Âåíÿ äåëàåò õîä â ÷èñëî p è çàñòàâëÿåò Âîâó ñàìîãî
ñäåëàòü õîä â p + 1 (ò.ê. p � ïðîñòîå ÷èñëî).
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