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Затруднительные ситуации.

1. Маньяк-паралитик. Тюрьма имеет вид квадрата 6×6, разбитого на камеры-одиночки – единичные квадратики. Все внутренние стенки камер – двери. В камере, находящейся в левом нижнем углу, находится маньяк-паралитик, который при виде живого человека немедленно набрасывается на него, убивает его и убегает, однако немедленно впадает в парализованное состояние, если оказывается в одном помещении с  мертвым. Выход из тюрьмы ровно один – из правой верхней камеры. Однажды в распоряжении маньяка оказался ключ-«вездеход», открывающий любую дверь, в том числе и наружную дверь тюрьмы. В результате наутро в 35 камерах были обнаружены трупы заключенных, а маньяк сбежал. Как это ему удалось?
2. Лампа. В тюрьме сидят 100 человек. Однажды их собрали всех вместе и объявили следующее: «Через час каждого из вас посадят в одиночную камеру. Затем тюремщик будет отводить вас по одному в специальную комнату, где находится лампа. Лампу можно не трогать, а можно включить или выключить. В комнату с лампой вас будут водить не по очереди, а в произвольном порядке. Обещаем лишь, что никакой визит не будет ни для кого из вас последним. Как только кто-то из заключенных скажет, что все 100 человек уже побывали в комнате с лампой, ваш срок закончится: если сказанное будет правдой, то все выйдут на свободу, а в случае ошибки пойдут на корм крокодилам.» О чем должны договориться за час узники, чтобы рано или поздно выйти на свободу?

3. Амнистия. У царя Дадона в одиночных камерах сидели 100 пленников. Поворот ручки отпирает каждую камеру,  следующий поворот запирает, еще один снова отпирает и т.д. К празднику царь решил освободить часть пленников и накануне послал слугу, который повернул ручку на дверях каждой камеры. Все двери оказались отперты. Но тут пришел второй посыльный и повернул ручку каждой второй камеры. Двери камер 2, 4, 6, …  вновь оказались заперты. Следующий посланец повернул ручки камер 3, 6, 9, 12 и т.д.  Еще один – в каждой четвертой камере. То же повторяли следующие посланцы вплоть до сотого, повернувшего ручку сотой камеры. Наконец наступил праздник, и сидевшие в открытых камерах вышли на свободу. Сколько пленников освободил Дадон?
4. Двадцать грабителей. Двадцать грабителей делят добычу следующим образом: первый грабитель предлагает свой план дележа, после чего все вместе голосуют.  Если за этот план проголосовало не менее половины грабителей, он считается принятым, и добыча делится в соответствии с этим планом. Если же за план проголосовало менее половины, то первого грабителя убивают, после чего второй грабитель предлагает свой план дележа. При голосовании каждый из грабителей руководствуется следующими тремя правилами (в порядке убывания приоритета): 1) Нужно остаться в живых; 2) Нужно прикарманить как можно больше денег; 3) При прочих равных – нужно сохранить жизнь как можно большему числу напарников. Все грабители – идеальные логики. Каким будет исход дележа, сколько грабителей при этом останутся в живых и как они проголосуют?
5. Ров. У туриста есть веревочная лестница длиной 30 метров и неограниченный запас веревки. Перед ним ров длиной 2 километра, шириной 40 метров, глубиной 50 метров. Обойти ров нельзя (по краям – отвесные скалы). Никаких приспособлений для крепления лестницы и веревки у туриста нет. Как ему переправиться на другую сторону?
Вступительная олимпиада.

1. Расставьте на доске 10×10 натуральные числа так, чтобы сумма чисел  в 1-й строке была равна произведению чисел в 1-м столбце, …, сумма чисел в 10-й строке была равна произведению чисел в 10-м столбце.

2. Натуральное число n равно произведению двух простых чисел. Если оба этих простых числа увеличить на 1, то их произведение увеличится на 100. Чему равно исходное  n? Найдите все возможные варианты ответа и докажите, что других нет.

3. Гэндальф выдал четверым хоббитам коробку, в которой находились бутылки кефира трех сортов: темного, светлого и безалкогольного. При каком наименьшем количестве бутылок в коробке каждый хоббит гарантировано может выбрать себе 2 бутылки одно сорта?

4. В треугольнике ABC проведена биссектриса BD. Докажите, что AB>AD.

5. Дано натуральное число n. Разрешается стереть в имеющемся числе 2 цифры, стоящие рядом и отличающиеся на 1 (например, из 245984 можно получить 2984 или 2454). Дима произвел несколько таких операций и получил из числа n число 611, а Саша при помощи нескольких операций получил из n число 556. Докажите, что n содержит хотя бы две цифры «6».

6.  В шестиугольнике ABCDEF все углы равны 120(; BC=4, DE=6, EF=7, FA=8. Найдите длины остальных сторон шестиугольника.
Вступительный тест.

1. Приведите пример двух чисел, сумма которых равна 100, а сами числа 

   a)простые

   b)не простые, но взаимно простые

   c)не взаимно простые

2. Найти остаток от деления 2003×2004×2005×2006 на 7.

3. Найти все 
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4. У трехзначного числа отбросили последнюю цифру. В результате число уменьшилось на 216. Чему равно исходное число (найдите все возможные варианты)?

5. Найдите НОД(123,321) с помощью алгоритма Евклида.

6.  На доске 4×4 двое двигают фишку либо на 1 клетку вверх, либо на 1 или 2 клетки вправо. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Отметьте на доске все клетки, начиная с которых первый игрок может обеспечить себе победу.

7. Из 11 преподавателей параллели «Математика 7» нужно выбрать троих на группу «профи». Сколькими способами это можно сделать?

8. Вычислите 
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9. Две стороны треугольника равны 3 и 5. В каких пределах  лежит длина третьей стороны?

10. Какие признаки параллелограмма Вы знаете (перечислите не более 3-х)?

11. Нарисуйте граф с 10 вершинами, 10 ребрами и тремя компонентами связности, одна из которых – дерево.

Графы – 1.
1. По узкому каналу плывут два кораблика, а навстречу им другие два кораблика. Ширины канала не хватает для того, чтобы они смогли разойтись, но на канале имеется залив, куда может зайти один корабль. Как им проплыть мимо друг друга?

2. На неровной шахматной доске, состоящей из 10 клеток (рис.1), расположены два белых и два черных коня. Требуется поменять коней местами, т.е. расположить белых на места черных и наоборот. Коней разрешается переставлять по правилам шахматной игры, т.е. передвигать «буквой Г» на любую свободную клетку. За один ход можно передвинуть одного коня. 
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3. В деревне Вишкиль 9 домов. Известно, что у Петра соседи Иван и Антон, Максим сосед Ивану и Сергею, Виктор – Диме и Никите, а также по соседству живут Евгений с Никитой, Иван с Сергеем, Евгений с Димой, Сергей с Антоном и больше соседей в означенной деревне нет (соседними считаются дворы, у которых есть общий участок забора). Может ли Петр огородами пробраться к Никите за яблоками?

4. В верхних углах доски 3×3 стоят чёрные кони, а в нижних – белые. Как поменять их местами и сколько ходов для этого необходимо?

5. В верхних углах доски 3×3 стоят чёрные кони, а в нижних – белые. Как разместить коней одного цвета в противоположных клетках доски и сколько ходов для этого необходимо?

Основные определения. Термины. Примеры.

Вершины. Ребра. Степени вершин. Пути. Связность. Компоненты связности. Орграфы. Циклы. Полные графы. Циклические графы. Регулярные графы. Мультиграфы. 

6. Чему равна сумма степеней вершин графа?

7. Сколько вершин нечетной степени может быть в графе?

8. В классе некоторые ученики знакомы друг с другом. Верно ли, что найдутся двое, имеющие одинаковое число знакомых в классе?

9. В классе некоторые ученики завидуют успехам других. Верно ли, что найдутся двое, имеющие одинаковое число завистников в классе?

10. В передаче «Любовь с первого взгляда участвовали 7 юношей и 7 девушек. Во время передачи каждый юноша поссорился с 6 участниками передачи, а каждая девушка – с двенадцатью. Докажите, что из участников можно составить 7 пар, состоящих из непоссорившихся юноши и девушки.

11. Существует ли 8-вершинный граф, степени вершин которого равны

   а) 8, 6, 6, 5, 3, 2, 1, 1 ? 
   б) 7, 7, 5, 4, 4, 2, 2, 1? 
   в) 7, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 1? 
   г) 7 6 4 3 4 4 1 2?

12. В городе проводилось совещание врачей. От каждой поликлиники на совещание было приглашено по пять врачей. Оказалось, что каждый из приглашенных работал в двух поликлиниках, поэтому на совещании представлял обе поликлиники. Кроме того, для любых двух поликлиник города среди участников совещания найдется врач, который в них работает. Сколько в городе поликлиник и сколько врачей принимало участие в совещании?

13. Можно ли на окружности расположить числа 1, 2, …, 9 так, чтобы сумма любых двух соседних чисел не делилась ни на 3, ни на 5, ни на 7?

14. В государстве несколько воинских частей, каждая из которых соединена десятью телефонными линиями с другими частями. Из каждой части можно дозвониться в любую другую (возможно, через другие части). Вражеский шпион перерезал один провод. Докажите, что связь между всеми частями сохранилась.

15. В стране 101 город и из каждого выходит не менее 50 дорог в другие города. Докажите, что по дорогам можно проехать, посетив все города.
Делимость-1.

Определение. Целое число a делится на целое число b, не равное нулю, если существует целое число c такое, что a=bc. Обозначение: 
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1. Опираясь на определение, докажите следующие свойства делимости:
a) Если 
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b) Если
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c) Если 
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d) Если 
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d1) 
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e) Если 
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Основная теорема арифметики. Любое натуральное число единственным (с точностью до порядка сомножителей) образом представляется в виде произведения степеней простых чисел.

Определение. Числа а и b называются  взаимно простыми, если НОД(a,b)=1.
Определение. Числа a1, … an называются взаимно простыми, если НОД(a1, … an)=1.
Определение. Числа a1, … an называются попарно взаимно простыми, если НОД(ai,aj)=1 для любых 1
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2. Докажите следующие свойства взаимно простых чисел:

a) Если 
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b) Если 
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c) Если НОД(a,b)=1, НОД(a,c)=1, то НОД(a,bc)=1.

3. a,b,k – целые числа, a+b и ab делятся на k. Докажите, что

:           a)
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c) 
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d) 
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4. 
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5. Имеется натуральное число. У него вычеркивают последнюю цифру и прибавляют к получившемуся числу вычеркнутую цифру, умноженную на 5. Эту операцию повторяют несколько раз. В итоге получилось число 7. Докажите, что исходное число тоже делилось на 7.

6. 
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 - целые числа, такие, что 29x = 41y. Докажите, что 
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Воспоминания о признаках делимости.

7. Докажите признаки делимости на 9 и на 11.

8. Докажите, что, если число делится на 99, то сумма его цифр не меньше 18.

9. Докажите, что 
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10. Найдите наименьшее натуральное число, кратное 99, все цифры которого четны.

Задачи для самостоятельного решения.

11. Существуют ли целые числа a, b, c, d, e, такие, что ab = bc = cd = de = ae = 30.

12. Может ли разность двух трехзначных чисел, одно из которых получается из другого перестановкой цифр в обратном порядке, быть квадратом натурального числа?

13. Пусть p – простое число. Сколько чисел, меньших p2, взаимно просто с p? А с pp?
Изоморфизм. Деревья.

1. Сколько существует неизоморфных графов с а) 4 вершинами и 4 ребра? б) 6 вершин и 5 ребер?

Определение. Циклом в графе называется замкнутый путь, проходящий по каждому ребру графа не более одного раза.

Определение. Деревом называется связный граф без циклов.

Эквивалентные определения:

2. (О) Докажите, что граф является деревом тогда и только тогда, когда любые две его вершины соединены ровно одним путем.

3. (О) Докажите, что граф является деревом тогда и только тогда, когда он связный, но при выкидывании любого ребра перестает быть связным.

4. Злой Алмаз запер все комнаты в корпусе, но находчивые дети начали рыть после отбоя подкопы. К утру оказалось, что из каждой комнаты можно попасть в каждую, причем только одним способом. Докажите, что существует а) хотя бы одна; б) хотя бы две комнаты, в которые ведет только один подкоп? (висячие вершины).

5. Докажите, что в дереве с n вершинами n – 1 ребро.

6. Сколько бывает различных деревьев с а) 4; б) 5 ребрами?

7. Докажите, что из любого связного графа можно выкинуть несколько ребер так, чтобы оставшийся граф был деревом.

8. Докажите, что если в графе n вершин и меньше, чем n – 1 ребро, то он не связен.

9. (О) Докажите, что если в связном графе n вершин и n – 1 ребро, то он – дерево.

10. Докажите, что если в графе с n вершинами не менее n ребер, то в нем есть цикли

11. (Формула Эйлера) Дан связный плоский граф. Пусть В – число его вершин, Р – число ребер, Г – число областей, на которые этот граф делит плоскость. Докажите, что

12. В – Р + Г = 2 для а) дерева; б) произвольного графа.
Для самостоятельного решения.

13. В доску вбито 2003 гвоздя. Двое играют в игру, делая ходы по очереди. За ход можно соединить два еще не соединенных  между собой гвоздя ниткой. Кто выиграет при правильной игре, если получивший замкнутую цепь а) проигрывает; б) выигрывает?
14. В стране n городов, и каждые два города соединены дорогой.

   а) Сколько дорог в стране?

   б) Какое максимальное число дорог можно закрыть на ремонт, чтобы из каждого города можно было добраться до любого другого?

15. Из проволоки сделан каркас кубика. Двое играют в игру, делая ходы по очереди. За ход можно разрезать любое ребро каркаса. Проигрывает тот, после чьего хода кубик развалится. Кто выиграет при правильной игре?
16. Каждая грань кубика разбита на 4 квадрата. Некоторые стороны этих квадратов раскрасили в красный цвет – всего 26 сторон. Докажите, что на поверхности кубика найдется замкнутая ломаная из красных отрезков.

17. Можно ли раскрасить все вершины дерева в два цвета так, чтобы ни одно ребро не соединяло две вершины одного цвета? (двудольный граф)
18. Игорь Соломонович, вернувшись из Копенгагена, решил постелить между корпусами ковровые дорожки. Пока семиклассники купались в луже, он уже закончил работу. В результате семиклассник Петя осознал, что пока он доберется до другой грязевой лужи, он заработает от Игоря Соломоновича по крайней мере 4 подзатыльника за испачканные дорожки. Какое минимальное количество дорожек должен купить Игорь Соломонович, если в лагере 10 корпусов?
Площади-1.
Свойства площадей.

· Площадь целого равна сумме площадей частей. 

· Равные фигуры имеют равные площади.

· Площадь прямоугольника со сторонами a и b равна ab.

0. Докажите, что диагональ делит параллелограмм на два равновеликих треугольника. 

1. Через середину боковой стороны CD трапеции ABCD проведена прямая параллельная АВ, пересекающая прямые ВС и AD в точках К и М соответственно. Докажите, что исходная трапеция равновелика четырёхугольнику ABKM.
2. Докажите, что три средних линии треугольника делят его на четыре равновеликих треугольника.

3. Дан прямоугольник АВСD. 


а) На ВС взята точка К. Докажите, что SАВСD = 2SAKD. 


б) На ВС взяты точки К и L. Докажите, что SAKD = SALD. 


в) Будут ли верны эти результаты, если точки К и L взять на прямой ВС? 


г) На прямой ВС взята точка К, а на прямой AD взята точка L. Докажите, что SAKD = SВLС.

Прямые АВ и с параллельны. Площадь треугольника АВС не зависит от выбора точки С, находящейся на  прямой с.

4. Через точку D, лежащую на стороне ВС треугольника АВС, проведены прямые параллельные двум другим сторонам и пересекающие стороны АВ и ВС соответственно в точках Е и F. Докажите, что треугольники CDE и BDF равновелики. 

5. Прямая, проведенная через вершину С трапеции ABCD параллельно диагонали BD, пересекает продолжение основания AD в точке М. Докажите, что треугольник АСМ равновелик трапеции  ABCD.
6. Два параллелограмма АВСD и AEFG расположены так, как показано на рисунке. Докажите, что SABE + SBFH = SHGC + SAGD.

7. Как разделить треугольник на два равновеликих треугольника одним разрезом?

8. Выразите X через S.


[image: image37]

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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9. Докажите, что три медианы разбивают треугольник на шесть равновеликих треугольников.

10. Точки М и N – середины сторон АВ и АD параллелограмма ABCD. Прямые DM и BN пересекаются в точке Р. Какую часть площади параллелограмма составляет площадь четырехугольника AMPN?  

Для самостоятельного решения.
1. Через каждую вершину выпуклого четырехугольника проведены прямые, параллельные диагонали, не проходящей через эту вершину. Докажите, что полученный таким образом параллелограмм имеет площадь вдвое большую, чем данный четырехугольник.

2. Медианы АА1 и ВВ1 треугольника АВС пересекаются в точке М. Найдите площадь треугольника А1МВ1, если площадь треугольника АВС равна 1.

3. Средние линии выпуклого четырехугольника разбивают его на четыре части. Докажите, что сумма площадей закрашенных четырехугольников равна сумме площадей незакрашенных.

4. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Через точку D проведена прямая, параллельная диагонали AC и пересекающая продолжение стороны BC в точке О. Докажите, что четырехугольник ABCD и треугольник ABO равновелики. 

5. Точки М и К – середины сторон AB и CD выпуклого четырехугольника ABCD. Докажите, что площадь четырехугольника АМСК равна половине площади  четырехугольника ABCD.
Касательная к окружности.
Т1   Отрезки касательных к окружности, проведённые из одной точки равны.

Т2  Суммы противолежащих сторон четырёхугольника, описанного около окружности, равны.
1. Прямые АВ и АС – касательные в точках В и С к окружности с центром в точке О. Через произвольную точку Х дуги ВС проведена касательная к окружности, пересекающая отрезки АВ и АС в точках М и Р соответственно.  Докажите, что периметр треугольника АМР и величина угла МОР не зависят от выбора точки Х.

2. В треугольник со сторонами а, b и c вписана окружность, касающаяся стороны АВ и точке К.

Найти длину отрезка АК.

3.  Тот же вопрос для вневписанной окружности.

4. Стороны пятиугольника в порядке обхода равны 5, 6, 10, 7, 8. Доказать, что в этот пятиугольник нельзя вписать окружность. 

5. В четырёхугольнике ABCD AD = DC, AB = 3, BC = 5. Окружности, вписанные в треугольники ABD и CBD касаются отрезка BD в точках M и N соответственно. Найти длину отрезка MN.

6. В четырёхугольник ABCD можно вписать окружность. Окружности, вписанные в треугольники ABD и CBD имеют радиусы R и r соответственно. Найти расстояние между центрами этих окружностей. 
7. В четырёхугольнике ABCD расположены две окружности: первая окружность касается сторон AB, BC и AD, а вторая – сторон BC, CD и AD. На сторонах BC и AD взяты точки E и F соответственно так, отрезок EF касается обеих окружностей, а периметр четырёхугольника ABEF на 2p больше периметра четырёхугольника ECDF. Найти AB, если CD = a.


Задачи для самостоятельного решения.

8. В шестиугольник вписана окружность, его стороны в порядке обхода равны 1, 2, 3, 4, 5. Найти длину шестой стороны.

9. В треугольнике АВС со сторонами а, b и c на стороне ВС отмечена точка D так, что окружности, вписанные в треугольники АВD и ACD касаются отрезка AD в одной точке. Найти длину отрезка BD.

10. Найти радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник с катетами a, b и гипотенузой c.

11. К двум окружностям проведены две общие внешние касательные и одна внутренняя. Внутренняя касательная пересекает внешние в точках А, В и касается окружностей в точках А1 и В1. Докажите, что АА1 = ВВ1.
Делимость-2: остатки и сравнения.

Определение: разделить целое число N на натуральное число m с остатком означает представить N в виде N=km+r, где k, r–целые и 0≤ r <m. Число k называется неполным частным, а r – остатком от деления
1. n=75x-16, x – натуральное число. Найти остатки от деления n на a)75 b)5 c)3 d)15
2. Найти остатки от деления числа 3n+2 на a)n+1 b)n c)n-2
3. Как изменится неполное частное и остаток, если увеличить делимое и делитель в 5 раз?
4. Какие остатки может давать n2 при делении на a)3 b)4

Определение: целые числа a и b называются сравнимыми по модулю m, если они имеют одинаковые остатки при делении на m.

a ≡ b (mod m), если a=k1m+r и b=k2m+r, где 0≤r<m
5. Выберите из набора {7,-4,-2,0,13,3,-22} все пары чисел, сравнимых по модулю a)3 b)11

6. Докажите, что
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Это – еще одно определение сравнения.

Отношение сравнения обладает следующими свойствами:

· Рефлексивность: 
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· Симметричность: 
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· Транзитивность: 
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7. Опираясь на определение, докажите основные свойства сравнений:

a)
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b) 
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c) 
[image: image46.wmf])

(mod

)

(mod

),

(mod

m

bd

ac

m

d

c

m

b

a

º

Þ

º

º


c1)
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d) 
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e) 
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8. Сергей Геннадьевич записал на двери административного корпуса сравнение: 
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, а Даша считает, что они оба неправы. Рассудите их.

9. Найдите остаток от деления a) 72004 на 3 b)142005 на 5 c)2349 на 7

10. Докажите, что a) 
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[image: image54.wmf]9

2

3

M

+

n

.

11. Докажите, что квадрат любого натурального числа либо делится на 9, либо дает при делении на 3 остаток 1.

12. Докажите, что если сумма квадратов двух целых чисел делится на три, то она делится и на 9.

Для самостоятельного решения

13. Сумма кубов пяти натуральных чисел делится на 9. Докажите, что произведение этих чисел делится на 3. 

14.  Докажите, что куб любого целого числа a сравним с самим числом a по модулю 6.

15. Найдите последнюю цифру числа 

а) 777777;

б) 
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16. Докажите, что (2n-1)n-3 делится на 2n-3 при любом натуральном n.
Игры-1.
17. Двое играют в игру: ставят по очереди на шахматную доску коней. Проигрывает тот, после чьего хода какие-то 2 коня будут бить друг друга. Кто выигрывает при правильной игре?

18. Из проволоки сделан кубик. Двое играют в игру: ходят по очереди, каждым ходом игрок может перекусить любое ребро кубика. Тот, после чьего хода кубик разваливается, а) проигрывает б)выигрывает. Кто выигрывает при правильной игре?

19. В начале игры в углу шахматной доски стоит король. Двое по очереди делают им ходы по шахматным правилам. При этом запрещается ставить короля на клетку, где он уже стоял раньше. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его противник?

20. На Васиной чаше двухчашечных весов лежат гири весом 1г, 3г,..., 2001г, а на Петиной чаше 2г, 4г,..., 2000г. Первым ходит Вася - он убирает по одной гире со своей чаши до тех пор, пока она не станет легче Петиной. Потом Петя убирает по одной гире со своей чаши до тех пор, пока она не станет легче Васиной.  Затем опять ходит Вася, потом Петя, и так далее. Выигрывает тот, кто первым сможет убрать все гири со своей чаши.  Кто выигрывает при правильной игре?

21. В начале игры на доске написано число 1. Двое ходят по очереди. За ход можно умножить написанное число на любое натуральное число от 2 до 9 и записать результат на доску вместо исходного числа. Выигрывает тот, кто получит число, большее 1000. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его противник?

22. В начале игры на доске написано число 1000. Два игрока ходят по очереди. За один ход можно вычесть из написанного числа любой его натуральный делитель и результат написать на доску вместо исходного числа. Тот, кто напишет ноль, проигрывает. Кто из игроков может обеспечить себе победу: начинающий или его противник?

Для самостоятельного решения

23. Первый игрок ставит на шахматную доску ладью. Второй передвигает ее ходом коня, первый – ходом слона, второй – снова ходом коня и т.д. Запрещается ставить ладью на поле, на котором она уже побывала. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

Дана шоколадка 100×239 (100 ― высота, 239 ― ширина). Два человека играют в следующую игру. Ход состоит в том, что можно взять любой отдельный кусок шоколадки (в начале игры такой кусок всего один) и выгрызть из него кусок в форме прямоугольника. При этом первому игроку разрешается съедать только прямоугольники, у которых высота не меньше ширины, а второму ― только те,  у которых не больше ширины. Выигрывает тот, кто доест последний кусочек. Кто выиграет при правильной игре?
Комбинаторика 1.
1. Сколько существует трехзначных чисел, в записи которых используются только 

а) нечетные цифры; б) четные цифры?

2. Монету бросают трижды. Сколько различных последовательностей «орлов» и «решек» можно при этом получить?

Правило произведения. Если элемент а можно выбрать m способами, а элемент b (независимо от выбора элемента а) – n способами, то выбор «а и b» можно сделать m·n способами.
3. Сколькими способами при подбрасывании а) двух; б) трех кубиков можно получить четную сумму очков?

Правило суммы. Если элемент а можно выбрать m способами, а элемент b ( независимо от выбора элемента а ) – n способами,  то выбор «а или b» можно сделать m + n способами. 

4.  Алфавит племени «Мумбо-Юмбо» состоит из трёх букв А, Б и В. Словом является любая последовательность, состоящая не более чем из четырёх букв. Сколько всего слов в языке племени «Мумбо-Юмбо»?
5. Сколькими способами можно выбрать из слова «ЭЛМЫШОНОК» пару из гласной и согласной букв?

6.  Номер автобусного билета представляет собой упорядоченный набор из 6 цифр (от 000000 до 999999). А) Сколько существует номеров, все цифры которых – различны? Б) Сколько существует номеров, в которых есть хотя бы одна чётная цифра? В) Сколько существует номеров, в которых есть хотя бы одна цифра 7? Г) Сколько существует номеров, в которых есть хотя бы одна пара двоек, стоящих рядом? Д) Сколько существует номеров, в которых нет ни одной пары двоек, стоящих рядом?

7. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску а) две чёрные; б) чёрную и белую ладьи так, чтобы они не били друг друга?

8. На одной из улиц Цветочного города в ряд стоят 13 домов. Незнайка хочет раскрасить их в три цвета (красный, синий и зелёный) так, чтобы никакие два рядом стоящие дома не были окрашены в один цвет. Сколькими способами он может это сделать?

9. В алфавите племени «Ни Бум-Бум» 6 букв. Словом является любая последовательность из 6 букв, в которой есть хотя бы две одинаковые буквы. Сколько слов в языке племени «Ни Бум-Бум»?

10. Сколько существует девятизначных чисел, цифры в которых расположены в порядке убывания?

11. Сергей Геннадьевич хочет раздать семиклассникам (63 человека) 13 «нарядов». Сколькими способами он сможет  это сделать? 

12. Сколько существует трехзначных чисел, сумма цифр которых четна?

13. Есть 12 одинаковых бутылок кефира. Сергей Геннадьевич, Олег Иванович и Данил Павлович хотят разделить их «на троих» так, чтобы каждому досталась хотя бы одна бутылка. Сколькими способами они могут это сделать? А если поставить условие, что каждому должны достаться по крайней мере две бутылки? 

Задачи для самостоятельного решения

14. Футбольная команда «Урук-Хай», выступающая в чемпионате ЛМШ-2004, состоит из 15 преподавателей. Среди них - два вратаря, три защитника, три полузащитника и шесть нападающих, а Олег Иванович может сыграть на любой позиции, кроме вратарской. На игру с командой «Фумигатор» тренер «Урук-Хая» собирается выставить состав, состоящий из 1 вратаря, 2 защитников, 2 полузащитников и 1 нападающего. Сколькими способами он сможет это сделать? 

15. Сколько существует 6-значных чисел, в записи которых есть хотя бы одна чётная цифра?

16. Сколькими способами можно поставить на шахматную доску 
   а) двух чёрных; 
   б) чёрного и белого королей 
так, чтобы они не били друг друга?

Площади – 2. 
1. Разделите а) треугольник, б) параллелограмм двумя прямыми, проходящими через вершину на три равновеликие части.

2. Докажите, что если одна из диагоналей четырехугольника ABCD делит другую диагональ пополам, то внутри четырехугольника найдется точка O такая, что треугольники OAB, OBC, OCD, ODA – равновелики. 

3. Как  в треугольнике АВС провести ломаную , чтобы все пять полученных треугольников имели одинаковую площадь (рис. 1)?

4. Диагонали выпуклого четырехугольника делят его на 4 части, площади которых, взятые последовательно, равны S1, S2, S3, S4. Докажите, что S1· S3= S2·S4.

5. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке О. Найдите площадь ABCD, если SABD = 10 см2 , SACD = 9 см2, SAOD = 6 см2.

6. Если пол в комнате площадью S надо покрыть линолеумом общей площадью также S так, чтобы не было участков, покрытых более чем в два слоя, то площадь пола, покрытая дважды, равна площади пола, не покрытой ни разу. Докажите.

7. Какая часть площади квадрата больше: черная или серая? (рис. 2)

8. В выпуклом четырёхугольнике отметили середины сторон и соединили их с вершинами так, как показано на рисунке 3. Докажите, что площади серой и черной частей равны.

   а) Доказать, что в трапеции с проведенными диагоналями треугольники, прилежащие к боковым сторонам, равновелики.


б) Доказать, что если в выпуклом четырехугольнике с диагоналями треугольники, прилежащие к противоположным сторонам, равновелики, то четырехугольник – трапеция.

9. Отрезок, соединяющий середины двух противоположных сторон  выпуклого четырехугольника, разделил его на два четырехугольника, имеющих равные площади. Докажите, что эти стороны параллельны.

Для самостоятельного решения

1. Параллелограмм АBСD разделен отрезками на семь частей с площадями а, b, c, d, е, f, g. Докажите справедливость равенств:


а) a + c = b; 


б)  f + g = e + d.
2. Середины соседних сторон выпуклого четырехугольника соединены отрезками. Докажите, что площадь полученного четырехугольника вдвое меньше площади данного.

3. У треугольника на плоскости разрешается передвинуть любую вершину так, чтобы площадь треугольника в результате этого не изменилась. Всегда ли можно такими действиями передвинуть один заданный треугольник на место другого заданного треугольника той же площади?
4.  Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Сторона АВ точками М и N разделена на три равные части, сторона CD разделена точками K и L  также на три равные части. Докажите, что площадь выпуклого четырехугольника KLMN в три раза меньше площади четырехугольника ABCD.
Игры-2.
Двое по очереди ломают друг другу ноги.
Проигрывает тот, кто не может ходить.

Кто выигрывает при правильной игре?
24. Два игрока по очереди ставят крестики и нолики на доске 99 (первый ставит крестики, второй - нолики). В конце игры для каждой вертикали и каждой горизонтали подсчитывают количество стоящих в ней крестиков и ноликов, и тот, чьих знаков больше, получает одно очко. Выигрывает тот, кто наберет больше очков, чем соперник. Кто выигрывает при правильной игре?
25. На шахматной доске стоит ладья. Два игрока по очереди делают ходы этой ладьей, причем ее разрешается двигать только влево или вниз (на любое число клеток). Проигрывает тот, кто не может сделать ход. При каких начальных положениях ладьи выигрышную стратегию имеет первый игрок, а при каких - второй?

26. Малыш и Карлсон играют в игру с двумя кучами конфет. Они ходят по очереди. За один ход можно взять либо одну конфету из любой кучи, либо по одной конфете из каждой кучи. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. В начале в кучах по 15 конфет, первым ходит Малыш. Кто выигрывает при правильной игре?

27. В начале игры имеется куча из 100 конфет. Малыш и Карлсон ходят по очереди. За ход можно взять из кучи 2, 3 или 5 конфет. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Первым ходит Малыш. Кто выигрывает при правильной игре?

28. Двое по очереди ставят ладьи на шахматную доску. Проигрывает тот, после чьего хода все свободные клетки окажутся под боем. Кто выигрывает при правильной игре?

29. Двое по очереди записывают числа от 1 до 25 в таблицу 5(5 (каждое число ровно один раз). Если после заполнения таблицы сумма чисел в какой-нибудь строке или каком-нибудь столбце равна 70, то выиграл первый, в противном случае - второй. Кто выиграет при правильной игре?
Для самостоятельного решения

30. Имеется куча из 25 камней. Два игрока по очереди берут из нее от 1 до 4 камней до тех пор, пока камни не кончатся. Выигрывает тот, у кого в итоге будет набрано четное число камней. Кто из игроков может обеспечить себе победу?

Комбинаторика 2

1. Сколько различных слов (не обязательно наделенных смыслом) можно получить, 
   а) переставляя буквы в слове  «ФУМИГАТОР»; 

       б) составляя девятизначное число из цифр от 1 до 9, используя все цифры.

Определение: Числом перестановок из n элементов называется количество способов выписать в строчку все эти n элементов. Оно обозначается Pn.  Pn = n!.
2. Сколько различных слов можно получить, переставляя буквы в словах  а) «ВИШКИЛЬ»;  б) «МАТЕМАТИКА». 

3. Есть 12 шариков различных цветов и три ящика: красный, синий и зеленый. Сколькими способами можно заполнить ящики шариками (по одному шарику в каждый ящик)?

Определение: Числом размещений из n различных элементов по k называется количество способов выписать в строчку k различных элементов из данных n (строчки, отличающиеся порядком, считаются разными). Оно обозначается 
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5. Сколькими способами в команде из 8 человек можно выбрать капитана и его заместителя?

6. Сколькими способами в группе из 16 человек можно выбрать двух дежурных?

Определение: Числом сочетаний из n элементов по k называется количество способов выбрать 
k шариков из данных n различных шариков (наборы, отличающиеся лишь порядком, считаются одинаковыми). Оно обозначается 
[image: image59.wmf]k
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7.  Докажите, что  
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8.  У семиклассника Жени 7 книг по математике, а у десятиклассника Егора – 8 книг. Сколькими способами они могут обменять три книги одного на три книги другого?
9. В «кафе» 5 сортов мороженого в стаканчиках. Виктория Григорьевна каждый день покупает и съедает один за другим 3 стаканчика с различными сортами мороженого. Успеет ли она за смену перепробовать всевозможные варианты (с учетом порядка сортов) или ей придется задержаться в лагере после окончания смены?
10.  Сколькими способами можно разбить 10 человек на две баскетбольные команды?

11.  На прямой отмечено 10 точек, а на параллельной ей прямой – 11 точек. Сколько существует: а) треугольников; б) четырёхугольников с вершинами в этих точках?

12. Сколько существует четырехзначных чисел, в которых цифры идут по возрастанию?

13. Сколькими способами можно расставить на шахматной доске 5 ладей так, чтобы они не били друг друга?

Задачи для самостоятельного решения

14. Сколькими способами можно разбить 15 человек на три команды по 5 человек в каждой?

15. Сколькими способами можно составить комиссию из 3 человек, выбирая её членов из 4 супружеских пар, но так, чтобы члены одной семьи не входили в комиссию одновременно?

16. На окружности отмечены 5 красных, 7 желтых и 9 зеленых точек. Сколько существует треугольников с вершинами в этих точках, у которых все вершины а) зеленые; б) одноцветные; в) все разноцветные; г) не все одноцветные?
Делимость 3: алгоритм Евклида
Алгоритм Евклида (для поиска НОД двух чисел). Даны два различных натуральных числа. На каждом шаге мы заменяем большее из них на его остаток от деления на меньшее, если этот остаток не равен 0. Когда остаток оказывается равен 0, алгоритм заканчивается, и его результатом является последний ненулевой остаток.

Пусть a > b. Тогда положим r0 = a, r1 = b.

1) r0 = q1r1 + r2               0 < r2 < r1

2) r1 = q2r2 + r3               0 < r3 < r2

3) r2 = q3r3 + r4               0 < r4 < r3

.............

k) rk – 1 = qkrk + rk + 1        0 < rk + 1 < rk

..............

n-1) rn – 2 = qn – 1rn – 1 + rn         0 < rn < rn – 1

n) rn – 1 = qnrn                                   rn + 1 =0
Задачи:

1. Найдите НОД чисел 11…11 (15 единиц) и 11…11 (95 единиц).

2. Найдите НОД чисел 215–1 и 295–1

3. Найдите НОД двух соседних чисел Фибоначчи.

4. Докажите, что числа 13n+21 и 8n+13 взаимно просты при любом целом n.

Для самостоятельного решения.

1. Дан прямоугольник 324(186. От него отрезают квадраты со стороной, совпадающей с меньшей стороной прямоугольника до тех пор, пока это возможно, после чего повторяют ту же операцию с получившимся меньшим прямоугольником. Это продолжается пока процесс не оборвется. Сколько квадратов и каких размеров получится в итоге?

2. Лифт сошел с ума. Лифтер ушел в отпуск. В результате лифт умеет ездить только на 8 этажей вверх или на 5 этажей вниз. Любовь Владимировна хочет спуститься с сотого этажа. С какого этажа ей придется идти пешком.

3. Оля уронила калькулятор в тарелку с супом, после чего у него работает только три кнопки, отвечающие за операции, да и те неправильно. Первая переводит пару (a,b) в пару (a–b,b), вторая – в пару (a+b,b), третья – в пару (b,a). Можно ли с его помощью получить из пары (19, 99) пару: а) (13, 31)? б) (12, 21)? А может быть Вы сможете описать все пары, которые можно получить из пары (19,99) с помощью этого калькулятора?

4. Алмаз купил новый «тетрис». В этой игре изначально падает некоторое количество кубиков в 100 столбцов, а после этого – горизонтальные палочки длиной в 7 кубиков. Алмаз может разделить такую полоску в полете на отдельные кубики так, чтобы они упали в нужные столбики. Сможет ли он обеспечить себе победу в любом случае?

Разрезания и теорема Пифагора
Перекроить – разрезать на части и сложить из них.
1. Можно ли трапецию разрезать на две части так, чтобы из них можно было составить треугольник?

2. МN – средняя линия треугольника АВС. МК и NН – перпендикуляры к стороне АС. Докажите, что площадь белой части равна площади чёрной части.

3. Противоположные стороны шестиугольника равны и параллельны. Его вершины соединены диагоналями через одну, как показано на рисунке. Площадь какой части больше, белой или чёрной?

4. Разрежьте квадрат на равные треугольники и составьте из них два а) разных; б) одинаковых квадрата.

5. Перекроите квадрат а) в три квадрата; б) в три различных квадрата.

6. Разрежьте квадрат на равные части, из которых можно сложить три различных квадрата.

7. Разрежьте квадрат 7×7 на


а) квадраты 4×4, квадрат 3×3 и 4 равных прямоугольных треугольника;


б) один квадрат и 4 прямоугольных треугольника, равных треугольникам из (а);


в) Найдите размер квадрата в (б).

8. Даны 4 прямоугольных треугольника с катетами a, b и гипотенузой c. Докажите, что добавив к ним а) один квадрат со стороной c; б) два квадрата со сторонами a и b, можно будет составить квадрат со стороной a + b.

9. (Теорема Пифагора) Площадь квадрата, построенного на гипотенузе, равна сумме площадей квадратов, построенных на катетах. a2 + b2 = c2 .
Для самостоятельного решения
1. Разрежьте прямоугольник 1(5 на 5 частей и сложите из них квадрат.

2. Докажите, что у правильной звезды закрашена ровно половина площади.  

3. Докажите, что площадь правильного восьмиугольника равна: 
а) произведению его наибольшей и наименьшей диагоналей; 
б) удвоенному произведению стороны на среднюю 



     диагональ.

4. Разрежьте 5-клеточный крест на части и сложите из них квадрат.

5.  Разрежьте два неравных квадрата на части, из которых можно было бы составить один большой квадрат.

Индукция-1.
31. Из квадрата клетчатой бумаги размером 16×16 вырезали одну клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на "уголки" из трёх клеток.

32. (Игра "Ханойская башня") У Пети есть детская пирамидка из n колец и два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что Петя сможет, не нарушая правил, переложить все кольца на один из пустых стрежней.

33. Докажите, что число  111...111 (3n единиц) делится на 3n.
34. На плоскости проведены несколько прямых. Докажите, что куски, на которые они разбивают плоскость, можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые два соседних (т.е., имеющих общий участок границы) куска были покрашены в разные цвета.
35. На сколько частей делят плоскость n прямых, среди которых нет параллельных и пересекающихся по три в одной точке?
Для самостоятельного решения

36. На международной конференции любые трое участников могут общаться друг с другом (при этом, возможно, одному придется переводить разговор двух других). Докажите, что их можно расселить в двухместные номера так, чтобы соседи понимали друг друга, если количество участников равно а) 4 б) 100 в)102.
37. В государстве n городов, каждые два из которых соединены дорогой. Правительство хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав из любого города, в него больше нельзя было вернуться. Докажите, что это можно сделать.
38. Жили-были два любителя головоломок. Один работал королем, второй сидел в королевской тюрьме. “Нехорошо держать в тюрьме коллегу, – подумал как-то король, – но и освобождать просто так не годится.” На следующий день узника привели к королю. Король вручил ему два одинаковых квадратных листа фанеры, каждый из которых был разлинован на 100 одинаковых квадратных клеток. “Сначала ты вырежешь из одного листа четыре фигуры общей площадью в 99 клеток, – сказал король. – Потом я отмечу одну из клеток второго листа, а ты должен будешь наложить вырезанные фигуры на второй лист так, чтобы они полностью закрывали все его клетки, кроме отмеченной. Справишься – освобожу, не справишься – не обессудь.” Есть ли у узника возможность вырезать такие фигуры, чтобы наверняка (независимо от того, какую клетку укажет король) выйти на свободу?
ПЛАН РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ МЕТОДОМ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ


1. Найдите в условии задачи ряд однотипных утверждений (У1, У2, ...) - развёрнутый или свёрнутый в предложение с принимающей натуральные значения переменной (она называется индукционной переменной или параметром индукции). Переменная может быть скрыта словами типа "несколько". Тогда выявите её, переделав формулировку условия. 


Если ряда утверждений в условии нет, попробуйте вырастить его так, чтобы утверждение задачи оказалось в его составе.


2. Докажите первое утверждение ряда (оно называется базой индукции).


3. Докажите, что из каждого утверждения ряда вытекает следующее за ним, или говоря более формально, что при всяком натуральном k из утверждения Ук вытекает утверждение Ук+1 . Эта теорема называется индукционным переходом, а её посылка  Ук - индукционным предположением. В развёрнутом виде переход представляет собой цепочку однотипных теорем (рис.1), называемых его шагами.


4. Если база и переход доказаны, то доказаны и все утверждения ряда, ибо от первого из них можно по шагам перехода дойти до любого из остальных.


Последний пункт плана во всех задачах выполняется одинаково. Поэтому обычно его не проговаривают явно, а просто подразумевают. Но знать его необходимо.
Из квадрата клетчатой бумаги размером 16×16 вырезали одну клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на "уголки" из трёх клеток.
Преобразование чертежей.
1. По разные стороны от прямого шоссе расположены две деревни. В каком месте на шоссе нужно построить автобусную остановку, чтобы сумма расстояний от деревень до остановки была наименьшей? Шириной шоссе пренебречь. 
2. А где нужно строить автобусную остановку, если деревни расположены по одну сторону от шоссе?

3. Два поселка расположены по разные стороны от реки с прямолинейными параллельными берегами. В каком месте на реке нужно построить мост (перпендикулярный берегам) так, чтобы путь из одного поселка в другой был кратчайшим?

4. Серый Волк хочет оживить Ивана-Царевича. Как ему добраться до Ивана кратчайшим путем, если требуется набрать по дороге а) сначала мертвой, затем живой воды: б) сначала живой, затем мертвой воды; в) мёртвой и живой воды, но как можно быстрее г) сначала мертвой, затем живой, затем мёртвой воды?

5. Муха сидит в вершине А деревянного параллелепипеда. Как ей переползти в противоположную вершину  Р, двигаясь по самому короткому пути?

6. Точка М лежит внутри острого угла АОВ. Найдите на сторонах угла такие точки N и Р, что треугольник MNP имеет наименьший возможный периметр. 
7. Постройте прямоугольный треугольник по сумме катетов и острому углу.

8. Постройте треугольник, если известны его периметр и два угла.

9. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника  АВС взята точка X. M и N – ее проекции на катеты АС и ВС. При каком положении точки X длина отрезка MN будет наименьшей? 

Для самостоятельной работы

10. Петя хочет пройти к киоску на другом углу перекрестка (см. рис.). Каждую дорогу (полосу с параллельными краями) он должен пересечь под прямым углом. Постройте для него кратчайший путь.

11. Братец Иванушка и сестрица Алёнушка живут на полуострове. Иванушка живёт в домике И, Алёнушка – в домике А. Иванушка собрался в гости к Алёнушке и взял с собой два ведра, чтобы одним зачерпнуть киселя из кисельной реки, другим – молока из молочной. Какой маршрут должен выбрать Иванушка, чтобы кратчайшим путём попасть к Алёнушке?

12. В вершине А единичного квадрата ABCD сидит муравей. Ему надо добраться до точки С, где находится вход в муравейник. Точки А и С разделяет вертикальная стена, имеющая вид равнобедренного прямоугольного треугольника с гипотенузой DB. Найти длину кратчайшего пути, который надо преодолеть муравью, чтобы попасть в муравейник.

13. Докажите, что в многоугольнике не может быть более трех острых углов.
Индукция-2.
39. Доказать, что при любых натуральных n выполняется равенство:

1 + 3 + 5 + … + (2n – 1) = n2.

40. Найти сумму: 
[image: image61.wmf]n
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41. Докажите, что 
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  делится на 16.
42. Докажите, что для любого натурального n 
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43. Докажите, что а)
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 для любого натурального n , б) 
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44. Докажите, что для любого натурального n число 
[image: image66.wmf]1
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 делится на 2n+2, но не делится на 2n+3.
Для самостоятельного решения

45. Банк имеет неограниченное количество трёх- и пятирублёвых купюр. Докажите, что он может выплатить ими без сдачи любое целое число рублей, начиная с восьми.
46. Докажите неравенство а)
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47. 
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48. На лестнице нарисованы стрелочки. На одной из ступеней стоит человек. Он идет со ступеньки в ту сторону, в которую указывает стрелочка, после чего стрелочка на ступеньке, с которой он сошел, обращается в противоположную сторону. Докажите, что когда-нибудь человек покинет лестницу.

49. Есть сетка 100×100 с точками в узлах. Разрешается проводить любые прямые, не проходящие через левую нижнюю точку. Каким наименьшим количеством прямых можно покрыть все точки, кроме левой нижней?
Разнобой.
50. На доске написаны 3 числа: 3, 8, 11. Каждую секунда тройка чисел заменяется по правилу: a,b,c→a+b-c,a+c-b,b+c-a. Может ли на доске появится тройка 21, 13, 4?

51. 10 друзей послали друг другу праздничные открытки. Каждый послал 5 открыток. Докажите, что какие-то двое послали открытки друг другу.

52.  На сторонах AB и BC треугольника ABC внешним образом построены параллелограммы; P - точка пересечения продолжений их сторон, параллельных AB и BC. На стороне AC построен параллелограмм, вторая сторона которого равна и параллельна BP. Докажите, что его площадь равна сумме площадей первых двух параллелограммов.
53. Костя задумал натуральное число и нашел его остатки от деления на 3, на 6 и на 9. Сумма остатков оказалась равна 15. Найдите остаток от деления задуманного числа на 18.

54. 20 гномов жили в 20 домах. Однажды они все одновременно переехали. (И до, и после переезда в каждом доме живет ровно один гном.) Докажите, что дома можно раскрасить в три цвета так, чтобы у каждого гнома цвет его дома отличался от того, в котором он жил до переезда.

55. На плоскости дан квадрат и точка О. Докажите, что расстояние от точки О до любой вершины квадрата не превосходит суммы расстояний от О до трёх других вершин квадрата. 
56. Игра «Вечерний чай». Алмаз и Данил Павлович едят шоколадку 1001×1001, причем Алмаз съедает кусочки 2×2, а Данил Павлович - 1×1. Начинает Данил Павлович. Если Алмаз не может сделать ход, то Данил Павлович доедает остаток шоколада, а выигрывает тот, кто съедает больше. Кто же выиграет?

57. Плоскость покрашена в 10 цветов. Докажите, что существуют 4 точки одного цвета, находящиеся в вершинах прямоугольника.
Делимость-4. Линейное представление НОД.

1. На числовой прямой, в начале координат находится блоха, которая может прыгать на m единиц вправо и на n единиц влево. В каких точках числовой прямой она может побывать? 

Лемма. Если НОД(a,b)=d, то можно найти такие целые числа x и y, для которых выполнено равенство ax + by=d.

Следствие. Если числа a и b взаимно простые, то можно найти такие целые числа x и y, для которых выполнено равенство ax + by=1.

2. Найдите хотя бы одну пару целых чисел x и y, для которых справедливо равенство а) 6069x + 663y = 51; b) 584x + 91y = 1.

3. Если правая часть с уравнения ax+by=c не делится на НОД(a, b), то уравнение не имеет решения в целых числах.

4. Если в уравнении ax + by = c числа a и b являются взаимно простыми, то уравнение имеет, по крайней мере, одно решение в целых числах.

5. Андрей Алексеевич имеет свой счёт в швейцарском банке. Первоначально на нём 500 евро. Разрешены две операции: взять из банка 300 евро или положить в него 198 евро. Эти операции можно проводить много раз, при этом, однако, никаких других денег, кроме тех, что находятся на счете первоначально АА не имеет. Какую максимальную сумму евро наличными может снять со своего счёта АА?

6. Можно ли, пользуясь ёмкостями в 5/3 литра и 1/2 литра, набрать из реки в ведро 1 литр воды?

7.  То же самое, если имеются ёмкости в 3 литра и 
[image: image70.wmf]2

 литра, а набрать требуется 2 литра.

8. Фигура «супербизон» передвигается по бесконечной шахматной доске ходами типа (m;n) (m клеток в одну сторону, n – в другую, например, шахматный конь делает ходы типа (2; 1)). Может ли он побывать на всех клетках этой доски, если: а) m=3, n=2; б) m=3, n=5; в) m=2002, n=98;              г) m=2003; n=2004.

Для самостоятельного решения

1. При каких m и n «супербизон» из предыдущей задачи сможет побывать на всех клетках рассматриваемой доски?

2. На бесконечной ленте два автомата каждую секунду делают отметки. 1-ый автомат – через 16 см красным цветом, 2-ой автомат – через 25 см синим цветом. Через какое время красная и синяя отметки впервые окажутся на расстоянии 1 см друг от друга?

3. Решить в целых числах а) 5x + 8y = 29; b) 16x – 4y=2002.
Эйлеровы пути и обходы
58. Страна расположена на 10 островах, мостов между которыми нет. В стране 18 крупных городов, из которых выходит по 5 дорог. Из всех остальных городов выходит по 4 дороги. Докажите, что крупные города есть не на всех островах.

59. Можно ли расположить в пространстве 7 карандашей так, чтобы каждый касался ровно трех других?
60. На схеме представлена карта г. Кенингсберга с изображением островов и мостов между ними во времена Эйлера. 

а) можно ли обойти все мосты, проходя по каждому не более 1 раза?
б) сколько мостов надо добавить, чтобы стало можно их обойти?

в) Обойти и вернуться?

61. Какие из фигур, нарисованных слева, можно начертить, не отрывая карандаша от бумаги и не проводя два раза по одной и той же линии?

62. Имеется группа островов, соединённых мостами так, что от каждого острова можно добраться до любого другого. Турист обошёл все острова, пройдя по каждому ровно один раз. На Троекратном он побывал трижды. Сколько мостов ведёт с Троекратного, если турист:

а) не с него начал и не на нём закончил?
б) с него начал, но не на нём закончил? 
в) с него начал и на нём закончил?
Определение. Путь, проходящий по каждому ребру графа ровно один раз (не обязательно замкнутый), называется эйлеровым. Если эйлеров путь замкнут, то это эйлеров цикл.

63. а) Можно ли из куска проволоки длиной 12 см, не ломая его, сделать каркас кубика с ребром 1 см?

б) На какое наименьшее число частей надо разломать эту проволоку, чтобы из них можно было сложить такой кубик?

в) Какой наименьшей длины надо взять кусок проволоки, чтобы из него, не ломая его, можно было сделать каркас кубика с ребром 1 см?

64. На плоскости нарисованы несколько окружностей, образующих связную фигуру. Докажите, что эту фигуру можно нарисовать одном росчерком пера.

65. Критерий наличия эйлерова пути. В связном граф существует эйлеров путь тогда и только тогда, когда не более двух вершин графа имеют нечетную степень.
66. Критерий наличия эйлерова цикла. В связном графе существует эйлеров цикл тогда и только тогда, когда степень каждой вершины четна.
Для самостоятельного решения

67. Сформулируйте и решите задачи 4 б,в для каркаса шестиугольной призмы, все ребра которой равны 1.

68. Существует ли ломаная, пересекающая все ребра картинки, нарисованной слева, ровно по одному разу, и не проходящая через их вершины?

69. Турист приехал на вокзал и отправился гулять по улицам Москвы. Докажите, что он в любой момент может вернуться на вокзал, проходя только по тем участкам улиц, по которым он уже проходил нечетное число раз.
70. Опишите все эйлеровы связные графы, не имеющие циклов.

71. Докажите, что по окружности можно так выписать цифры 1,2, …, 9 (возможно, по нескольку раз каждую), что каждое двузначное число будет читаться на ней (по или против часовой стрелки) ровно один раз.

Неравенство треугольника.
1. Внутри выпуклого четырёхугольника найти точку, сумма расстояний от которой до вершин четырёхугольника наименьшая.

2. Внутри параллелограмма ABCD взяли точку О. Докажите, что OA < OB + OC + OD. А если точка О лежит вне параллелограмма ?
3. Доказать, что в выпуклом четырехугольнике сумма длин диагоналей меньше периметра, но больше полупериметра.

4. Внутри треугольника взяли две произвольные точки. Докажите, что расстояние между ними не превосходит полупериметра 

5. Докажите, что сумма двух противоположных сторон выпуклого четырехугольника меньше суммы длин его диагоналей.треугольника.

6. На плоскости даны n > 2 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что среди замкнутых ломаных, проходящих через данные точки, наименьшую длину имеет несамопересекающаяся ломаная.

Для самостоятельного решения

7. Длины сторон выпуклого четырехугольника выражаются различными целыми числами. Докажите, что хотя бы одна из его диагоналей больше 5/2.

8. Докажите, что сумма длин диагоналей выпуклого пятиугольника больше периметра, но меньше удвоенного периметра.

Инвариант.
72. На доске написаны числа 1,...,100. Можно стирать пару чисел a, b и заменять их на  a+b. Чему может быть равно последнее оставшееся на доске число?

73. Малыш и Карлсон по очереди ломают шоколадку размером 5×9 долек. За один ход можно сломать одну из частей на две (вдоль бороздки). Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Первым ходит Малыш. Кто выигрывает при правильной игре?

74. а) В углу таблицы 4×4 стоит минус, а в остальных клетках - плюсы. Разрешается выбирать любую строку или столбец и менять все стоящие там знаки на противоположные. Можно ли такими операциями получить таблицу из одних плюсов? б) Та же задача для таблицы 3×3.

75. На столе стоят 50 стаканов, из них 25 - вверх дном. а) Можно ли, переворачивая по два стакана, поставить все стаканы правильно? б) А переворачивая по 4 стакана?

76. Три кузнечика играют в чехарду на прямой. Время от времени один из них перепрыгивает через какого-то другого (но не через двух сразу). Через некоторое время оказалось, что кузнечики сидят на прямой в таком же порядке, как в начале. Докажите, что было сделано четное число прыжков.

77. Утром в луже плавало 19 синих и 95 красных амеб. Иногда они сливались: если сливаются две красные, то получается одна синяя амеба, если сливаются две синие, то получившаяся амеба тут же делится и в итоге образуются четыре красные амебы, наконец, если сливаются красная и синяя амеба, то это приводит к появлению трех красных амеб. Вечером в луже оказалось 100 амеб. Сколько среди них синих?

Для самостоятельного решения

78. В капище храма Бога Инварианта по кругу подвешено 12 бутылок, одна из которых висит горлышком вниз, а остальные - горлышком вверх. Жрец утверждает, что если вместо нее перевернутой окажется соседняя бутылка, стоит ожидать крупных неприятностей: а) если добиться этого, переворачивая по 6 соседних бутылок, то будет гром и молния; б) если это сделать, переворачивая по 5 соседних бутылок, то жрец умрет; в) по 4 - наводнение; г) по 3 - конец света. Какие стихийные бедствия жрец может вызвать? 

79. В языке всего 2 буквы - А и У. От следующих восьми замен буквосочетаний смысл любого слова не меняется: УАУ
[image: image71.wmf]Û

AA, УАА
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AУ, ААУ
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УA, ААА
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УУ (замену можно делать в любом месте слова). Являются ли в этом языке синонимами слова ``УAA'' и ``AУУ''?
ГМТ - 1
80. Найдите ГМТ, равноудалённых от концов отрезка АВ.

81. Найдите количество членов последовательности 1, 11, 111. 1…1 (2004 единицы), кратных 7.

82. Найдите ГМТ, равноудалённых от двух данных прямых.

83. Даны точки А и В. Найдите ГМТ, М таких, что точки А, В и М являются вершинами равнобедренного треугольника.

84. Найдите ГМТ, из которых отрезок АВ виден а) под прямым углом; б) под углом 
[image: image75.wmf]a

.

85. Дан треугольник АВС. Найдите ГМТ М, удовлетворяющих неравенствам СМ≥ВМ≥АМ.
Для самостоятельного решения

86. Найдите ГМТ, равноудалённых от сторон угла АВС.

87. Найдите ГМТ, равноудалённых от трёх данных прямых.

88. Найдите геометрическое место середин отрезков, концы которых лежат на 

а) двух параллельных прямых; 

б) двух отрезках, являющихся диагоналями квадрата; 

в) сторон данного угла.

89. Дан треугольник АВС. Найдите ГМТ М таких, что SABM = SAMC.

90. На окружности отмечены точки: А1, А2, А3, А4, А5, А6, А7. Эти точки соединены так, как показано на рисунках. Чему равны суммы отмеченных семи углов в каждом случае?

Графы-4. Циклы. 
91.  (Лемма о хороводах) У каждого ученика 7 класса ровно два друга-семиклассника. Докажите, что если каждый семиклассник возьмётся за руки со своими друзьями, то образуется один или несколько хороводов.

92.  У каждого узника есть ровно один друг и ровно один враг. Докажите, что:

а) узников – чётное число; б) их можно рассадить по двум камерам так, чтобы в каждой камере не было ни друзей, ни врагов.

93. На футбольный турнир съехалось 20 команд. После того, как были сыграны два тура (в каждом туре каждая команда встречается с одним из соперников, дважды с одним соперником команда не играет), организаторам турнира пришла в голову мысль: разбить команды на два дивизиона так, чтобы в каждом дивизионе не было команд, встречавшихся друг с другом в первых двух турах. Всегда ли они смогут это сделать?
94. Каждый из 20 школьников решил две из двадцати предложенных им задач, причём каждую задачу решили ровно два школьника. Докажите, что можно организовать разбор задач таким образом, чтобы каждый школьник рассказал одну из решённых им задач и чтобы все задачи были рассказаны.

95. У каждого члена парламента – не более двух врагов среди остальных парламентариев. На какое минимальное количество палат необходимо разбить парламент, чтобы гарантировать отсутствие врагов в одной палате?

96.  Сколько существует 2004-значных чисел, в которых каждое двузначное число, образованное соседними цифрами, делится на 17 или на 23?
97. На планете «Сube», имеющей форму куба, города расположены в вершинах и в центрах граней. Каждый город, расположенный в центре грани, соединён дорогами с городами, расположенными в вершинах той же самой грани. Космопроходец Громозека желает обойти все города, побывав в каждом из них ровно один раз? Удастся ли ему это сделать?

Гамильтоновым циклом на графе называется цикл, проходящий через каждую вершину графа в точности по одному разу. 

Для самостоятельного решения

98. На n карточках с двух сторон написаны числа от 1 до n по два раза каждое. Докажите, что эти карточки можно положить на стол так, чтобы сверху каждое число было написано ровно 1 раз.

99. Можно ли цифры 1, 2, …, 9 расставить по кругу так, чтобы каждое двузначное число, которое можно из них составить встречалось ровно один раз? ( Двузначное число образуется двумя любыми соседними цифрами как по часовой, так и против часовой стрелки.) 

Полуинвариант.
100. На доске написаны несколько натуральных чисел. Каждую минуту выбирают какие-то два из них (x и y) и заменяют их на числа x-2 и y+1. Докажите, что рано или поздно на доске появится отрицательное число.
101. Таблица 15×15 заполнена плюсами и минусами. Разрешается выбрать любую строку или любой столбец и поменять все стоящие там знаки на противоположные. Докажите, что несколькими такими операциями можно добиться того, чтобы в каждой строке и в каждом столбце плюсов было больше, чем минусов.
102. На лестнице нарисованы стрелочки. На одной из ступеней (не на первой и не на последней) стоит человек. Он идет со ступеньки в ту сторону, в которую указывает стрелочка, после чего стрелочка на ступеньке, с которой он сошел, обращается в противоположную сторону. Докажите, что когда-нибудь человек покинет лестницу.

103. Фирма “Id Software" плодит монстров. Каждый день монстры мутируют. Если сегодня монстр имеет m ручек и n ножек, то назавтра он будет иметь 2m-n ручек и 2n-m ножек. Монстр погибает, когда число ручек или ножек становится отрицательным. При каком начальном количестве ручек и ножек монстр сможет жить вечно?  
Для самостоятельного решения

104. На доске написано несколько натуральных чисел. Разрешается стереть с доски два числа и записать вместо них их НОД и НОК. Докажите, что когда-нибудь числа на доске перестанут меняться.

105. Четверку чисел a, b, c, d каждую минуту заменяют на четверку a+b, b+c, c+d, d+a. Через несколько таких операций четверка чисел оказалась такой же, как в начале. Докажите, что все числа равны 0.
ГМТ – 2
1. В треугольнике АВС АС = ВС. Найдите ГМТ М таких, что (АМС = (ВМС.

2. Если в треугольнике отметить точку P и соединить ее с вершинами, то треугольник разобьется на три меньших треугольника. Найдите ГМТ Р, для которых сумма площадей двух из этих треугольников будет равна площади третьего.

3. Даны две точки А и В. Две окружности касаются прямой АВ (одна в точке А, другая в точке В) и касаются друг друга в точке М. найдите ГМТ М.

4. Даны точки А и В. Найдите ГМТ точек М таких, что

а) (ВАМ – наименьший угол треугольника АВМ;

б) (АМВ – средний по величине угол треугольника АВМ.
Тест по теме «Графы».
1. Может ли граф с 5 вершинами и 6 ребрами

   а) быть связным;

   б) быть несвязным;

   в) являться деревом;

   г) содержать эйлеров путь? Эйлеров цикл?

   д) быть двудольным?

Если ответ «да», приведите пример, если «нет», объясните, почему.

2. На сколько областей разбивает плоскость граф без самопересечений с 7 вершинами и 13 ребрами?

3. Какое минимальное количество ребер нужно выкинуть из полного графа со 100 вершинами, чтобы в получившемся графе существовал эйлеров цикл?

4. Степень каждой вершины связного графа не менее 2004. Верно ли, что если вычеркнуть любое ребро, то граф останется связным?

5. В графе 10 вершин и степени вершин равны 8, 6, 5, 5, 4, 4, 4, 3, 3. Сколько в нем ребер? А если степени вершин равны 8, 7, 7,  4, 4, 4, 4,  3,  2?

6. В дереве 100 вершин степени 5, 20 вершин степени 4, 3 вершины степени 2, а остальные вершины висячие. Найдите их количество.

7. Из доски 4(4 вырезаны все угловые клетки. Может ли шахматный конь обойти всю доску и вернуться на исходную клетку, побывав в каждой клетке ровно один раз?

Тест по комбинаторике.
1. Сколько существует двузначных чисел, у которых цифра десятков меньше цифры единиц?

2. Опять отключили свет. Сколькими способами 72 ученика могут выстроиться в очередь за вечерним чаем в комнату преподавателей, если Лада  с Таней обязательно хотят стоять рядом?

3. На плоскости проведено n прямых “общего положения”. Найдите количество точек пересечения этих прямых. Сколько треугольников образуют эти прямые? (вершинами треугольников могут быть любые три точки пересечения данных прямых)

4. Из 3 девочек и 11 мальчиков нужно составить команду для мытья корпуса после дня Эратосфена из 4 человек. Сколькими способами это можно сделать, если в команду должна входить хотя бы одна девочка?

5. В карточке игры «Русское лото» нужно зачеркнуть 6 чисел от 1 до 99. Сколькими способами можно это сделать?

6. В 20-угольнике проведены все диагонали. Никакие три не пересекаются в одной точке. Найдите количество точек пересечения диагоналей.

7.  Представьте себе, что в столовой самим разрешено выбирать блюда на обед. При этом предлагается 3 варианта на первое, 5 различных вторых и 2 сока. Сколькими способами можно составить персональное меню? (Меню состоит из трех или менее блюд)

8. Комбинация из трех букв на автомобильном номере состоит только из тех русских букв, у которых есть похожие латинские, а именно из А, В, Е, К, М, Н, О, Р, С, Т, У, Х. Сколько всего таких комбинаций?
9.  У злобных преподавателей есть 10 различных нарядов и 26 особо провинившихся школьников. Сколькими способами можно раздать наряды, если Ваня Бажов и Петя Кононов должны получить ровно по два, а остальные максимум по одному? 
Двудольные графы

106. Во время соревнований по автогонкам некоторые автомобили сталкивались между собой. Оказалось, что их можно разделить на две группы, так что автомобили, вошедшие в  одну группу, друг с другом не сталкивались. Докажите, что суммарное количество вмятин у автомобилей первой группы равно суммарному количеству вмятин у автомобилей второй группы.

107. При ближайшем рассмотрении оказалось, что на всех автомобилях, описанных в предыдущей задаче) равное количество вмятин. Докажите, что в группы входит равное число автомобилей.

Граф – двудольный, если его вершины можно раскрасить в два цвета так, что не будет ребер с концами одинакового цвета. 

108. Сформулируйте результаты задач 1 и 2 на языке теории графов.

109. Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе с 
а) b белыми и r черными вершинами?
б) с 2n вершинами?
с) с 2n+1 вершиной?

110. Замок в форме треугольника со стороной 50 метров разбит на 100 треугольных залов со сторонами 5 м. В каждой стенке между залами есть дверь. Какое наибольшее число залов сможет обойти турист, не заходя ни в какой зал дважды?

111. Пусть Г – двудольный граф с черными и белыми вершинами. 

а) Если в Г есть замкнутый цикл, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то вершин каждого цвета – поровну.

б) Если в Г есть путь, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то число белых вершин отличается от числа черных вершин не более чем на 1.

Теорема (критерий двудольного графа) Граф – двудольный ( в графе нет нечетных циклов.

Для самостоятельного решения

112. В городе прошли олимпиады по физике, математике и информатике. В каждой из них участвовало нечетное число учеников класса, причем никто не участвовал ровно в двух олимпиадах. Всего в классе 20 учеников. Докажите, что кто-то из них не был ни на одной олимпиаде.

113. В классе каждый мальчик дружит с тремя девочками, а каждая девочка – с пятью мальчиками. 17 из них любят игру «Завалинка», и в классе 15 парт. Сколько всего ребят в классе?

114. 20 команд сыграли однокруговой турнир по волейболу (каждая команда сыграла с каждой по одному разу). Докажите, что команды можно занумеровать так, что 1-ая выиграла у 2-ой, 2-ая – у 3-ей, …, 19-ая – у 20-ой. (Ничьих в волейболе не бывает.)
Замечательные точки треугольника. Теорема Чевы.
115. Найдите ГМ точек, равноудалённых от вершин треугольника.

116.  Найдите ГМ точек, равноудалённых от прямых, содержащих стороны треугольника.

117.  Дан треугольник АВС. Найдите ГМТ M таких, что SMBC = SMAB = SMAC, и точка лежит внутри треугольника АВС.

118. В треугольнике АВС точка М принадлежит стороне АВ, точка К – отрезку СМ, причём АМ : МВ = n : m. Найдите отношение площадей : 

       а) SACM : SBCM; б) SAKM : SBKM; в) SACK : SBCK.

119.  В треугольнике АВС точка М принадлежит стороне АВ, точка К – стороне АС. Отрезки СМ и ВК пересекаются в точке Р, ВМ : МА = 5 : 3, АК : КС = 7 : 10. Найдите, в каком отношении луч АР делит сторону ВС. 

120.  Теорема Чевы. Если на сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС взяты соответственно точки С1, А1, В1, то отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
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121.  Используя теорему Чевы докажите, что в произвольном треугольнике 

а) медианы, 

б) отрезки, соединяющие вершины треугольника с точками касания вписанной окружности;

в) прямые, проходящие через вершины и делящие периметр треугольника пополам

 пересекаются в одной точке

На закуску: разнобой.
Что мы знаем о Басе?

Ничего, и то не все.

122. Докажите, что любое число, оканчивающееся на 7, представимо в виде 
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123. Среди всех треугольников с данной суммой высот найти треугольник с наименьшей суммой медиан.

124. В выходной каждый из 8 семиклассников 3 раза сбегал за мороженым. Оказалось, что любые двое встретились у ларька. Докажите, что был момент, когда у ларька встретилось хотя бы четверо.

125. Доска 101×101 раскрашена в 100 цветов. Разрешается перекрасить целую строку или целый столбец в один цвет, если там уже есть хотя бы 2 клетки такого цвета. Можно ли несколькими такими операциями перекрасить всю доску?

126. На шахматной доске стоят рыцари и лжецы, причем хотя бы 1 лжец обязательно есть. Каждого спросили: «Верно ли, что лжецов в твоей строке столько же, сколько лжецов в твоем столбце?», - и каждый ответил: «Да!» Докажите, что число лжецов на доске четно.

127. На рельсах стоит кольцевой поезд с конечным числом вагонов. У вас есть кусок мела. Вы стоите внутри поезда. Сосчитайте количество вагонов, если вам разрешается ставить любые пометки на вагоне, но неизвестно, не ставил ли таких же пометок кто-нибудь до вас.

128.  На планете 20 государств. Среди любых трех из них найдутся два, еще не установившие дипломатических отношений. Докажите, что число посольств на планете не превосходит 200.

129. На шахматной доске 10×10 стоит 51 ладья. Докажите, что среди них можно выбрать 6, попарно не бьющих друг друга. 
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