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3 èþëÿ

Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà

1. Ðàññòàâüòå íà äîñêå 10 � 10 íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â 1-é ñòðîêå

áûëà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â 1-ì ñòîëáöå, : : : , ñóììà ÷èñåë â 10-é ñòðîêå áûëà ðàâíà

ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â 10-ì ñòîëáöå.

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Åñëè îáà ýòèõ ïðîñòûõ

÷èñëà óâåëè÷èòü íà 1, òî èõ ïðîèçâåäåíèå óâåëè÷èòñÿ íà 100. ×åìó ðàâíî èñõîäíîå n?

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

3. Ãýíäàëüô âûäàë ÷åòâåðûì õîááèòàì êîðîáêó, â êîòîðîé íàõîäèëèñü áóòûëêè êåôèðà

òðåõ ñîðòîâ: òåìíîãî, ñâåòëîãî è áåçàëêîãîëüíîãî. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå áó-

òûëîê â êîðîáêå êàæäûé õîááèò ãàðàíòèðîâàíî ìîæåò âûáðàòü ñåáå 2 áóòûëêè îäíîãî

ñîðòà?

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BD. Äîêàæèòå, ÷òî AB > AD.

5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü â èìåþùåìñÿ ÷èñëå 2 öèôðû, ñòîÿùèå

ðÿäîì è îòëè÷àþùèåñÿ íà 1 (íàïðèìåð, èç 245984 ìîæíî ïîëó÷èòü 2984 èëè 2454). Äèìà

ïðîèçâåë íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé è ïîëó÷èë èç ÷èñëà n ÷èñëî 611, à Ñàøà ïðè ïîìîùè

íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èë èç n ÷èñëî 556. Äîêàæèòå, ÷òî n ñîäåðæèò õîòÿ áû äâå

öèôðû `6'.

6. Â øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF âñå óãëû ðàâíû 120Æ; BC = 4, DE = 6, EF = 7, FA = 8.

Íàéäèòå äëèíû îñòàëüíûõ ñòîðîí øåñòèóãîëüíèêà.



3 èþëÿ

Çàòðóäíèòåëüíûå ñèòóàöèè

1 (Ìàíüÿê-ïàðàëèòèê). Òþðüìà èìååò âèä êâàäðàòà 6 � 6, ðàçáèòîãî íà êàìåðû-

îäèíî÷êè � åäèíè÷íûå êâàäðàòèêè. Âñå âíóòðåííèå ñòåíêè êàìåð � äâåðè. Â êàìåðå, íà-

õîäÿùåéñÿ â ëåâîì íèæíåì óãëó, íàõîäèòñÿ ìàíüÿê-ïàðàëèòèê, êîòîðûé ïðè âèäå æèâîãî

÷åëîâåêà íåìåäëåííî íàáðàñûâàåòñÿ íà íåãî, óáèâàåò åãî è óáåãàåò, îäíàêî íåìåäëåííî

âïàäàåò â ïàðàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå, åñëè îêàçûâàåòñÿ â îäíîì ïîìåùåíèè ñ ìåðòâûì.

Âûõîä èç òþðüìû ðîâíî îäèí � èç ïðàâîé âåðõíåé êàìåðû. Îäíàæäû â ðàñïîðÿæåíèè

ìàíüÿêà îêàçàëñÿ êëþ÷-�âåçäåõîä�, îòêðûâàþùèé ëþáóþ äâåðü, â òîì ÷èñëå è íàðóæíóþ

äâåðü òþðüìû. Â ðåçóëüòàòå íàóòðî â 35 êàìåðàõ áûëè îáíàðóæåíû òðóïû çàêëþ÷åííûõ,

à ìàíüÿê ñáåæàë. Êàê ýòî åìó óäàëîñü?

Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Óáèâ ÷åëîâåêà, ìàíüÿê âñåãäà âûñêàêèâàåò â äâåðü, ïî êîòî-

ðîé âîøåë â êàìåðó. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òðóïîâ ìîãëî îêàçàòüñÿ â òþðüìå?

2 (Ëàìïà). Â òþðüìå ñèäÿò 100 ÷åëîâåê. Îäíàæäû èõ ñîáðàëè âñåõ âìåñòå è îáúÿâèëè

ñëåäóþùåå: �×åðåç ÷àñ êàæäîãî èç âàñ ïîñàäÿò â îäèíî÷íóþ êàìåðó. Çàòåì òþðåìùèê

áóäåò îòâîäèòü âàñ ïî îäíîìó â ñïåöèàëüíóþ êîìíàòó, ãäå íàõîäèòñÿ ëàìïà. Ëàìïó ìîæíî

íå òðîãàòü, à ìîæíî âêëþ÷èòü èëè âûêëþ÷èòü. Â êîìíàòó ñ ëàìïîé âàñ áóäóò âîäèòü íå

ïî î÷åðåäè, à â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Îáåùàåì ëèøü, ÷òî íèêàêîé âèçèò íå áóäåò íè äëÿ

êîãî èç âàñ ïîñëåäíèì. Êàê òîëüêî êòî-òî èç çàêëþ÷åííûõ ñêàæåò, ÷òî âñå 100 ÷åëîâåê

óæå ïîáûâàëè â êîìíàòå ñ ëàìïîé, âàø ñðîê çàêîí÷èòñÿ: åñëè ñêàçàííîå áóäåò ïðàâäîé,

òî âñå âûéäóò íà ñâîáîäó, à â ñëó÷àå îøèáêè ïîéäóò íà êîðì êðîêîäèëàì.� Î ÷åì äîëæíû

äîãîâîðèòüñÿ çà ÷àñ óçíèêè, ÷òîáû ðàíî èëè ïîçäíî âûéòè íà ñâîáîäó?

3 (Àìíèñòèÿ). Ó öàðÿ Äàäîíà â îäèíî÷íûõ êàìåðàõ ñèäåëè 100 ïëåííèêîâ. Ïîâîðîò

ðó÷êè îòïèðàåò êàæäóþ êàìåðó, ñëåäóþùèé ïîâîðîò çàïèðàåò, åùå îäèí ñíîâà îòïèðàåò

è ò.ä. Ê ïðàçäíèêó öàðü ðåøèë îñâîáîäèòü ÷àñòü ïëåííèêîâ è íàêàíóíå ïîñëàë ñëóãó,

êîòîðûé ïîâåðíóë ðó÷êó íà äâåðÿõ êàæäîé êàìåðû. Âñå äâåðè îêàçàëèñü îòïåðòû. Íî òóò

ïðèøåë âòîðîé ïîñûëüíûé è ïîâåðíóë ðó÷êó êàæäîé âòîðîé êàìåðû. Äâåðè êàìåð 2, 4, 6,

: : : âíîâü îêàçàëèñü çàïåðòû. Ñëåäóþùèé ïîñëàíåö ïîâåðíóë ðó÷êè êàìåð 3, 6, 9, 12 è ò.ä.

Åùå îäèí � â êàæäîé ÷åòâåðòîé êàìåðå. Òî æå ïîâòîðÿëè ñëåäóþùèå ïîñëàíöû âïëîòü

äî ñîòîãî, ïîâåðíóâøåãî ðó÷êó ñîòîé êàìåðû. Íàêîíåö íàñòóïèë ïðàçäíèê, è ñèäåâøèå â

îòêðûòûõ êàìåðàõ âûøëè íà ñâîáîäó. Ñêîëüêî ïëåííèêîâ îñâîáîäèë Äàäîí?

4 (Äâàäöàòü ãðàáèòåëåé). Äâàäöàòü ãðàáèòåëåé äåëÿò äîáû÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïåðâûé ãðàáèòåëü ïðåäëàãàåò ñâîé ïëàí äåëåæà, ïîñëå ÷åãî âñå âìåñòå ãîëîñóþò. Åñëè çà

ýòîò ïëàí ïðîãîëîñîâàëî íå ìåíåå ïîëîâèíû ãðàáèòåëåé, îí ñ÷èòàåòñÿ ïðèíÿòûì, è äîáû÷à

äåëèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïëàíîì. Åñëè æå çà ïëàí ïðîãîëîñîâàëî ìåíåå ïîëîâèíû,

òî ïåðâîãî ãðàáèòåëÿ óáèâàþò, ïîñëå ÷åãî âòîðîé ãðàáèòåëü ïðåäëàãàåò ñâîé ïëàí äåëåæà.

Ïðè ãîëîñîâàíèè êàæäûé èç ãðàáèòåëåé ðóêîâîäñòâóåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ ïðàâèëàìè

(â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïðèîðèòåòà): 1) Íóæíî îñòàòüñÿ â æèâûõ; 2) Íóæíî ïðèêàðìàíèòü

êàê ìîæíî áîëüøå äåíåã; 3) Ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ � íóæíî ñîõðàíèòü æèçíü êàê ìîæíî

áîëüøåìó ÷èñëó íàïàðíèêîâ. Âñå ãðàáèòåëè � èäåàëüíûå ëîãèêè. Êàêèì áóäåò èñõîä äå-

ëåæà, ñêîëüêî ãðàáèòåëåé ïðè ýòîì îñòàíóòñÿ â æèâûõ è êàê îíè ïðîãîëîñóþò?

5 (Ðîâ). Ó òóðèñòà åñòü âåðåâî÷íàÿ ëåñòíèöà äëèíîé 30 ìåòðîâ è íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ

âåðåâêè. Ïåðåä íèì ðîâ äëèíîé 2 êèëîìåòðà, øèðèíîé 40 ìåòðîâ, ãëóáèíîé 50 ìåòðîâ.

Îáîéòè ðîâ íåëüçÿ (ïî êðàÿì � îòâåñíûå ñêàëû). Íèêàêèõ ïðèñïîñîáëåíèé äëÿ êðåïëåíèÿ

ëåñòíèöû è âåðåâêè ó òóðèñòà íåò. Êàê åìó ïåðåïðàâèòüñÿ íà äðóãóþ ñòîðîíó?



4 èþëÿ

Îñòàòêè è ñðàâíåíèÿ

1. Äîæäü íàä Âèøêèëåì íà÷àëñÿ â ïîëíî÷ü è ëèë ðîâíî 7777 ÷àñîâ. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ,

÷òî ñðàçó ïîñëå ýòîãî âûãëÿíóëî ñîëíöå?

2. Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà à) 777777; á) 7777
77.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a, b � öåëûå ÷èñëà, m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãîâîðÿò, ÷òî a ñðàâíèìî

c b ïî ìîäóëþ m, åñëè a� b äåëèòñÿ íà m. Îáîçíà÷åíèå: a � b (mod m).

3. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé.

Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà:

à) a � a (mod m);

á) åñëè a � b (mod m), òî b � a (mod m);

â) åñëè a � b (mod m), b � c (mod m), òî a � c (mod m).

Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà:

ã) åñëè a � b (mod m), c � d (mod m), òî a + c � b + d (mod m);

ä) åñëè a � b (mod m), òî ak � bk (mod m) äëÿ ëþáîãî öåëîãî k;

å) åñëè a � b (mod m), c � d (mod m), òî ac � bd (mod m).

4. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 19992000.

5. Äîêàæèòå ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 3: ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî

ñóììà öèôð äåëèòñÿ íà 3.

6. Ïîñòàâèì ïåðåä êàæäîé öèôðîé ÷èñëà çíàêè ïëþñ è ìèíóñ ïî î÷åðåäè íà÷èíàÿ ñ ïëþñà

ïåðåä ïîñëåäíåé öèôðîé è èäÿ ñïðàâà íàëåâî. Íàçîâåì ðåçóëüòàò çíàêîïåðåìåííîé ñóììîé

öèôð ÷èñëà. (Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñëà 2004 ýòî 4-0+0-2=2.)

Äîêàæèòå ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 11:

à) ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà öèôð

äåëèòñÿ íà 11;

á) ÷èñëî è åãî çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 11.

7. Íà ñêîëüêî íóëåé ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ÷èñëî 1n + 2n + 3n + 4n ïðè íàòóðàëüíûõ n?

8. Äîêàæèòå, ÷òî (2n � 1)n � 3 äåëèòñÿ íà 2n � 3 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. ×èñëî 1001 äåëèòñÿ íà 7. Ïðèäóìàéòå è äîêàæèòå ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 7.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî à) 31000 + 131000; á) 31000 + 131000 + 231000 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì

êâàäðàòîì.

3. Øàéêà ðàçáîéíèêîâ îòîáðàëà ó êóïöà ìåøîê ñ ìîíåòàìè. Êàæäàÿ ìîíåòà ñòîèò öåëîå

÷èñëî ãðîøåé. Îêàçàëîñü, ÷òî êàêóþ ìîíåòó íè îòëîæè, îñòàâøèåñÿ ìîíåòû ìîæíî ïîäå-

ëèòü ìåæäó ðàçáîéíèêàìè òàê, ÷òî êàæäûé ïîëó÷èò îäèíàêîâóþ ñóììó. Äîêàæèòå, ÷òî

÷èñëî ìîíåò áåç îäíîé äåëèòñÿ íà ÷èñëî ðàçáîéíèêîâ â øàéêå.

4. à) Ó ÷èñëà 20042004 ïîäñ÷èòàëè ñóììó öèôð. Ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà îïÿòü ïîäñ÷èòàëè

ñóììó öèôð è ò.ä., ïîêà íå ðåçóëüòàò íå ñòàë îäíîçíà÷íûì ÷èñëîì. Êàêèì? á) Òîò æå

âîïðîñ äëÿ ÷èñëà 20032003.



5 èþëÿ

Èíäóêöèÿ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Ìåòîä

ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ øàãàõ:

1) (áàçà èíäóêöèè) Ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ äëÿ n = 1.

2) (ïåðåõîä) Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ n ñëåäóåò åãî

ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n+ 1.

1. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî îíè

ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 2n îáëàñòåé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n

à) 1 + 2 + � � �+ n =
n(n+1)

2
.

á) 13 + � � �+ n3 = (1 + 2 + � � �+ n)2.

3. Êîíöû îòðåçêà AB çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1 è 2. Ðàçîáü¼ì åãî íà ÷àñòè òî÷êàìèM1,M2,

: : : , Mn è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê ðîâíî îäíî èç ÷èñåë 1 èëè 2. Äî-

êàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïîëó÷èâøèõñÿ ïðè äåëåíèè îòðåçêîâ, êîíöû êîòîðûõ èìåþò ðàçëè÷íûå

íîìåðà, íå÷åòíî.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x + 1

x
� öåëîå, òî xn + 1

xn
� òîæå öåëîå.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç 3n åäèíèö, äåëèòñÿ íà 3n.

6. Â ðàçíûõ ìåñòàõ êîëüöåâîé àâòîìîáèëüíîé äîðîãè ñòîÿò íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ àâòîìà-

øèí. Åñëè áû âåñü áåíçèí, èìåþùèéñÿ â ýòèõ àâòîìàøèíàõ, ñëèòü â îäíó, òî ýòà ìàøèíà

ñìîãëà áû ïðîåõàòü ïî âñåé êîëüöåâîé äîðîãå äî ñâîåãî ïðåæíåãî ìåñòà. Äîêàæèòå, ÷òî

ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà èç ìàøèí, ñòîÿùèõ íà äîðîãå, ìîæåò îáúåõàòü âñ¼ êîëüöî, çàáèðàÿ

ïî ïóòè áåíçèí ó îñòàëüíûõ ìàøèí.

7. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷àñòè, íà êîòîðûå ýòè ïðÿ-

ìûå äåëÿò ïëîñêîñòü, ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ñîñåäíèå ÷àñòè

áûëè îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

8 (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n è ïðè x > �1
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1 + x)n � 1 + nx.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Èç ÷èñåë îò 1 äî 2n� 1 âûáðàíî n+ 1 ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç âûáðàííûõ ÷èñåë

ðàâíî ñóììå äâóõ äðóãèõ.

2. ×èñëî (1+
p
2)2004 çàïèñàëè â âèäå a+b

p
2 ñ öåëûìè a è b. Äîêàæèòå, ÷òî ja2 � 2b2j = 1.

3. Èç êâàäðàòà 2n � 2n âûðåçàëè îäíó êëåòêó. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííóþ ôèãóðó ìîæíî

ðàçðåçàòü íà �óãîëêè� èç òð¼õ êëåòîê.

4. Â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå ïðîâåäåíû íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèàãîíàëåé. Äîêàæè-

òå, ÷òî èç äâóõ âåðøèí äèàãîíàëè íå ïðîâåäåíû.



5 èþëÿ

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê (ÃÌÒ)

1. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ âñåâîçìîæíûõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

äâå äàííûå òî÷êè A è B.

2. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî ðàññòîÿíèå äî òî÷êè A áîëüøå, ÷åì äî

B.

3. Äàíû òî÷êè A, B è C, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî

áëèæàéøåé ê M òî÷êîé ñðåäè òî÷åê A, B è C ÿâëÿåòñÿ A.

4. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî òî÷êè A, B è M ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè

ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

5. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå a è b. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî

à) ðàññòîÿíèå îò M äî a âäâîå áîëüøå, ÷åì îò M äî b;

á) M ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé íåêîòîðîãî îòðåçêà AB, òàêîãî, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà ïðÿìîé

a, à òî÷êà B � íà ïðÿìîé b.

6. Ïóñòü A, B è C � òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî:

à) ïðÿìàÿ CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB;

á) ëó÷ CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB;

â) îòðåçîê CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB.

7. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî

à) \AMB = 90Æ.

á) \AMB = �.

8. Äàí óãîë. Íàéäèòå ÃÌÒ M , ðàâíîóäàë¼ííûõ îò åãî ñòîðîí.

9. Äîêàæèòå, ÷òî

à) ñðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû, ïðîâåä¼ííûå ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàþòñÿ â

îäíîé òî÷êå.

á) áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

10. Äàí êâàäðàò ABCD. Íàéäèòå ÃÌÒ, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî ïðÿìûõ AB è

CD ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé äî ïðÿìûõ AD è BC.

11. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åêM , ëåæàùèõ âíóòðè ðîìáà ABCD è îáëàäàþùèõ

òåì ñâîéñòâîì, ÷òî \AMD + \BMC = 180Æ.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî

à) \BAM � íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà ABM ;

á) AMB � ñðåäíèé ïî âåëè÷èíå óãîë òðåóãîëüíèêà ABM .



2. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ

âåðøèíó A ñ íåêîòîðîé òî÷êîé íà ñòîðîíå BC.

3. Äàíû òî÷êè A è B. Äîêàæèòå, ÷òî ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî \AMB � òóïîé.

4. Åñëè â òðåóãîëüíèêå îòìåòèòü òî÷êó P è ñîåäèíèòü åå ñ âåðøèíàìè, òî òðåóãîëüíèê

ðàçîáüåòñÿ íà òðè ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ÃÌÒ P , äëÿ êîòîðûõ ñóììà ïëîùàäåé

äâóõ èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ áóäåò ðàâíà ïëîùàäè òðåòüåãî.

5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íàéäèòå ÃÌÒ M , òàêèõ, ÷òî îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé îò M äî

äàëüíåé âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ê ðàññòîÿíèþ äî áëèæàéøåé ñòîðîíû ìèíèìàëüíî.

6. Äàí îòðåçîê AB. Íàéäèòå ÃÌÒ M , òàêèõ, ÷òî AM

MB
= c.



5 èþëÿ

Èíâàðèàíò

1. Â óãëó êâàäðàòà à) 4�4; á) 3�3 ñòîèò ìèíóñ, â îñòàëüíûõ êëåòêàõ � ïëþñû. Ðàçðåøàåòñÿ

çàìåíÿòü âñå çíàêè â ëþáîì ñòîëáöå èëè â ëþáîé ñòðîêå íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ìîæíî ëè

ïîëó÷èòü òàáëèöó èç îäíèõ ïëþñîâ?

2. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 20032004 + 1. Ìîæíî ëþáûå äâà ÷èñëà çàìåíÿòü íà

ìîäóëü èõ ðàçíîñòè. Â êîíöå íà äîñêå îñòàëîñü îäíî ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ÷èñëî íå

ðàâíî 0.

3. Íà äîñêå íàïèñàëè ÷èñëî 1. Ïîñëå ýòîãî êàæäóþ ìèíóòó ê íàïèñàííîìó ÷èñëó ïðèáàâ-

ëÿþò ñóììó åãî öèôð. Äîêàæèòå, ÷òî íà äîñêå íèêîãäà íå ïîÿâèòñÿ ÷èñëî 123456.

4. Òðè êóçíå÷èêà ñèäÿò íà ïëîñêîñòè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (0; 0), (0; 1), (1; 0). Êàæäóþ

ìèíóòó îäèí èç íèõ ïåðåïðûãèâàåò ÷åðåç äðóãîãî, ïðûãàÿ â òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñè-

òåëüíî íåãî. Ìîãóò ëè îíè ïîïàñòü â òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè à) (0; 1), (1; 0), (1; 1)? á) (0; 0),

(0; 3), (3; 0)?

5. Óòðîì â ëóæå ïëàâàëî 19 ñèíèõ è 95 êðàñíûõ àìåá. Èíîãäà îíè ñëèâàëèñü: åñëè ñëè-

âàþòñÿ äâå êðàñíûå, òî ïîëó÷àåòñÿ îäíà ñèíÿÿ àìåáà, åñëè ñëèâàþòñÿ äâå ñèíèå, òî ïî-

ëó÷èâøàÿñÿ àìåáà òóò æå äåëèòñÿ è â èòîãå îáðàçóþòñÿ ÷åòûðå êðàñíûå àìåáû, íàêîíåö,

åñëè ñëèâàþòñÿ êðàñíàÿ è ñèíÿÿ àìåáà, òî ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ òðåõ êðàñíûõ àìåá.

Âå÷åðîì â ëóæå îêàçàëîñü 100 àìåá. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ñèíèõ?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 20. Ìîæíî ïàðó ÷èñåë (x; y) çàìåíèòü íà x + y + xy.

Êàêîå ÷èñëî îñòàíåòñÿ ïîñëå 19 îïåðàöèé?

2. Ïî êðóãó ðàñòóò 44 äåðåâà, è íà êàæäîì èç íèõ ñèäèò ÷èæ. Âðåìÿ îò âðåìåíè êàêèå-òî

2 ÷èæà ïåðåëåòàþò íà ñîñåäíèå äåðåâüÿ � îäèí ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à äðóãîé � ïðîòèâ.

Ìîãóò ëè âñå ÷èæè ñîáðàòüñÿ íà îäíîì äåðåâå?

3. Íà îñòðîâå åñòü 17 ñåðûõ, 18 áóðûõ è 19 ìàëèíîâûõ õàìåëåîíîâ. Êîãäà âñòðå÷àþòñÿ 2

õàìåëåîíà îäíîãî öâåòà, îíè îäíîâðåìåííî ïåðåêðàøèâàþòñÿ â òðåòèé öâåò. Ìîãóò ëè îíè

âñå ñòàòü îäíîöâåòíûìè?



6 èþëÿ

Èãðû

1. Âàñÿ è Ïåòÿ èãðàþò ñ 30 êîðîáêàìè êîíôåò. Îíè âûëîæèëè èõ â ðÿä è ïî î÷åðåäè (íà-

÷èíàåò Âàñÿ) ñúåäàþò ñîäåðæèìîå ëþáîé êîðîáêè èëè äâóõ, ëåæàùèõ ðÿäîì. Âûèãðûâàåò

òîò, êòî ñúåäàåò ïîñëåäíþþ êîíôåòó. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2. Â íà÷àëå èãðû íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 0. Äâà èãðîêà õîäÿò ïî î÷åðåäè. Çà õîä èã-

ðîê ïðèáàâëÿåò ê íàïèñàííîìó ÷èñëó ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 10, è

ðåçóëüòàò çàïèñûâàåò íà äîñêó âìåñòî èñõîäíîãî ÷èñëà. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïî-

ëó÷èò òðåõçíà÷íîå ÷èñëî. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå: íà÷èíàþùèé èëè åãî

ïðîòèâíèê?

Ðàçíîáîé

3. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ñòàâÿò øàõìàòíûõ êîðîëåé íà äîñêó 9�9 òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè

äðóã äðóãà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé

èãðå: íà÷èíàþùèé èëè åãî ïðîòèâíèê?

4. Ó Âàñè è Ïåòè ïî 55 ãèðü âåñîì 1, 2, : : : , 55 êã. Îíè ïî î÷åðåäè ïîäêëàäûâàþò ñâîè

ãèðè � êàæäûé íà ñâîþ ÷àøó äâóõ÷àøå÷íûõ âåñîâ, � ïðè÷åì ïåðâûì õîäèò Âàñÿ. Ïåòÿ

âûèãðûâàåò, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò ðàçíîñòü ìàññ ãèðü íà ÷àøàõ îêàæåòñÿ ðàâíîé 50 êã.

Ñìîæåò ëè îí ýòîãî äîáèòüñÿ?

4'. Òà æå çàäà÷à, íî Ïåòÿ âûèãðûâàåò, åñëè ïîñëå åãî õîäà ðàçíîñòü ìàññ ãèðü íà ÷àøàõ

îêàæåòñÿ ðàâíîé 50 êã.

5. à) Íà îäíîì êîíöå ïîëîñû 1 � 100 ñòîèò ÷åðíàÿ, à íà äðóãîì áåëàÿ øàøêà. Äâîå ïî

î÷åðåäè äâèãàþò êàæäûé ñâîþ øàøêó (ïåðâûé � ÷åðíóþ, âòîðîé � áåëóþ) íà 1, 2, 3 èëè 4

êëåòêè â íàïðàâëåíèè øàøêè ñîïåðíèêà (ïåðåñêàêèâàòü ÷åðåç ÷óæóþ øàøêó çàïðåùàåò-

ñÿ). Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

á) Òî æå ñàìîå, òîëüêî øàøêó ìîæíî äâèãàòü â îáå ñòîðîíû.

6. Â íà÷àëå èãðû íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 1000. Äâà èãðîêà õîäÿò ïî î÷åðåäè. Çà îäèí

õîä ìîæíî âû÷åñòü èç íàïèñàííîãî ÷èñëà ëþáîé åãî íàòóðàëüíûé äåëèòåëü è ðåçóëüòàò

íàïèñàòü íà äîñêó âìåñòî èñõîäíîãî ÷èñëà. Òîò, êòî íàïèøåò íîëü, ïðîèãðûâàåò. Êòî èç

èãðîêîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó: íà÷èíàþùèé èëè åãî ïðîòèâíèê?

7. Äàíèë Ïàâëîâè÷ è Ñåðãåé Ãåííàäüåâè÷ ïî î÷åðåäè ëîìàþò øîêîëàäêó ðàçìåðîì

2003 � 2005 äîëåê. Çà îäèí õîä ìîæíî ñëîìàòü îäíó èç ÷àñòåé íà äâå (âäîëü áîðîçä-

êè). Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Ïåðâûì õîäèò Äàíèë Ïàâëîâè÷. Êòî

âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

8. Ìàëûø è Êàðëñîí èãðàþò â òàêóþ èãðó: îíè áåðóò øîêîëàäêó 1001�1001 è ïî î÷åðåäè

âûêóñûâàþò èç íåå (ïî êëåòî÷êàì) êóñî÷êè: Ìàëûø � 1�1, a Êàðëñîí � 2�2. Ìàëûø íà-

÷èíàåò. Åñëè Êàðëñîí íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, òîò âåñü îñòàòîê øîêîëàäêè äîåäàåò Ìàëûø.

Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñúåñò áîëüøå øîêîëàäà. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

9. Èç øîêîëàäêè 999� 2004 âûêóñûâàåòñÿ êëåòî÷íûé êâàäðàò ëþáîãî ðàçìåðà. Ïðîèãðû-

âàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?



6 èþëÿ

ÌåæäóñîÁîé N1

1. Êàê ðàçðåçàòü êâàäðàò íà 5 ÷àñòåé, èç êîòîðûõ ìîæíî áåç ïðîïóñêîâ è íàëîæåíèé

ñëîæèòü òðè ïîïàðíî íåðàâíûõ êâàäðàòà?

2. Þðà íàðèñîâàë íà äîñêå êâàäðàò ABCD è ïðîâåë ïðÿìóþ l, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó

B è ñåðåäèíó ñòîðîíû CD, à çàòåì ñòåð âñ¼, êðîìå òî÷êè A è ïðîâåäåííîé ïðÿìîé. Êàê

öèðêóëåì è ëèíåéêîé âîññòàíîâèòü êâàäðàò?

3. ×òîáû îò òåàòðà äîåõàòü äî öèðêà, ìîæíî ñåñòü íà îñòàíîâêå íà àâòîáóñ �1 èëè íà

àâòîáóñ �2. Îíè õîäÿò ñ ïîñòîÿííûìè èíòåðâàëàìè, ïðè÷åì àâòîáóñ �1 â 2 ðàçà ðåæå,

÷åì �2. Çà ïîñëåäíèå 20 ìèíóò àâòîáóñ ïðîøåë 16 ìèíóò íàçàä, 10 ìèíóò íàçàä è 2 ìèíóòû

íàçàä. Êîãäà áóäåò ñëåäóþùèé àâòîáóñ?

4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî óäàëîñü ðàçëîæèòü íà 10 ñîìíîæèòåëåé, áîëüøèõ 1, äâóìÿ ñïîñî-

áàìè òàê, ÷òî íè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ïåðâîãî ðàçëîæåíèÿ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç

ñîìíîæèòåëåé âòîðîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü íà 14 ñîìíîæèòåëåé

(íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), áîëüøèõ 1.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:
a1 + a2 = a3;

a2 + a3 = a4;

...
...

...

an�1 + an = a1;

an + a1 = a2:

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë n, ÷òî n2 + 8n� 1 äåëèòñÿ íà 239?

7. Â ïîñåëêå íåêîòîðûå äîìà ñîåäèíåíû ïðîâîäàìè. Ñîñåäÿìè íàçûâàþòñÿ äâîå, äîìà êî-

òîðûõ ñâÿçàíû ïðîâîäîì. Âñåãäà ëè óäàñòñÿ ïîñåëèòü â êàæäûé äîì ïî îäíîìó ÷åëîâåêó �

ëæåöó èëè ðûöàðþ (ëæåöû âñåãäà ëãóò, ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó) � òàê, ÷òîáû êàæ-

äûé íà âîïðîñ: �Åñòü ëè ñðåäè âàøèõ ñîñåäåé ëæåöû?� îòâåòèë ïîëîæèòåëüíî? (Êàæäûé

çíàåò ïðî êàæäîãî èç ñâîèõ ñîñåäåé, ëæåö îí èëè íåò).

8. Íà óëèöå � 150 ôîíàðåé, ðàñïîëîæåííûõ â ðÿä. Íåêîòîðûå èç íèõ ðàçáèòû, ïðè÷åì

ñðåäè ëþáûõ òðåõ ïîäðÿä èäóùèõ ôîíàðåé õîòÿ áû îäèí ðàçáèò. Ïîñëå òîãî, êàê ýëåêòðèê

Ïåòðîâ ïî÷èíèë íåñêîëüêî ôîíàðåé, îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ ÷åòûðåõ ïîäðÿä èäóùèõ

ôîíàðåé ðàçáèòî íå áîëåå îäíîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåêòðèê Ïåòðîâ ïî÷èíèë ïî êðàéíåé

ìåðå 25 ôîíàðåé.



8 èþëÿ

Àëãîðèòì Åâêëèäà è ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè

Ëåììà 1. Ó ñîñòàâíîãî ÷èñëà a íàéäåòñÿ òàêîé ïðîñòîé äåëèòåëü p, ÷òî p2 � a.

Óïð2. Êàê ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëà 1997 è 1999 �� ïðîñòûå?

Óïð3. Íàéäèòå ÍÎÄ(99! + 100!; 101!).

Òåîðåìà 4 (Åâêëèä). Ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Îñíîâíûå ôàêòû, ñëåäóþùèå èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

1. Åñëè ab äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî îäíî èç ÷èñåë a è b äåëèòñÿ íà p.

2. Åñëè a äåëèòñÿ íà b è a äåëèòñÿ íà c, ïðè÷åì ÍÎÄ(b; c) = 1, òî a äåëèòñÿ íà bc.

3. Åñëè ab äåëèòñÿ íà c è ÍÎÄ(a; c) = 1, òî b äåëèòñÿ íà c.

Çàä5. à) Íàéäóòñÿ ëè 3 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà òàêèõ, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå äåëèòñÿ íà

äðóãîå, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ äåëèòñÿ íà òðåòüå? á) Òîò æå âîïðîñ ïðî 10

÷èñåë?

Çàä6. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(a; b) �ÍÎÊ(a; b) = ab.

Çàä7. Êàêèì ìîæåò ïðè íàòóðàëüíûõ n áûòü ÍÎÄ ÷èñåë à) 2n� 17 è n� 8; á) 13n+ 8 è

8n+ 5?

Àëãîðèòì Åâêëèäà

Ëåììà 8. Åñëè a = bq + r, òî ÍÎÄ(a; b) = ÍÎÄ(b; r).

Óïð9. Íàéäèòå à) ÍÎÄ(1998; 8991); á) ÍÎÄ(7387; 82861).

Çàä10. Íàéäèòå à) ÍÎÄ(11 : : : 1| {z }
51

; 11 : : : 1| {z }
81

); á) ÍÎÄ(2100�1; 2120�1); â) ÍÎÄ(2m�1; 2n�1).

Çàä11. Íà ïðÿìîé ñèäèò áëîõà, è ïðûãàåò âñÿêèé ðàç ëèáî íà 15 ñàíòèìåòðîâ âïðàâî,

ëèáî íà 21 ñàíòèìåòð âëåâî. Â êàêèõ òî÷êàõ ïðÿìîé ìîæåò ïîáûâàòü ýòà áëîõà?

Çàä12. Äîêàæèòå îñíîâíóþ òåîðåìó àðèôìåòèêè (ÎÒÀ):

12-1. Åñëè r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, òî ÍÎÄ(a; b) = ÍÎÄ(b; r).

12-2. Åñëè d = ÍÎÄ(a; b), òî íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå m è n, ÷òî d = ma + nb.

12-3. Åñëè a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî íàéäóòñÿ öåëûå m è n òàêèå, ÷òî 1 =

ma + np.

12-4. Åñëè ab
... p, ãäå p � ïðîñòîå, òî a

... p ëèáî b
... p.

12-5 (ÎÒÀ). Ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé

åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàä13. Â áàíêå 500 äîëëàðîâ. Ðàçðåøàþòñÿ äâå îïåðàöèè: âçÿòü èç áàíêà 300 äîëëàðîâ

èëè ïîëîæèòü â íåãî 198 äîëëàðîâ. Ýòè îïåðàöèè ìîæíî ïðîâîäèòü ìíîãî ðàç, ïðè ýòîì,

îäíàêî, íèêàêèõ äåíåã, êðîìå òåõ, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ëåæàò â áàíêå, íåò. Êàêóþ ìàêñè-

ìàëüíóþ ñóììó ìîæíî èçâëå÷ü èç áàíêà è êàê ýòî ñäåëàòü?



Çàä14. Äîêàæèòå, ÷òî

ÍÎÄ(a; b)ÍÎÄ(b; c)ÍÎÄ(c; a)

ÍÎÄ(a; b; c)2
=
ÍÎÊ(a; b)ÍÎÊ(b; c)ÍÎÊ(c; a)

ÍÎÊ(a; b; c)2
:

Çàä15. Ïðè êàêèõ n ìîæíî íàéòè n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷üÿ ñóììà ðàâíà èõ ÍÎÊ?

Çàä16. Äîêàæèòå, ÷òî â âåðøèíàõ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíî ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå

÷èñëà òàê, ÷òîáû ÷èñëà â âåðøèíàõ ñâÿçàííûõ ðåáðîì èìåëè îáùèé äåëèòåëü áîëüøå 1, à

íå ñâÿçàííûå ðåáðîì íå èìåëè.

Çàä17. ×èñëà a, b, c �� öåëûå. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå ax + by = c èìååò ðåøåíèå â

öåëûõ ÷èñëàõ , c
... ÍÎÄ(a; b).



8 èþëÿ

Ãðàôû�1

1. Ïî óçêîìó êàíàëó ïëûâóò äâà êîðàáëèêà, à íàâñòðå÷ó èì äðóãèå äâà êîðàáëèêà. Øèðè-

íû êàíàëà íå õâàòàåò äëÿ òîãî, ÷òîáû îíè ñìîãëè ðàçîéòèñü, íî íà êàíàëå èìååòñÿ çàëèâ,

êóäà ìîæåò çàéòè îäèí êîðàáëü. Êàê èì ïðîïëûòü ìèìî äðóã äðóãà?

2. Íà íåðîâíîé øàõìàòíîé äîñêå, ñîñòîÿùåé èç 10 êëåòîê (ñì. ðè-

ñóíîê), ðàñïîëîæåíû äâà áåëûõ è äâà ÷åðíûõ êîíÿ. Òðåáóåòñÿ ïî-

ìåíÿòü êîíåé ìåñòàìè, ò.å. ðàñïîëîæèòü áåëûõ íà ìåñòà ÷åðíûõ è

íàîáîðîò. Êîíåé ðàçðåøàåòñÿ ïåðåñòàâëÿòü ïî ïðàâèëàì øàõìàòíîé

èãðû, ò.å. ïåðåäâèãàòü "áóêâîé Ã"íà ëþáóþ ñâîáîäíóþ êëåòêó. Çà

îäèí õîä ìîæíî ïåðåäâèíóòü îäíîãî êîíÿ.

Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Òåðìèíû. Ïðèìåðû. Âåðøèíû. Ðåáðà. Ñòåïåíè âåðøèí.

Ïóòè. Ñâÿçíîñòü. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Îðãðàôû. Öèêëû. Ïîëíûå ãðàôû. Öèêëè÷å-

ñêèå ãðàôû. Ðåãóëÿðíûå ãðàôû. Ìóëüòèãðàôû.

3. ×åìó ðàâíà ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí ãðàôà?

4. Ñêîëüêî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ìîæåò áûòü â ãðàôå?

5. Â êëàññå íåêîòîðûå ó÷åíèêè çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì. Âåðíî ëè, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå,

èìåþùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî çíàêîìûõ â êëàññå?

6. Â êëàññå íåêîòîðûå ó÷åíèêè çàâèäóþò óñïåõàì äðóãèõ. Âåðíî ëè, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå,

èìåþùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî çàâèñòíèêîâ â êëàññå?

7. Â ïåðåäà÷å �Ëþáîâü ñ ïåðâîãî âçãëÿäà� ó÷àñòâîâàëè 7 þíîøåé è 7 äåâóøåê. Âî âðåìÿ

ïåðåäà÷è êàæäûé þíîøà ïîññîðèëñÿ ñ 6 ó÷àñòíèêàìè ïåðåäà÷è, à êàæäàÿ äåâóøêà � ñ

äâåíàäöàòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî èç ó÷àñòíèêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü 7 ïàð, ñîñòîÿùèõ èç íåïî-

ññîðèâøèõñÿ þíîøè è äåâóøêè.

8. Ñóùåñòâóåò ëè 8-âåðøèííûé ãðàô, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû

à) 8, 6, 6, 5, 3, 2, 1, 1;

á) 7, 7, 5, 4, 4, 2, 2, 1;

â) 7, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 1;

ã) 7, 6, 4, 3, 4, 4, 1, 2?

9. Â êëàññå ó êàæäîãî ó÷åíèêà ðîâíî îäèí äðóã è ðîâíî îäèí âðàã. Äîêàæèòå, ÷òî à) ÷èñëî

ó÷åíèêîâ ÷åòíî; á) êëàññ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû íè ó êîãî íå áûëî

íè äðóçåé, íè âðàãîâ â ñâîåé ãðóïïå.

10. Â ãîðîäå ïðîâîäèëîñü ñîâåùàíèå âðà÷åé. Îò êàæäîé ïîëèêëèíèêè íà ñîâåùàíèå áû-

ëî ïðèãëàøåíî ïî ïÿòü âðà÷åé. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èç ïðèãëàøåííûõ ðàáîòàë â äâóõ

ïîëèêëèíèêàõ, ïîýòîìó íà ñîâåùàíèè ïðåäñòàâëÿë îáå ïîëèêëèíèêè. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþ-

áûõ äâóõ ïîëèêëèíèê ãîðîäà ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ñîâåùàíèÿ íàéäåòñÿ âðà÷, êîòîðûé â íèõ

ðàáîòàåò. Ñêîëüêî â ãîðîäå ïîëèêëèíèê è ñêîëüêî âðà÷åé ïðèíèìàëî ó÷àñòèå â ñîâåùàíèè?

11. Ìîæíî ëè íà îêðóæíîñòè ðàñïîëîæèòü ÷èñëà 1, 2, : : : , 9 òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ

ñîñåäíèõ ÷èñåë íå äåëèëàñü íè íà 3, íè íà 5, íè íà 7?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ



12. Â ãîñóäàðñòâå íåñêîëüêî âîèíñêèõ ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîåäèíåíà äåñÿòüþ òå-

ëåôîííûìè ëè-íèÿìè ñ äðóãèìè ÷àñòÿìè. Èç êàæäîé ÷àñòè ìîæíî äîçâîíèòüñÿ â ëþáóþ

äðóãóþ (âîçìîæíî, ÷åðåç äðóãèå ÷àñòè). Âðàæåñêèé øïèîí ïåðåðåçàë îäèí ïðîâîä. Äîêà-

æèòå, ÷òî ñâÿçü ìåæäó âñåìè ÷àñòÿìè ñîõðàíèëàñü.

13. Â ñòðàíå 101 ãîðîä è èç êàæäîãî âûõîäèò íå ìåíåå 50 äîðîã â äðóãèå ãîðîäà. Äîêàæèòå,

÷òî ïî äîðîãàì ìîæíî ïðîåõàòü, ïîñåòèâ âñå ãîðîäà.

14. Â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 3. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ìîæíî

ðàñêðàñèòü â 4 öâåòà òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå âåðøèíû îäíîãî öâåòà íå áûëè ñîåäèíåíû

ðåáðîì.

15. Èç ïîëíîãî ãðàôà ñî 100 âåðøèíàìè óäàëèëè 98 ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô îñòàëñÿ

ñâÿçíûì.

16. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò 200-âåðøèííûé ãðàô, â êîòîðîì äâå âåðøèíû ñòåïåíè 1,

äâå âåðøèíû ñòåïåíè 2, : : : , äâå âåðøèíû ñòåïåíè 100.



10 èþëÿ

Êîìáèíàòîðèêà-1

Óïð1. Ñðåäè 12 øêîëüíèêîâ òðåáóåòñÿ âûáðàòü äåæóðíûõ íà áëèæàéøèå øåñòü äíåé �

íà êàæäûé äåíü ïî äåæóðíîìó. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ âûáîðîâ?

Óïð2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ñëîâà �ëìûøîíîê� ïàðó èç ãëàñíîé è

ñîãëàñíîé áóêâ?

Óïð3. Ó ñêîëüêèõ 10-çíà÷íûõ ÷èñåë âñå öèôðû ðàçëè÷íû?

Óïð4. Ñðåäè 12 øêîëüíèêîâ òðåáóåòñÿ âûáðàòü øåñòü ôóòáîëèñòîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

ðàçëè÷íûõ âûáîðîâ?

Îáîçíà÷åíèå. x â óáûâàþùåé ñòåïåíè k:

xk = x(x� 1) : : : (x� k + 1) (âñåãî k ñîìíîæèòåëåé).

Óïð5. Âû÷èñëèòå èëè óïðîñòèòå: à) 1013, á)

�
1

2

�4

, â) 1015, ã) kk, ãäå k � íàòóðàëüíî.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîì ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñïîñî-

áîâ âûïèñàòü â ñòðî÷êó k ðàçíûõ ÷èñåë èç äàííûõ n (ñòðî÷êè, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì,

ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè). Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Ak
n.

Òåîðåìà 6. Ak
n = nk.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ

âûáðàòü k ÷èñåë èç ÷èñåë îò 1 äî n (íàáîðû, îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì, ñ÷èòàþòñÿ

îäèíàêîâûìè). Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Ck
n.

Óïð7. Ñêîëüêî ðàçìåùåíèé ìîæíî ñäåëàòü èç îäíîãî ñî÷åòàíèÿ ïî k ýëåìåíòîâ?

Òåîðåìà 8. Ck
n =

nk

kk
=

n!

k!(n� k)!
.

Óïð9. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 5 êðàñíûõ, 7 æåëòûõ è 9 çåëåíûõ òî÷åê. Ñêîëüêî åñòü

òðåóãîëüíèêîâ â ýòèõ òî÷êàõ, ó êîòîðûõ âñå âåðøèíû à) çåëåíûå; á) îäíîöâåòíûå; â) âñå

ðàçíîöâåòíûå; ã) íå âñå îäíîöâåòíûå?

Çàä10. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñòðîê ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâàõ à) ÏÅ-

ÐÅÃÎÐÎÄÊÀ; á) ÌÀÒÅÌÀÒÈÒÈÊÀ.

Çàä11. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âñòóïèòåëüíîé îëèìïèàäû ïðåïîäàâàòåëè ðàçáèâàþò 70 øêîëü-

íèêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñïèñîê â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå ðàçáèâàåòñÿ íà 4 ÷àñòè, ïåðâàÿ

èäåò â ïåðâóþ àóäèòîðèþ, âòîðàÿ � âî âòîðóþ è ò. ä. Ïðè ýòîì â êàæäóþ àóäèòîðèþ

îòïðàâëÿåòñÿ õîòÿ áû îäèí øêîëüíèê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîèçâåñòè ðàñïðåäå-

ëåíèå?

Çàä12. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x+ y+ z = 2000 à) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ; á) â

öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ?

Çàä13. Ïðåïîäàâàòåëè ñíîâà äåëÿò 70 øêîëüíèêîâ íà 4 àóäèòîðèè, íî â ýòîò ðàç áåç ó÷åòà

àëôàâèòíîãî ïîðÿäêà. Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ.

Çàä14. Õðîìàÿ ëàäüÿ õîäèò íà 1 êëåòêó âïðàâî èëè íà 1 êëåòêó ââåðõ. Çàíóìåðóåì ñòîëá-

öû ñëåâà íàïðàâî, à ñòðîêè ñíèçó ââåðõ ÷èñëàìè 0; 1; 2; 3; : : : . Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïóòåé,

âåäóùèõ èç ëåâîé íèæíåé êëåòêè â êëåòêó íà ïåðåñå÷åíèè m-ãî ñòîëáöà è n-íîé ñòðîêè.

Çàä15. Ñêîëüêî ðåøåíèé â íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ èìååò óðàâíåíèå x+ y+ z+ t =

2000?



Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàä16. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü k ëàäåé íà äîñêå N � N òàê, ÷òîáû îíè

íå áèëè äðóã äðóãà?

Çàä17. Ñêîëüêî åñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x + y + z = 100 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ îò 1 äî

60?

Çàä18. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà 1; 2; : : : ; 20 â ñòðîêó òàê, ÷òîáû

êàæäîå ÷èñëî, êðîìå åäèíèöû, áûëî áîëüøå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç ñâîèõ ñîñåäåé?
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Ïëîùàäü

� Èçâèíèòå, Âû íå ïîäñêàæåòå, êàê ìíå

íàéòè ïëîùàäü Ëåíèíà?

� Î÷åíü ïðîñòî. Íóæíî äëèíó Ëåíèíà

óìíîæèòü íà øèðèíó Ëåíèíà.

(Äèàëîã íà óëèöå)

Îïðåäåëåíèå. Êàæäîé ôèãóðå M íà ïëîñêîñòè ñîïîñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî SM , íàçûâàåìîå

ïëîùàäüþ, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) SM � 0;

2) Ïëîùàäè ðàâíûõ ôèãóð ðàâíû;

3) Åñëè ôèãóðà M ñîñòîèò èç ôèãóð A è B, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî

SM = SA + SB;

4) Ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a ðàâíà a2.

Çàä1. Äîêàæèòå, ÷òî à) ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b ðàâíà ab, á) ïëîùàäü

ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a è b ðàâíà
ab

2
, â) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî

ñòîðîíîé a è îïóùåííîé íà íåå âûñîòîé ha ðàâíà
aha

2
, ã) ïëîùàäü òðàïåöèè ñ îñíîâàíèÿìè

a è b è âûñîòîé h ðàâíà
(a+ b)h

2
, ä) ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äëèí

åãî äèàãîíàëåé.

Óïð2. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé òðåóãîëüíèê, ÷òî à) âñå åãî ñòîðîíû áîëüøå 1 êì, à ïëîùàäü

ìåíüøå 1 ñì2; á) âñå åãî âûñîòû ìåíüøå 1 ñì, à ïëîùàäü áîëüøå 1êì2; â) âñå ñòîðîíû

òðåóãîëüíèêà ìåíüøå 1ñì, à åãî ïëîùàäü áîëüøå 1 ñì2.

Çàä3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî

SABO = SCDO , AD k BC.
Çàä4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL. Äîêàæèòå, ÷òî

AB : AC = BL : CL:

Çàä5. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà M . Äîêàæèòå, ÷òî à) åñëè M ëåæèò

íà ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A, òî SAMB = SAMC ; á) åñëè SAMB = SAMC , òî M

ëåæèò íà ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A.

Çàä6. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Äîêàæèòå, ÷òî à) âíóòðè òðåóãîëüíèêà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷-

êà M , ÷òî SAMB = SBMC = SCMA; á) M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàä7. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè íå ìåíåå 1

2
.

Çàä8. à) Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñîåäèíèëè ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí,

è ïîëó÷èâøèåñÿ ÷àñòè ðàñêðàñèëè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùà-

äåé ÷åðíûõ ÷àñòåé ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé áåëûõ. á) Êàæäóþ ñòîðîíó ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ðàçäåëèëè íà 4 ðàâíûå ÷àñòè, ñîåäèíèëè ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-

ðîíàõ, è 16 ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé ðàñêðàñèëè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà

ïëîùàäåé ÷åðíûõ ÷àñòåé ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé áåëûõ.



Çàä9. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âíåøíèì îáðàçîì ïîñòðîåíû ïàðàëëå-

ëîãðàììû; P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé èõ ñòîðîí, ïàðàëëåëüíûõ AB è BC. Íà

ñòîðîíå AC ïîñòðîåí ïàðàëëåëîãðàìì, âòîðàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà è ïàðàëëåëüíà BP .

Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïëîùàäü ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ïåðâûõ äâóõ ïàðàëëåëîãðàììîâ.

Çàä10. Êâàäðàò ðàçðåçàí ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì, íà ïðÿìîóãîëüíèêè,

êîòîðûå ðàñêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü,

÷òî îáùàÿ ïëîùàäü ÷åðíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà ïëîùàäè áåëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêè ìîæíî ïåðåìåñòèòü òàê, ÷òî âñå ÷åðíûå ïðÿìîóãîëüíèêè

ñîñòàâÿò îäèí ïðÿìîóãîëüíèê.

Çàä11. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íà øàõìàòíîé äîñêå ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì äîñêè. Äî-

êàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü ñóììàðíûõ ïëîùàäåé áåëûõ è ÷åðíûõ ÷àñòåé ïðÿìîóãîëüíèêà íå

ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè îäíîé êëåòêè.

Çàä12. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà (a, b, c, d � ñòîðîíû ïî

ïîðÿäêó):

S � ac+ bd

2

Çàä13 (Ïðèíöèï Êàâàëüåðè). à) Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû äâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëü-

íèêà è ïðÿìàÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé, ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîãî-

óãîëüíèêàìè ïî îòðåçêàì ðàíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ìíîãîóãîëüíèêè ðàâíîâåëèêè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äâà ðàâíîâåëèêèõ ïðÿìîóãîëüíèêà ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè

òàê, ÷òî îíè áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî ðàâíûì îòðåçêàì ñ ëþáîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàí-

íîé.

Çàä14. (Êîððåêòíîñòü ïëîùàäè) Ðåøèòå, íå èñïîëüçóÿ ïîíÿòèÿ ïëîùàäè. à) Ïðÿ-

ìîóãîëüíèê ðàçðåçàëè íà íåñêîëüêî ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äëÿ êàæäîãî âû÷èñëèëè

ïðîèçâåäåíèå äëèíû íà øèðèíó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ

äëèíû íà øèðèíó èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. á) Îäèí ïðÿìîóãîëüíèê ëåæèò â äðóãîì

(âîçìîæíî, êîñî). Äîêàæèòå, ÷òî ó âíóòðåííåãî ïðîèçâåäåíèå äëèíû íà øèðèíó ìåíüøå.
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Ãðàôû�2. Äåðåâüÿ

Íà ðåàëèçàöèþ ïðîãðàììû �Äîðîãè Ñðåäèçåìüÿ� ãíîìû òðåáóþò òàêîãî ôèíàíñèðî-

âàíèÿ, ÷òîáû áûëî ïîñòðîåíî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî äîðîã, ñîåäèíÿþùèõ âñå 100 ãîðîäîâ

(ðàíåå íåñîåäèíåííûõ äîðîãàìè). Õîááèòû æå õîòÿò ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

äîðîã, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðîåçä îò ëþáîãî ãîðîäà ê ëþáîìó.

1. Ãîðîä íàçûâàåòñÿ çàõîëóñòíûì, åñëè â íåãî âåäåò îäíà äîðîãà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå

ðåàëèçàöèè îäíîãî èç õîááèòñêèõ ïðîåêòîâ â Ñðåäèçåìüå îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäèí çàõîëóñò-

íûé ãîðîä. À äâà òàêèõ ãîðîäà?

2. Âî ñêîëüêî ðàç ñóììà, íàçâàííàÿ ãíîìàìè, áîëüøå ñóììû, íàçâàííîé õîááèòàìè, åñëè

êàæäàÿ äîðîãà òðåáóåò îäèíàêîâûõ çàòðàò?

Êîíêóðñ. Ïåðå÷èñëèòå ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ãðàôîâ, èçîáðàæàþùèõ âîçìîæíûå õîááèò-

ñêèå ïðîåêòû.

Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ.

Êàêèå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà ãðàôîâ ìîãóò áûòü âûâåäåíû äðóã èç äðóãà?

Êàêèå îïðåäåëÿþò äåðåâüÿ? Èçîáðàçèòå íà äîñêå, êàêèå ñâîéñòâà èëè ãðóïïû ñâîéñòâ

ýêâèâàëåíòíû.

Âñå ïðîåêòû, ïðåäñòàâëåííûå íà êîíêóðñ (íå òîëüêî ãíîìàìè è õîááèòàìè) áûëè êðà-

ñî÷íî èçîáðàæåíû íà ñõåìàõ. Îäíàêî, õóäîæíèêè çàáûëè ïîäïèñàòü íà íèõ íàçâàíèÿ ãîðî-

äîâ è íåïðàâèëüíî îòìåòèëè ýòè ãîðîäà íà êàðòå. Ãýíäàëüô íàçâàë ñõåìû, êîòîðûå ìîãóò

èçîáðàæàòü îäèí è òîò æå ïðîåêò èçîìîðôíûìè. À êàê áû âû îïðåäåëèëè èçîìîðôèçì

ìåæäó ãðàôàìè?

3. Ñêîëüêî áûâàåò ðàçëè÷íûõ (íåèçîìîðôíûõ) äåðåâüåâ ñ à) 4; á) 5 ðåáðàìè?

4. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî âûêèíóòü íåñêîëüêî ðåáåð òàê, ÷òîáû

îñòàâøèéñÿ ãðàô áûë äåðåâîì.

Íàðèñóéòå õîòÿ áû ÷åòûðå íåèçîìîðôíûõ êóáè÷åñêèõ ãðàôà íà 8 âåðøèíàõ. À êòî

íàðèñóåò åùå? (Ïîñëåäíèé âîïðîñ çàäàòü íåñêîëüêî ðàç).

5. Íåâîä áðàêîíüåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó 100 � 100 êëåòîê. Ïîñëå

êàæäîé ïîèìêè èíñïåêòîð ðûáîîõðàíû îáðåçàåò â íåâîäå îäíó âåðåâî÷êó (óêàçàííóþ áðà-

êîíüåðîì), òàê, ÷òîáû íåâîä íå ðàñïàëñÿ íà ÷àñòè. Ñêîëüêî çàäåðæàíèé ìîæåò âûäåðæàòü

áðàêîíüåð äî ðàçðóøåíèÿ ñâîåãî èíñòðóìåíòà? À êàêîé äëèíû âåðåâêó ìîæíî âûðåçàòü

èç íåâîäà, åñëè ñòîðîíà èñõîäíîé êëåòêè ðàâíà 5 ñì?

6. Â Ñðåäèçåìüå ïîñòðîèëè ñèñòåìó äîðîã, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðîåçä ìåæäó ëþáûìè ãîðî-

äàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñîâåðøèòü îáúåçä âñåõ ãîðîäîâ, ïðîåõàâ íå áîëåå ÷åì ïî 198

äîðîãàì. À ïî 196 äîðîãàì?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Â äîñêó âáèòî 2004 ãâîçäÿ. Äâîå èãðàþò â èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè. Çà õîä ìîæíî

ñîåäèíèòü äâà åùå íå ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ãâîçäÿ íèòêîé. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðà-

âèëüíîé èãðå, åñëè ïîëó÷èâøèé çàìêíóòóþ öåïü à) ïðîèãðûâàåò; á) âûèãðûâàåò?

2. Êàæäàÿ ãðàíü êóáèêà ðàçáèòà íà 4 êâàäðàòà. Íåêîòîðûå ñòîðîíû ýòèõ êâàäðàòîâ ðàñ-

êðàñèëè â êðàñíûé öâåò � âñåãî 26 ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè êóáèêà íàéäåòñÿ

çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ èç êðàñíûõ îòðåçêîâ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äåðåâî � äâóäîëüíûé ãðàô, ò.å. âñå åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèò â äâà

öâåòà òàê, ÷òîáû íè îäíî ðåáðî íå ñîåäèíÿëî äâå âåðøèíû îäíîãî öâåòà?



4. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò öèêëîâ

íå÷åòíîé äëèíû.

5. Íà êàæäîé ÷åðíîé êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè 8�8 ñòîèò øàøêà. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî

øàøåê íóæíî óáðàòü, ÷òîáû ëàäüÿ ñìîãëà ñ ëþáîãî áåëîãî ïîëÿ ïîïàñòü çà íåñêîëüêî õîäîâ

íà ëþáîå áåëîå ïîëå?
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Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà

ñ ìåòîäè÷åñêèìè êîììåíòàðèÿìè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a � ôèêñèðîâàííûé îñòàòîê ïî ìîäóëþ m.

Áóäåì èçîáðàæàòü âñå îñòàòêè ïî ìîäóëþ m âåðøèíàìè ãðàôà, è èç êàæäîé òî÷êè, ñî-

îòâåòñòâóþùåé îñòàòêó x, ïðîâîäèòü îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ

îñòàòêó xa. Ïîëó÷åííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ãðàôîì óìíîæåíèÿ íà a ïî ìîäóëþ m.

Óïð1. Íàðèñóéòå ãðàôû óìíîæåíèÿ íà âñå íåíóëåâûå îñòàòêè ïî ìîäóëÿì à) 5, á) 6, â) 7.

Óïð2. à) Íàéäèòå îñòàòîê, îáðàòíûé ê îñòàòêó 12 ïî ìîäóëþ 101. á) Ðåøèòå ñðàâíåíèå:

12x+ 2 � 7 (mod 101).

Çàä3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî èìååò îáðàò-

íûé.

Çàä4. Äîêàæèòå, ÷òî à) ãðàô óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîé îñòàòîê ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ðàñ-

ïàäàåòñÿ íà öèêëû; á) âñå òàêèå öèêëû, êðîìå òîãî, êîòîðûé ñîäåðæèò íóëåâîé îñòàòîê,

èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.

Çàìå÷àíèå. Äëèíà ëþáîãî öèêëà (íå ñîäåðæàùåãî 0) â ãðàôå óìíîæåíèÿ íà a ïî ïðîñòîìó

ìîäóëþ p ðàâíà íàèìåíüøåìó íàòóðàëüíîìó n òàêîìó, ÷òî an � 1 (mod p).

Çàä5 (ÌÒÔ, 1st instalment). Ïóñòü p � ïðîñòîå, a � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà

ap � a
... p:

Çàä6 (ÌÒÔ, 2nd instalment). Ïóñòü öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p.

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà à) ÷èñëà a; 2a; 3a; : : : ; (p � 1)a äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïî

ìîäóëþ p; á) ÷èñëà (p� 1)! è ap�1 (p� 1)! ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p; â) Ïîëó÷èòå èç ïðåäû-

äóùèõ ïóíêòîâ ÌÒÔ.

Çàä7 (Òåîðåìà Âèëüñîíà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà (p� 1)! � �1 (mod p).

Óïð8. Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ à) 8900 íà 29, á) 34000 íà 1999.

Óïð9. Äîêàæèòå, ÷òî 3003000 � 1 äåëèòñÿ íà 1001.

Çàä10. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 30239 + 23930 � ñîñòàâíîå.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàä11. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî pq + qp � p+ q (mod pq).

Çàä12. Ïðîñòîå ÷èñëî p áîëüøå ïÿòè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî èç p�1 åäèíèöû äåëèòñÿ íà p.

Çàä13 (×èñëî Êàðìàéêëà). Äîêàæèòå, ÷òî a561 � a
... 561 äëÿ ëþáîãî öåëîãî a.

Ìåòîäè÷åñêèå êîììåíòàðèè. Çàíÿòèå íà÷èíàëîñü ñ ïðåäëîæåíèå ïîâòîðíî ïîñìîòðåòü íà

óæå ðàçîáðàííóþ çàäà÷ó èç ïåðâîãî ëèñòî÷êà ïðî äåëèìîñòü (íîâûå ëèñòî÷êè ïîêà íå âûäàþòñÿ):

Çàäà÷à. Êàêîâà ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà 77777?

Âñå, êîíå÷íî, âñïîìíèëè ðåøåíèå: ïîñìîòðèì íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 10:

7! 9! 3! 1! 7, êîòîðàÿ áûñòðî çàöèêëèëàñü.

Âîïðîñ. ×òî îçíà÷àåò ñòðåëî÷êà â òàêîé çàïèñè?

Áûñòðûé îòâåò. Âîçâåäåíèå â êâàäðàò.

Ïðàâèëüíûé îòâåò. Óìíîæåíèå íà 7.



Äâèãàåìñÿ äàëüøå: ðàç óæ ìû íà÷àëè ñìîòðåòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè óìíîæåíèè íà 7, äàâàéòå

äîâåäåì äåëî äî êîíöà è ïîñìîòðèì íà îñòàëüíûå îñòàòêè ïî ìîäóëþ 10. Âñå ðàäîñòíî ðèñóþò

íåêîòîðûå öèêëû. Ïîñëå ýòîãî ñîîáùàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ øòóêà íàçûâàåòñÿ ãðàôîì óìíîæåíèÿ, è

ïðåäëàãàåòñÿ íàðèñîâàòü ãðàôû óìíîæåíèÿ íà âñå (íåíóëåâûå) îñòàòêè ïî ìîäóëÿì 5 è 6 (ëåãêî

ïîíÿòü, ÷òî óìíîæåíèå íà íóëåâîé îñòàòîê íè÷åãî èíòåðåñíîãî íå äàåò). Âèäíî, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ

ãðàôû äëÿ 5 è 6 ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ïåðâàÿ èäåÿ � â ãðàôå äëÿ ïÿòåðêè òîëüêî

îäíî ðåáðî âåäåò â 0 (ïåòëÿ), à â ãðàôå äëÿ 6 âñòðå÷àþòñÿ èñêëþ÷åíèÿ (â óìíîæåíèè íà 2, 3 è 4).

Îò÷åãî æå ýòî? Íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî áûñòðî äîãàäàëèñü, ÷òî äåëî â `äåëèòåëÿõ íóëÿ', òî÷íåå

çàïèñàëè óñëîâèå òîãî, ÷òî êàêîé-òî îñòàòîê b ïåðåõîäèò â 0: ab � 0 (mod m), è ïîíÿëè, ÷òî äëÿ

ïðîñòîãî ÷èñëà èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a, ëèáî b äåëèòñÿ íà m (èáî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à

óæå áûëà â ÿâíîì âèäå ðàíüøå). Íó, à äëÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà âñåãäà íàéäåòñÿ ãðàô óìíîæåíèÿ, â

êîòîðîì ÷òî-òî íåíóëåâîå ïåðåéäåò â 0.

Ïîñëå ýòîãî ñïðàøèâàåì: à âåðíî ëè, ÷òî â ãðàôå äëÿ ïðîñòîãî ìîäóëÿ â êàæäóþ âåðøèíó

âîîáùå âõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðåáðà? Âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, è ìîæíî ïîïðîñèòü

íàðèñîâàòü ãðàôû è äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà 7. Êîãäà äîêàçàí è ýòîò ôàêò, çàìå÷àåì, ÷òî âñåãî â

íàøåì ãðàôå m âåðøèí è m ðåáåð. Åñëè æå m ïðîñòîå, òî â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò ðîâíî îäíî

ðåáðî (ïîäñ÷åò ÷èñëà ðåáåð).

Ïðåäëàãàåì ðåøèòü êàêîå-íèáóäü ñðàâíåíèå òèïà 3x � 4 (mod 7) ñ ïîìîùüþ ýòèõ ãðàôîâ.

Ýòî âûçûâàåò íåêîòîðûå ñëîæíîñòè (èç-çà ðåçêîãî ïåðåõîäà íà àëãåáðàè÷åñêèé ÿçûê), íî â êîíöå

êîíöîâ âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî óäîáíåå ïîñìîòðåòü, ÷òî èäåò â âåðøèíó 3 â ãðàôå óìíîæåíèÿ íà 2,

÷åì ïîñìîòðåòü, êóäà ïåðåõîäèò 2 âî âñåõ ãðàôàõ óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 7. Íî åñëè ïîòðåáóåòñÿ

ðåøèòü áîëåå ñëîæíîå ñðàâíåíèå, âðîäå 12x � 1 (mod 101), òî ðèñîâàòü ãðàô óìíîæåíèÿ áóäåò

íåñêîëüêî óòîìèòåëüíî (ôàêòè÷åñêè ýòî òóïîé ïåðåáîð). Çíà÷èò, íóæíî ïðèäóìàòü ÷òî-íèáóäü

ïîóìíåå. Íàâîäÿùàÿ èäåÿ: íåëüçÿ ëè ïðåâðàòèòü ýòî ñðàâíåíèå â îáû÷íîå óðàâíåíèå? Êîå-êòî

ïðèäóìûâàåò ýòî, è ïðèõîäèì ê 12x � 101y = 1, ïîñëå ÷åãî âñïîìèíàåì, ãäå ìû ýòî óæå âèäåëè,

è ìó÷èòåëüíî ïûòàåìñÿ âñïîìíèòü ÷òî-íèáóäü, îòíîñÿùååñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ÍÎÄ è

àëãîðèòìó Åâêëèäà.

Ðàíî èëè ïîçäíî íà äîñêå ïîÿâëÿåòñÿ-òàêè òðè ñòðî÷êè ýòîãî àëãîðèòìà, èùåòñÿ ëèíåéíîå

ïðåäñòàâëåíèå, ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ. Íó, à åñëè íóæíî ðåøèòü ÷òî-òî âðîäå 12x � 5

(mod 101)? Äâà ïî÷òè îäèíàêîâûõ ïóòè: óìíîæèòü ðåøåíèå ïðåäûäóùåãî ñðàâíåíèÿ íà 5, èëè

óìíîæèòü îáå ÷àñòè íàøåãî ñðàâíåíèÿ íà ïîëó÷åííîå ïÿòüþ ìèíóòàìè ðàíåå ÷èñëî �12�1�. Âòîðîå

íåñêîëüêî ñëîæíåå, íî ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãèþ ñ îáû÷íûìè ëèíåéíûìè

óðàâíåíèÿìè âèäà ax = b, ãäå äëÿ ðåøåíèÿ íóæíî ïîäåëèòü îáå ÷àñòè íà a. Íî â îñòàòêàõ äåëèòü

ìû íå óìååì (ïîêà!), à âîò óìíîæàòü íà a
�1 � ïîæàëóéñòà (ïîÿñíèòü, ÷òî ïî ñóòè ýòî îäíî è òî

æå!). Èòàê, ìû óìååì ðåøàòü âñå òàêèå ñðàâíåíèÿ (èáî íàì íóæíî, ÷òîáû ÍÎÄ(a;m) = 1, à ýòî

âñåãäà òàê, åñëè m ïðîñòîå, à a íå äåëèòñÿ íà m (òî åñòü íå ðàâíî íóëþ: åùå áû, äåëèòü íà 0

íåëüçÿ!)

Ïîòîì ðàçäàþòñÿ ëèñòî÷êè, ïîíèìàåòñÿ, ÷òî ìû ñäåëàëè âñå âïëîòü äî çàäà÷è 3, êîòîðóþ òîæå

ñäåëàëè, äà åùå è äâóìÿ ñïîñîáàìè. Åùå 5-10 ìèíóò óõîäèò íà çàäà÷ó 4à (âñïîìèíàåì ãðàôû), è

âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî 2 ÷àñà óæå ïðîøëî.



13 èþëÿ

Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè

Òåîðåìà 1. Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûå èç îäíîé òî÷êè, ðàâíû.

Òåîðåìà 2. Ñóììû ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, îïèñàííîãî îêîëî îêðóæ-

íîñòè, ðàâíû.

1. Ïðÿìûå AB è AC � êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ B è C ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. ×å-

ðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X äóãè BC ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùàÿ

îòðåçêè AB è AC â òî÷êàõ M è P ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà

AMP è âåëè÷èíà óãëà MOP íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè X.

A

M
B

X O

P
Ñ

2. Â òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b è c âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîíû AB â

òî÷êå K. Íàéòè äëèíó îòðåçêà AK.

3. Òîò æå âîïðîñ äëÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè.

4. Ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà â ïîðÿäêå îáõîäà ðàâíû 5, 6, 10, 7, 8. Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîò

ïÿòèóãîëüíèê íåëüçÿ âïèñàòü îêðóæíîñòü.

5. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD AD = DC, AB = 3, BC = 5. Îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â

òðåóãîëüíèêè ABD è CBD êàñàþòñÿ îòðåçêà BD â òî÷êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè

äëèíó îòðåçêà MN .

6. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðå-

óãîëüíèêè ABD è CBD èìåþò ðàäèóñû R è r ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó

öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé.

7. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ðàñïîëîæåíû äâå îêðóæíîñòè: ïåðâàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ

ñòîðîí AB, BC è AD, à âòîðàÿ � ñòîðîí BC, CD è AD. Íà ñòîðîíàõ BC è AD âçÿòû

òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî îòðåçîê EF êàñàåòñÿ îáåèõ îêðóæíîñòåé, à ïåðèìåòð

÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABEF íà 2p áîëüøå ïåðèìåòðà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ECDF . Íàéòè AB,

åñëè CD = a.

8. Öåíòðû O1, O2 è O3 òð¼õ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ðàñïî-

ëîæåíû â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà. Èç òî÷åê O1, O2, O3 ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê äàííûì

îêðóæíîñòÿì òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Èçâåñòíî, ÷òî ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàÿñü

îáðàçîâàëè âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, ñòîðîíû êîòîðîãî ÷åðåç îäíó ïîêðàøåíû â êðàñíûé

è ñèíèé öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí êðàñíûõ îòðåçêîâ ðàâíà ñóììå äëèí ñèíèõ.

O1

O2

O3



9. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå îòìåòèëè ñåðåäèíû ñòîðîí è ñîåäèíèëè èõ ñ âåðøèíàìè

òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè ñåðîé è ÷åðíîé ÷àñòåé ðàâíû.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

10. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABC è

ADC, êàñàþòñÿ äðóã äðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABD

è BDC òàêæå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.

11. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñî ñòîðîíàìè a, b è c íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òî÷êà D òàê, ÷òî

îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABD è ACD êàñàþòñÿ îòðåçêà AD â îäíîé òî÷êå.

Íàéòè äëèíó îòðåçêà BD.

12. Íàéòè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè a, b

è ãèïîòåíóçîé c.

13. Ê äâóì îêðóæíîñòÿì ïðîâåäåíû äâå îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå è îäíà âíóòðåííÿÿ.

Âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò âíåøíèå â òî÷êàõ A, B è êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé â

òî÷êàõ A1 è B1. Äîêàæèòå, ÷òî AA1 = BB1.



14 èþëÿ

Ïëîñêèå ãðàôû è ìíîãîãðàííèêè

Ïðèìåðû ïëîñêèõ ãðàôîâ è ìíîãîãðàííèêîâ.

Ôîðìóëà Ýéëåðà. Ïðîâåðêà íà ïðèìåðàõ.

1. Ïóñòü V � ÷èñëî âåðøèí ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðàôà, E � ÷èñëî ðåáåð, D � ÷èñëî îáëàñòåé,

íà êîòîðûå ãðàô äåëèò ïëîñêîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè E > 1, òî à) E � 1; 5D; á) E �
3V � 6.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíûé ãðàô ñ 5 âåðøèíàìè íåëüçÿ íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè áåç ïåðå-

ñå÷åíèé.

3. Åñòü òðè äîìà è òðè êîëîäöà. Æèòåëè õîòÿò ïðîëîæèòü ïî îäíîé òðîïèíêå îò êàæäîãî

äîìà ê êàæäîìó êîëîäöó òàê, ÷òîáû òðîïèíêè íå ïåðåñåêàëèñü. Äîêàæèòå, ÷òî èì ýòî íå

óäàñòñÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãðàôà, íàðèñîâàííîãî áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ñôåðå, âåðíà ôîðìóëà

Ýéëåðà: V � E +D = 2. (Çíà÷èò, âåðíû âñå ïðåäûäóùèå çàäà÷è.)

Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

5. Â êâàäðàòå îòìåòèëè 20 òî÷åê, à çàòåì ñîåäèíèëè èõ è âåðøèíû êâàäðàòà íåïåðåñå-

êàþùèìèñÿ îòðåçêàìè òàê, ÷òî êâàäðàò ðàçáèëñÿ íà òðåóãîëüíèêè. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü

òðåóãîëüíèêîâ?

6. Ñòðàíà ðàçäåëåíà íà 5 ðåñïóáëèê, ïðè÷åì êàæäàÿ ðåñïóáëèêà ñâÿçíà (òî åñòü îò ëþáîé

åå òî÷êè ìîæíî äîéòè äî ëþáîé äðóãîé, íå ïåðåñåêàÿ ãðàíèöó). Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî

äâå ðåñïóáëèêè íå ãðàíè÷àò ìåæäó ñîáîé. (Äâîéñòâåííîñòü)

7. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïëàíàðíîì ãðàôå åñòü õîòÿ áû îäíà âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé

íå áîëüøå 5.

Êëàññèôèêàöèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ (Ïëàòîíîâûõ òåë)

8. Äàíà ãåîãðàôè÷åñêàÿ êàðòà, íà êîòîðîé íàðèñîâàíî íåñêîëüêî ñòðàí, ïðè÷åì êàæäàÿ

ñòðàíà ñâÿçíà. Äîêàæèòå, ÷òî êàðòó ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü, ò. å. òàê, ÷òîáû ëþáûå

äâå ñîñåäíèå ñòðàíû (èìåþùèå îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû) áûëè ðàçíîöâåòíûìè

à) â 6 öâåòîâ;

á) â 5 öâåòîâ;

â) â 4 öâåòà (õè-õè).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Êàæäîå ðåáðî ïîëíîãî ãðàôà íà 11 âåðøèíàõ ðàñêðàñèëè â ñèíèé èëè êðàñíûé öâåò.

Ìîãóò ëè è ñèíèé è êðàñíûé ãðàôû îêàçàòüñÿ ïëîñêèìè?

2. Ñåìèóãîëüíèê ðàçáèò íà âûïóêëûå ïÿòè- è øåñòèóãîëüíèêè, ïðè÷åì òàê, ÷òî êàæäàÿ åãî

âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ. Äîêàæèòå,

÷òî ÷èñëî ïÿòèóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ íå ìåíüøå 13.

3. Ëþáûå äâà êðóãà èç ïÿòè íà ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáûå òðè

êðóãà èìåþò îáùóþ òî÷êó?

4. Òîò æå âîïðîñ, åñëè êðóãè çàìåíèòü ïðàâèëüíûìè 2004-óãîëüíèêàìè.

5. Â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå âñå ãðàíè � ïÿòèóãîëüíèêè èëè øåñòèóãîëüíèêè. Â êàæ-

äîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ 3 ðåáðà. Ñêîëüêî âñåãî ïÿòèóãîëüíûõ ãðàíåé? (Ïðèâåäèòå ïðèìåðû

èçâåñòíûõ âàì äâóõ òàêèõ ìíîãîãðàííèêîâ.)



6. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, íå èìåþùèé äâóõ ãðàíåé ñ îäèíàêîâûì êîëè-

÷åñòâîì ñòîðîí?

7. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, íå èìåþùèé òðåõ ãðàíåé ñ îäèíàêîâûì êîëè-

÷åñòâîì ñòîðîí?

8. Íåñêîëüêî ãîñóäàðñòâ íà êàðòå èçîáðàæåíû â âèäå îäèíàêîâûõ êâàäðàòîâ? Âåðíî ëè,

÷òî òàêóþ êàðòó âñåãäà ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â òðè öâåòà?



15 èþëÿ

Ïîëóèíâàðèàíò

Ïîä ïîëóèíâàðèàíòîì ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé èç-

ìåíÿåòñÿ ìîíîòîííî, òî åñòü, íàïðèìåð, óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ. Íàïðèìåð:

âîçðàñò ÷åëîâåêà, êîòîðûé ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

1. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, : : : , 2004. Ðàçðåøàåòñÿ çàìåíÿòü ëþáîå ÷èñëî íà ïðîèçâå-

äåíèå åãî öèôð èëè ëþáûå äâà ÷èñëà íà èõ ñóììó. Ìîæíî ëè òàêèìè çàìåíàìè äîáèòüñÿ,

÷òîáû ñðåäè ÷èñåë íà äîñêå ïîÿâèëîñü 3000000?

2. Ïóòåøåñòâåííèê îòïðàâëÿåòñÿ èç ñâîåãî ðîäíîãî ãîðîäà A â ñàìûé óäàëåííûé îò íåãî

ãîðîä B; çàòåì èç B � â ñàìûé óäàëåííûé îò íåãî ãîðîä C è ò. ä. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A è

C � ðàçíûå ãîðîäà, òî ïóòåøåñòâåííèê íèêîãäà íå âåðíåòñÿ äîìîé.

3. Â ïàðëàìåíòå 100 äåïóòàòîâ, è ó êàæäîãî íå áîëåå 3 âðàãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî

ðàçäåëèòü íà 2 ïàëàòû òàê, ÷òîáû êàæäûé èìåë íå áîëåå îäíîãî âðàãà â ñâîåé ïàëàòå.

4. Èìååòñÿ 20 äèñêåòîê è 20 ýòèêåòîê ê íèì, ðàñêðàøåííûå â íåñêîëüêî öâåòîâ. Äóáëü � ýòî

äèñêåòà, ê êîòîðîé ïðèêëååíà ýòèêåòêà òîãî æå öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñïðåäåëèòü

ýòèêåòêè òàê, ÷òîáû âñå äóáëè áûëè îäíîãî öâåòà (èëè äóáëåé âîîáùå íå áûëî).

5. Èìååòñÿ äâàäöàòü áîëüøèõ áèäîíîâ. Â 1-ûé íàëèòî 1 ë âîäû, âî 2-îé � 2 ë, : : : , â

20-ûé � 20 ë. Íàä ëþáûìè äâóìÿ áèäîíàìè ìîæíî ïðîäåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ. Èç

îäíîãî áèäîíà ðàçðåøàåòñÿ ïåðåëèòü â äðóãîé áèäîí ðîâíî ñòîëüêî âîäû, ñêîëüêî å¼ áûëî â

òîì áèäîíå, â êîòîðûé íàëèâàþò. Ìîæíî ëè ïîñëå íåêîòîðîé ñåðèè ïåðåëèâàíèé ïîëó÷èòü

áèäîíû, ñîäåðæàùèå 3 ë, 3 ë, 3 ë, 3 ë, 3 ë, 6 ë, 7 ë, : : : , 20 ë?

6. à) Íà ïëîñêîñòè äàíî 2N òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, N

èç íèõ îêðàøåíû â êðàñíûé öâåò, îñòàëüíûå � â ñèíèé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òî÷êè ìîæíî

ñîåäèíèòü N íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ áóäåò ñîåäèíÿòü êðàñíóþ

òî÷êó ñ ñèíåé.

á) Íà ïëîñêîñòè äàíî n òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è

n ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ òî÷åê ìîæ-

íî îïóñòèòü ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïåðïåíäèêóëÿðû íà ýòè ïðÿìûå òàê, ÷òîáû íà

êàæäóþ ïðÿìóþ áûë îïóùåí ðîâíî 1 ïåðïåíäèêóëÿð.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1. Â êëåòêàõ òàáëèöû 2004� 2004 ñòîÿò ÷èñëà. Ðàçðåøàåòñÿ çàìåíÿòü âñå çíàêè â ëþáîì

ñòîëáöå èëè â ëþáîé ñòðîêå íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü òàê,

÷òîáû ñóììà ÷èåë â ëþáîé ñòðîêå è â ëþáîì ñòîëáöå ñòàëà íåîòðèöàòåëüíîé.

2. Íà äîñêå íàïèñàíî íåñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ðàçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ñ äîñêè äâà

÷èñëà è çàïèñàòü âìåñòî íèõ èõ ÍÎÄ è ÍÎÊ. Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà-íèáóäü ÷èñëà íà äîñêå

ïåðåñòàíóò ìåíÿòüñÿ.

3. Â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 5. Äîêàæèòå, ÷òî

âåðøèíû ìîæíî ðàñêðàñèòü â 3 öâåòà òàê, ÷òî ðåáåð ñ îäíîöâåòíûìè êîíöàìè áóäåò íå

áîëåå n

2
.
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Áèíîì Íüþòîíà

� Âû êîãäà óìð¼òå?

Òóò óæ áóôåò÷èê âîçìóòèëñÿ.

� Ýòî íèêîìó íå èçâåñòíî è íèêîãî íå êàñàåòñÿ, �

îòâåòèë îí.

� Íó äà, íåèçâåñòíî, � ïîñëûøàëñÿ âñå òîò æå äðÿí-

íîé ãîëîñ èç êàáèíåòà, � ïîäóìàåøü, áèíîì Íüþòîíà!

Ìèõàèë Áóëãàêîâ, �Ìàñòåð è Ìàðãàðèòà�

Óïð1. Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ áóäåò ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê, íî äî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ â

âûðàæåíèÿõ: à) (a+ b + c+ � � �+ i + j)(k + l + � � �+ y + z), á) (a + b)10?, â) (a+ b)n.

Óïð2. Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ áóäåò ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ â âûðà-

æåíèÿõ: à) (x2 + x+ 1)10, á) (a + b)n?

Òåîðåìà 3 (Áèíîì Íüþòîíà).

(a+ b)n = an + C1
na

n�1b + C2
na

n�2b2 + � � �+ Ck
na

n�kbk + � � �+ Cn�1
n abn�1 + bn:

Çàä4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ äâóìÿ ñïîñîáàìè

(àëãåáðàè÷åñêè è êîìáèíàòîðíî):

à) Ck
n = Cn�k

n ;

á) C0
n + C1

n + C2
n + � � �+ Cn

n = 2n;

â) C0
n � C1

n + C2
n � � � �+ (�1)nCn

n = 0;

ã) Ck
n + Ck�1

n = Ck
n+1;

Çàä5. Äîêàæèòå ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà ïî èíäóêöèè, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè

èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

Êîàí. ×åìó ðàâíî C�1
n ?

Çàä6. Ïóñòü p � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî

à) åñëè 1 � k � p� 1, òî Ck
p

... p,

á) (a + b)p � ap + bp (mod p),

â) (a1 + a2 + � � �+ an)
p � a

p
1 + a

p
2 + � � �+ apn (mod p)

Çàä7 (ÌÒÔ, 3rd instalment). Âûâåäèòå èç ðåçóëüòàòîâ çàäà÷è 5 Ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

Òâîð÷åñêîå çàäàíèå. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû 3 äëÿ óáûâàþùèõ

ñòåïåíåé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàä8. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ñóììû áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ:

à) C0
n + C2

n + C4
n + : : : ;



á) C1
n + C3

n + C5
n + : : : ;

â) C0
n + 2C1

n + 4C2
n + 8C3

n + : : : ;

ã) C0
n � 2C1

n + 4C2
n � 8C3

n + : : : ;

Çàä9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå k ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà k!.

Çàä10. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

à) Ck�3
n�3 + 3Ck�2

n�3 + 3Ck�1
n�3 + Ck

n�3 = Ck
n,

á) C0
t C

k�t
n�t + C1

tC
k�t+1
n�t + C2

t C
k�t+2
n�t + � � �+ Ct�1

t Ck�1
n�t + Ct

tC
k
n�t = Ck

n.

Çàä11. Äîêàæèòå ôîðìóëó:

�
C0
n

�2
+
�
C1
n

�2
+
�
C2
n

�2
+ � � �+ (Cn

n)
2
= Cn

2n:
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Â ñòîðîíó ÊÒÎ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êîëè÷åñòâî ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n è

íå ïðåâîñõîäÿùèõ åãî, îáîçíà÷àåòñÿ '(n). Ôóíêöèÿ '(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Óïð1. Âû÷èñëèòå à) '(1); á) '(6); â) '(25).

Óïð2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî '(pn) = pn�1(p� 1).

Çàä3. Ñêîëüêî ÷èñåë, ìåíüøèõ 300, äåëèòñÿ à) íà 2; á) íà 2 è íà 3; â) íà 2, 3 è 5?

Çàä4.

à) Ïóñòü a ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþò êàêîìó-òî ñâîéñòâó 1, b ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó

2, è c ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþò îáîèì ñâîéñòâàì ñðàçó. Òîãäà êîëè÷åñòâî ÷èñåë, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ýòèõ ñâîéñòâ, ðàâíî a + b� c.

á) Ïóñòü a1 ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó ñâîéñòâó, a2 ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó

ñâîéñòâó, a3 ÷èñåë óäîâëåòâîðÿþò òðåòüåìó ñâîéñòâó, a12 óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì

1 è 2, a13 óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì 1 è 3, a23 óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì 2 è 3, è

a123 óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåì ñâîéñòâàì. Òîãäà êîëè÷åñòâî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ

õîòÿ áû îäíîìó èç ýòèõ ñâîéñòâ, ðàâíî a1 + a2 + a3 � a12 � a13 � a23 + a123.

Òåîðåìà 5 (Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ). Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëî-

ãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ õîòÿ áû îäíîìó

èç n ñâîéñòâ, åñëè äëÿ êàæäîãî íàáîðà ýòèõ ñâîéñòâ èçâåñòíî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ îäíîâðåìåííî âñåì ñâîéñòâàì èç ýòîãî íàáîðà.

Çàä6.

à) Ïóñòü n = pq, ãäå p, q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

'(n) = n� n

p
� n

q
+

n

pq
;

á) Ïóñòü n = pqr, ãäå p, q, r � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

'(n) = n� n

p
� n

q
� n

r
+

n

pq
+

n

pr
+

n

qr
� n

pqr
;

â) Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ äëÿ '(n) â ïóíêòàõ à) è á).

Çàä7. Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è à) '(pq) = '(p)'(q); á) '(pqr) =

'(p)'(q)'(r). Âåðíî ëè ýòî, åñëè p, q, r � íå ïðîñòûå, à ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà?

Óïð8. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äàþùåå ïðè äåëåíèè íà 2, 3, 5, 7 ñîîòâåò-

ñòâåííî îñòàòêè 1, 2, 4, 6.

Çàä9. Ïóñòü äàíû n ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë m1; m2; : : : ; mn; n ÷èñåë r1; r2; : : : ; rn
òàêèõ, ÷òî 0 � ri � mi � 1 ïðè âñåõ i = 1; 2; : : : ; n è m = m1m2 : : :mn.

9-1. Åñëè 0 � N1 � m� 1, 0 � N2 � m� 1, N1 � ri (mod mi) è N2 � ri (mod mi) äëÿ âñåõ

i = 1; 2; : : : ; n, òî N1 = N2.

9-2. Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ÷èñåë r1; r2; : : : ; rn òàêèõ, ÷òî 0 � ri � mi � 1, ðàâíî

m.



9-3 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî

0 � N � m� 1 è N � ri (mod mi) äëÿ âñåõ i = 1; 2; : : : ; n.

9-4. N âçàèìíî ïðîñòî ñ m , N âçàèìíî ïðîñòî ñ mi äëÿ âñåõ i = 1; 2; : : : ; n.

9-5. Äîêàæèòå, ÷òî '(m) = '(m1)'(m2) : : : '(mn).

Òåîðåìà 10. Åñëè m = pk11 p
k2
2 : : : pknn , òî

'(m) = m

�
1� 1

p1

��
1� 1

p2

�
: : :

�
1� 1

pn

�
:

Çàä11. Ãåíåðàë ïîñòðîèë ñîëäàò â êîëîííó ïî 4, íî ïðè ýòîì ñîëäàò Èâàíîâ îñòàëñÿ

ëèøíèì. Òîãäà ãåíåðàë ïîñòðîèë ñîëäàò â êîëîííó ïî 5. È ñíîâà Èâàíîâ îñòàëñÿ ëèøíèì.

Êîãäà æå è â êîëîííå ïî 6 Èâàíîâ îêàçàëñÿ ëèøíèì, ãåíåðàë ïîñóëèë åìó íàðÿä âíå

î÷åðåäè, ïîñëå ÷åãî â êîëîííå ïî 7 Èâàíîâ íàøåë ñåáå ìåñòî è íèêîãî ëèøíåãî íå îñòàëîñü.

Ñêîëüêî ñîëäàò ìîãëî áûòü ó ãåíåðàëà?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 12. Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë m1; m2; : : : ; mn è îñòàòêîâ

r1; r2; : : : ; rn ïî ìîäóëÿì m1; m2; : : : ; mn íàéäóòñÿ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë a; a+1; : : : ; a+

n� 1 òàêèõ, ÷òî a � r1 (mod m1), a + 1 � r2 (mod m2); : : : ; a+ n� 1 � rn (mod mn).

Çàä13. Ïÿòíàäöàòü ïðîñòûõ ÷èñåë îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ d.

Äîêàæèòå, ÷òî d > 30000.

Çàä14. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè à) ëþáûõ äåñÿòè; á) ëþáûõ øåñòíàäöàòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ îñòàëüíûìè.

Çàä15. Ñóùåñòâóåò ëè â ñóòêàõ ìîìåíò, êîãäà ðàñïîëîæåííûå íà îáùåé îñè ÷àñîâàÿ, ìè-

íóòíàÿ è ñåêóíäíàÿ ñòðåëêè ïðàâèëüíî èäóùèõ ÷àñîâ îáðàçóþò ïîïàðíî óãëû â 120Æ?



19 èþëÿ

Ïîñòðîåíèÿ

Ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå

1. Àíàëèç. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îáúåêò óæå ïîñòðîåí, âûÿâèòå åãî ñâîéñòâà.

2. Ïîñòðîåíèå. Ïðè ïîñòðîåíèè èñïîëüçóþòñÿ (èäåàëüíûå) öèðêóëü è ëèíåéêà, ðåçóëü-

òàòû àíàëèçà, ñòàíäàðòíûå ïðèåìû ïîñòðîåíèÿ.

3. Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííûé îáúåêò óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è.

4. Èññëåäîâàíèå. Èññëåäóéòå, ñêîëüêî ðåøåíèé ó çàäà÷è ïðè ðàçíûõ èñõîäíûõ äàííûõ.

×òî ìû óæå óìååì?

1. Îòëîæèòü íà ïðÿìîé îòðåçîê, ðàâíûé äàííîìó.

2. Îòëîæèòü óãîë, ðàâíûé äàííîìó.

3. Îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè íà ïðÿìóþ, à òàêæå âîññòàíîâèòü åãî ïî òî÷êå íà

ïðÿìîé.

4. Ðàçäåëèòü óãîë íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, òî áèøü ïðîâåñòè áèññåêòðèñó.

5. Ðàçäåëèòü îòðåçîê íà äâå ðàâíûå ÷àñòè.

6. Ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé.

7. Ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, ñòîðîíå è äâóì ïðèëå-

æàùèì ê íåé óãëàì, òð¼ì ñòîðîíàì.

Çàäà÷è íà ïîñòðîåíèÿ

1. Ïîñòðîéòå öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè.

2. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è âûñîòå, ïðîâåäåííîé ê òðåòüåé ñòîðîíå.

3. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé ê òðåòüåé ñòîðîíå.

4. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî ñòîðîíå è îïóùåííûì íà íåå âûñîòå è ìåäèàíå.

5. Âîññòàíîâèòå òðåóãîëüíèê öèðêóëåì è ëèíåéêîé ïî ñåðåäèíàì åãî ñòîðîí.

6. Äàí óãîë è òî÷êà âíóòðè íåãî. Ïîñòðîèòü îòðåçîê ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ óãëà è ñåðå-

äèíîé â ýòîé òî÷êå.

7. Ðàçäåëèòå îòðåçîê íà n ðàâíûõ ÷àñòåé.

8 (óøè ×åáóðàøêè). Äàí îòðåçîê. Ïîñòðîéòå ÃÌÒ, èç êîòîðûõ îòðåçîê âèäåí ïîä äàí-

íûì óãëîì.

Ïîñòðîåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿìè

9. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå è îòðåçîê íà îäíîé èç íèõ. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè

ðàçäåëèòå åãî ïîïîëàì.

10. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíà îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì. Ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè îïó-

ñòèòå ïåðïåíäèêóëÿð íà äèàìåòð èç äàííîé òî÷êè, åñëè ýòà òî÷êà íàõîäèòñÿ à) âíóòðè

îêðóæíîñòè, á) âíå îêðóæíîñòè, â)* íà îêðóæíîñòè.

11. ×åðåç äàííóþ òî÷êó ïîñòðîèòü ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé, ïðîâåäÿ òîëüêî òðè

ëèíèè (òðåòüÿ ëèíèÿ óæå äîëæíà áûòü íåîáõîäèìîé ïðÿìîé).

12. Ñ ïîìîùüþ êîðîòêîé ëèíåéêè ñ äåëåíèÿìè è öèðêóëÿ ïîñòðîèòü îòðåçîê, ñîåäèíÿþ-

ùèé äâå óäàëåííûå òî÷êè. À ìîæíî ëè ñäåëàòü òî æå ñàìîå, åñëè à)* ó öèðêóëÿ ôèêñèðî-

âàííûé ðàñòâîð íîæåê, á)** áåç öèðêóëÿ?



Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

13. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî ñòîðîíå, âûñîòå è áèññåêòðèñå, îïóùåííûìè èç îäíîé âåð-

øèíû, ïðèíàäëåæàùåé äàííîé ñòîðîíå.

14. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî òð¼ì ìåäèàíàì.

15. à) Äàí óãîë, ðàâíûé 19Æ. Ïîñòðîéòå óãîë, ðàâíûé 17Æ.

á) Äàí óãîë, ðàâíûé 31Æ. Ïîñòðîéòå óãîë, ðàâíûé 193Æ.

16. Ñåðãåé Ãåííàäüåâè÷ íàðèñîâàë íà äîñêå òðåóãîëüíèê ABC. Ïîñëå ýòîãî îí îòìåòèë

òî÷êè K, L, M íà ñòîðîíàõ AB, BC, CA ñîîòâåòñòâåííî, òàê, ÷òî AK

KB
= 4

9
, BL

LC
= 1

2
,

CM = AM . Ïîñëå ýòîãî â áèáëèîòåêó ïðèáåæàë çëîé Äàíèë Ïàâëîâè÷ è ñò¼ð âñ¼, êðîìå

òî÷åê K, L, M . Êàê Àëåêñàíäðó Þðüåâè÷ó âîññòàíîâèòü ÷åðò¼æ Ñåðãåÿ Ãåííàäüåâè÷à?



19 èþëÿ

Òåîðèÿ ÷èñåë è âñå-âñå-âñå

Çàä1. Ðåøèòå â ïðîñòûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: x2 � 2y2 = 1.

Çàä2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÷èñëî a2 + b2 äåëèòñÿ íà 21. Äîêàæèòå, ÷òî

òîãäà ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 441.

Çàä3. Äîêàæèòå, ÷òî èç ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë âñåãäà ìîæíî âûáðàòü îäíî,

âçàèìíî ïðîñòîå ñ îñòàëüíûìè.

Çàä4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäíÿÿ íåíóëåâàÿ öèôðà ÷èñëà 100! ÷åòíà.

Çàä5. x, y � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, x2 = y3. Äîêàæèòå, ÷òî xy � ïÿòàÿ ñòåïåíü íàòóðàëüíîãî

÷èñëà.

Çàä6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a2 + ab+ 1 äåëèòñÿ íà b2 + ab+ 1. Äîêàæèòå,

÷òî a = b.

Çàä7. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ n ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî

îäíî ïðîñòîå.

Çàä8. Ïðîèçâåäåíèå 25 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îêàí÷èâàåòñÿ íà 25. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ

íàéäåòñÿ 3 ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ òîæå îêàí÷èâàåòñÿ íà 25.

Çàä9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1; x2; : : : çàäàíà ïðàâèëàìè: x1 = 2, xn+1 � íàèáîëüøèé ïðî-

ñòîé äåëèòåëü ÷èñëà x1x2 : : : xn + 1 ïðè âñåõ n � 1. Äîêàæèòå, ÷òî xn 6= 5 íè ïðè êàêîì

íàòóðàëüíîì n.

Çàä10. Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå m�n ïðîâåëè äèàãîíàëü. ×åðåç ñêîëüêî êëåòîê îíà

ïðîøëà?



20 èþëÿ

Ãðàôû íà ðàçíûé âêóñ

Òóðíèðû

Â âîëåéáîëüíîì òóðíèðå êàæäàÿ èç N êîìàíä ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîé èãðå.

1. Äîêàæèòå, ÷òî êîìàíäû ìîæíî òàê ðàñïîëîæèòü â èòîãîâîì ïðîòîêîëå, ÷òî êàæäàÿ

êîìàíäà âûèãðàëà ó ñëåäóþùåé çà íåé.

2. Êîìàíäà A ñ÷èòàåò ñåáÿ êðó÷å êîìàíäû B, åñëè A âûèãðàëà ó B èëè A âûèãðàëà ó

êîìàíäû, êîòîðàÿ âûèãðàëà ó B. Äîêàæèòå, ÷òî â òóðíèðå åñòü êîìàíäà, ñ÷èòàþùàÿ ñåáÿ

êðó÷å ëþáîé äðóãîé.

Øòó÷êè Ðàìñåÿ

3. Â ïîëíîì ãðàôå íà 6 âåðøèíàõ, âñå ð¼áðà êîòîðîãî ðàñêðàøåíû â äâà öâåòà, íàé-äåòñÿ

òðåóãîëüíèê ëèáî ïåðâîãî, ëèáî âòîðîãî öâåòà.

4. Â ïîëíîì ãðàôå íà 17 âåðøèíàõ, âñå ð¼áðà êîòîðîãî ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà, íàé-äåòñÿ

îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê.

5. Â ïîëíîì ãðàôå íà 18 âåðøèíàõ, âñå ð¼áðà êîòîðîãî ðàñêðàøåíû â äâà öâåòà, íàé-äåòñÿ

ïîëíûé îäíîöâåòíûé ïîäãðàô íà ÷åòûð¼õ âåðøèíàõ.

6. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ð¼áåð ìîæåò áûòü â ãðàôå íà 30 âåðøèíàõ áåç òðåóãîëüíèêîâ?

Ïàðîñî÷åòàíèÿ è ÷åðåäóþùèåñÿ ïóòè

Îïðåäåëåíèå ïàðîñî÷åòàíèÿ, ÷åðåäóþùåãîñÿ ïóòè, ñâîáîäíîé âåðøèíû.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â í¼ì íåò ñâîáîäíûõ âåðøèí, ìåæäó êîòîðûìè åñòü ÷åðåäóþùèéñÿ ïóòü.

8. Â ãîñóäàðñòâå èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäÿò òðè æåëåçíûå äîðîãè â äðóãèå ãîðîäà. Äî-

êàæèòå, ÷òî âñå äîðîãè ìîæíî ïðîäàòü äâóì êîìïàíèÿì òàê, ÷òîáû èç êàæäîãî ãîðîäà

âûõîäèëè äîðîãè îáåèõ êîìïàíèé.

Ãàìèëüòîíîâ ïóòü

9 (Òåîðåìà Äèðàêà). Â ãðàôå N âåðøèí. Ñòåïåíü êàæäîé íå ìåíåå N

2
. Äîêàæèòå, ÷òî â

ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøèíàì ïî îäíîìó ðàçó.



20 èþëÿ

Çàäà÷è íà äâèæåíèå

1. Íà ãðàôèêå èçîáðàæåíî äâèæåíèå àâòîáóñà, ñäåëàâøåãî íà ïóòè îñòàíîâêó. Êîãäà àâ-

òîáóñ åõàë áûñòðåå � äî èëè ïîñëå îñòàíîâêè?

2. Íà êàêèõ ãðàôèêàõ ìàøèíà óñêîðÿåòñÿ (óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü), à íà êàêèõ � çàìåäëÿ-

åòñÿ?

3. Äâèæåíèå îäíîé ìàøèíû ïóíêòèðîì, âòîðîé � ñïëîøíîé ëèíèåé. ×òî ïðîèñõîäèëî íà

äîðîãå?

4. Íà ãðàôèêàõ ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü âûñîòû áî÷êè îò âðåìåíè. Âîäà âëèâàåòñÿ â áî÷êó

ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Íàðèñîâàòü ïðèìåðíóþ ôîðìó áî÷êè.

5.Ìàøèíà ïðîåõàëà ïîëîâèíó âðåìåíè ñî ñêîðîñòüþ v, à ïîëîâèíó âðåìåíè � ñî ñêîðîñòüþ

w. Êàêîâà å¼ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü?



6. Ìàøèíà ïðîåõàëà ïîëîâèíó ïóòè ñî ñêîðîñòüþ v, à ïîëîâèíó ïóòè � ñî ñêîðîñòüþ w.

Êàêîâà å¼ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü?

7. Áàññåéí ðàçäåë¼í ïåðåãîðîäêàìè íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, ê êàæäîé èç êîòîðûõ âåä¼ò ñâîÿ

òðóáà. Ïåðâàÿ ïîëîâèíà çàïîëíÿåòñÿ çà t ÷àñîâ, âòîðàÿ � çà u ÷àñîâ. Çà ñêîëüêî âðåìåíè

íàïîëíÿò áàññåéí îáå òðóáû, åñëè ïåðåãîðîäêó ñíÿòü?

8. Èäÿ íàâñòðå÷ó òðàìâàÿì, ïåøåõîä âñòðå÷àë èõ êàæäûå 5 ìèíóò, èäÿ â îäíó ñ íèìè

ñòîðîíó � êàæäûå 7. Êàê ÷àñòî îí áóäåò èõ âñòðå÷àòü, ñòîÿ íà ìåñòå? (Òðàìâàè äâèæóòñÿ

ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è ñ îäèíàêîâûìè èíòåðâàëàìè. Ñêîðîñòü ïåøåõîäà òàêæå ïîñòî-

ÿííà.)

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9. Äâà ïåøåõîäà âûøëè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó îäíîâðåìåííî èç ïóíêòîâ A è B. Êàæäûé

èç íèõ èä¼ò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, è äîéäÿ äî êîíöà äîðîãè, ïîâîðà÷èâàåò îáðàòíî.

Ïåðâûé ðàç îíè âñòðåòèëèñü ÷åðåç ÷àñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ. Êîãäà îíè âñòðåòÿòñÿ âî

âòîðîé ðàç?

10. Âîäà âûëèâàåòñÿ èç öèëèíäðè÷åñêîé áî÷êè ÷åðåç äûðêó â äíå. Íàðèñîâàòü ïðèìåðíûé

ãðàôèê çàâèñèìîñòè âûñîòû âîäû îò âðåìåíè.

11. Àëüïèíèñò íà÷àë ïîäú¼ì â 8 ÷àñîâ è ïîäíÿëñÿ íà âåðøèíó ê 19 ÷àñàì. Íàçàâòðà îí

íà÷àë ñïóñê â 8 ÷àñîâ è çàêîí÷èë åãî â 19 ÷àñîâ. Äîêàçàòü, ÷òî êàê áû íåðàâíîìåðíî îí

íè äâèãàëñÿ ïðè ïîäú¼ìå è ñïóñêå, íàéä¼òñÿ òî÷êà, êîòîðóþ îí ïðîõîäèë ïðè ïîäú¼ìå è

ñïóñêå â îäíî è òîæå âðåìÿ (ñ ðàçíèöåé ðîâíî â ñóòêè).

12. Ìàøèíà äâèãàëàñü â îäíîì íàïðàâëåíèè, ïðè÷¼ì çà ëþáîé ïðîìåæóòîê â îäèí ÷àñ îíà

ïåðåìåùàëàñü íà 60 êì. Ìîãëà ëè îíà çà 2,5 ÷àñà ïðîåõàòü áîëüøå 150 êì?

13. Ïî øîññå â îäíîì íàïðàâëåíèè, ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è ñ ðàâíûìè èíòåðâàëàìè.

Èäóò àâòîáóñû. Îäíàæäû ÷åëîâåê ïðîø¼ë ïî øîññå 4 êì, è åãî îáîãíàëè 6 àâòîáóñîâ. Â

äðóãîé ðàç îí ïðîø¼ë (ñ òîé æå ñêîðîñòüþ) 6 êì è åãî îáîãíàëè 8 àâòîáóñîâ. Â òðåòèé ðàç

îí ïðîø¼ë 17 êì. Ñêîëüêî àâòîáóñîâ åãî îáîãíàëè?

14. Â ïÿòèäåñÿòèìåòðîâîì áàññåéíå òðåíèðóþòñÿ äâà ïëîâöà. Îíè ñòàðòóþò îäíîâðå-

ìåííî ñ îäíîãî áîðòèêà è ïëûâóò ïî ñîñåäíèì äîðîæêàì ñ ïîñòîÿííûìè, íî ðàçëè÷íû-

ìè ñêîðîñòÿìè. Äîïëûâ äî áîðòèêà, ïëîâåö íåìåäëåííî ïîâîðà÷èâàåò è ïëûâåò íàçàä, à

ïðîïëûâ êèëîìåòð � çàêàí÷èâàåò òðåíèðîâêó è óõîäèò â ðàçäåâàëêó. Èçâåñòíî, ÷òî çà âðå-

ìÿ òðåíèðîâêè ïëîâöû âñòðå÷àëèñü 13 ðàç (åñëè îäèí ïëîâåö äîãíàë äðóãîãî � ýòî òîæå

âñòðå÷à; ìîìåíò ñòàðòà âñòðå÷åé íå ñ÷èòàåòñÿ). Âî ñêîëüêî ðàç �áûñòðûé� ïëîâåö ïëûâåò

áûñòðåå �ìåäëåííîãî�? Íàéäèòå âñå âîçìîæíîñòè.

15 (Óëèòêà Âàñèëüåâà?) Íåñêîëüêî áèîëîãîâ íàáëþäàëè óëèòêó â òå÷åíèè 6 ÷àñîâ,

ïðè÷åì êàæäûé ðîâíî ïî ÷àñó. Íè â êàêîé ìîìåíò óëèòêà íå îñòàâàëàñü áåç íàáëþäå-

íèÿ. Êàæäûé áèîëîã îòìåòèë, ÷òî óëèòêà ïðîïîëçëà 1 ìåòð. Êàêîå ðàññòîÿíèå îíà ìîãëà

ïðîïîëçòè çà 6 ÷àñîâ?

16 (Âîçû Êîíñòàíòèíîâà) Ïî äâóì äîðîãàì, èäóùèì èç ïóíêòà A â ïóíêò B, óäàëîñü

ïðîåõàòü äâóì ìàøèíàì, ïðèâÿçàííûì äðóã ê äðóãó âåðåâêîé äëèíû 20 ì. Äîêàæè-òå, ÷òî

åñëè ïî ýòèì äîðîãàì ïîåäóò íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äâà âîçà ñ ñåíîì, êàæäûé ðàäèóñà 10

ì, òî îáÿçàòåëüíî ñòîëêíóòñÿ.



21 èþëÿ

Âïèñàííûå óãëû

Öåíòðàëüíûì óãëîì â îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ëþáîé óãîë ñ âåðøèíîé â öåíòðå ýòîé

îêðóæíîñòè.

Ãðàäóñíîé ìåðîé äóãè îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëü-

íîãî óãëà.

Âïèñàííûì óãëîì îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà íà

îêðóæíîñòè, à ñòîðîíû ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà 1. Âïèñàííûé óãîë ðàâåí ïîëîâèíå äóãè, íà êîòîðóþ îïèðàåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1'. Âñå âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó äóãó, ðàâíû.

Óïð2

2-1. Äâå õîðäû AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà óãëà AMC

ðàâíà ïîëóñóììå äóã AC è BD.

2-2. ×åðåç òî÷êó A, íå ëåæàùóþ âíóòðè êðóãà, ïðîâåäåíû ïðÿìûå BC è DE, ïåðåñåêàþ-

ùèå îêðóæíîñòü â òî÷êàõ B, C è D, E ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì òî÷êà C ëåæèò íà

îòðåçêå AB, à òî÷êà E � íà îòðåçêå AD. Äîêàæèòå, ÷òî \BAD ðàâåí ïîëóðàçíîñòè

äóã D è CE.

Çàä3. Èç òî÷êè P , ðàñïîëîæåííîé âíóòðè îñòðîãî óãëà BAC, îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû

PC1 è PB1 íà ïðÿìûå AB è AC. Äîêàæèòå, ÷òî \C1AP = \C1B1P .

×åòûð¼õóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì, åñëè ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç âñå åãî âåðøèíû.

Òåîðåìà 4. ×åòûð¼õóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî

ïðîòèâîëåæàùèõ óãëîâ ðàâíà 180Æ.

Òåîðåìà 5. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

\ABD = \ACD.

Óïð6. Îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è K. ×åðåç M è K ïðîâåäåíû ïðÿìûå AB

è CD ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñåêàþùèå ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è C, âòîðóþ â òî÷êàõ

B è D. Äîêàæèòå, ÷òî AC k BD.
Óïð7. Èç òî÷êè M , ðàñïîëîæåííîé âíóòðè îñòðîãî óãëà BAC, îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû

MP è MQ íà ïðÿìûå AB è AC. Èç òî÷êè A îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð AK íà îòðåçîê PQ.

Äîêàæèòå, ÷òî \PAK = \MAQ.

Çàä8. Âåðøèíà A îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñîåäèíåíà îòðåçêîì ñ öåíòðîì O

îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Èç âåðøèíû A ïðîâåäåíà âûñîòà AH. Äîêàæèòå, ÷òî \BAH =

\OAC.

Çàä9. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíû AA1 è BB1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè \CAA1 =

\CBB1, òî AC = BC.

Òåîðåìà 10. Óãîë ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé ÷åðåç êîíåö

õîðäû, ðàâåí ïîëîâèíå äóãè, çàêëþ÷åííîé âíóòðè ýòîãî óãëà.

Çàä11. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ

D è E. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ADE, ëåæèò íà ïåðâîé

îêðóæíîñòè.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ



Çàä12.

12-1. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèå D âûñîòû AD òðåóãîëüíèêà ABC ëåæèò íà îêðóæíîñòè,

ïðîâåäåííîé ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

12-2. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H. P � ñåðåäèíà AH. Äîêàæèòå,

÷òî P ëåæèò íà îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

12-3 (îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê). Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, îñíîâà-

íèÿ âûñîò è ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ñ âåðøèíàìè,

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Çàä13. Íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC íà äóãå AB âçÿòà òî÷êà M . Íà

ñòîðîíû AB è AC îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû MF èME. Äîêàçàòü, ÷òî \BMC = \EMF .

Çàä14. Ïðîäîëæåíèå áèññåêòðèñû óãëà B òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ

îêðóæíîñòü â òî÷êå M . O � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, OB � öåíòð âíåâïèñàííîé

îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, C, O è OB ëåæàò íà

îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì M . (Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ îäíîé ñòîðîíû òðåóãîëü-

íèêà è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí)

Çàä 15 (IMO). Ïóñòü ABC � îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì AB íå ðàâíî

AC.Îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì BC ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êàõ M è N ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïóñòü O � ñåðåäèíà BC. Áèññåêòðèñû óãëîâ \BAC è \MON ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå R. Äîêàæèòå,÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ BMR è CNR ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå, ëåæàùåé íà ñòîðîíå BC.



21 èþëÿ

Êîíñòðóêòèâû

1. Ìîæíî ëè öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 17 âûïèñàòü â ñòðî÷êó òàê, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ

ñîñåäíèõ ÷èñåë áóäåò ïðîñòûì ÷èñëîì?

2. Êîñòÿ çàäóìàë ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî è íàïèñàë îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 2, íà 3, : : : , íà

101 (âñåãî 100 îñòàòêîâ). Âîçìîæíî ëè, ÷òîáû ñðåäè âûïèñàííûõ ÷èñåë îêàçàëîñü íå ìåíåå

20 ñåìåðîê?

3. Åñòü ëè ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîå, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ñóììû åãî öèôð íà ïðî-

èçâåäåíèå åãî öèôð ïîëó÷èòñÿ 2004?

4. Ðàçðåæüòå êàêîé-ëèáî òðåóãîëüíèê íà ïÿòü òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ðàâíûìè

òóïûìè óãëàìè.

5. Ìîæíî ëè èç ïðîèçâåäåíèÿ 1! � 2! � 3! � � � � � 100! âû÷åðêíóòü îäèí ñîìíîæèòåëü òàê, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ áóäåò ïîëíûì êâàäðàòîì?

6. Ñîñòàâüòå èç ïåðâûõ 12 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èñïîëüçîâàâ êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó, øåñòü

ïðàâèëüíûõ äðîáåé, ñóììà êîòîðûõ � öåëîå ÷èñëî.

7. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëîñêîñòè ìîæíî îòìåòèòü êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê òàê, ÷òî äëÿ êàæäîé

îòìå÷åííîé òî÷êè íàéäóòñÿ õîòÿ áû 100 îòìå÷åííûõ òî÷åê íà ðàññòîÿíèè 1 îò íåå.



23 èþëÿ

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà

Äîâûâîä

1. Ãðèøà êóïèë íà áàçàðå 10 øàðèêîâ: êðàñíûõ è ñèíèõ. Åñëè áû îí êóïèë 10 êðàñíûõ

øàðèêîâ, òî ïîòðàòèë áû íà 21 ðóáëü ìåíüøå; åñëè áû êóïèë 10 ñèíèõ øàðèêîâ, òî íà 9

ðóáëåé áîëüøå. Íà ñêîëüêî ñèíèé øàðèê äîðîæå êðàñíîãî?

2. Ñåìü ìîíåò ðàñïîëîæåíû ïî êðóãó. Èçâåñòíî, ÷òî êàêèå-òî ÷åòûðå èç íèõ, èäóùèå

ïîäðÿä, � ôàëüøèâûå (ëåã÷å íàñòîÿùèõ). Îáúÿñíèòå, êàê íàéòè äâå ôàëüøèâûå ìîíåòû

ñ ïîìîùüþ îäíîãî âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü.

3. Èçâåñòíî, ÷òî a = x+ y+
p
xy; b = y+ z+

p
yz; c = z+ x+

p
zx, ãäå x > 0, y > 0, z > 0.

Äîêàæèòå, ÷òî a+ b +
p
ab > c.

4. Êàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 1000000 âêëþ÷èòåëüíî áîëüøå: ÷¼òíûõ ñ íå÷¼òíîé

ñóììîé öèôð èëè íå÷¼òíûõ ñ ÷¼òíîé ñóììîé öèôð?

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ ãðóïï èç äåâÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë,

÷òî ïåðâîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 10, âòîðîå äåëèòñÿ íà 9, òðåòüå � íà 8, : : : , äåâÿòîå � íà 2?

Âûâîä

6. Áèëüÿðäíûé ñòîë èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Èç òî÷êè íà ãèïîòåíóçå

ïåðïåíäèêóëÿðíî åé âûïóñòèëè øàð, êîòîðûé óäàðèëñÿ î äâà áîðòà è âåðíóëñÿ íà ãèïî-

òåíóçó. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà òàêîãî ïóòè íå çàâèñèò îò òî÷êè ñòàðòà. (Øàð îòðàæàåòñÿ

îò áîðòîâ ïî çàêîíó: �óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ�.)

7. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîæíî âûïèñàòü â ñòðîêó òàê, ÷òîáû ñóììà

ëþáûõ òðåõ èäóùèõ ïîäðÿä áûëà ïîëîæèòåëüíà, à ñóììà ëþáûõ ïÿòè èäóùèõ ïîäðÿä �

îòðèöàòåëüíà?

8. Â îäíîêðóãîâîì òóðíèðå (êàæäàÿ êîìàíäà äîëæíà ñûãðàòü ñ êàæäîé ðîâíî ïî îäíîìó

ðàçó) ó÷àñòâóåò 8 êîìàíä. Ïîñëå òîãî, êàê íåêîòîðûå èãðû òóðíèðà áûëè ïðîâåäåíû, îêà-

çàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ ÷åòûðåõ êîìàíä áûëî ñûãðàíî íå áîëåå äâóõ èãð. Äîêàæèòå, ÷òî

æþðè ìîæåò ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå íà 5 òóðîâ âïåðåä òàê, ÷òîáû â êàæäîì òóðå èãðàëè

âñå êîìàíäû, è ÷òîáû âñå èãðû ïðîâîäèëèñü ìåæäó êîìàíäàìè, êîòîðûå äî ýòîãî äðóã ñ

äðóãîì íå âñòðå÷àëèñü.

Ïîñëåâûâîä

9. Ïðÿìîóãîëüíûé ñòîë ðàçìåðîì 1� 2 òðåáóåòñÿ ïîêðûòü â äâà ñëîÿ ïÿòüþ îäèíàêîâûìè

êâàäðàòíûìè ñàëôåòêàìè ïëîùàäè 4

5
. Êàê ýòî ñäåëàòü? (Ñàëôåòêè ðàçðåøàåòñÿ ïåðåãè-

áàòü).



ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ ÇÀ×ÅÒÀ
èëè

Ñêîëüêî âåðåâî÷êà íè âåéñÿ, à êîíåö âñå ðàâíî áóäåò

Òåîðèÿ ÷èñåë. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ. Òåîðåìà Åâ-

êëèäà. ÍÎÄ è ÍÎÊ. Àëãîðèòì Åâêëèäà è ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ. Ðå-

øåíèå ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

àðèôìåòèêè ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÍÎÄ. Ãðàô óìíîæåíèÿ

ïî ìîäóëþ, çàöèêëèâàíèå. Ïåðâîå è âòîðîå äîêàçàòåëüñòâà Ìàëîé òåîðåìû

Ôåðìà. Òåîðåìà Âèëüñîíà. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà: îïðåäåëåíèå, ïðîñòåéøèå ñâîé-

ñòâà. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà. Ïîäñ÷åò ïîêàçàòåëåé â ðàçëîæåíèè

ôàêòîðèàëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ãðàôû. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Òåðìèíû. Ïðèìåðû. Ëåììà î ðóêîïîæà-

òèÿõ. Îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà è ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ äåðåâà. Ïîäñ÷åò

÷èñëà ðåáåð â äåðåâå íà n âåðøèíàõ. Îñòîâíîå äåðåâî, òåîðåìà î âûáðàñûâà-

íèè âåðøèíû èç ñâÿçíîãî ãðàôà. Èçîìîðôèçì. Ïëîñêèå ãðàôû è ìíîãîãðàí-

íèêè. Ôîðìóëà Ýéëåðà, êëàññèôèêàöèÿ ïëàòîíîâûõ òåë. Ðàñêðàñêà ïëàíàð-

íîãî ãðàôà â 6, 5, 4 öâåòà.

Êîìáèíàòîðèêà. ×èñëî ðàçìåùåíèé, ÷èñëî ñî÷åòàíèé, ôîðìóëû äëÿ

íèõ. Óáûâàþùèå ñòåïåíè. Èäåÿ ñîîòâåòñòâèé â ïîäñ÷åòå. ×åòâåðòîå äîêà-

çàòåëüñòâî Ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà. Øàðû è ïåðåãîðîäêè. Áèíîì Íüþòîíà.

Äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (àëãåáðàè÷åñêîå

è êîìáèíàòîðíîå). Âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òðåòüå

äîêàçàòåëüñòâî Ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.

Ïëîùàäè. Îïðåäåëåíèå. Ïëîùàäè ïðîñòåéøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ìåäèàíàõ ìåòîäîì ïëîùàäåé.

Îêðóæíîñòè è ÃÌÒ. Îñíîâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê. Ïîñòðîå-

íèÿ: ïîíÿòèå îá èäåàëüíûõ èíñòðóìåíòàõ, ïðîñòåéøèå ïîñòðîåíèÿ. Êàñàòåëü-

íàÿ ê îêðóæíîñòè è åå ñâîéñòâà. Óøè ×åáóðàøêè. Âïèñàííûå óãëû, èçìåðå-

íèå óãëà, ñòîðîíû êîòîðîãî ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü. Äâà êðèòåðèÿ âïèñàí-

íîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà.


