
XXVI Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè

Âèøêèëü. 3-28.VII.2010 ã. 7 êëàññ

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 24 èþëÿ

Êðàòêèå ðåøåíèÿ

1. Â êëàññå ó÷àòñÿ ìåíåå 50 ÷åëîâåê. Åñëè âûãíàòü ñòàðøåãî ó÷åíèêà, òî
ñðåäíèé âîçðàñò îñòàâøèõñÿ áóäåò 135

7 . Åñëè âûãíàòü ìëàäøåãî ó÷åíèêà, òî
ñðåäíèé âîçðàñò îñòàâøèõñÿ áóäåò 133

4 (âîçðàñò ëþáîãî ÷åëîâåêà ñ÷èòàåòñÿ
öåëûì). Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîæåò áûòü â êëàññå?
Ðåøåíèå Ïóñòü â êëàññå n+1 ó÷åíèêîâ. Òîãäà èç ïåðâîãî è âòîðîãî óñëî-

âèé ñëåäóåò, ÷òî 133
4n = 55

4 n è 135
7n = 96

7 n�öåëûå ( ýòè ÷èñëà � ñóììû âîç-
ðàñòîâ n ó÷åíèêîâ ñ öåëûìè âîçðàñòàìè). Çíà÷èò, òî n äîëæíî äåëèòñÿ íà 4
è íà 7, à òàê êàê 4 è 7 âçàèìíî ïðîñòû, òî n äîëæíî äåëèòüñÿ è íà 7 · 4 = 28.
Èç óñëîâèÿ 0 ≤ n ≤ 50, ïîëó÷àåì, ÷òî n = 28 è â êëàññå 29 ÷åëîâåê.
Îòâåò:29.
2. Âñå 9 çíà÷íûå ÷èñëà, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðûõ ñîäåðæèò öèôðû 1, 2, 3,

4, 5, 6, 7, 8, 9 ïî îäíîìó ðàçó, âûïèñàëè â ðÿä â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàæäóþ
ìèíóòó âûáèðàþò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå èç íèõ è ñòèðàþò. Êàêèå äâà
÷èñëà áóäóò ñòåðòû ïîñëåäíèìè?
Ðåøåíèå ×èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ íà 1 è íà 9, íà 2 è íà 8, íà 3 è íà 7,

íà 4 è íà 6 ïîðîâíó (êàæäîãî âèäà ïî 8!). Çíà÷èò ñíà÷àëà ñîòðóò âñå ÷èñëà
íà÷èíàþùèåñÿ íà 1 è 9, ïîòîì âñå ÷èñëà íà÷èíàþùèåñÿ íà 2 è 8, 3 è 7, 4 è 6 è
îñòàíóòñÿ ÷èñëà íà÷èíàþùååñÿ íà 5. ×èñåë íà÷èíàþùèõñÿ íà 5 è ñî âòîðûì
ðàçðÿäîì 1 è 9, 2 è 8, 3 è 7, 4 è 6 ïîðîâíó (ïî 7! êàæäîãî âèäà). Çíà÷èò â
èòîãå îñòàëîñü ÷èñëî íà÷èíàþùååñÿ íà 54 è 56 ïðè÷åì ïåðâîå íàèáîëüøåå
ñðåäè íà÷èíàþùèõñÿ íà 54, à âòîðîå íàèìåíüøåå ñðåäè íà÷èíàþùèõñÿ íà 56.
Îòâåò:549876321 è 561234789.
3. Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè çàêðàøèâàþò ïî äâå êëåòêè íà ïîëîñêå 1×2010.

Ïåòÿ õî÷åò, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ îòìå÷åííûìè èì çà îäèí õîä
êëåòêàìè íå ïîâòîðÿëèñü. Ñìîæåò ëè Âàñÿ åìó ïîìåøàòü? (ïåðâûì õîäèò
Ïåòÿ, èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ êîãäà âñå êëåòêè ïîëîñêè çàêðàøåíû)
Ðåøåíèå Ïóñòü Ïåòÿ êàæäûì ñâîèì õîäîì áóäåò îòìå÷àòü ñàìîå áîëüøîå

èç ðàññòîÿíèé êîòîðîå îí ìîæåò îòìåòèòü (ñàìóþ ëåâóþ è ñàìóþ ïðàâóþ èç
åùå íå îòìå÷åííûõ êëåòîê). ×åðåç õîä Âàñè ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîòî-
ðîå ìîæåò îòìåòèòü Ïåòÿ óìåíüøèòñÿ, à çíà÷èò âñå åãî îòìå÷åííûå ðàññòîÿ-
íèÿ ñòðîãî óáûâàþò, à ñëåäîâàòåëüíî ðàçëè÷íû.
Îòâåò: íå ñìîæåò.
4. Íà ïëîñêîì ðîâíîì ïîëå ðàñòóò 4 äåðåâà: À, Á, Â è Ã. Ïî ïîëþ ïðîõîäèò

ïðÿìàÿ äîðîãà. Çåìëåóñòðîèòåëü óñòàíîâèë íà äîðîãå 8 ñòîëáîâ è íà êàæäîì
ïðèêðåïèë òàáëè÷êó, íà êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû èìåíà äåðåâüåâ, ïðè÷åì ïåð-
âûì óêàçàíî áëèæàéøåå, âòîðûì - âòîðîå ïî óäàëåííîñòè è ò.ä. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäóòñÿ äâà ñòîëáà ñ îäèíàêîâûìè òàáëè÷êàìè.



Ðåøåíèå Äëÿ êàæäîé ïàðû äåðåâüåâ ðàññìîòðèì èõ ñåðåäèííûé ïåðïåí-
äèêóëÿð, âñåãî ïîëó÷èòñÿ 6 ïðÿìûõ. Êàæäàÿ èç íèõ ïåðåñåêàåò äîðîãó íå
áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå, òàêèì îáðàçîì ýòèìè òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ äîðîãà
ðàçáèâàåòñÿ íà íå áîëåå ÷åì 7 ó÷àñòêîâ ( íå áîëåå 5 îòðåçêîâ è ïàðà ëó÷åé).
Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå êàêèå-òî 2 ñòîëáà ïîïàäóò â îäèí ó÷àñòîê. Ïîêàæåì,
÷òî òàáëè÷êè íà íèõ ñîâïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî îíè îäíîâðåìåííî ëåæàò â
îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ëþáîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñåðåäèííûõ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ. Çíà÷èò äëÿ ëþáîé ïàðû äåðåâüåâ áëèæàéøèì ê ñòîëáàì
áóäåò îäíî è òî æå èç ýòèõ äâóõ(òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûå ïîëóïëîñêîñòè ÿâ-
ëÿþòñÿ ÃÌÒ, òàêèõ ÷òî äî îäíîãî èç äåðåâüåâ áëèæå ÷åì äî äðóãîãî). Òîãäà
íà ïåðâîì ìåñòå â òàáëè÷êàõ íàïèñàíî îäíî è òî æå, àíàëîãè÷íî íà âòîðîì,
òðåòüåì è ÷åòâåðòîì òîæå.
5. Êâàäðàòíàÿ ñòðàíà 2000 × 2000 êì ðàçáèòà íà ïðÿìîóãîëüíûå îáëàñòè

100 × 200 êì. Îáëàñòè îáúÿâèëè íåçàâèñèìîñòü, è êàæäàÿ ïàðà îáëàñòåé,
èìåþùèõ îáùèé ó÷àñòîê ãðàíèöû, ïîñòðîèëà íà äâîèõ îäíó òàìîæíþ. Êàêîå
íàèáîëüøåå ÷èñëî òàìîæåí ìîãëî áûòü ïîñòðîåíî?
Ðåøåíèå Âìåñòî äàííîãî îáúåêòà ðàññìîòðèì êâàäðàòèê 20× 20 ñ ãðàíè-

öåé èç åäèíè÷íûõ ñïè÷åê ðàçáèòûé íà äîìèíîøêè 1×2 ñïè÷êàìè-ïåðåãîðîäêàìè.
×èñëî òàìîæåí ðàâíî êîëè÷åñòâó ñîñåäñòâ ìåæäó äîìèíîøêàìè. Íî êîëè-
÷åñòâî ñîñåäñòâ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ñïè÷åê âíóòðè. Åñëè âíóòðü êàæäîé
äîìèíîøêè äîáàâèòü ïî ñïè÷êå òî îí ïîëó÷èòñÿ êâàäðàò ðàçáèòûé íà åäè-
íè÷íûå êâàäðàòèêè, â êîòîðîì 2 · (20 · 19) = 760 ñïè÷åê. ×èñëî äîáàâëåííûõ
ñïè÷åê ðàâíî ÷èñëó äîìèíîøåê, òî åñòü îíî ðàâíî 20·20

2 = 200, çíà÷èò, âíà÷àëå
áûëî 760 − 200 = 560 ñïè÷åê. Çíà÷èò âñåãî íå ìåíåå 560 òàìîæåí. Ïðè÷åì
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå êîãäà ëþáàÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ñïè÷êîé.
Çàìåòèì, ÷òî â êâàäðàòå ðàçáèòîì íà äîìèíîøêè åñòü âñåãäà êâàäðàòèê

2 × 2 èç äâóõ äîìèíîøåê. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òî-
ãäà ðàññìîòðèì äîìèíîøêó â âåðõíåì ëåâîì óãëå, òîãäà äîëüøå îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ïîêðûòèå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñîäåðæàùåé ýòîò óãîë; ïîëó÷èì
ïðîòèâîðå÷èå ñ ïîêðûòèåì íèæíåãî ïðàâîãî óãëà). Çíà÷èò òàìîæåí õîòÿ áû
íà îäíó ìåíüøå ÷èñëà ñïè÷åê âíóòðè, òàê êàê äâå äîìèíîøêè ãðàíè÷àò ïî
äâóì ñïè÷êàì à íå ïî îäíîé, òî åñòü òàìîæåí íå áîëüøå 559. Ïðèìåð íà 559
íèæå.



6. Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE òî÷êè K, L,M , N , O ÿâëÿþòñÿ ñå-
ðåäèíàìè ñòîðîí AB,BC, CD,DE è EA ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äëè-
íà çàìêíóòîé ëîìàíîé KMOLNK ìåíüøå, ÷åì äëèíà ëîìàíîé ACEBDA.
Ðåøåíèå Ðàññìîòðèì ïÿòü àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ òðåóãîëüíèêà KL +

LM > KM,LM + MN > LN,MN + NO > MO,NO + OK > NK,OK +
KL > OL. Ñëîæèâ èõ, ïîëó÷èì 2KL+2LM +2MN +2NO+2OK > KM +
MO+OL+LN+NK. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC. Â íåìKL �ñðåäíÿÿ ëè-
íèÿ, è çíà÷èò 2KL=AC. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì 2LM = BD, 2MN = CE, 2NO =
AD, 2OK = EB. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïÿòü ðàâåíñòâ â ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî
ïîëó÷èì AC +BD + CE +AD +EB > KM +MO +OL+ LN +NK� ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
7. Â ëàãåðü ïðèåõàëè 100 øêîëüíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáóþ ãðóïïó èç

6 øêîëüíèêîâ ìîæíî ðàññåëèòü ïî äâóì òðåõìåñòíûì êîìíàòàì òàê, ÷òî â
êàæäîé êîìíàòå âñå øêîëüíèêè çíàêîìû ìåæäó ñîáîé. Êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî ïàð çíàêîìûõ ìîãëî áûòü ñðåäè øêîëüíèêîâ?
Ðåøåíèå Ïîñòðîèì ñëåäóþùèé ãðàô. Âåðøèíàìè áóäóò øêîëüíèêè. Äâå

âåðøèíû ñîåäèíèì ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì øêîëüíèêè íå çíàêîìû.
Íàì íàäî óçíàòü êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð ìîæåò áûòü â ýòîì
ãðàôå.
Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðè êîòîðîì â ýòîì ãðàôå 100 ðåáåð, à èìåííî ðàññìîò-

ðèì ãðàô â âèäå öèêëà äëèíû 100. Îòìåòèì ëþáûå 6 âåðøèí è ðàçîáüåì èõ
íà òðîéêè òàê, ÷òî â êàæäîé áóäóò èäóùèå ÷åðåç îäíó â öèêëå, òîãäà íèêàêèå
äâå èç îäíîé òðîéêè íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.
Äîêàæåì, ÷òî â íàøåì ãðàôå íå ìîæåò áûòü áîëåå 100 ðåáåð. Â íàøåì

ãðàôå íåò âåðøèíû ñòåïåíè áîëüøå òðåõ. Èíà÷å ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ øå-
ñòåðêó âåðøèí-øêîëüíèêîâ A, ÷åòûðåõ åå ñîñåäåé B,C,D,E è ïðîèçâîëüíóþ
K. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ãðàôà øêîëüíèê A ìîæåò æèòü â îäíîé êîìíàòå
òîëüêî ñ K, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âîçìîæíîñòè ïîñåëèòü èõ ïî òðè ÷åëîâåêà çíà-



êîìûõ äðóã ñ äðóãîì. Ïóñòü åñòü âåðøèíà X ñòåïåíè 3, å¼ ñîñåäåé îáîçíà÷èì
÷åðåç U, V, Y . Åñëè åñòü åùå äâå âåðøèíû P è Q îòëè÷íûå îò ýòèõ ÷åòû-
ðåõ ñîåäèíåííûå ðåáðîì, òî ðàññìîòðèì ýòó øåñòåðêó øêîëüíèêîâ. X ìîæåò
æèòü òîëüêî ñ P è Q, êîòîðûå íå ìîãóò æèòü âìåñòå. Çíà÷èò âñå ðåáðà èìå-
þò îäíîé èç ñâîèõ âåðøèí îäíó èç ÷åòûðåõ X,U, V, Y , à òàê êàê ñòåïåíü ïî
äîêàçàííîìó âûøå ó êàæäîé íå áîëüøå òðåõ òî âñåãî ïîëó÷àåòñÿ ðåáåð íå
áîëüøå 12<100. Åñëè æå èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò íå áîëüøå äâóõ ðåáåð
òîãäà èõ âñåãî íå áîëüøå 100·2

2 = 100.
Ìû äîêàçàëè, ÷òî íåçíàêîìñòâ ìàêñèìóì 100, òîãäà çíàêîìñòâ ìèíèìóì

100·99
2 − 100 = 4950− 100 = 4850.
8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èç 1000 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b èç ýòîãî ìíîæåñòâà a äåëèòñÿ íà a− b?
Ðåøåíèå Áóäåì ñòðîèòü òàêîé íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè

äîáàâèòü ê ëþáîìó íàáîðó a1, ..., an ÷èñëî an+1 = 0, òî óñëîâèÿ äåëèìîñòè
ïî-ïðåæíåìó áóäóò âûïîëíÿòüñÿ. Îñòàëîñü êàê-òî ïîäïðàâèòü ïîëó÷èâøèéñÿ
íàáîð, ÷òîáû ÷èñëà â í¼ì ñòàëè ïîëîæèòåëüíû. Ïîïðîáóåì óâåëè÷èòü âñå ai
íà íåêîòîðîå ÷èñëî A. Òîãäà óñëîâèÿ äåëèìîñòè ïðèìóò âèä (ai+A)

... (ai−aj).
Òàê êàê ai

... (ai − aj), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû A äåëèëîñü íà âñå ðàçíîñòè ai − aj
(äëÿ i ̸= j). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå A ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå âñåõ
ýòèõ ðàçíîñòåé.
Òåì ñàìûì, ïîñòðîåíèå ìîæíî íà÷àòü, íàïðèìåð, ñ äâóõ ÷èñåë 1 è 2, à ïîòîì

ïîâòîðèòü 31 ðàç ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó: 1) äîáàâèòü ÷èñëî 0; 2) óâåëè÷èòü
âñå ÷èñëà íàáîðà íà A =

∏
i<j |(aj − aj)|.


