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Ââåäåíèå.

Â ýòîé êíèãå ñîáðàíû ñåðèè çàäà÷, ïðåäëàãàâøèåñÿ ó÷àùèìñÿ îáû÷-

íûõ ãðóïï ïàðàëëåëè 7 êëàññà Ëåòíåé Ìíîãîïðåäìåòíîé øêîëû.

Äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû ñ êíèãîé ìû óïîðÿäî÷èëè ñåðèè ïî òåìàì.

Ó êàæäîé ñåðèè îñòàëàñü óêàçàíà äàòà, òàê ÷òî ëþáîïûòñòâóþùåìó

÷èòàòåëþ íå ñîñòàâèò òðóäà âîññòàíîâèòü õðîíîëîãè÷åñêèé ïîðÿäîê.

Ìû âûðàæàåì áëàãîäàðíîñòü äåòÿì, ñ êîòîðûìè ìû ðàáîòàëè, ïðå-

ïîäàâàòåëÿì ãðóïïû Ïðî�è íàøåé ïàðàëëåëè, áåç ïîìîùè êîòîðûõ

ýòà êíèæêà íå ïîëó÷èëàñü áû, à òàêæå âñåé Ëåòíåé Ìíîãîïðåäìåòíîé

Øêîëå.
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�ëàâà 1

�åîìåòðèÿ îáùàÿ.

1 Êàñàòåëüíàÿ. 5 èþëÿ.

Òåîðåìà 1. Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûå èç

îäíîé òî÷êè, ðàâíû.

Òåîðåìà 2. Ñóììû ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, îïè-

ñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè, ðàâíû.

Îïîðíàÿ çàäà÷à 1. Ïðÿìûå AB è AC � êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ B
è C ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. ×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷-

êó X äóãè BC ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùàÿ

îòðåçêè AB è AC â òî÷êàõ M è P ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

ïåðèìåòð △ AMP è âåëè÷èíà ∠MOP íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè

X.

Îïîðíàÿ çàäà÷à 2a. Â △ ABC ñî ñòîðîíàìè a, b è c âïèñàíà îêðóæ-
íîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîíû AB â òî÷êåK. Íàéòè äëèíó îòðåçêà AK.

Îïîðíàÿ çàäà÷à 2b. Íàéòè äëèíó îòðåçêà êàñàòåëüíîé AK, åñëèK
� òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé AB △ ABC.

1. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðå-

óãîëüíèê ñ êàòåòàìè a, b è ãèïîòåíóçîé c.

2. Ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà â ïîðÿäêå îáõîäà ðàâíû 5, 6, 10, 7, 8.
Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîò ïÿòèóãîëüíèê íåëüçÿ âïèñàòü îêðóæíîñòü.

3. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD AD = DC, AB = 3, BC = 5. Îêðóæ-
íîñòè, âïèñàííûå â △ ABD è △ CBD êàñàþòñÿ îòðåçêà BD â òî÷êàõ

M è N ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè äëèíó îòðåçêà MN.

4. Áèññåêòðèñû óãëîâ A, B è C âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

E, à ëó÷è BC è AD â òî÷êå F. Äîêàæèòå, ÷òî ó íåâûïóêëîãî ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà AECF ñóììû äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû.

5



6 XXIX Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè.

5. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ðàñïîëîæåíû äâå îêðóæíîñòè: ïåðâàÿ

îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC è AD, à âòîðàÿ � ñòîðîí BC,
CD è AD. Íà ñòîðîíàõ BC è AD âçÿòû òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåí-

íî òàê, ÷òî îòðåçîê EF êàñàåòñÿ îáåèõ îêðóæíîñòåé, à ïåðèìåòð ÷å-

òûð¼õóãîëüíèêà ABEF íà 2p áîëüøå ïåðèìåòðà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà

ECDF. Íàéòè AB, åñëè CD = a.
6. Â △ ABC ñî ñòîðîíàìè a, b è c íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òî÷êà

D òàê, ÷òî îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â △ ABD è △ ACD, êàñàþòñÿ
îòðåçêà AD â îäíîé òî÷êå. Íàéòè äëèíó îòðåçêà BD.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

7. Òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðî-

íîé òðåóãîëüíèêà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ýòîé ñòîðî-

íû. Äîêàæèòå.

8. Â ïÿòèóãîëüíèê ABCDE âïèñàíà îêðóæíîñòü, P � òî÷êà êàñà-

íèÿ ýòîé îêðóæíîñòè ñòîðîíû BC. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà BP, åñ-
ëè èçâåñòíî, ÷òî äëèíû âñåõ ñòîðîí ïÿòèóãîëüíèêà � öåëûå ÷èñëà,

AB = 1, CD = 3.
9. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Îêðóæ-

íîñòè, âïèñàííûå â △ ABD è △ CBD èìåþò ðàäèóñû R è r ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé.

10. Îòðåçîê CH � âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà △ ABC,
ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàäè-

óñîâ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â △ ACH, △ BCH è △ ABC, ðàâíà
CH.

2 �åîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê. Ïîñòðîåíèÿ. 17 èþëÿ.

Èäåàëüíûå èíñòðóìåíòû:

� Ñ ïîìîùüþ èäåàëüíîé ëèíåéêè ìû ìîæåì:

� ïðîâåñòè ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè;

� ïðîâåñòè ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííóþ

òî÷êó;

� ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè.

� Ñ ïîìîùüþ èäåàëüíîãî öèðêóëÿ ìû ìîæåì:
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� ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà ñ ïðîèçâîëüíûì

öåíòðîì;

� ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà ñ çàäàííûì öåí-

òðîì;

� ïðîâåñòè îêðóæíîñòü çàäàííîãî ðàäèóñà ñ ïðîèçâîëüíûì öåí-

òðîì;

� ïðîâåñòè îêðóæíîñòü çàäàííîãî ðàäèóñà ñ çàäàííûì öåíòðîì.

Ïðîñòåéøèå ïîñòðîåíèÿ:

� íà ïðÿìîé îòëîæèòü îò äàííîé òî÷êè îòðåçîê çàäàííîé äëèíû;

� îòëîæèòü îò äàííîãî ëó÷à â äàííóþ ïîëóïëîñêîñòü óãîë, ðàâíûé

äàííîìó óãëó;

� ïîñòðîèòü ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê äàííîìó îòðåçêó;

� ðàçäåëèòü äàííûé óãîë ïîïîëàì;

� èç äàííîé òî÷êè ïðÿìîé âîññòàâèòü ïåðïåíäèêóëÿð ê äàííîé ïðÿ-

ìîé;

� èç äàííîé òî÷êè âíå ïðÿìîé îïóñòèòü íà ýòó ïðÿìóþ ïåðïåíäè-

êóëÿð;

� ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê ïî òðåì ñòîðîíàì.

1. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê (�ÌÒ)

M òàêèõ, ÷òî

a) AM > MB;
b) AM +MB = AB.

2. Íàéäèòå �ÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò äâóõ äàííûõ ïðÿìûõ.

3. Íàéäèòå �ÌÒ, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê AB âèäåí ïîä ïðÿìûì

óãëîì.

4.Íàðèñîâàíà îêðóæíîñòü. Öèðêóëåì è ëèíåéêîé ïîñòðîéòå åå öåíòð.

5. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è ìåäèàíå, ïðîâåäåííîé

ê òðåòüåé ñòîðîíå.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

6. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è âûñîòå, ïðîâåäåííîé

ê òðåòüåé ñòîðîíå.
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7. Äàíà ïðÿìàÿ è òî÷êà A íà íåé. Âîññòàâüòå èç òî÷êè A ïåðïåí-

äèêóëÿð ê äàííîé ïðÿìîé, ïðîâåäÿ íå áîëåå òðåõ ëèíèé (ò.å. òðåòüÿ

ïðîâåäåííàÿ ëèíèÿ äîëæíà áûòü èñêîìûì ïåðïåíäèêóëÿðîì).

8. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê (�ÌÒ)

M òàêèõ, ÷òî òðåóãîëüíèê AMB ðàâíîáåäðåííûé.

3 �åîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà � 1. 19 èþëÿ.

Îñíîâíûå �àêòû:

� Ñâîéñòâî ëîìàíîé: ñóììà äëèí çâåíüåâ ëþáîé ëîìàíîé íå ìåíü-

øå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó åå êîíöàìè.

� Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê A, B è C íà

ïëîñêîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: AB + BC ≥ AC. Ïðè÷åì,
AB + BC = AC òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà B ëåæèò íà

îòðåçêå AC.

� Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ëþáàÿ ñòîðîíà áîëüøå ìîäóëÿ ðàçíîñòè

äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.

0. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà: åñëè

äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

a + b > c, a + c > b è b + c > a

òî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, c.
1. Âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íàéòè òî÷êó, ñóììà ðàññòî-

ÿíèé îò êîòîðîé äî âåðøèí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íàèìåíüøàÿ.

2. Îäèí òðåóãîëüíèê ëåæèò âíóòðè äðóãîãî. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðèìåòð

âíóòðåííåãî òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ïåðèìåòðà âíåøíåãî: a) åñëè òðå-

óãîëüíèêè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó è óãîë; b) åñëè òðåóãîëüíèêè èìåþò

îáùèé óãîë; 
) åñëè òðåóãîëüíèêè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó; d) â îáùåì

ñëó÷àå.

3. a) Ïàøà íàïðàâëÿåòñÿ èç ïóíêòà A â ïóíêò B,
íî ïî ïóòè îí õî÷åò óñïåòü èñêóïàòüñÿ â ðå÷êå. Êà-

êîé ìàðøðóò åìó ñëåäóåò âûáðàòü, ÷òîáû êàê ìîæíî

ñêîðåå äîáðàòüñÿ äî ïóíêòà B?
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b) Âîëê ñïåøèò íà ïîìîùü ê Èâàíó-Öàðåâè÷ó. Íî

÷òîáû ñïàñòè åãî, âîëêó íóæíî íàáðàòü ñíà÷àëà æè-

âîé, à ïîòîì ìåðòâîé âîäû. Êàê åìó ñëåäóåò áåæàòü?

4.Ìóõà ñèäèò â âåðøèíåA äåðåâÿííîãî êóáà. Êàê åé

ïåðåïîëçòè â ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíó êóáà B, äâèãàÿñü ïî ñàìîìó
êîðîòêîìó ïóòè? Íàéäèòå äëèíó ýòîãî ïóòè, åñëè ðåáðî êóáà ðàâíî 1.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

5. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, âåðøèíû êî-

òîðîãî ëåæàò íà ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà ñ äèàãîíàëüþ d.
6. Îäèí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ëåæèò âíóòðè äðóãîãî. Äîêàçàòü,

÷òî ïåðèìåòð ó âíóòðåííåãî ìíîãîóãîëüíèêà ìåíüøå, ÷åì ó âíåøíåãî.

7. Òàðàíòóë ñèäèò íà âíóòðåííåé ñòåíêå àêâàðèóìà â �îðìå ïðÿìî-

óãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Îäíàæäû çàáûâ÷èâûé õîçÿèí îñòàâèë

àêâàðèóì îòêðûòûì. Òîãäà òàðàíòóë ðåøèë âûïîëçòè èç àêâàðèóìà

è ïåðåïîëçòè â êàêóþ-íèáóäü òî÷êó íà âíåøíåé ñòîðîíå a) ýòîé æå;

b) ñîñåäíåé; 
) ïðîòèâîïîëîæíîé ñòåíêè. Êàêîâà êðàò÷àéøàÿ òðà-

åêòîðèÿ, ïî êîòîðîé ñëåäóåò ïîëçòè òàðàíòóëó?

8. Â âåðøèíå A åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ABCD ñèäèò ìóðàâåé. Åìó

íàäî äîáðàòüñÿ äî òî÷êè C, ãäå íàõîäèòñÿ âõîä â ìóðàâåéíèê. Òî÷êè
A è C ðàçäåëÿåò âåðòèêàëüíàÿ ñòåíà, èìåþùàÿ âèä ðàâíîáåäðåííîãî

ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíóçîé DB. Íàéòè äëèíó êðàò-
÷àéøåãî ïóòè, êîòîðûé íàäî ïðåîäîëåòü ìóðàâüþ, ÷òîáû ïîïàñòü â

ìóðàâåéíèê.

4 Òåîðåìà ×åâû. 21 èþëÿ.

1. Â △ ABC âûáðàíà òî÷êà M òàê, ÷òî SABM = 1, SBCM = 2,
SACM = 3. BM ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî M � ñåðå-

äèíà BK.
2. (Ëåììà î ëàñòî÷êèíîì õâîñòå) Â △ ABC òî÷êà M ïðèíàäëåæèò

ñòîðîíå AB, òî÷êà K � îòðåçêó CM, ïðè÷¼ì AM : MB = n : m.
Äîêàæèòå, ÷òî SACM : SBCM = SAKM : SBKM = SACK : SBCK = n : m
3. Â △ ABC òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå AB, òî÷êà K � ñòîðîíå

AC. Îòðåçêè CM è BK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P, BM : MA = 5 : 3,
AK : KC = 7 : 10. Íàéäèòå, â êàêîì îòíîøåíèè ëó÷ AP äåëèò

ñòîðîíó BC.
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4. Òåîðåìà ×åâû. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA △ ABC âçÿòû ñî-

îòâåòñòâåííî òî÷êè C1, A1, B1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AA1, BB1 è

CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1.

5. (Ñâîéñòâî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà) Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðè-

ñà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ñòîðîíó íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå

ïðèëåæàùèì ñòîðîíàì.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

6. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ×åâû, äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëü-

íèêå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå:

a) ìåäèàíû (è, êðîìå òîãî, òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøå-

íèè 2:1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû);

b) îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè êàñà-

íèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè (òî÷êà Æåðãîííà);


) ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû è äåëÿùèå ïåðèìåòð òðå-

óãîëüíèêà ïîïîëàì;

d) ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè êàñà-

íèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ñî ñòîðîíàìè (òî÷êà Íàãåëÿ);

e) áèññåêòðèñû.

7. Âíóòðè äàííîãî △ ABC íàéäèòå òàêóþ òî÷êó O, ÷òîáû ïëîùàäè

△ AOB, △ BOC, △ COA îòíîñèëèñü êàê 2 : 3 : 4.
8. Òåîðåìà Ìåíåëàÿ. Äàí △ ABC. Òî÷êè C1, A1, B1 âûáðàíû íà

ñòîðîíàõ AB, BC è ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AC ñîîòâåòñòâåííî. Äî-

êàæèòå, ÷òî ýòè òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1.

9. Íà ñòîðîíàõ AB è BC △ ABC ðàñïîëîæåíû òî÷êè M è N ñîîò-

âåòñòâåííî, ïðè÷¼ì AM : MB = 3 : 5, BN : NC = 1 : 4. Ïðÿìûå
CM è AN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ëó÷ BO ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC
â òî÷êå K. Íàéäèòå îòíîøåíèÿ OA : ON, OM : OC è AK : KC.

5 �åîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà � 2. 22 èþëÿ.

1. Âûâåäèòå èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ

áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë, à ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà �

áîëüøàÿ ñòîðîíà.

Óêàçàíèå: îòëîæèòå íà áîëüøåé ñòîðîíå îòðåçîê, ðàâíûé ìåíü-

øåé ñòîðîíå.
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2. Äîêàæèòå ÷òî ïðè äâóõ �èêñèðîâàííûõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà

òðåòüÿ ñòîðîíà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè óãëà ìåæäó �èêñèðî-

âàííûìè ñòîðîíàìè.

Óêàçàíèå: ñîâìåñòèòå òðåóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû ñîâïàëà îäíà ïàðà

�èêñèðîâàííûõ ñòîðîí.

3. Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, a 6 b 6 c. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè a2+b2 < c2, òî òðåóãîëüíèê òóïîóãîëüíûé, à åñëè a2+b2 > c2,
òî îñòðîóãîëüíûé.

4. Äîêàæèòå, ÷òî èç âíóòðåííèõ òî÷åê êðóãà åãî äèàìåòð âèäåí ïîä

òóïûì óãëîì, à èç òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ êðóãó � ïîä îñòðûì

(òî÷êè íå ëåæàò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé äèàìåòð).

Óêàçàíèå: Ñîåäèíèòå òî÷êó ñ öåíòðîì êðóãà è ñðàâíèòå óãîë ñ

âïèñàííûì ïðÿìûì óãëîì.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû A è C òóïûå,

òî äèàãîíàëü AC ìåíüøå äèàãîíàëè BD.
6. Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ïîëóñóììû åãî ñòî-

ðîí, âûõîäÿùèõ èç òîé æå âåðøèíû.

7. Äîêàæèòå, ÷òî â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà äëèí äèàãî-

íàëåé ìåíüøå ïåðèìåòðà, íî áîëüøå ïîëóïåðèìåòðà.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

8. Íà ñòîðîíàõ âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà êàê íà äèàìåòðàõ ïî-

ñòðîåíû ÷åòûðå êðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ïîêðûâàþò âåñü ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèê.

9. Â ïðÿìîóãîëüíîì △ ABC, ∠B = 90◦ îòìå÷åíû ïðîâåäåíà âûñîòà

BH. Òî÷êè M,N ëåæàò âíóòðè △ ABH è △ CBH ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæèòå, ÷òî AM 2 +MN2 +NC2 < AC2
.

10. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, â êîòîðîì ñóììà äëèí

äèàãîíàëåé ðàâíà ïåðèìåòðó?
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�ëàâà 2

�åîìåòðèÿ î ïëîùàäÿõ.

1 Câîéñòâà ïëîùàäåé. 6 èþëÿ.

� Ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà, ðàçáèòîãî íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëü-

íèêîâ, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ÷àñòåé.

� �àâíûå ìíîãîóãîëüíèêè èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè.

� Ïëîùàäü êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ðàâíà 1.

� Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b ðàâíà ab.

1. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD.
a) Íà BC âçÿòà òî÷êà K. Äîêàæèòå, ÷òî SABCD = 2SAKD;
b) Íà BC âçÿòû òî÷êè K è L. Äîêàæèòå, ÷òî SAKD = SALD;

) Áóäóò ëè âåðíû ýòè ðåçóëüòàòû, åñëè òî÷êè K è L âçÿòü íà

ïðÿìîé BC?
d) Íà ïðÿìîé BC âçÿòà òî÷êà K, à íà ïðÿìîé AD âçÿòà òî÷êà L.

Äîêàæèòå, ÷òî SAKD = SBLC ;
Òåîðåìà 1. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå AB è c. Ïëîùàäü △

ABC íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè C, íàõîäÿùåéñÿ íà ïðÿìîé c.
2. B òðàïåöèè ABCD ñ ìåíüøèì îñíîâàíèåì BC ÷åðåç òî÷êó B
ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ CD è ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü AC
â òî÷êå E. Cðàâíèòå ïëîùàäè △ ABC è △ DEC.
3. Äîêàçàòü, ÷òî â òðàïåöèè ñ ïðîâåäåííûìè äèàãîíàëÿìè òðåóãîëü-

íèêè, ïðèëåæàùèå ê áîêîâûì ñòîðîíàì, ðàâíîâåëèêè.

4. ABCD � òðàïåöèÿ, MN � åå 
ðåäíÿÿ ëèíèÿ. Ïëîùàäè △ MCN
è △ AMN ðàâíîâåëèêè. Äîêàæèòå.

5. ×åðåç òî÷êó D, ëåæàùóþ íà ñòîðîíå BC △ ABC, ïðîâåäåíû ïðÿ-

ìûå, ïàðàëëåëüíûå äâóì äðóãèì ñòîðîíàì è ïåðåñåêàþùèå ñòîðîíû

13
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AB è AC ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ E è F. Äîêàæèòå, ÷òî △ CDE è

△ BDF ðàâíîâåëèêè.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà íà

ðèñóíêå ðàâíà ïëîùàäè îäíîé êëåòî÷êè êëåò÷à-

òîé áóìàãè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåëèêè △ CGD è ÷åòû-

ðåõóãîëüíèê DGAB, ãäå E � ñåðåäèíà BC.

8. Bûðàçèòå X ÷åðåç S. (X = SABC)

9. Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíû ðàçáèâàþò òðåóãîëü-

íèê íà øåñòü ðàâíîâåëèêèõ.

10. Äâà ïàðàëëåëîãðàììà ABCD è AEFG ðàñ-

ïîëîæåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Äîêà-

æèòå, ÷òî SABE + SBFH = SHGC + SAGD.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

11. Òî÷êè M è K � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è CD âûïóêëîãî ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà
AMCK ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.

12. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. ×åðåç ñåðåäèíó G äèà-

ãîíàëè BD ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äèàãîíàëè AC, ïåðåñå-
êàþùàÿ ñòîðîíó DC â òî÷êå H. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê AH äåëèò

ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïîïîëàì.

13. Íà ñòîðîíàõ AB è AD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòû ñîîòâåò-

ñòâåííî òî÷êè E è F, ïðè÷¼ì îòðåçîê EF ïàðàëëåëåí äèàãîíàëè BD.
Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè △ BCE è △ CDF ðàâíû.

14. Íà ñòîðîíàõ AC è BC ABC âûáðàíû òî÷êèM èN ñîîòâåòñòâåí-

íî òàê, ÷òî MN ‖ AB. Íà ñòîðîíå AC îòìå÷åíà òî÷êà K òàê, ÷òî

CK = AM. Îòðåçêè AN è BK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F. Äîêàæèòå,
÷òî ïëîùàäè △ ABF è ÷åòûð¼õóãîëüíèêà KFNC ðàâíû.
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2 Ïëîùàäü-2. 7 èþëÿ.

1. �àçäåëèòå a) òðåóãîëüíèê, b) ïàðàëëåëîãðàìì äâóìÿ ïðÿìûìè,

ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç âåðøèíó, íà òðè ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.

2. Òî÷êà K äåëèò ñòîðîíó AC △ ABC íà îòðåçêè AK = a è KC = b.
Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé △ ABK è △ BKC.

A

B

E

F

C
GD

3. Êàê â òðåóãîëüíèêå △ ABC ïðîâåñòè ëîìàíóþ,

÷òîáû âñå ïÿòü ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ èìåëè

îäèíàêîâóþ ïëîùàäü?

4. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà äåëÿò

åãî íà 4 ÷àñòè, ïëîùàäè êîòîðûõ, âçÿòûå ïîñëå-

äîâàòåëüíî, ðàâíû S1, S2, S3, S4. Äîêàæèòå, ÷òî
S1 · S3 = S2 · S4.
5. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå O. Íàéäèòå ïëîùàäü ABCD, åñëè SABD = 10 ñì

2, SACD = 9
ñì

2, SAOD = 6 ñì2.
6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñ ïðîâåäåííûìè

äèàãîíàëÿìè òðåóãîëüíèêè, ïðèëåæàùèå ê ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðî-

íàì, ðàâíîâåëèêè, òî ÷åòûðåõóãîëüíèê � òðàïåöèÿ.

7. Äàí △ ABC. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M, òàêèõ, ÷òî
SMAB < SABC, SMBC < SABC , SMAC < SABC .
8. Åñëè ïîë â êîìíàòå ïëîùàäüþ S íàäî ïîêðûòü ëèíîëåóìîì îáùåé

ïëîùàäüþ òàêæå S òàê, ÷òîáû íå áûëî ó÷àñòêîâ, ïîêðûòûõ áîëåå

÷åì â äâà ñëîÿ, òî ïëîùàäü ïîëà, ïîêðûòàÿ äâàæäû, ðàâíà ïëîùàäè

ïîëà, íå ïîêðûòîé íè ðàçó. Äîêàæèòå.

9. Êàêàÿ ÷àñòü ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà áîëüøå:

÷åðíàÿ èëè ñåðàÿ?

10. ×åðåç öåíòð îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû åù¼ ÷åòûðå

îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ äàííûõ. Ñðàâíèòå ïîùà-

äè ñåðîé è ÷åðíîé �èãóðû. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü

÷åðíîé îáëàñòè ðàâíà ïëîùàäè ñåðîé.

11. Â △ ABC òî÷êè A1, B1, C1 îòìå÷åíû íà ñòî-

ðîíàõ BC, AC è AB òàê, ÷òî AC1 : C1B = BA1 :
A1C = CB1 : B1A = 2 : 1. C0 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ AA1 è BB1, A0 � BB1 è CC1, B0 � CC1

è AA1. Äîêàçàòü, ÷òî SA0B0C0
= SAB1C0

+ SBC1A0
+

SCA1B0
.
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Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

12. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí

âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ðàçäåëèë åãî íà äâà ÷åòûðåõóãîëüíè-

êà, èìåþùèõ ðàâíûå ïëîùàäè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ñòîðîíû ïàðàë-

ëåëüíû.

13. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå îòìåòèëè ñåðå-

äèíû ñòîðîí è ñîåäèíèëè èõ ñ âåðøèíàìè òàê, êàê

ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè ñåðîé

è ÷åðíîé ÷àñòåé ðàâíû.

14. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Còî-
ðîíà AB òî÷êàìè M è N ðàçäåëåíà íà òðè ðàâíûå

÷àñòè, ñòîðîíà CD ðàçäåëåíà òî÷êàìè K è L òàêæå

íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêà KLMN â òðè ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ABCD.
15. Ñòîðîíó AB △ ABC ðàçäåëèëè íà n ðàâíûõ ÷àñòåé (òî÷êè äå-

ëåíèÿ B0 = A, B1, B2, Bn = B ), à ñòîðîíó AC ýòîãî òðåóãîëüíèêà

ðàçäåëèëè íà (n + 1) ðàâíûõ ÷àñòåé (òî÷êè äåëåíèÿ C0 = A, C1, C2,
Cn+1 = C). Çàêðàñèëè òðåóãîëüíèêè CiBiCi+1. Êàêàÿ ÷àñòü ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêà çàêðàøåíà?

3 �àçðåçàíèÿ è òåîðåìà Ïè�àãîðà. 9 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåêðîèòü � ðàçðåçàòü íà ÷àñòè è ñëîæèòü èç íèõ.

1. �àçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê íà äâå ðàâíûå òðàïåöèè.

2. �àçäåëèòü êâàäðàò íà 4 ðàâíûõ òðåóãîëüíèêà è îäèí êâàäðàò òàê,

÷òîáû èç íèõ ïîëó÷èëîñü òðè êâàäðàòà.

3. Ïåðåêðîèòü êâàäðàò â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê, ñäåëàâ ëèøü

îäèí ðàçðåç.

4. Ïðÿìîóãîëüíèê ïåðåêðîèòü â ïàðàëëåëîãðàìì, ñäåëàâ òîëüêî îäèí

ðàçðåç.

5. Ïåðåêðîèòü îñòðîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê â òóïî-

óãîëüíûé, ñäåëàâ îäèí ðàçðåç.

6. Ñ ïîìîùüþ îäíîãî ðàçðåçà ïåðåêðîèòü ïàðàëëåëîãðàìì â ïðÿìî-

óãîëüíèê.

7. Ïåðåêðîèòü ïðÿìîóãîëüíèê â òðàïåöèþ ñ ïîìîùüþ îäíîãî ðàçðåçà.
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8. Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëü-

íèêà ðàâíû è ïàðàëëåëüíû. Åãî âåðøèíû ñî-

åäèíåíû äèàãîíàëÿìè ÷åðåç îäíó, êàê ïîêà-

çàíî íà ðèñóíêå. Ïëîùàäü êàêîé ÷àñòè áîëü-

øå, áåëîé èëè ÷¼ðíîé?

9. �àçðåæüòå êâàäðàò íà ðàâíûå òðåóãîëüíèêè è ñîñòàâüòå èç íèõ

äâà à) îäèíàêîâûõ êâàäðàòà; á) ðàçíûõ.

10. �àçðåæüòå êâàäðàò 7× 7 íà
a) êâàäðàòû 4 × 4, êâàäðàò 3 × 3 è 4 ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-

óãîëüíèêà;

b) îäèí êâàäðàò è 4 ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà, ðàâíûõ òðå-

óãîëüíèêàì èç (a);


) Íàéäèòå ðàçìåð êâàäðàòà â ï. b).

11. Äàíû 4 ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a, b è ãèïîòåíó-
çîé c. Äîêàæèòå, ÷òî äîáàâèâ ê íèì a) îäèí êâàäðàò ñî ñòîðîíîé c;
b) äâà êâàäðàòà ñî ñòîðîíàìè a è b, ìîæíî áóäåò ñîñòàâèòü êâàäðàò
ñî ñòîðîíîé a + b.
12. Òåîðåìà Ïè�àãîðà. Ïëîùàäü êâàäðàòà, ïîñòðîåííîãî íà ãèïî-

òåíóçå, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ.

a2 + b2 = c2.
Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

13. �àçðåæüòå ïðÿìîóãîëüíèê 1 × 5 íà 5 ÷àñòåé è ñëîæèòå èç íèõ

êâàäðàò.

14. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïðàâèëüíîé çâåçäû çàêðà-

øåíà ðîâíî ïîëîâèíà ïëîùàäè.

15. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî âîñü-

ìèóãîëüíèêà ðàâíà:

a) ïðîèçâåäåíèþ åãî íàèáîëüøåé è íàèìåíü-

øåé äèàãîíàëåé;

b) óäâîåííîìó ïðîèçâåäåíèþ ñòîðîíû íà ñðåä-

íþþ äèàãîíàëü.

16

◦
. �àçðåæüòå 5-êëåòî÷íûé êðåñò íà ÷àñòè è ñëî-

æèòå èç íèõ êâàäðàò.

17. ×åòûðå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî äâåíàäöàòèóãîëü-

íèêà ðàñïîëîæåíû â ñåðåäèíàõ ñòîðîí êâàäðàòà. Äî-

êàæèòå, ÷òî ïëîùàäü çàêðàøåííîé ÷àñòè â 12 ðàç

ìåíüøå ïëîùàäè äâåíàäöàòèóãîëüíèêà.
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4 Ôîðìóëà Ïèêà. 11 èþëÿ.

1. Íàéäèòå ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå.

Òåîðåìà 1. Âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà (íå îáÿçà-

òåëüíî âûïóêëîãî) ðàñïîëîæåíû â óçëàõ êëåò÷àòîé

áóìàãè. Âíóòðè íåãî ëåæèò n óçëîâ, à íà ãðàíèöå

m óçëîâ. Ïëîùàäü ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà n + m
2
− 1 (Ôîðìóëà

Ïèêà).

2. Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëû Ïèêà äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ,

èçîáðàæåííûõ íà òîì æå ðèñóíêå.

3. Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà, ðàçáèâ äîêàçàòåëüñòâî íà ðÿä øàãîâ:

a) Ïðîâåðüòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè,

èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè.

b) Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ

êàòåòàìè, èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè.


) Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà, ñîñòàâëåííîãî èç

äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ �îðìóëà Ïèêà óæå äîêàçàíà.

d) Ïóñòü ìíîãîóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî �îðìóëà Ïèêà óæå ïðîâå-

ðåíà, ñîñòàâëåí èç äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè �îð-

ìóëà Ïèêà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îäíîãî èç íèõ, òî îíà âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ

äðóãîãî.

e) Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåð-

øèíàìè â óçëàõ êëåò÷àòîé áóìàãè, îòðåçàâ äëÿ ýòîãî îò ïðÿìîóãîëü-

íèêà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

f) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü

äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè.

Òåîðåìà 2. Ëþáîé (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ìíîãîóãîëüíèê ìîæ-

íî ðàçáèòü äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè.

g) Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ

âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè.

4. Íàðèñóéòå òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 1, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû áîëüøå

5, à âåðøèíû ëåæàò â óçëàõ ñåòêè.

5. Çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ èäåò ïî ëèíèÿì ñåòêè

è ïðîõîäèò ïî îäíîìó ðàçó ÷åðåç âñå óçëû êëåò÷àòîãî êâàäðàòà 7×7.
Íàéäèòå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ýòîé ëîìàíîé.
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6.Øàõìàòíûé êîðîëü îáîøåë äîñêó 4×4 êëåòîê, ïîáûâàâ íà êàæäîì
ïîëå ðîâíî îäèí ðàç è ïîñëåäíèì õîäîì âåðíóâøèñü íà èñõîäíîå ïî-

ëå. Ëîìàíàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùàÿ öåíòðû ïîëåé, íå èìååò

ñàìîïåðåñå÷åíèé.

a) Íàðèñóéòå òàêóþ ëîìàíóþ;

b) íàéäèòå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííóþ ýòîé ëîìàíîé;


) êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî õîäîâ ïî äèàãîíàëè ìîæåò ñäåëàòü êî-

ðîëü?

7.Øàõìàòíûé êîðîëü îáîøåë äîñêó 8×8 êëåòîê, ïîáûâàâ íà êàæäîì
ïîëå ðîâíî îäèí ðàç è ïîñëåäíèì õîäîì âåðíóâøèñü íà èñõîäíîå ïî-

ëå. Ëîìàíàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùàÿ öåíòðû ïîëåé, íå èìååò

ñàìîïåðåñå÷åíèé. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî õîäîâ ïî äèàãîíàëè ìîæåò

ñäåëàòü êîðîëü?

5 Òåîðåìà Áîéÿè - �åðâèíà. 15 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Äâà ìíîãîóãîëüíèêà íàçîâåì ðàâíîñîñòàâëåííûìè,

åñëè îäèí èç íèõ ìîæíî ïåðåêðîèòü â äðóãîé (òî åñòü ðàçðåçàòü íà

÷àñòè, ïåðåëîæèâ êîòîðûå, ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãîé).

ßñíî, ÷òî ëþáûå äâà ðàâíîñîñòàâëåííûõ ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîâå-

ëèêè.

Íàøà öåëü - äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

1. Åñëè îäèí ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü âî âòîðîé, à âòîðîé

â òðåòèé, òî ïåðâûé ìîæíî ïåðåêðîèòü â òðåòèé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî a) ïðÿìîóãîëüíûé; b) îñòðîóãîëüíûé; 
) òóïîóãîëü-

íûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê.

3. Ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòî-

ðîíîé, áîëüøåé 1.

4. Ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé, áîëüøåé 1, ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïà-

ðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíîé 1.

5. Ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíîé 1 ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïàðàëëåëî-

ãðàìì ñî ñòîðîíîé 1, ó êîòîðîãî âûñîòà ïàäàåò âíóòðü ýòîé ñòîðîíû,

à íå íà åå ïðîäîëæåíèå.

6. Ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíîé 1, ó êîòîðîãî âûñîòà, îïóùåííàÿ íà

ýòó ñòîðîíó, ïàäàåò âíóòðü ýòîé ñòîðîíû, à íå íà åå ïðîäîëæåíèå,

ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.
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7. Ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòî-

ðîíîé 1.

8. Òåîðåìà Áîéÿè-�åðâèíà. Ëþáûå äâà ðàâíîâåëèêèõ ìíîãîóãîëü-

íèêà ðàâíîñîñòàâëåíû.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

9. �àçáåéòå êâàäðàòû, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà, íà ïÿòü ÷àñòåé è ñîñòàâüòå êâàäðàò, ïîñòðîåííûé íà åãî

ãèïîòåíóçå. �àçáèåíèå íå äîëæíî çàâèñåòü îò îòíîøåíèÿ êàòåòîâ.



�ëàâà 3

Êîìáèíàòîðèêà.

1 Ñâîéñòâà Ck
n. 14 èþëÿ.

1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñòðîê ìîæíî ïîëó÷èòü, à) ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû

â ñëîâå �ÊÎÒÅËÜÍÈ×�; á) ñîñòàâëÿÿ äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî èç öè�ð

îò 1 äî 9, èñïîëüçóÿ âñå öè�ðû.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü n ðàç-

ëè÷íûõ ïðåäìåòîâ â ðÿä Pn. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì

ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî Pn = n!.
2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñòðîê ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â

ñëîâàõ à) �ÂÈØÊÈËÜ�; á) �ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ�. À ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ

ïÿòèáóêâåííûõ ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç áóêâ ñëîâà �ÊÎÒÅËÜÍÈ×�?

Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü ðÿä èç k ïðåäìå-

òîâ, âûáèðàÿ èõ èç n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ, îáîçíà÷èì Ak
n. Ýòà âå-

ëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì ðàçìåùåíèé èç n ïî k ýëåìåíòîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî Ak
n = n!

(n−k)!

3. Åñòü 12 øàðèêîâ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-

íî âûëîæèòü ðÿä èç òðåõ øàðèêîâ? b) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî

âûáðàòü òðè øàðèêà áåç ó÷åòà ïîðÿäêà?

Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü k ïðåäìåòîâ n ðàç-

ëè÷íûõ îáîçíà÷èì Ck
n. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâîì âûáî-

ðîê èç n ïî k ýëåìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî Ck
n = n!

k!(n−k)!

4. �àñïîëîæèòå Ck
n â âèäå òàáëèöû, èìåþùåé âèä ðàâíîáåäðåííîãî

òðåóãîëüíèêà (â âåðõíåé ñòðîêå îäíî ÷èñëî, ïîä íèì äâà, çàòåì òðè è

ò.ï.) Âûïèøèòå ïîëó÷åííûé âàìè òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ äî âîñüìîé

ñòðîêè âêëþ÷èòåëüíî.

5. Èìååòñÿ 10 ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ æèçíè íà

íåîáèòàåìîì îñòðîâå è åùå çàíàâåñêà. a) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïî-

ñîáîâ âûáðàòü 7 ïðåäìåòîâ, íå âûáèðàÿ çàíàâåñêó? b) À ñêîëüêî ñó-

21
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ùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü 7 ïðåäìåòîâ, åñëè çàíàâåñêó îáÿçàòåëüíî

âûáèðàòü? 
) Äîêàæèòå, ÷òî Ck+1
n+1 = Ck

n + Ck+1
n .

6. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷èñåë n-îé ñòðîêè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.
7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîä-

ìíîæåñòâî èç ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ?

8. Èìååòñÿ 8 ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîõîäà. Âàñÿ

ðåøàåò, êàêîé êîìïëåêò èç íèõ ïîíåñåò îí. a) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

ñïîñîáîâ âûáðàòü ýòîò êîìïëåêò? b) Ñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæå-

ñòâà èç n îáúåêòîâ? ñ) Äîêàæèòå, ÷òî C0
n+C1

n+ . . .+Cn−1
n +Cn

n = 2n.
9. Âàñÿ ïîçâàë â ïîõîä ñâîåãî äðóãà Ïåòþ. Îíè ñîñòàâèëè ñïèñîê

èç n âåùåé, êîòîðûå ñîáèðàþòñÿ âçÿòü ñ ñîáîé è îïðåäåëèëè, ÷òî

Âàñÿ ïîíåñåò k èç íèõ. Êîãäà Âàñÿ ñòàë ñ÷èòàòü, ñêîëüêî ó íåãî åñòü

ñïîñîáîâ âûáðàòü ñåáå êîìïëåêò âåùåé, òî îáíàðóæèë, ÷òî âûáîð

ñëèøêîì ñëîæåí � öåëûõM âàðèàíòîâ! Òîãäà îí ïðåäîñòàâèë âûáîð

Ïåòå. a) Äîêàæèòå, ÷òî ó Ïåòè ðîâíî òàêîå æå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ

âûáðàòü ñåáå íàáîð èç n−k ïðåäìåòîâ. b) Äîêàæèòå, ÷òî Ck
n = Cn−k

n .
Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ÷èñëî Ck
p äåëèòñÿ íà

p ïðè âñåõ k, êðîìå k = 0 è k = p.
11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå n ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë äåëèòñÿ íà n!.
12. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 5 êðàñíûõ, 7 æåëòûõ è 9 çåëåíûõ òî÷åê.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ, ó êî-

òîðûõ âñå âåðøèíû a) çåëåíûå; b) îäíîöâåòíûå; 
) âñå ðàçíîöâåòíûå;

d) íå âñå îäíîöâåòíûå?

13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü k ëàäåé íà äîñêå N ×N
òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

14. Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòà 8× 8 íàïèøèòå êîëè÷åñòâî êðàò÷àé-
øèõ ïóòåé �õðîìîé ëàäüè� èç ëåâîé íèæíåé êëåòêè êâàäðàòà â ýòó

êëåòêó. (Õðîìàÿ ëàäüÿ õîäèò òîëüêî íà îäíó êëåòêó âïðàâî ëèáî íà

îäíó êëåòêó ââåðõ). Êàêîå ÷èñëî áóäåò çàïèñàíî â ïðàâîé âåðõíåé

êëåòêå?

2 Áèíîì Íüþòîíà. 15 èþëÿ.

1. �àñêðîéòå ñêîáêè â âûðàæåíèÿõ: a) (a+1) ·(b+1); b) (a+b) ·(c+d);

) (a + b) · (a + b); d) (a + b)3;
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2. Ñêîëüêî âñåãî ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â âû-

ðàæåíèè (1 + x)n

à) áåç ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ;

á) ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ?

3. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü xk â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ n ìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí 1 èëè x?
b) Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ âèäà a5 ïîëó÷èòñÿ äî ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ

ñëàãàåìûõ ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè (a + b)5?

) Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ âèäà a3b14 ïîëó÷èòñÿ äî ïðèâåäåíèÿ ïîäîá-

íûõ ñëàãàåìûõ ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè (a + b)17?
d) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê

â âûðàæåíèè (a + b)23?
e) Êàêîé êîý��èöèåíò ïîëó÷èòñÿ ïðè ñëàãàåìîì âèäà ab7 ïðè ðàñ-

êðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè (a + b)8?
f) Êàêîé êîý��èöèåíò ïîëó÷èòñÿ ïðè ñëàãàåìîì âèäà ab7 ïðè ðàñ-

êðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè (a + b)11?
g) Êàêîé êîý��èöèåíò ïîëó÷èòñÿ ïðè ñëàãàåìîì âèäà a3b4 ïðè

ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè (a + b)7?
h) Êàêîé êîý��èöèåíò ïîëó÷èòñÿ ïðè ñëàãàåìîì âèäà akbn−k

ïðè

ðàñêðûòèè ñêîáîê â âûðàæåíèè (a + b)n?
i) Äîêàæèòå �îðìóëó Áèíîìà Íüþòîíà:

(a+b)n = C0
na

n+C1
na

n−1b+C2
na

n−2b2+. . .+Cn−2
n a2bn−2+Cn−1

n abn−1+Cn
nb

n.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

4. Äîêàæèòå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè �îðìóëó áèíîìà

Íüþòîíà.

5. Íàéäèòå êîý��èöèåíò ïðè x4 â ðàçëîæåíèè (1 + x)10.
6. Ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà äîêàæèòå, ÷òî C0

n+C1
n+. . .+Cn

n = 2n.
7. Äîêàæèòå, ÷òî a) C0

n − C1
n + C2

n − . . .± Cn
n = 0; b) èç n ïðåäìåòîâ

÷åòíîå ÷èñëî ïðåäìåòîâ ìîæíî âûáðàòü 2n−1
ñïîñîáàìè.

8. Â êó÷å ëåæèò n ñèíèõ è n êðàñíûõ øàðèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êî-

ëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âçÿòü èç êó÷è ðîâíî n øàðèêîâ ðàâíî C0
nC

n
n +

C1
nC

n−1
n + . . . + Cn

nC
0
n.

9. ×åìó ðàâåí êîý��èöèåíò ïðè xn, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ðàñ-

êðûòèÿ ñêîáîê

a) â âûðàæåíèè (1 + x)2n?
b) â âûðàæåíèè (C0

n + C1
nx

1 + C2
nx

2 + · · · + Cn
nx

n)2.
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10. Â ðàçëîæåíèè (x+ y)n ïî �îðìóëå áèíîìà Íüþòîíà âòîðîé ÷ëåí
îêàçàëñÿ ðàâåí 240, òðåòèé � 720, à ÷åòâåðòûé � 1080. Íàéäèòå x, y
è n.
11. Íàéäèòå ÷èñëî íóëåé, íà êîòîðîå îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 11100 − 1
12. Âñòðå÷àåòñÿ ëè â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ÷èñëî 2013?

13. Íå âñòðå÷àåòñÿ ëè â 2014-é ñòðîêå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ÷èñëî

1 + 2 + 3 + . . . + 2012 + 2013?
14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî (a+b)p−ap−bp äåëèòñÿ
íà p ïðè ëþáûõ öåëûõ a è b.
15. Èìååòñÿ êóá ðàçìåðîì 10 × 10 × 10, ñîñòîÿùèé èç ìàëåíüêèõ

åäèíè÷íûõ êóáèêîâ. Â öåíòðå O îäíîãî èç óãëîâûõ êóáèêîâ ñèäèò

êóçíå÷èê. Îí ìîæåò ïðûãàòü â öåíòð êóáèêà, èìåþùåãî îáùóþ ãðàíü

ñ òåì, â êîòîðîì êóçíå÷èê íàõîäèòñÿ â äàííûé ìîìåíò, ïðè÷åì òàê,

÷òîáû ðàññòîÿíèå äî òî÷êè Î óâåëè÷èâàëîñü (òî åñòü, ëèáî ââåðõ,

ëèáî âïðàâî, ëèáî âïåðåä). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êóçíå÷èê ìîæåò

äîïðûãàòü äî êóáèêà, ïðîòèâîïîëîæíîãî èñõîäíîìó?

3 Øàðû è ïåðåãîðîäêè. 20 èþëÿ.

0. a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìàìà ìîæåò ðàçäàòü ÷åòûðåì äåòÿì 20

ðàçíûõ êîí�åò?

b) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìàìà ìîæåò ðàçäàòü ÷åòûðåì äåòÿì 20

ðàçíûõ êîí�åò òàê, ÷òîáû êàæäîìó õîòü ÷òî-òî äîñòàëîñü?


) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìàìà ìîæåò ðàçäåëèòü ìåæäó ÷åòûðüìÿ

äåòüìè 20 îäèíàêîâûõ êîí�åò?

d) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìàìà ìîæåò ðàçäåëèòü ìåæäó ÷åòûðü-

ìÿ äåòüìè 20 îäèíàêîâûõ êîí�åò òàê, ÷òîáû êàæäîìó õîòü ÷òî-òî

äîñòàëîñü?

1. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x+ y+ z = 2000 a) â íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ; b) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ; 
) â íàòóðàëü-

íûõ ÷èñëàõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 800?

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ 6 åäèíèö è

24 äâîéêè?

3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü èç 6 åäèíèö è 31 äâîéêè,

åñëè åäèíèöû íå äîëæíû ñòîÿòü íè íà ïåðâîì ìåñòå, íè íà ïîñëåäíåì,

íè äâå ïîäðÿä?
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4. Áàáóøêà êóïèëà äëÿ òðîèõ âíóêîâ 10 îäèíàêîâûõ àïåëüñèíîâ è

õî÷åò ðàçäàòü èõ òàê, ÷òîáû ìëàäøåìó äîñòàëîñü íå ìåíüøå, ÷åì

ñðåäíåìó, ñðåäíåìó � íå ìåíüøå, ÷åì ñòàðøåìó, à ñòàðøåìó äîñòàëîñü

õîòü ÷òî-íèáóäü. Ñêîëüêî âàðèàíòîâ äåëåæà âîçìîæíî?

5. Äîêòîð Âàòñîí 31 èþíÿ ïîäàðèë Øåðëîêó Õîëìñó äâå äþæèíû

ðîìàíîâ Äàðüè Äîíöîâîé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ñûùèê ìîæåò ðàñ-

ñòàâèòü èõ íà èìåþùèõñÿ ó íåãî ñåìè êíèæíûõ ïîëêàõ (âîçìîæíî,

íåêîòîðûå ïîëêè îñòàíóòñÿ ïóñòûìè, ïîðÿäîê êíèã íà ïîëêå ðîëè íå

èãðàåò)?

6.Ìàëûø ñïîñîáåí ñúåñòü íå áîëåå 10 òå�òåëåê, Áèìáî � íå áîëåå 20,

à Êàðëñîí � íå áîëåå 50. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ïîäåëèòü

ïî-áðàòñêè 70 òå�òåëåê? (Ïî-áðàòñêè � çíà÷èò, ÷òîáû êàæäîìó õîòü

÷òî-òî äîñòàëîñü).

7. Ñêîëüêî ðåøåíèé â íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ èìååò óðàâíå-

íèå x + y + z + t = 2000?
8. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ âñòóïèòåëüíîé îëèìïèàäû ïðåïîäàâàòåëè ðàçáè-

âàþò 70 øêîëüíèêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñïèñîê â àë�àâèòíîì ïî-

ðÿäêå ðàçáèâàåòñÿ íà 4 ÷àñòè, ïåðâàÿ èäåò â ïåðâóþ àóäèòîðèþ, âòî-

ðàÿ � âî âòîðóþ è ò. ä. Ïðè ýòîì â êàæäóþ àóäèòîðèþ îòïðàâëÿåòñÿ

õîòÿ áû îäèí øêîëüíèê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîèçâåñòè

ðàñïðåäåëåíèå?

9. Ïðåïîäàâàòåëè ñíîâà äåëÿò 70 øêîëüíèêîâ íà 4 àóäèòîðèè, íî â

ýòîò ðàç áåç ó÷åòà àë�àâèòíîãî ïîðÿäêà. Íàéäèòå ÷èñëî ñïîñîáîâ.
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�ëàâà 4

Òåîðèÿ ãðà�îâ.

1 �ðà�û-1. 7 èþëÿ.

1. Â âåðõíèõ óãëàõ äîñêè 3×3 ñòîÿò ÷¼ðíûå êîíè, à â íèæíèõ - áåëûå.
Êàê ïîìåíÿòü èõ ìåñòàìè è ñêîëüêî õîäîâ äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî?

2. Â âåðõíèõ óãëàõ äîñêè 3 × 3 ñòîÿò ÷¼ðíûå êîíè, à â íèæíèõ -

áåëûå. Ìîæíî ëè ðàçìåñòèòü êîíåé îäíîãî öâåòà â ïðîòèâîïîëîæíûõ

êëåòêàõ äîñêè?

3. Èç äîñêè 4×4 âûðåçàíû âñå óãëîâûå êëåòêè. Ìîæåò ëè øàõìàòíûé

êîíü îáîéòè âñþ äîñêó è âåðíóòüñÿ íà èñõîäíóþ êëåòêó, ïîáûâàâ â

êàæäîé êëåòêå ðîâíî îäèí ðàç?

4. Ñûòûé ìàðñèàíñêèé êîò Âàñüêà ïîéìàë 6 ìàðñèàíñêèõ òðåõõâî-

ñòûõ ìûøåê è ñâÿçàë èõ õâîñòàìè òàê, ÷òî ñâîáîäíûõ õâîñòîâ íå

îñòàëîñü. Ñêîëüêî óçåëêîâ åìó ïðèøëîñü çàâÿçàòü? Âàñüêà ïîéìàë

åùå îäíó ìûøêó è ðåøèë, ðàçâÿçàâ íåêîòîðûå èç óçåëêîâ, ñâÿçàòü

ýòó ìûøêó ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü òàê, ÷òî-

áû ïî-ïðåæíåìó íå áûëî ñâîáîäíûõ õâîñòîâ?

5. Ñóùåñòâóåò ëè 8-âåðøèííûé ãðà�, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî ðàâ-

íû

a) 8, 6, 6, 5, 3, 2, 1, 1;

b) 7, 7, 5, 4, 4, 2, 2, 1;


) 7, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 1;

d) 7, 5, 5, 5, 4, 3, 2, 2?

6. Â ãðà�å ñ 8 âåðøèíàìè è ñòåïåíè âåðøèí ðàâíû 6, 6, 6, 5, 5, 4, 4,

4. Ñêîëüêî â íåì ðåáåð?

Óòâåðæäåíèå. Êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðà�å ðàâíî ïîëóñóììå ñòåïåíåé

âñåõ åãî âåðøèí.

7. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ãðà�å:

27
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a) ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó ðåáåð (è

ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòíà);

b) ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî.

8. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò 25-çâåííîé ëîìàíîé, êîòîðàÿ ïåðå-

ñåêàåò êàæäîå ñâîå çâåíî ðîâíî 3 ðàçà.

9. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé êîìïàíèè íàéäóòñÿ äâà ÷åëîâåêà, ó êîòî-

ðûõ ïîðîâíó çíàêîìûõ â ýòîé êîìïàíèè.

10. Â íåêîòîðîì ãîðîäå íà ëþáîì ïåðåêðåñòêå ñõîäÿòñÿ ðîâíî 3 óëè-

öû. Óëèöû ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà òàê, ÷òî íà êàæäîì ïåðåêðåñòêå

ñõîäÿòñÿ óëèöû òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ. Èç ãîðîäà âûõîäÿò òðè äîðîãè.

Äîêàæèòå, ÷òî îíè èìåþò ðàçíûå öâåòà.

11. Êàæäîå èç ðåáåð ïîëíîãî ãðà�à ñ 17 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â

îäèí èç òðåõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü òðè âåðøèíû, âñå ðåáðà

ìåæäó êîòîðûìè - îäíîãî öâåòà.

12. Â ãîðîäå ïðîâîäèëîñü ñîâåùàíèå âðà÷åé. Îò êàæäîé ïîëèêëèíè-

êè íà ñîâåùàíèå áûëî ïðèãëàøåíî ïî ïÿòü âðà÷åé. Îêàçàëîñü, ÷òî

êàæäûé èç ïðèãëàøåííûõ ðàáîòàë â äâóõ ïîëèêëèíèêàõ, ïîýòîìó íà

ñîâåùàíèè ïðåäñòàâëÿë îáå ïîëèêëèíèêè. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ

äâóõ ïîëèêëèíèê ãîðîäà ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ñîâåùàíèÿ ìîæíî áûëî

íàéòè âðà÷à, êîòîðûé â íèõ ðàáîòàåò. Ñêîëüêî â ãîðîäå ïîëèêëèíèê

è ñêîëüêî âðà÷åé ïðèíèìàëî ó÷àñòèå â ñîâåùàíèè?

13. Ó êàæäîãî ñåìèêëàññíèêà åñòü ðîâíî îäèí äðóã è ðîâíî îäèí

âðàã. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ó÷åáíûå ãðóïïû òàê,

÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå íå áûëî íè äðóçåé, íè âðàãîâ.

14. Ìîæíî ëè íà îêðóæíîñòè ðàñïîëîæèòü ÷èñëà 1, 2, . . . , 9 òàê,

÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë íå äåëèëàñü íè íà 3, íè íà

5, íè íà 7?

15. Ïåòÿ çàìåòèë, ÷òî ó âñåõ åãî 25 îäíîêëàññíèêîâ ðàçëè÷íîå ÷èñëî

äðóçåé â ýòîì êëàññå. Ñêîëüêî äðóçåé ó Ïåòè? (Óêàæèòå âñå ðåøå-

íèÿ.)

2 �ðà�û-2. 10 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Öèêëîì â ãðà�å íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûé ïóòü, íå ïðî-

õîäÿùèé íè ïî êàêîìó ðåáðó ãðà�à äâà ðàçà ïîäðÿä.

Îïðåäåëåíèå. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðà� áåç öèêëîâ.

Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ:
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� �ðà� ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå äâå åãî

âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì ïðîñòûì (ò.å. íå ïðîõîäÿùèì

äâà ðàçà ÷åðåç îäíó è òó æå âåðøèíó) ïóòåì.

� �ðà� ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñâÿçíûé,

íî ïðè âûêèäûâàíèè ëþáîãî ðåáðà ïåðåñòàåò áûòü ñâÿçíûì.

Îïðåäåëåíèå. Âèñÿ÷åé âåðøèíîé â ãðà�å íàçûâàåòñÿ âåðøèíà ñòå-

ïåíè 1.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â äåðåâå, â êîòîðîì íå ìåíüøå äâóõ âåðøèí, åñòü

a) õîòÿ áû îäíà; b) õîòÿ áû äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû.

� 2. a) Äîêàæèòå, ÷òî â äåðåâå ñ n âåðøèíàìè ðîâíî n− 1 ðåáðî.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðà� ñ n âåðøèíàìè, â êîòîðîì

ðîâíî n− 1 ðåáðî, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

3. Íàðèñóéòå âñåâîçìîæíûå äåðåâüÿ ñ øåñòüþ âåðøèíàìè.

4. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 19 ãîðîäîâ è âñåãî 18 äîðîã, ïðè÷åì èç êàæäîãî

ãîðîäà ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé. Íà âñåõ äîðîãàõ ââåëè îäíî-

ñòîðîííåå äâèæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî òåïåðü, âûåõàâ èç êàêîãî-íèáóäü

ãîðîäà íåâîçìîæíî âåðíóòüñÿ â íåãî îáðàòíî.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðà�å ñ n âåðøèíàìè ìåíüøå, ÷åì n − 1
ðåáðî, òî îí íå ñâÿçåí, à åñëè â íåì áîëüøå, ÷åì n−1 ðåáðî, òî â í¼ì
åñòü öèêëû.

6. Âîëåéáîëüíàÿ ñåòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê 20 × 300
(ò.å. 21 × 301 óçåë). Ñåòêó íà÷èíàþò ðåçàòü íå â óçëàõ. Êàêîå íàè-

áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçðåçîâ ìîæíî ñäåëàòü ïðåæäå, ÷åì ñåòêà ðàñ-

ïàäåòñÿ íà ÷àñòè?

Îïðåäåëåíèå. Îñòîâíûì äåðåâîì ãðà�à íàçûâàåòñÿ ïîäãðà�, ñî-

äåðæàùèé âñå åãî âåðøèíû è ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.

7. Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì ãðà�å ñóùåñòâóåò îñòîâíîå äåðåâî.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

8. Â Àâñòðàëèè 101 ãîðîä, è íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè.

Ïðè ýòîì èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîåõàòü â ëþáîé (âîçìîæíî, ñ

ïåðåñàäêàìè) òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì. Ñêîëüêî â ýòîé ñòðàíå äîðîã?

9. Â äîñêó âáèòî 2013 ãâîçäåé. Äèìà è Àíäðåé èãðàþò â èãðó, äåëàÿ

õîäû ïî î÷åðåäè. Çà õîä ìîæíî ñîåäèíèòü äâà åùå íå ñîåäèíåííûõ

ìåæäó ñîáîé ãâîçäÿ íèòêîé. Íà÷èíàåò Äèìà. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðà-

âèëüíîé èãðå, åñëè ïîëó÷èâøèé çàìêíóòóþ öåïü a) ïðîèãðûâàåò; b)

âûèãðûâàåò?
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10. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû àâèàëè-

íèÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî îò ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîëåòåòü äî ëþáîãî

äðóãîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîáûâàòü

â êàæäîì ãîðîäå, ñîâåðøèâ íå áîëåå 196 ïåðåëåòîâ.

11. �àñêðàøåííûé â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà êóáèê ñ ãðàíüþ â îäíó

êëåòêó ïîñòàâèëè íà îäíó èç êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè è ïðîêàòèëè

ïî íåé òàê, ÷òî êóáèê ïîáûâàë íà êàæäîé êëåòêå ðîâíî ïî îäíîìó

ðàçó. Ìîæíî ëè òàê ðàñêðàñèòü êóáèê è òàê ïðîêàòèòü åãî ïî äîñêå,

÷òîáû êàæäûé ðàç öâåòà êëåòêè è ñîïðèêîñíóâøåéñÿ ñ íåé ãðàíè

ñîâïàäàëè?

3 Ôîðìóëà Ýéëåðà. 12 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. �ðà� íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî íàðè-

ñîâàòü íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð.

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ãðà� óêëàäûâàåòñÿ íà íåêîòîðîé ïî-

âåðõíîñòè, åñëè åãî ìîæíî íà íåé íàðèñîâàòü áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð.

Ïëîñêèé ãðà� � ãðà�, óëîæåííûé íà ïëîñêîñòü.

Îïðåäåëåíèå. �ðàíüþ ïëîñêîãî ãðà�à íàçûâàåòñÿ ÷àñòü ïëîñêî-

ñòè, îãðàíè÷åííàÿ ðåáðàìè.

Îïðåäåëåíèå. Â êà÷åñòâå ãðàíè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ÷àñòü

ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåííóþ �âíå� ïëîñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�à. Ýòó

÷àñòü ïëîñêîñòè íàçûâàþò �áåñêîíå÷íîé� ãðàíüþ.

Äëÿ ñâÿçíûõ ïëîñêèõ ãðà�îâ âûïîëíÿåòñÿ �îðìóëà Ýéëåðà

Â+�−�=2, ãäå Â � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðà�å, � � êîëè÷åñòâî ð¼-

áåð, � � êîëè÷åñòâî ãðàíåé, âêëþ÷àÿ �áåñêîíå÷íóþ ãðàíü�. Äàëåå ìû

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïëîñêîì ãðà�å íåò ïåòåëü è ëþáûå äâå âåðøèíû

ñîåäèíåíû íå áîëåå ÷åì îäíèì ðåáðîì.

1. a) Äîêàæèòå �îðìóëó Ýéëåðà äëÿ äåðåâà.

b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðè âûêèäûâàíèè èç ïëîñêîãî ñâÿçíîãî ãðà-

�à êàêîãî-ëèáî ðåáðà îí îñòà¼òñÿ ñâÿçíûì, òî êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, íà

êîòîðûå îí äåëèò ïëîñêîñòü, óìåíüøàåòñÿ íà 1.


) Äîêàæèòå �îðìóëó Ýéëåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ïëîñêî-

ãî ãðà�à.

2. Â êâàäðàòå îòìåòèëè 20 òî÷åê è ñîåäèíèëè èõ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

îòðåçêàìè äðóã ñ äðóãîì è ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà òàê, ÷òî êâàäðàò

ðàçáèëñÿ íà òðåóãîëüíèêè. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü òðåóãîëüíèêîâ?
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3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðà�à, â êîòîðîì õîòÿ áû 3

âåðøèíû, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 2�>3�.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðà�à, â êîòîðîì õîòÿ áû 3

âåðøèíû, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî �63Â−6.
5. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü òðè äîìà, âûðûòü òðè êîëîäöà è ñîåäèíèòü

òðîïèíêàìè êàæäûé äîì ñ êàæäûì êîëîäöåì òàê, ÷òîáû òðîïèíêè

íå ïåðåñåêàëèñü?

6. Ïðàâèòåëüñòâî îäíîé ñòðàíû ïðèêàçàëî ñîåäèíèòü ñêîðîñòíûìè

àâòîáàíàìè ïÿòü ñòîëè÷íûõ ãîðîäîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé áûë ñîåäè-

íåí ñ êàæäûì, è, êðîìå òîãî, îíè íå ïåðåñåêàëèñü (äàáû èçáåæàòü

àâàðèé). Äîêàæèòå, ÷òî áþðîêðàòàì ïðèäåòñÿ ïîçàáîòèòüñÿ î ñòðîè-

òåëüñòâå ìîñòîâ èëè òîííåëåé.

7. Êàæäîå ðåáðî ïîëíîãî ãðà�à ñ 11 âåðøèíàìè ïîêðàøåíî â îäèí èç

äâóõ öâåòîâ: êðàñíûé èëè íå êðàñíûé. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî �êðàñíûé�,

ëèáî �íå êðàñíûé� ãðà� íå ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

8. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ïëîñêîì ãðà�å ñóùåñòâóåò âåð-

øèíà ñòåïåíè íå áîëåå ÷åì ïÿòü.

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïëîñêîãî ãðà�à âûïîëíÿåòñÿ

Â+�−�=Ê+1, ãäå Ê � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

10. a) Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ïëîñêîãî ãðà�à ìîæíî ðàñêðàñèòü

â 6 öâåòîâ òàê, ÷òîáû âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, èìåëè ðàçíûé

öâåò.

b) Äîêàæèòå, ÷òî êîíå÷íàÿ ïëîñêàÿ êàðòà äîïóñêàåò ðàñêðàñêó â 6

öâåòîâ òàêóþ, ÷òî ñîñåäíèå ñòðàíû áóäóò îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

4 Ôîðìóëà Ýéëåðà ÷åðåç �îðìóëó Ïèêà. 16 èþëÿ.

1. Íàéòè ìèíèìàëüíóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ

ñåòêè, èñïîëüçóÿ �îðìóëó Ïèêà.

2. Äàí ñâÿçíûé ïëîñêèé ãðà� (ïëîñêàÿ êàðòà) ñ âåðøèíàìè â óçëàõ

ñåòêè áåç âèñÿ÷èõ âåðøèí, âñå ðåáðà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè.

Ïóñòü V � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ýòîì ãðà�å, E � êîëè÷åñòâî ðåáåð,

F � êîëè÷åñòâî ãðàíåé.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ãðàíåé ãðà�à ðàâíà

I +X +B/2 + S/2− (F − 1),
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ãäå I � êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ óçëîâ âñåõ ãðàíåé, X � êîëè÷åñòâî

óçëîâ íà âíóòðåííèõ ðåáðàõ (íå âêëþ÷àÿ âåðøèíû), B � êîëè÷åñòâî

óçëîâ íà âíåøíèõ ðåáðàõ (íå âêëþ÷àÿ âåðøèíû ãðà�à), S - ñóììà

êîëè÷åñòâ ñòîðîí âíóòðåííèõ ãðàíåé.

b) Äîêàæèòå, ÷òî S +K = 2E, ãäå K � êîëè÷åñòâî ðåáåð, ïðèíàä-

ëåæàùèõ âíåøíåé ãðàíè.


) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü äîïîëíåíèÿ âíåøíåé ãðàíè ðàâíà

(I +X + V −K) + (B +K)/2− 1.

d) Äîêàæèòå �îðìóëó Ýéëåðà: V − E + F = 2.
3. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ

ñåòêè îòíîøåíèå åãî ïëîùàäè ê êâàäðàòó ëþáîé ñòîðîíû ðàöèîíàëü-

íî.

b) Íàéäèòå ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a.

) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåð-

øèíàìè â óçëàõ ñåòêè.

4. a) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M âíóòðè △ ABC òàêèõ,

÷òî △ ABM è △ CBM ðàâíîâåëèêè.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå.


) Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ëåæàò â óçëàõ ñåòêè, ïðè÷åì íà åãî ñòî-

ðîíàõ äðóãèõ óçëîâ íåò, à âíóòðè ëåæèò ðîâíî îäèí óçåë. Äîêàçàòü,

÷òî ýòîò óçåë ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðøèíû âûïóêëîãî n-óãîëüíèêà ëåæàò â óç-
ëàõ êëåò÷àòîé áóìàãè, à âíóòðè è íà åãî ñòîðîíàõ äðóãèõ óçëîâ íåò,

òî n < 5.
6. Êâàäðàò n × n ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íàðèñîâàí íà êëåò÷àòîé

áóìàãå. Äîêàæèòå, ÷òî îí ïîêðûâàåò íå áîëåå (n + 1)2 óçëîâ ñåòêè.

5 Ýéëåðîâ öèêë. 19 èþëÿ.

1. Íà ñõåìå ïðåäñòàâëåíà êàðòà ã. Ê¼íèãñáåðãà ñ èçîáðàæåíèåì

îñòðîâîâ è ìîñòîâ ìåæäó íèìè âî âðåìåíà

Ýéëåðà.

a) Ìîæíî ëè îáîéòè âñå ìîñòû, ïðîõîäÿ ïî

êàæäîìó íå áîëåå îäíîãî ðàçà?

b) êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìîñòîâ

íóæíî äîáàâèòü, ÷òîáû ñòàëî âîçìîæíûì èõ îáîéòè?
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) ïóíêò b), íî îáîéòè è âåðíóòüñÿ íàçàä?

Îïðåäåëåíèå. Ïóòü, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó ãðà�à ðîâíî

îäèí ðàç (íå îáÿçàòåëüíî çàìêíóòûé), íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì. Åñëè

ýéëåðîâ ïóòü çàìêíóò, òî åãî íàçûâàþò ýéëåðîâûì öèêëîì.

2. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû íåñêîëüêî îêðóæíîñòåé, îáðàçóþùèõ

ñâÿçíóþ �èãóðó. Äîêàæèòå, ÷òî ýòó �èãóðó ìîæíî íàðèñîâàòü, íå

îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè.

3. Êðèòåðèé íàëè÷èÿ ýéëåðîâà ïóòè. Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì

ãðà�å ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ ïóòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå áîëåå

äâóõ âåðøèí ãðà�à èìåþò íå÷åòíóþ ñòåïåíü.

4. Êðèòåðèé íàëè÷èÿ ýéëåðîâà öèêëà. Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì

ãðà�å ñóùåñòâóåò ýéëåðîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü

êàæäîé âåðøèíû ÷åòíà.

5. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü ðàçëèíîâàííûé êâàäðàò 4× 4
a) èç 5 ëîìàíûõ äëèíû 8?

b) èç 8 ëîìàíûõ äëèíû 5?

6. Âî âðåìÿ ñîðåâíîâàíèé ïî àâòîãîíêàì íåêîòîðûå àâòîìîáèëè ñòàë-

êèâàëèñü ìåæäó ñîáîé. Îêàçàëîñü, ÷òî èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå

ãðóïïû òàê, ÷òî àâòîìîáèëè, âîøåäøèå â îäíó ãðóïïó, äðóã ñ äðó-

ãîì íå ñòàëêèâàëèñü. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âìÿòèí

ó àâòîìîáèëåé ïåðâîé ãðóïïû ðàâíî ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó âìÿòèí

ó àâòîìîáèëåé âòîðîé ãðóïïû.

Îïðåäåëåíèå. �ðà� íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû

ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òî íå áóäåò ðåáåð ñ êîíöàìè

îäèíàêîâîãî öâåòà.

Óïðàæíåíèå. Ñ�îðìóëèðóéòå ðåçóëüòàò çàäà÷è 6 íà ÿçûêå òåî-

ðèè ãðà�îâ.

7. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð ìîæåò áûòü â äâóäîëüíîì ãðà�å ñ

a) w áåëûìè è b ÷åðíûìè âåðøèíàìè?
b) ñ 2k âåðøèíàìè?

ñ) ñ 2k + 1 âåðøèíîé?
8. Â òóñîâêå ó êàæäûõ äâóõ ëþäåé ðîâíî ïÿòü îáùèõ çíàêîìûõ. Äî-

êàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïàð çíàêîìûõ äåëèòñÿ íà 3.

9. Íà ïëîñêîñòè äàíû 10 òî÷åê: íåñêîëüêî èç íèõ áåëûå, à îñòàëü-

íûå � ÷åðíûå. Íåêîòîðûå òî÷êè ñîåäèíåíû îòðåçêàìè. Íàçîâåì òî÷-

êó ìèñòè÷åñêîé, åñëè áîëåå ïîëîâèíû ñîåäèíåííûõ ñ íåé òî÷åê èìå-

þò öâåò, îòëè÷íûé îò åå öâåòà. Êàæäûì õîäîì âûáèðàåòñÿ îäíà èç
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ìèñòè÷åñêèõ òî÷åê (åñëè òàêèå åñòü) è ïåðåêðàøèâàåòñÿ â ïðîòèâî-

ïîëîæíûé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî õîäîâ íå îñòàíåòñÿ

íè îäíîé ìèñòè÷åñêîé òî÷êè.

10. Ìîæíî ëè âûïèñàòü âñå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, íå îêàí÷èâàþùèåñÿ

íóëÿìè, â ñòðî÷êó òàê, ÷òîáû ïîñëåäíÿÿ öè�ðà êàæäîãî ÷èñëà áûëà

ðàâíà ïåðâîé öè�ðå ñëåäóþùåãî çà íèì?



�ëàâà 5

Òåîðèÿ ÷èñåë.

1 Ñðàâíåíèÿ. 5 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äâà ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëå-

íèè íà ÷èñëî n, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m. Çàïè-
ñûâàþò ýòî òàê: a≡

m
b èëè a ≡ b (modm).

Âàæíûå �àêòû:

� Åñëè ÷èñëà ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, òî èõ ðàçíîñòü ñðàâíèìà ñ

íóëåì ïî ìîäóëþ m, ò. å. äåëèòñÿ íà m.

� Åñëè ðàçíîñòü äâóõ ÷èñåë ñðàâíèìà ñ íóëåì ïî ìîäóëþ m, òî ýòè
÷èñëà ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m.

� Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé:

a) åñëè a≡
m
b, b≡

m
c, òî a≡

m
c; b) a≡

m
a + km, ãäå k � öåëîå ÷èñëî;


) åñëè a≡
m
b, òî a+ c≡

m
b+ c; d) åñëè a≡

m
b è c≡

m
d, òî a+ c≡

m
b+d;

e) åñëè a≡
m
b, òî ac≡

m
bc; f) åñëè a≡

m
b è c≡

m
d, òî ac≡

m
bd;

g) åñëè a≡
m
b, òî ak ≡

m
bk, ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî;

h) ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ac≡
m
bc, íî íå âûïîëíÿåòñÿ a≡

m
b.

i) ñ�îðìóëèðóéòå, êîãäà ìîæíî ñîêðàùàòü íà îäíî è òî æå ÷èñëî

îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ, è äîêàæèòå ýòî ñâîéñòâî.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ: 142013 íà 13; 362013 íà 37.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 72012 + 92013 äåëèòñÿ íà 10.
3. Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè 9121 + 13121 íà 11.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 2006 ·2007 ·2008 ·2009−24 äåëèòñÿ a) íà 2005;
b) íà 2010.

35
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5. Äîêàæèòå, ÷òî a) 2100≡
5
3100; b) 2100≡

13
3100; 
) ïî êàêîìó åù¼ ïðî-

ñòîìó ìîäóëþ ñðàâíèìû 2100 è 3100 (íàéäèòå õîòÿ áû îäèí)?

6.Íà î÷åíü äëèííîé äîñêå çàïèñàëè ÷èñëî 20132013 â äåñÿòè÷íîé çàïè-
ñè. Ïîòîì âìåñòî ýòîãî ÷èñëà çàïèñàëè ñóììó åãî öè�ð. Çàòåì ñíîâà

âìåñòî ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà çàïèñàëè åãî ñóììó öè�ð. Ýòîò ïðîöåññ

ïðîäîëæàëñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàëîñü îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå

÷èñëî îñòàëîñü?

7. Ïóñòü A � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2009, B �

ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë îò 2 äî 2010. Äîêàæèòå, ÷òî A + B
äåëèòñÿ íà 2011.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî (3n − 1)n − 4 äåëèòñÿ íà 3n − 4 ïðè ëþáîì

íàòóðàëüíîì n.
9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî 36n − 26n äåëèòñÿ
íà 35.

10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b

a) an − bn äåëèòñÿ íà a− b ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n;

b) an + bn äåëèòñÿ íà a + b ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì íàòóðàëüíîì n.

11. a) Íàéäèòå âñå k, äëÿ êîòîðûõ 2k − 1 äåëèòñÿ íà 7;
b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2k − 1 äåëèòñÿ íà 11, òî îíî äåëèòñÿ íà 31.

12. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì k ÷èñëî 3k + 5k íå

ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

13. Äîêàæèòå, ÷òî 19 · 8n + 17 ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì ïðè ëþáîì íàòó-

ðàëüíîì n.
14. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: a1 = a2 = 1,

an+2 = an · an+1 + 1. Äîêàæèòå, ÷òî an − 3 � ñîñòàâíîå ÷èñëî ïðè

n > 7.

2 ÍÎÄ. Àëãîðèòì Åâêëèäà. 6 èþëÿ.

1. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 4800 è 3003. Âèòÿ âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü

÷èñåë íà äîñêå è çàìåíÿåò ëþáîå èç ÷èñåë íà ýòó ðàçíîñòü.

a) Ìîæåò ëè îí ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü ÷èñëà 18 è

10?

b) Êàêîå íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî îí ìîæåò ïîëó÷èòü?

2. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà a è b. Âèòÿ âû÷èñëÿåò ðàçíîñòü ÷èñåë

íà äîñêå è çàìåíÿåò ëþáîå èç ÷èñåë íà ýòó ðàçíîñòü.
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a) Äîêàæèòå, ÷òî âñå îáùèå äåëèòåëè ÷èñåë íà äîñêå âñåãäà îäíè

è òå æå;

b) Äîêàæèòå, ÷òî Âèòÿ íå ñìîæåò ïîëó÷èòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

ìåíüøåå (a, b);

) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå êàêîãî-íèáóäü õîäà íà äîñêå îêàæåòñÿ 0;

d) Äîêàæèòå, ÷òî âìåñòå ñ íóëåì íà äîñêå ïðèñóòñòâóåò (a, b).
3. Äîêàæèòå, ÷òî

a) Åñëè a > b, òî (a, b) = (b, a− b);
b) Åñëè a = kb + r, òî (a, b) = (b, r);

) Åñëè a...b, òî (a, b) = b.

4. Íàéäèòå

a) (12751, 10537);
b) (546, 452).

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

5. Íà ïðÿìîé ñèäèò ëÿãóøêà, êîòîðàÿ ìîæåò ïðûãàòü íà 5 ñì èëè

7 ñì âïðàâî èëè âëåâî. Ñìîæåò ëè îíà ñìåñòèòüñÿ ïîñëå íåñêîëüêèõ

ïðûæêîâ âïðàâî íà 3 ñì îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ? Åñëè ñìîæåò, òî

êàê îíà äîëæíà ïðûãàòü?

6. Íàéäèòå êàêèå-íèáóäü öåëûå x è y, äëÿ êîòîðûõ:
a) 12x− 5y = 1;
b) 12x + 5y = 19.

7. Îò ïðÿìîóãîëüíèêà 2013×35 ïî ïðÿìîé îòðåçàþò êâàäðàòû. Êàæ-
äûé ðàç ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, è îò íåãî ìîæíî îòðåçàòü êâàä-

ðàò ñî ñòîðîíîé ðàâíîé ìåíüøåé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà. Òàê äå-

ëàþò, ïîêà íå îñòàíåòñÿ êâàäðàò. ×åìó ðàâíà ñòîðîíà îñòàâøåãîñÿ

êâàäðàòà?

8. Íàéäèòå (2140 − 1, 2120 − 1).
9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n äðîáü

12n+1
30n+2

íåñîêðà-

òèìà.

10. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàçàòü, ÷òî (a +
b; a2 + b2) ðàâåí 1 èëè 2.
11. Äîêàçàòü, ÷òî (m,n > 0 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è n < m)
a) (2n − 1; 2m − 1) = 2(n;m) − 1;
b) (10n − 1; 10m − 1) = 10(n;m) − 1;

) Íàéòè (22 . . . 22︸ ︷︷ ︸

n äâîåê

; 88 . . . 88︸ ︷︷ ︸
m âîñüìåðîê

);

d) Íàéòè ( 88 . . . 88︸ ︷︷ ︸
n âîñüìåðîê

; 22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
m äâîåê

).
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12. Íàéäèòå (11!− 20; 10!− 20).
13. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿþòñÿ òàê: F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 +
Fn. Äîêàæèòå, ÷òî (Fn, Fn−1) = 1.

14. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáü

n4+3n2+1
n3+2n

íåñîêðàòèìà ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

n.
15. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü (3n + 2; 10n+ 23)?

3 Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå. 9 èþëÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îñòàòêè r1, r2, . . . ,rn, ïîëó÷àþùèåñÿ â ïðîöåññå
âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ma+nb,
ãäå m è n öåëûå.

Òåîðåìà 1. Åñëè (a, b) = d, òî íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå m è n, ÷òî
d = ma + nb.
2. Íàéäèòå òàêèå m è n äëÿ (2013; 11285).
3. Õóëèãàíû Âàíÿ è Ñàíÿ ñîðâàëè ñòåííóþ ãàçåòó è ñòàëè ðâàòü åå íà

ìåëêèå êóñî÷êè. Âàíÿ ðàçðûâàë êàæäûé êóñî÷åê, êîòîðûé ïîïàäàåò

åìó â ðóêè, íà 5 ÷àñòåé, à Ñàíÿ íà 10. Ìîãëî ëè â íåêîòîðûé ìîìåíò

ïîëó÷èòüñÿ 1998 îáðûâêîâ?

4. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 5x− 7y = 3
a) íàéäèòå êàêîå-íèáóäü îäíî ðåøåíèå;

b) íàéäèòå êàêèå-íèáóäü òðè ðåøåíèÿ;


) åñëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà 5x1 − 7y1 = 3 è 5x2 − 7y2 = 3, òî
ðàññìîòðèòå èõ ðàçíîñòü;

d) íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 5x− 7y = 3 â öåëûõ ÷èñëàõ.
5. Â ëè�òå äåéñòâóþò äâå êíîïêè: îäíà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîäíèìàòüñÿ

íà a ýòàæåé ââåðõ, è äðóãàÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ñïóñêàòüñÿ íà b ýòàæåé
âíèç. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ëè�òîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, åñëè ñ åãî ïî-

ìîùüþ ìîæíî ïîïàñòü ñ ëþáîãî ýòàæà íà ëþáîé äðóãîé.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè (a, b) > 1 ïîëüçîâàòüñÿ ëè�òîì íåëüçÿ.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè (a, b) = 1 ñóùåñòâóåò òàêîå N (çàâèñÿùåå îò

a è b), ÷òî â äîìå âûñîòîé ïî êðàéíåé ìåðå â N ýòàæåé ïîëüçîâàòüñÿ

ëè�òîì ìîæíî.


) Ïóñòü (a, b) = 1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå N, äëÿ êîòîðîãî èìååò

ìåñòî óòâåðæäåíèå ïóíêòà b).

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

6. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:
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a) 3x + 5y = 13;
b) 10x + 15y = −5;

) −6x + 21y = 18.

7. Íàéäèòå êàêèå-íèáóäü öåëûå ÷èñëà A è B òàêèå, ÷òî

A
999 +

B
1001 =

1
999999.

8. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b íàéäóòñÿ òàêèå íàòó-
ðàëüíûå p è q, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëà p + an è q + bn
âçàèìíî ïðîñòû?

9. Íà áåðåãó ìîðÿ ñòîèò áîëüøàÿ ïóñòàÿ öèñòåðíà ñ êðàíîì, è äâå

ðàçíûõ êàíèñòðû åìêîñòüþ 16 è 25 ëèòðîâ. Ìîæíî ëè íàëèòü â ýòó

öèñòåðíó ðîâíî 1998 ëèòðîâ âîäû?

10. Ïóñòü m è n� íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî

a) (22
n

+ 1; 22
m

+ 1) = 1;

b) (a2
n

+ 1; a2
m

+ 1) =

{

1, åñëè a ÷åòíî

2, åñëè a íå÷åòíî


) (a2
n

− 1, a2
m

− 1) = 1.
11. Ìû õîòèì ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê M×N íà îäèíàêîâûå êâàä-

ðàòû. Êàêîé ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð òàêèõ êâàäðàòîâ ìîæåò ïîëó-

÷èòüñÿ?

12. Íàçîâåì �MN-êîíåì� �èãóðó, êîòîðàÿ õîäèò íàM êëåòîê â îäíîì

íàïðàâëåíèè è íà N êëåòîê â äðóãîì, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïåðâîìó.

Ïðè êàêèõ M è N òàêîé MN-êîíü ìîæåò äîñêàêàòü äî ëþáîé êëåòêè

áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêè?

13. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 2000x + 513y = 329.
14. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:

a) −7x + 4y + 9z = 89;
b) 10x + 13y + 8z = 143.

) ñêîëüêî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ ìîæåò èìåòü óðàâíåíèå

ax + by + cz = d?

4 Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. 11 èþëÿ

1. Ñîñòàâüòå òàáëèöó óìíîæåíèÿ íåíóëåâûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 4, 5,

6, 7. Ïî÷åìó â îäíèõ òàáëèöàõ âñòðå÷àþòñÿ íóëè, à â äðóãèõ � íåò?

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîäóëü � ïðîñòîé, òî â êàæäîé ñòðîêå è â êàæ-

äîì ñòîëáöå òàáëèöû óìíîæåíèÿ îñòàòêîâ âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû.(Òî
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åñòü, êàæäàÿ ñòðîêà òàáëèöû ñîäåðæèò âñå íåíóëåâûå îñòàòêè, ïåðå-

ñòàâëåííûå â äðóãîì ïîðÿäêå.)

3. Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p.
Äîêàæèòå, ÷òî:

a) ÷èñëà a, 2a, 3a, . . . , (p−1)a äàþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïî ìîäóëþ
p.
b) a× 2a× 3a× . . .× (p− 1)a≡

p
(p− 1)!


) (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî

è a íå äåëèòñÿ íà p, òî ap−1≡
p
1.

Îïðåäåëåíèå. �ðà�îì óìíîæåíèÿ íà îñòàòîê n ïî ìîäóëþ m íà-

çûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò îñòàò-

êè îò äåëåíèÿ íàm, à èç êàæäîé âåðøèíû k åäèíñòâåííîå ðåáðî âåäåò
â âåðøèíó kn.
4. a) Ïîñòðîéòå ãðà�û óìíîæåíèÿ íà 2, 3 è 5 ïî ìîäóëþ 10, íà 3 ïî

ìîäóëþ 9, íà 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïî ìîäóëþ 7.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ãðà� óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîé îñòàòîê ïî ïðî-

ñòîìó ìîäóëþ ðàçëàãàåòñÿ íà öèêëû ðàâíîé äëèíû.


) Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ï. b), äîêàæèòå ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

5. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 8900 íà 31.
6. Äîêàæèòå, ÷òî 162n+1 + (2n + 1)16 äåëèòñÿ íà 17, åñëè (2n + 1) íà
17 íå äåëèòñÿ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 30121 + 12130 � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

8. Äîêàæèòå, ÷òî n7 − n äåëèòñÿ íà 42 ïðè ëþáîì n.
9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî íå êðàòíîå 17, òî îäíî

èç ÷èñåë n8 + 1, n4 + 1, n2 + 1, n + 1, n− 1 äåëèòñÿ íà 17.
10. Ìàòåìàòè÷åñêèå õóëèãàíû �ðèøà è Âîâà êàòàþòñÿ íà ëè�òå 17-

ýòàæíîãî äîìà. Îíè ñàäÿòñÿ â ëè�ò íà ýòàæå ñ íîìåðîì n, (n 6= 17)
è åäóò íà ýòàæ, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ n2

íà 17.

Ïîñëå ýòîãî îíè óìíîæàþò íà n íîìåð ýòàæà, íà êîòîðîì îêàçàëèñü,

è åäóò íà ýòàæ ñ íîìåðîì, ðàâíûì îñòàòêó îò äåëåíèÿ íà 17 ïîëó÷åí-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íà êàêîì ýòàæå ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ïÿòíàäöàòàÿ

ïîåçäêà?

11. Âîâå è �ðèøå íàäîåëî âñïîìèíàòü, ñ êàêîãî ýòàæà îíè íà÷àëè

ïóòåøåñòâèå, è òåïåðü îíè ïðîñòî âîçâîäÿò â êâàäðàò íîìåð ýòàæà,

íà êîòîðîì íàõîäÿòñÿ, è åäóò íà ýòàæ ñ íîìåðîì, ðàâíûì îñòàòêó
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îò äåëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà 17. Ñêîëüêî ïîåçäîê óäàñòñÿ èì ñîâåðøèòü

òàêèì ñïîñîáîì?

12. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå 5. Äîêàæèòå, ÷òî:

a) 11111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
p åäèíèö

íå äåëèòñÿ íà p.

b) 11111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
p−1 åäèíèöà

äåëèòñÿ íà p.

13. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 1 + 2n + . . . + 5n. Ñóùåñòâóþò ëè
5 èäóùèõ ïîäðÿä å¼ ÷ëåíîâ, äåëÿùèõñÿ íà 2005?

14. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî (a + b)p≡
p
ap + bp äëÿ

ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a è b.
15. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî pq +
qp≡

pq
p + q.

16. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Íàïèøåì 
íà÷àëà p åäèíèö, çàòåì p
äâîåê, p òðîåê, p ÷åòâ¼ðîê, p ïÿò¼ðîê, p øåñò¼ðîê, p ñåì¼ðîê, p âîñü-
ì¼ðîê è p äåâÿòîê. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ÷èñëî

ïðè äåëåíèè íà p äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, ÷òî è ÷èñëî 123 456 789.
17. Äîêàæèòå, ÷òî m61n − n61m êðàòíî 56786730 ïðè ëþáûõ öåëûõ

m è n.
18. Íàéäèòå âñå òàêèå ïðîñòûå ÷èñëà p, ÷òî 5p

2

− 1 êðàòíî p.
19. Ïóñòü p è p+ 2 � ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî 2p(p+ 1)(p+ 2)
ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë pp+2 − p è (p + 2)p − p− 2.

5 Àëãåáðà. 22 èþëÿ.

1. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: a) 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) = n2; b) 1 · 1! +
2 · 2! + . . . + n · n! = (n + 1)!− 1.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 7999973 � ñîñòàâíîå.

3. Âû÷èñëèòå: 70 · (719 + 718 + . . . + 712 + 72) + 1.
4. Óïðîñòèòå: (2 + 1)(22 + 1)(24 + 1)(28 + 1)(216 + 1)(232 + 1).
5. �îìà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ê ëþáîìó äâóçíà÷íîìó ÷èñëó ïðèïè-

ñàòü ñïðàâà ÷èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öè�ðàìè, íî â îáðàòíîì ïî-

ðÿäêå, òî ïîëó÷èì ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 11 áåç îñòàò-

êà. Ïðàâ ëè îí?

6. Äîêàæèòå, ÷òî 200000132+200000132 · 200000142+200000142 � òî÷-

íûé êâàäðàò.
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7. Íàéäèòå çíàêî÷åðåäóþùóþñÿ ñóììó 502 ·500−503 ·499+504 ·498−
505 · 497 + . . . + 1000 · 2− 1001 · 1.
8. Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî 2013 · 2014 · 2015 · 2016 + 1 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

êâàäðàòîì?

9. Ïðåäñòàâüòå âûðàæåíèå 2x2 + 2y2 â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

10. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íå÷¼òíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ðàçíîñòè êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë.

11. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñëî, êðàòíîå 4, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ðàçíîñòè êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë.

12. �àçëîæèòü íà ìíîæèòåëè: a) a4+4; b) a4+a2+1; 
) a8+a4+1;
d) 81a4 + 4.
13.Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. a)44 . . . 4︸ ︷︷ ︸

200 ðàç

− 88 . . . 8︸ ︷︷ ︸
100 ðàç

;

b) 44 . . . 4︸ ︷︷ ︸
2n

+22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n+1

+88 . . .︸ ︷︷ ︸
n

+7; 
) 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2n

− 22 . . . 2︸ ︷︷ ︸
n

.

14. Ïðî íå÷¼òíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî

a2 + b2 + c2 äåëèòñÿ íà a + b + c. Äîêàçàòü, ÷òî è ÷èñëî ab + ac + bc
òîæå äåëèòñÿ íà a + b + c.
15. Äîêàæèòå, ÷òî 340 + 620 + 238 � ïîëíûé êâàäðàò.

16. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 49 + 610 + 320 ïðîñòûì?

17. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: 12 + 22 + . . . + n2 = n(n+1)(2n+1)
6 .

18. Ïðè êàêèõ öåëûõ n ÷èñëî 3n4 − 8n2 − 3 áóäåò ïðîñòûì? Íàéòè
ýòî ïðîñòîå ÷èñëî.



�ëàâà 6

�àçíîå.

1 �àçíîáîé � 1. 16 èþëÿ.

1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π(x) ïðîèçâåäåíèå öè�ð ÷èñëà x. Â ðÿä âûïèñà-

íû ÷èñëà Π(1885), Π(1886), Π(1887), . . . . Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷å-
ñòâî ÷èñåë, çàïèñàííûõ ïîäðÿä, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè?

2. Ó Âàñè áûëî 2005 íàñòîÿùèõ ìîíåò. Îäíó èç íèõ çàìåíèëè íà

�àëüøèâóþ. Âàñå õî÷åòñÿ çà îäíî âçâåøèâàíèå íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ

áåç ãèðü íàéòè êàê ìîæíî áîëüøå íàñòîÿùèõ ìîíåò. ×òî îí äîëæåí

ñäåëàòü è ñêîëüêî íàñòîÿùèõ ìîíåò îí ñìîæåò íàéòè?

3. �îìà øåë ïî äîðîãå è âñòðåòèë òðàêòîð, òàùèâøèé çà ñîáîé äëèí-

íóþ òðóáó. �îìà ðåøèë èçìåðèòü äëèíó òðóáû. Äëÿ ýòîãî îí ïðîøåë

âäîëü íåå �ïðîòèâ äâèæåíèÿ òðàêòîðà� è íàñ÷èòàë 20 øàãîâ. Ïîñëå

ýòîãî îí ïðîøåë âäîëü òðóáû �ïî äâèæåíèþ òðàêòîðà� è íàñ÷èòàë 140

øàãîâ. Çíàÿ, ÷òî åãî øàã ðàâåí 1 ì, �îìà ñìîã íàéòè äëèíó òðóáû.

×åìó îíà ðàâíà?

4. Âàñÿ, Ïåòÿ è åùå 2009 ÷åëîâåê âñòàëè â êðóã, ïðè ýòîì Âàñÿ è Ïåòÿ

íàõîäÿòñÿ íå ðÿäîì. Ïîñëå ýòîãî Âàñÿ âûáèðàåò ëþáîãî èç äâóõ ñâîèõ

ñîñåäåé è �ïÿòíàåò� åãî (õëîïàåò ïî ïëå÷ó). Ïîòîì ýòî äåëàåò Ïåòÿ,

ïîòîì ñíîâà Âàñÿ è ò.ä. Òîò, êîãî çàïÿòíàëè, âûõîäèò èç êðóãà (è

êðóã ñóæàåòñÿ). Òîò èç äâóõ èãðîêîâ, êîòîðûé çàïÿòíàåò äðóãîãî,

âûèãðûâàåò. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Â ñòðàíå ÷óäàêîâ íà ÷àñàõ ÷àñîâàÿ ñòðåëêà äâèæåòñÿ òàê, êàê îíà

äâèæåòñÿ íà îáû÷íûõ ÷àñàõ ñî ñòðåëêàìè, à ìèíóòíàÿ � â îáðàòíîì

íàïðàâëåíèè. Â îñòàëüíîì ÷àñû â ñòðàíå ÷óäàêîâ íè÷åì íå îòëè÷à-

þòñÿ îò îáû÷íûõ ÷àñîâ. Ïóòåøåñòâåííèê â ñòðàíå ÷óäàêîâ ïîñìîòðåë

íà óëè÷íûå ÷àñû è óâèäåë, ÷òî ìèíóòíàÿ è ÷àñîâàÿ ñòðåëêà ñîâïà-

43
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äàþò è ðàñïîëîæåíû ìåæäó 4 è 5 ÷àñàìè. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè

ïóòåøåñòâåííèê ïîñìîòðåë íà ÷àñû?

6. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 100. Âàñÿ è Ïåòÿ ïî î÷åðåäè âû-

÷åðêèâàþò íàïèñàííûå ÷èñëà, íà÷èíàåò Âàñÿ. Òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà

âñå îñòàâøèåñÿ ÷èñëà áóäóò îäíîâðåìåííî äåëèòüñÿ íà íàòóðàëüíîå

÷èñëî, áîëüøåå 1, ëèáî íå âû÷åðêíóòûì îñòàíåòñÿ ðîâíî îäíî ÷èñëî,

ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

7. Ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç âíóòðåííåé òî÷êè ðàâíîñòîðîí-

íåãî òðåóãîëüíèêà íà åãî ñòîðîíû, è îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ýòó òî÷-

êó ñ âåðøèíàìè, ðàçáèâàþò òðåóãîëüíèê íà øåñòü ïðÿìîóãîëüíûõ

òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé òð¼õ èç íèõ, âçÿòûõ

÷åðåç îäèí, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé òð¼õ îñòàëüíûõ.

8. Èìåþòñÿ ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî

ðàññòàâèòü â ðÿä òàê, ÷òî ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà ÷åòíûõ ìåñòàõ,

áûëà áû áîëüøå ñóììû ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ?

2 �àçíîáîé � 2. 20 èþëÿ.

1. Ïîëóîêðóæíîñòè, ïîñòðîåííûå íà êàòåòàõ è ãèïîòåíóçå,

êàê íà äèàìåòðàõ, îáðàçóþò �ëóíî÷êè�. Äî-

êàæèòå, ÷òî îáùàÿ ïëîùàäü ýòèõ ëóíî÷åê

ðàâíà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà.

2. Â ãàíäáîëüíîì òóðíèðå â îäèí êðóã (êàæ-

äàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ðîâíî îäèí

ðàç, çà ïîáåäó äàþò 2 î÷êà, çà íè÷üþ � 1, çà

ïîðàæåíèå � 0) ïðèíÿëî ó÷àñòèå 16 êîìàíä.

Âñå êîìàíäû íàáðàëè ðàçíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïðè÷åì êîìàíäà, çà-

íÿâøàÿ 7 ìåñòî, íàáðàëà 21 î÷êî. Äîêàæèòå, ÷òî ïîáåäèòåëü õîòÿ áû

îäèí ðàç ñûãðàë âíè÷üþ.

3. Èç ëèñòà êëåò÷àòîé áóìàãè ðàçìåðîì 29×29 êëåòî÷åê âûðåçàëè 99
êâàäðàòèêîâ 2× 2 (ðåæóò ïî ëèíèÿì). Äîêàçàòü, ÷òî èç îñòàâøåéñÿ
÷àñòè ëèñòà ìîæíî âûðåçàòü åù¼ õîòÿ áû îäèí òàêîé æå êâàäðàòèê.

4. Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ïðîâåäåíû âñå äèàãîíàëè. Êàæäàÿ âåð-

øèíà è êàæäàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé îêðàøåíû â ñèíèé

öâåò. Âàñÿ õî÷åò ïåðåêðàñèòü ýòè ñèíèå òî÷êè â êðàñíûé öâåò. Çà

îäíó îïåðàöèþ åìó ðàçðåøàåòñÿ ïîìåíÿòü öâåò âñåõ îêðàøåííûõ òî-

÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ëèáî îäíîé èç ñòîðîí ëèáî îäíîé èç äèàãîíàëåé
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íà ïðîòèâîïîëîæíûé (ñèíèå òî÷êè ñòàíîâÿòñÿ êðàñíûìè, à êðàñíûå

� ñèíèìè). Ñìîæåò ëè îí äîáèòüñÿ æåëàåìîãî, âûïîëíèâ êàêîå-òî

êîëè÷åñòâî îïèñàííûõ îïåðàöèé?

5. Äâàäöàòü ðûöàðåé íàäåëè äâàäöàòü ïëàùåé, è êàæäîìó ïëàù îêà-

çàëñÿ êîðîòîê. Òîãäà ðûöàðè, ñíÿâ ïëàùè, âûñòðîèëèñü ïî ðîñòó. Ñà-

ìûé âûñîêèé ðûöàðü âçÿë ñåáå ñàìûé äëèííûé ïëàù, âòîðîé âçÿë

ñåáå ñàìûé äëèííûé ïëàù èç îñòàâøèõñÿ è ò.ä. �ûöàðü ñàìîãî ìà-

ëåíüêîãî ðîñòà âçÿë ñåáå ñàìûé êîðîòêèé ïëàù. Äîêàæèòå, ÷òî è â

ýòîì ñëó÷àå êàæäîìó ðûöàðþ ïëàù îêàæåòñÿ êîðîòîê.

6. Èìååòñÿ 3 áåëûõ è 2002 ÷åðíûõ øàðà. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè áå-

ðóò èëè îäèí, èëè äâà øàðà. Øàðû ðàíî èëè ïîçäíî çàêàí÷èâàþòñÿ,

à âûèãðûâàåò òîò, ó êîãî â èòîãå îêàçûâàåòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî áåëûõ

øàðîâ (0 � ÷åòíîå ÷èñëî). Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

3 Èíäóêöèÿ è ñïóñê. 10 èþëÿ.

� Ìåòîä ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè ê ìåíüøåìó ÷èñëó ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ, íàçûâàåòñÿ ñïóñêîì.

� Ìåòîä ðåøåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïîèñêå íàèìåíüøåãî ÷èñëà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå çàäà÷è íåâåðíî,

ñ ïîñëåäóþùèì ïîëó÷åíèåì ïðîòèâîðå÷èÿ, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì

ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà.

� Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè � ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè óòâåðæäåíèé, îñíîâàííûé íà äîêàçàòåëüñòâå ïåð-

âîãî óòâåðæäåíèÿ (áàçû èíäóêöèè) è äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî èç

n-îãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò (n + 1)-îå óòâåðæäåíèå (èíäóêöèîí-
íûé ïåðåõîä).

1. �îëîâîëîìêà ¾Õàíîéñêèå áàøíè¿ èìååò òðè ñòåðæíÿ. Íà îäíîì

íàõîäèòñÿ ïèðàìèäêà èç íåñêîëüêèõ êîëåö (óìåíüøàþùèõñÿ ñíèçó

ââåðõ). Ýòó ïèðàìèäêó íóæíî ïåðåëîæèòü íà äðóãîé ñòåðæåíü, ñî-

áëþäàÿ ïðàâèëà èãðû: íåëüçÿ ïåðåíîñèòü ñðàçó íåñêîëüêî êîëåö è

íåëüçÿ êëàñòü áîëüøåå êîëüöî ïîâåðõ ìåíüøåãî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè

ëþáîì êîëè÷åñòâå n êîëåö ãîëîâîëîìêà èìååò ðåøåíèå è ïðè ýòîì

äîñòàòî÷íî 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèé.
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2. Íåñêîëüêî ïðÿìûõ äåëÿò ïëîñêîñòü íà ÷àñòè. Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî

ðàñêðàñèòü ýòè ÷àñòè â áåëûé è ÷¼ðíûé öâåò òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå

÷àñòè (èìåþùèå îáùèé îòðåçîê ãðàíèöû) áûëè ðàçíîãî öâåòà

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ñóììó, íà÷èíàÿ ñ 8 êîïååê, ìîæíî âûïëà-

òèòü ìîíåòàìè ïî 3 êîïåéêè è 5 êîïååê.

4. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî ÷èñëî ëþäåé, ñäåëàâøèõ ñåãîäíÿ íà

ëèíåéêå íå÷åòíîå ÷èñëî ðóêîïîæàòèé, ÷¼òíî.

5. Íà êðàþ ïóñòûíè èìååòñÿ áîëüøîé çàïàñ áåíçèíà è ìàøèíà, êî-

òîðàÿ ïðè ïîëíîé çàïðàâêå ìîæåò ïðîåõàòü 50 êèëîìåòðîâ. Èìåþòñÿ

(â íåîãðàíè÷åííîì êîëè÷åñòâå) êàíèñòðû, â êîòîðûå ìîæíî ñëèâàòü

áåíçèí èç áåíçîáàêà ìàøèíû è îñòàâëÿòü íà õðàíåíèå (â ëþáîé òî÷êå

ïóñòûíè). Äîêàæèòå, ÷òî ìàøèíà ìîæåò ïðîåõàòü ëþáîå ðàññòîÿíèå.

(Êàíèñòðû ñ áåíçèíîì âîçèòü íå ðàçðåøàåòñÿ, ïóñòûå ìîæíî âîçèòü

â ëþáîì êîëè÷åñòâå.)

6. Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3×n (3 ñòðîêè, n ñòîëáöîâ) ðàññòàâëåíû �èøêè

òðåõ öâåòîâ ïî n øòóê êàæäîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàâëÿÿ

�èøêè â ñòðî÷êàõ, ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå áûëè

�èøêè âñåõ òðåõ öâåòîâ.

Çàäà÷è äëÿ óåäèíåííîãî ðàçìûøëåíèÿ.

7. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò 2n×2n áåç óãëîâîé êëåòêè ìîæíî ðàçðåçàòü
íà óãîëêè èç òðåõ êëåòîê.

8. Îòðÿä äåâî÷åê îòïðàâèëñÿ â ïîõîä. Ïîñëå òîãî, êàê îíè âåðíóëèñü,

èõ ðîäèòåëÿì ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ èñêóïàëàñü

â ïîõîäå áåç ðàçðåøåíèÿ, è êàæäûé ðåøèë âûñå÷ü ñâîþ äî÷ü, åñëè

óçíàåò î òîì, ÷òî îíà êóïàëàñü. Êàæäîå óòðî äåâî÷êè îáìåíèâàþòñÿ

ñëóõàìè î òîì, êòî èñêóïàëñÿ â ïîõîäå è êîãî âûñåêëè ðîäèòåëè, êî-

òîðûå ñîîáùàþò âå÷åðîì ðîäèòåëÿì (èñêëþ÷àÿ èí�îðìàöèþ î òîì,

êóïàëèñü ëè îíè ñàìè). ×åðåç 13 äíåé íåñêîëüêî îòöîâ, ïîëó÷èâ î÷å-

ðåäíóþ ïîðöèþ èí�îðìàöèè, äîãàäàëèñü î ïðîâèííîñòè èõ äî÷åðåé

è âûñåêëè èõ. Ñêîëüêî äåòåé ïîëó÷èëî â ýòîò âå÷åð íàêàçàíèå?

9. Íà êîëüöåâîé àâòîìîáèëüíîé äîðîãå ñòîÿò íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ

àâòîìîáèëåé. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè âåñü áåíçèí, íàõîäÿùèéñÿ â àâòî-

ìîáèëÿõ, ñëèòü â îäèí èç íèõ, òî ýòîò àâòîìîáèëü ñìîæåò ïðîåõàòü

ïî âñåé êîëüöåâîé äîðîãå ïî êðóãó äî ìåñòà ñòàðòà. Äîêàæèòå, ÷òî

õîòÿ áû îäèí èç àâòîìîáèëåé ñìîæåò ïðîåõàòü ïî êîëüöåâîé äîðîãå

ïî êðóãó äî ìåñòà ñòàðòà, çàáèðàÿ ïî äîðîãå áåíçèí ó äðóãèõ àâòî-

ìîáèëåé.



�ëàâà 7

Ìàòåìàòè÷åñêèå áîè.

1 Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé. 12 èþëÿ.

1. Èçâåñòíî, ÷òî p, q � ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå

äâóõ. Äîêàæèòå, ÷òî p + q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ 1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå è ap≡
p
bp, òî ap≡

p2
bp.

3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ìîæíî çàìîñòèòü äîñêó n×n äîìèíîø-

êàìè 1×2 , êîòîðûå ðàçðåøàåòñÿ ðàñïîëàãàòü òîëüêî ãîðèçîíòàëüíî,
è ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1× 3, êîòîðûå ðàçðåøàåòñÿ ðàñïîëàãàòü òîëüêî
âåðòèêàëüíî? (Äâå ñòîðîíû äîñêè óñëîâíî ñ÷èòàþòñÿ ãîðèçîíòàëü-

íûìè, à äâå äðóãèå - âåðòèêàëüíûìè.)

4. Â ãîðîäå ×å, â êîòîðîì æèâåò Ïàâåë ×, íîìåð òðàìâàéíîãî áèëåòà

ñîñòîèò èç 9 öè�ð, ò. å. îò 000 000 000 äî 999 999 999. Æèòåëè ãîðîäà

×å íàçûâàþò áèëåò �íåñ÷àñòëèâûì�, åñëè 9 öè�ð åãî íîìåðà ìîæíî

ðàçáèòü íà 3 ãðóïïû ïî 3 öè�ðû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììû öè�ð

â êàæäîé ãðóïïå áûëè îäèíàêîâû. Íàïðèìåð, íîìåð 148 953 381 �

�íåñ÷àñòëèâûé� (1 + 8 + 5 = 4 + 9 + 1 = 3 + 3 + 8). Äîêàæèòå, ÷òî
êîëè÷åñòâî �íåñ÷àñòëèâûõ� áèëåòîâ â ãîðîäå ×å ÷åòíî.

5. Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû 2013×2013 ñòîèò ÷èñëî +1 èëè -1. Ìîæåò

ëè ñóììà ïðîèçâåäåíèé ïî âñåì ñòðîêàì è âñåì ñòîëáöàì òàáëèöû

áûòü ðàâíîé íóëþ?

6. Äàíû △ ABC è òàêèå òî÷êè D è E, ÷òî óãëû ∠ADB è ∠CEB
ïðÿìûå. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà DE íå áîëüøå ïîëóïåðèìåòðà

△ ABC.
7. Ìèññèñ Õàäñîí è Äîêòîð Âàòñîí çàãàäàëè ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó.

Êàæäûé èç íèõ ïîñ÷èòàë ñóììó âñåõ äåëèòåëåé ñâîåãî ÷èñëà (âêëþ-

÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî) è ñóììó ÷èñåë, îáðàòíûõ ê äåëèòåëÿì. Êîãäà

Øåðëîê Õîëìñ óçíàë, ÷òî è ïåðâûå, è âòîðûå ñóììû åãî äðóçåé ñîâ-

47
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ïàëè, îí ñðàçó äîãàäàëñÿ, ÷òî ìèññèñ Õàäñîí è äîêòîð Âàòñîí çàãà-

äàëè îäíî è òî æå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî Øåðëîê Õîëìñ ïðàâ.

8. Èìååòñÿ äâàäöàòü îäèíàêîâûõ íà âèä ìîíåò, îäíà èç íèõ âåñèò

9,9 ã, äâå äðóãèå - ïî 9,8 ã, à âñå îñòàâøèåñÿ - ïî 10 ã. Ìîæíî ëè çà

äâà âçâåøèâàíèÿ íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü âûÿâèòü õîòÿ áû îäíó

äåñÿòèãðàììîâóþ ìîíåòó?

2 Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé. 6-7 êëàññ. 17 èþëÿ.

1. Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòà 5 × 5 ñèäèò ëèáî ðûöàðü, ëèáî ëæåö.
Êàæäûé èç íèõ çàÿâèë: ��îâíî ïîëîâèíà ìîèõ ñîñåäåé ïî ñòîðîíå �

ðûöàðè�. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî áûòü â êâàäðàòå?

2. Â îòðÿäå ðîâíî ïîëîâèíà äåòåé óìååò èãðàòü â �óòáîë, äâå òðåòè

� â âîëåéáîë, òðè ÷åòâåðòè � â ãàíäáîë, ÷åòûðå ïÿòûõ � â ïèîíåðáîë.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ó÷àñòèÿ â Óíèâåðñèàäå ìîæíî âûáðàòü ïî 10 ÷å-
ëîâåê íà êàæäûé âèä ñïîðòà òàê, ÷òîáû íèêòî íå ó÷àñòâîâàë â äâóõ

âèäàõ ñïîðòà îäíîâðåìåííî.

3. Âàñÿ è Ïåòÿ èãðàþò â èãðó. Íà ïÿòè êëàâèàòóðàõ åñòü 100, 101, 102,
103 è 104 êëàâèøè ñîîòâåòñòâåííî. Çà õîä ìîæíî âûëîìàòü ïî îäíîé
êëàâèøå èç äâóõ ðàçíûõ êëàâèàòóð. Ïåòÿ õîäèò ïåðâûì. Ïðîèãðû-

âàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé

èãðå?

4. Êàçíà÷åé Ìàòâåé ïîëîæèë â êàæäóþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà 3×6
ïî îäíîé ìîíåòå. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî ñóììàðíûé âåñ âñåõ ìîíåò â

êàæäîé ëèíèè (ñòðî÷êè è ñòîëáöû), êðîìå îäíîé, îäèíàêîâ. Êàê çà

îäíî âçâåøèâàíèå íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü, â êàêîé

èìåííî ëèíèè âåñ îòëè÷àåòñÿ îò îñòàëüíûõ?

5. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî �èãóðîê 1× 2× 2 ìîæíî âûðåçàòü
èç êóáà 3× 3× 3?
6. Íåñêîëüêî êðîëèêîâ ïîñòðîèëèñü â ðÿä. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé

êðîëèê, êðîìå äâóõ êðàéíèõ, èìååò ïîðîâíó äðóçåé ñëåâà è ñïðàâà

îò íåãî. Äîêàæèòå, ÷òî ó äâóõ êðàéíèõ êðîëèêîâ ïîðîâíó äðóçåé.

7. Õðîìîé êîðîëü ìîæåò õîäèòü íà ëþáóþ ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå èëè

óãëó êëåòêó äîñêè, êðîìå âåðõíåé è íèæíåé (íå áîëåå 6 âîçìîæíûõ
õîäîâ ñ êàæäîé êëåòêè). Ìîæåò ëè õðîìîé êîðîëü îáîéòè âñå êëåòêè

äîñêè 9× 9, ïîáûâàâ íà êàæäîé êëåòêå ïî îäíîìó ðàçó è âåðíóâøèñü
íà èñõîäíîå ïîëå?
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8. Ýëåêòðîííàÿ ñõåìà �ïîæàðíîé ñèãíàëèçàöèè� ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ

êíîïîê. Êàæäàÿ êíîïêà óïðàâëÿåò ñâîèì ïåðåêëþ÷àòåëåì: å¼ íàæà-

òèå ïåðåêëþ÷àåò åãî èç ïîëîæåíèÿ �âêë� â ïîëîæåíèå �âûêë� è îá-

ðàòíî. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå âûêëþ÷àòåëåé íåèçâåñòíî. �Ïîæàðíàÿ

ñèãíàëèçàöèÿ� ïîäà¼ò ñèãíàë òðåâîãè íà íåñëûøèìîé (óëüòðàçâóêî-

âîé) ÷àñòîòå â òîò ìîìåíò, êîãäà íå ìåíåå òð¼õ âûêëþ÷àòåëåé îêà-

çûâàþòñÿ â ïîëîæåíèè �âêë�. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî íàæàòèé

íà êíîïêè ìîæíî ãàðàíòèðîâàííî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âêëþ÷èëñÿ

ñèãíàë òðåâîãè?

3 Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé. 7-8 êëàññ. 17 èþëÿ.

1. Äâîå èãðàþò â èãðó. Ïåðâûé ïèøåò íà äîñêå ÷èñëî 1. Âòîðîé ïðè-

áàâëÿåò ê íåìó 1 èëè 2, è ïèøåò ðåçóëüòàò íà äîñêå. Ïåðâûé ïðè-

áàâëÿåò ê ÷èñëó íà äîñêå 1, 2 èëè 3, è îïÿòü çàïèñûâàåò ðåçóëüòàò.

Âòîðîé óâåëè÷èâàåò ÷èñëî íà äîñêå íà 1, 2, 3 èëè 4 è ïèøåò ðåçóëü-

òàò è ò. ä. Ïîáåæäàåò òîò, êòî íàïèøåò ÷èñëî 10 000. Êòî âûèãðûâàåò

ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2. Â △ ABC AH � âûñîòà, BM � ìåäèàíà è CL � áèññåêòðèñà òî÷-

êàìè ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Ìîæåò ëè ïîëó÷èâøèéñÿ

òðåóãîëüíèê áûòü ðàâíîñòîðîííèì?

3. Â êâàäðàòíîé òàáëèöå ðàçìåðîì 3 × 3 çàïèñàíû 9 ÷èñåë òàê, ÷òî

ñóììû ÷èñåë â ñòðîêàõ, ñòîëáöàõ è íà êàæäîé èç äâóõ äèàãîíàëåé

ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ñóììà âñåõ äåâÿòè ÷èñåë ðàâíà 2001. Êàêîå ÷èñ-

ëî ìîæåò ñòîÿòü â öåíòðàëüíîé êëåòêå òàáëèöû?

4.Íà îêðóæíîñòè èìååòñÿ 24 òî÷êè, êîòîðûå â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå

çàíóìåðîâàíû íå÷åòíûìè ÷èñëàìè îò 3 äî 49. Äâà ÷èñëà ñîåäèíÿþòñÿ

õîðäîé â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà

äðóãîå. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâå õîðäû, ïåðåñåêàþùèåñÿ âíóòðè

îêðóæíîñòè.

5. Íàçîâåì ðàñêðàñêó êëåòîê äîñêè 6 × 6 â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà

õîðîøåé, åñëè ó êàæäîé êëåòêè íàéäåòñÿ ñîñåäíÿÿ ïî ñòîðîíå êëåòêà

òàêîãî æå öâåòà. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ õîðîøàÿ ðàñêðàñêà, êîòîðàÿ

ïðè çàìåíå áåëîãî öâåòà íà ÷åðíûé, à ÷åðíîãî � íà áåëûé â ëþáîì

ñòîëáöå èëè â ëþáîé ñòðîêå ñòàíîâèòñÿ íåõîðîøåé?
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6. Äàí âûïóêëûé ñåìèóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî îäíó èç åãî âåðøèí

ìîæíî óäàëèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íèêàêèå òðè äèàãîíàëè, ñîåäè-

íÿþùèå îñòàâøèåñÿ âåðøèíû, íå èìåëè îáùåé âíóòðåííåé òî÷êè.

7. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò ìóæ÷èíû è æåíùèíû, âñåãî 100 ÷åëî-

âåê. Áóäåì íàçûâàòü ÷åëîâåêà äîâîëüíûì, åñëè åãî ñîñåä ñïðàâà �

ïðîòèâîïîëîæíîãî ïîëà. Èçâåñòíî, ÷òî äîâîëüíûõ ìóæ÷èí � 20% (îò

îáùåãî ÷èñëà ìóæ÷èí), äîâîëüíûõ æåíùèí � 30% (îò îáùåãî ÷èñëà

æåíùèí). Ñêîëüêî ìóæ÷èí ñèäèò çà ñòîëîì? Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü

îòâåò.

8. Äâà ÷èñëà m è n íàçîâåì ðîäñòâåííûìè, åñëè, âî-ïåðâûõ, îíè

èìåþò îäíè è òå æå ïðîñòûå äåëèòåëè, è, âî-âòîðûõ, ÷èñëà m − 1
è n − 1 îáëàäàþò òàêèì æå ñâîéñòâîì. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð ðîäñòâåííûõ ÷èñåë.



�ëàâà 8

Âîïðîñû ê çà÷åòó.

I Êîìáèíàòîðèêà

1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â

ñëîâå �ãèïîòåíóçà�?

Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë èç íå÷åòíûõ öè�ð,

èñïîëüçóÿ êàæäóþ öè�ðó ïî ðàçó?

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûëîæèòü n ïðåäìåòîâ â ðÿä?

Êàê íàçûâàåòñÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ýòà âåëè÷èíà?

Âûâåäèòå �îðìóëó ýòîé âåëè÷èíû.

2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â

ñëîâå �ñêîâîðîäêà�?

Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü âîñüìèçíà÷íûõ ÷èñåë èç öè�ð ÷èñëà

29072013?

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûëîæèòü â ðÿä k ïðåäìåòîâ, âûáðàâ
èõ èç n?
Êàê íàçûâàåòñÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ýòà âåëè÷èíà?

Âûâåäèòå �îðìóëó ýòîé âåëè÷èíû.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü, êàêèå äâà èç øåñòè óðî-

êîâ ïðîãóëÿòü?

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü, êàêèìè òðåìÿ �ëîìàñòåðà-

ìè èç èìåþùèõñÿ 12 ðèñîâàòü?

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáðàòü k ïðåäìåòîâ èç n?
Êàê íàçûâàåòñÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ýòà âåëè÷èíà?

Âûâåäèòå �îðìóëó ýòîé âåëè÷èíû.

4. Îáúÿñíèòå, ÷òî òàêîå òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.

×åìó ðàâíà ñóììà ÷èñåë â n−îé ñòðîêå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ?

Äîêàæèòå ýòî äâóìÿ ñïîñîáàìè.

5. Ïåðå÷èñëèòå òðè ñâîéñòâà Ck
n è äîêàæèòå ëþáûå äâà èç íèõ.
51
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6. Äîêàæèòå, ÷òî Ck+1
n+1 = Ck

n+Ck+1
n êîìáèíàòîðíî è àëãåáðàè÷åñêè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî C0
n+C1

n+ . . .+Cn−1
n +Cn

n = 2n äâóìÿ ñïîñîáàìè.
8. Äîêàæèòå, ÷òî Ck

n = Cn−k
n äâóìÿ ñïîñîáàìè. Îáúÿñíèòå, ÷åì

ýòî ñâîéñòâî ïîëåçíî ïðè âûïèñûâàíèè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ è ïðè

ðàñêðûòèè ñêîáîê ïî �îðìóëå Áèíîìà Íüþòîíà.

9. Äîêàæèòå �îðìóëó Áèíîìà Íüþòîíà êîìáèíàòîðíî.

10. Äîêàæèòå �îðìóëó Áèíîìà Íüþòîíà ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé èíäóêöèè.

11. Äîêàæèòå, ÷òî Ck
p äåëèòñÿ íà p, åñëè k 6= 0, k 6= p, p ∈ P.

12. ×òî îáùåãî ìåæäó ýòèìè äâóìÿ çàäà÷àìè:

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìàìà ìîæåò ðàçäåëèòü ìåæäó ÷åòûðüìÿ äåòüìè

20 îäèíàêîâûõ êîí�åò òàê, ÷òîáû êàæäîìó õîòü ÷òî-òî äîñòàëîñü?

Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x+ y+ z = 2000 â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ?

�àññêàæèòå ïëàí ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

13. ×òî îáùåãî ìåæäó ýòèìè äâóìÿ çàäà÷àìè:

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìàìà ìîæåò ðàçäåëèòü ìåæäó ÷åòûðüìÿ äåòüìè

20 îäèíàêîâûõ êîí�åò?

Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x + y + z = 2000 â öåëûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ?

�àññêàæèòå ïëàí ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

14. ×òî îáùåãî ìåæäó ýòèìè äâóìÿ çàäà÷àìè:

Ìàëûø ñïîñîáåí ñúåñòü íå áîëåå 10 òå�òåëåê, Áèìáî � íå áîëåå 20,

à Êàðëñîí � íå áîëåå 50. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ïîäåëèòü

ïî-áðàòñêè 70 òå�òåëåê? (Ïî-áðàòñêè � çíà÷èò, ÷òîáû êàæäîìó õîòü

÷òî-òî äîñòàëîñü).

Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x+ y+ z = 2000 â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 800?

�àññêàæèòå ïëàí ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

15. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî.

II �ðà�û

16. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñ-

ëó ðåáåð. Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ.

17. Îïðåäåëåíèå öèêëà, äåðåâà. Äîêàçàòü, ÷òî ãðà� � äåðåâî ⇔
ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì ïðîñòûì ïóòåì. Äî-
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êàçàòü, ÷òî ãðà� � äåðåâî⇔ îí ñâÿçíûé, íî ïðè âûêèäûâàíèè ëþáîãî

ðåáðà ïåðåñòàåò áûòü ñâÿçíûì.

18. Äîêàçàòü, ÷òî ãðà� � äåðåâî ⇔ îí ñâÿçíûé ãðà� ñ n âåðøè-

íàìè, â êîòîðîì ðîâíî n − 1 ðåáðî. Îïðåäåëåíèå îñòîâíîãî äåðåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà â ñâÿçíîì ãðà�å.

19.Îïðåäåëåíèå ïëàíàðíîãî, ïëîñêîãî ãðà�îâ. Äîêàçàòåëüñòâî �îð-

ìóëû Ýéëåðà äëÿ ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðà�à.

20. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðà�à, â êîòîðîì õîòÿ áû

òðè âåðøèíû, ñïðàâåäëèâî 6B− 12 > 2� > 3�
21. Íåïëàíàðíîñòü ïîëíîãî ãðà�à íà ïÿòè âåðøèíàõ, íåïëàíàð-

íîñòü ãðà�à ñ òðåìÿ äîìèêàìè è òðåìÿ êîëîäöàìè.

22. Ëåììà î ðàñêðàñêå âåðøèí ïëîñêîãî ãðà�à â 6 öâåòîâ.

23. Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû Ýéëåðà ÷åðåç �îðìóëó Ïèêà. Øàãè

1 è 2: âûâîä �îðìóëû äëÿ ïëîùàäè I+X+B
2 +

S
2−(F−1) è ðàâåíñòâà

S +K = 2E
24. Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû Ýéëåðà ÷åðåç �îðìóëó Ïèêà. Øàãè

3 è 4: âûâîä �îðìóëû äëÿ ïëîùàäè (I + X + V − K) + B+K
2

− 1 è

�îðìóëû Ýéëåðà.

25. Oïðåäåëåíèå ýéëåðîâà ïóòè (öèêëà). Êðèòåðèé íàëè÷èÿ ýéëå-

ðîâà öèêëà.

26. Êðèòåðèé íàëè÷èÿ ýéëåðîâà ïóòè. Îïðåäåëåíèå äâóäîëüíîãî

ãðà�à. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â äâóäîëüíîì ãðà�å ñ w áåëûìè

è b ÷åðíûìè âåðøèíàìè; 2n âåðøèíàìè; 2n + 1 âåðøèíàìè.

III �åîìåòðèÿ

27. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûå

èç îäíîé òî÷êè ðàâíû.

28. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììû ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëü-

íèêà, îïèñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè, ðàâíû

29. Ïðÿìûå AB è AC � êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ B è C ê îêðóæ-

íîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. ×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X äóãè BC
ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùàÿ îòðåçêè AB è

AC â òî÷êàõ M è P ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð òðå-

óãîëüíèêà AMP íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè X.
30. Â △ ABC ñî ñòîðîíàìè a, b è c âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþ-

ùàÿñÿ ñòîðîíû AB â òî÷êå K. Íàéòè äëèíó îòðåçêà AK.
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31. Äàí △ ABC ñî ñòîðîíàìè a, b è c. Íàéòè äëèíó îòðåçêà êàñà-
òåëüíîé AK, åñëè K � òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî

ñòîðîíîé AB.

32. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðå-

óãîëüíèê ñ êàòåòàìè a, b è ãèïîòåíóçîé c.

33. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå AB è c. Äîêàæèòå, ÷òî ïëî-
ùàäü △ ABC íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè C, íàõîäÿùåéñÿ íà ïðÿìîé
c.

34. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà äåëÿò åãî íà 4 ÷àñòè,

ïëîùàäè êîòîðûõ, âçÿòûå ïîñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû S1, S2, S3, S4. Äî-
êàæèòå, ÷òî S1 · S3 = S2 · S4.

35. Åñëè ïîë â êîìíàòå ïëîùàäüþ S íàäî ïîêðûòü ëèíîëåóìîì

îáùåé ïëîùàäüþ òàêæå S òàê, ÷òîáû íå áûëî ó÷àñòêîâ, ïîêðûòûõ

áîëåå ÷åì â äâà ñëîÿ, òî ïëîùàäü ïîëà, ïîêðûòàÿ äâàæäû, ðàâíà

ïëîùàäè ïîëà, íå ïîêðûòîé íè ðàçó. Äîêàæèòå.

36. (Òåîðåìà Ïè�àãîðà) Ïëîùàäü êâàäðàòà, ïîñòðîåííîãî íà ãè-

ïîòåíóçå, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ.

a2 + b2 = c2.

37. Òåîðåìà Áîéÿè - �åðâèíà. Ëþáûå äâà ðàâíîâåëèêèõ ìíîãî-

óãîëüíèêà ðàâíîñîñòàâëåíû (ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïëàíîì äîêàçàòåëü-

ñòâà).

38. Ôîðìóëà Ïèêà.

39. Íàéäèòå �Ì òî÷åê, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê âèäåí ïîä ïðÿ-

ìûì óãëîì.

40. Îäèí òðåóãîëüíèê ëåæèò âíóòðè äðóãîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ïå-

ðèìåòð âíóòðåííåãî òðåóãîëüíèêà ìåíüøå ïåðèìåòðà âíåøíåãî.

41. Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë,

à ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà - áîëüøàÿ ñòîðîíà. Äîêàæèòå.

42. Ïðè äâóõ �èêñèðîâàííûõ ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà òðåòüÿ ñòî-

ðîíà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè óãëà ìåæäó �èêñèðîâàííûìè

ñòîðîíàìè.

43. Áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ñòîðîíó íà îòðåçêè, ïðî-

ïîðöèîíàëüíûå ïðèëåæàùèì ñòîðîíàì.

44. Ëåììà î ëàñòî÷êèíîì õâîñòå. Åñëè â △ ABC òî÷êà M ïðèíàä-

ëåæèò ñòîðîíå AB, òî÷êà K � îòðåçêó CM, ïðè÷¼ì AM : MB = n :
m, òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé SACK : SBCK = n : m.
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45. Äàí △ ABC. Íàéäèòå �ÌÒ M òàêèõ, ÷òî SMBC = SMAB =
SMAC , è òî÷êà M ëåæèò âíóòðè △ ABC.
46. Ìåäèàíû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ

äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû;
47. Òåîðåìà ×åâû. Åñëè íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA △ ABC âçÿòû

ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè C1, A1, B1, òî îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ïåðåñå-

êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1.

48. Òåîðåìà Ìåíåëàÿ. Äàí △ ABC. Òî÷êè C1, A1, B1 âûáðàíû

íà ñòîðîíàõ AB, BC è ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AC ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè òðè òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1.
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49. Àëãîðèòì Åâêëèäà.

50. Ïðåäñòàâëåíèå a; b â âèäå ma + nb.
51. Êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ ax+by = 1 â öåëûõ ÷èñëàõ.
52. �åøåíèå ëèíåéíûõ äèî�àíòîâûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñò-

íûìè.

53. Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé.

54.Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç òàáëèöó îñòàòêîâ.

55.Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç îðèåíòèðîâàííûå

ãðà�û îñòàòêîâ.

56. Çàöèêëèâàíèå. Ïåðèîä è ïðåäïåðèîä.
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