Тридцать третья Летняя Многопредметная Школа Кировской области
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Линейные диофантовы уравнения
11 июля
Екатерина Николаевна собирала заказы на покупку книг. Оказалось, что семиклассники заказывали только два вида книг – стоимостью 470 и 280 рублей. Екатерина Николаевна случайно потеряла список заказов, но помнит, что общая сумма заказа равна 10000 рублей. Может ли она по этой информации восстановить, сколько каких книг необходимо заказать?
Определение. Пусть a, b, c – целые числа, a, b ≠ 0. Уравнение в целых числах ax + by = c называется линейным диофантовым уравнением с двумя переменными.
Часть первая. Угадываем частное решение.
Рассмотрим уравнение 47x + 28y = 1000. Можете ли Вы угадать какое-нибудь его решение, т.е. пару целых чисел (x0, y0), удовлетворяющую равенству?
Проделаем следующие операции:
Выберем из коэффициентов при x и y наименьший по модулю. (28)
Выразим переменную с этим коэффициентом. ()
Выделим целую часть. ()
Введем новую переменную для оставшейся дроби. ()
Запишем новое уравнение. (28z + 19x = 20)
Получилось новое уравнение. Что изменилось? Почему z – целое число? Можете ли Вы угадать решение нового уравнения?
а) Проделайте указанные операции еще два раза. Подберите какие-нибудь решения к полученным уравнениям.
б) С помощью найденных решений найдите пару x и y, удовлетворяющих исходному уравнению.
Найдите какое-нибудь решение в целых числах для уравнений:
а) 22x + 7y = 500; б) 45x – 39y = 3; в) 28x – 51y = 1.
Часть вторая. Находим общее решение.
Пусть Вы уже нашли пару чисел (x0, y0) такую, что 47x0 + 28y0 = 1000. Попробуем найти другие решения.
а) Что произойдет с суммой 47x + 28y, если вместо x = x0 подставить x = x0 + k?
б) Что произойдет с y, если значение x изменится на k, но при этом сумма 47x + 28y останется равной 1000?
в) Найдите все k, при которых обе переменные x и y будут принимать целые значения.
г) Запишите все решения уравнения 47x + 28y = 1000 в целых числах.
Решите в целых числах уравнения из 3 задачи.
Найдите все решения уравнения 22x + 7y = 500 в натуральных числах.
Задачи
Требуется проложить трассу газопровода на участке длиной 450 метров. В распоряжении строителей имеются трубы длиной 9 и 13 м. Сколько труб той и другой длины нужно взять для прокладки трассы, чтобы число сварных швов было минимальным? Трубы резать нельзя.
Шли сорок мышей, несли сорок грошей, 
Две мыши поплоше несли по два гроша,
Немало мышей – вообще без грошей.
Большие вообще тащили по семь.
А остальные несли по четыре.
Сколько мышей шли без грошей?
Школьники ходили купаться на реку через большой песчаный пляж. Шедший последним Степа аккуратно провел на песке две черты, перпендикулярные направлению движения ребят, на расстоянии 10 метров друг от друга, и насчитал между ними ровно 559 следов. Сколько школьников ходило на реку, если известно, что длина шага каждого из них составляет 55 см?
Решите уравнение 28x + 30y + 31z = 365 в целых неотрицательных числах.
Пусть при некотором k, где 1 ≤ k ≤ 960, уравнение 25x + 36y = k имеет решение в натуральных числах. Докажите, что уравнение 25x + 36y = 961 – k не имеет решений в натуральных числах.
