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Таблица умножения остатков
16 июля
Составьте таблицы умножения остатков по модулям 5, 7 и 8. Какие закономерности вы заметили?
Пользуясь построенными таблицами, решите сравнения, т.е. укажите все такие остатки x, для которых сравнения по указанному модулю будут верны:
а) 3x ≡ 2 (mod 5); б) 5x ≡ 3 (mod 7); в) 6x ≡ 2 (mod 8).
Далее во всех задачах мы рассматриваем таблицы умножения ненулевых остатков.
Докажите следующие свойства таблиц умножения по произвольному модулю n:
а) (n – 1)-ая строка – это записанная в обратном порядке первая строка;
б) (n – k)-ая строка – это записанная в обратном порядке k-ая строка;
в) если n делится на k, где k > 1, то в k-ой строке есть нули;
г) если НОД(n, k) > 1, то в k-ой строке есть нули;
д) если НОД(n, k) > 1, то k-ая строка состоит из нескольких одинаковых частей, разделенных нулями.
а) Пусть n – простое. Для любого k докажите, что в k-ой строке все остатки различны.
б) Пусть НОД(n, k) = 1 (n может быть составным!). Докажите, что в k-ой строке все остатки различны.
в) Докажите, что если НОД(n, k) = 1, то для любого остатка c можно найти такой остаток x, что kx ≡ c (mod n).
г) Докажите, что если НОД(n, k) = 1, то для любого целого с уравнение nx + ky = c имеет решение в целых числах.
Теорема. Уравнение ax + by = c имеет решения в целых числах тогда и только тогда, когда c делится на НОД(a, b).
Замечание. В частности, имеет решение и уравнение ax + by = НОД(a, b). Это утверждение называется теоремой о линейном представлении НОД.
Решите сравнения:
а) 5x ≡ 4 (mod 12); б) 10x ≡ 6 (mod 18); в) 42x ≡ 16 (mod 24); г) 32x ≡ 11 (mod 47).
Может ли таблица умножения остатков по модулю n > 3 быть квадратным фрагментом некоторой таблицы большего размера?
Рассмотрим таблицу умножения остатков по простому модулю n. Докажите, что если все числа в ней умножить на некоторый ненулевой остаток k, то получится некоторая перестановка строк исходной таблицы.
Сколько строк в таблице умножения остатков по модулю а) 100; б) 120 содержат все различные остатки?
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