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Серия 24, плоская
16 июля

Определение 1. Граф называется планарным, если его можно нарисовать на плоскости так, чтобы
ребра не пересекались.

Определение 2. Такое изображение графа называется плоским.
Упр. 1. Является ли планарным граф квадрата, в котором проведены обе диагонали?
Замечание. Вообще, плоское изображение планарного графа может отличаться весьма суще-

ственно (приведите пример). Поэтому в задачах мы работаем именно с плоским изображением, а
не абстрактным графом.

Самое важное, что мы уже наверняка знаем про планарные графы, это
Формула Эйлера. Докажите, что в связном плоском графе с V вершинами, E ребрами и F гра-

нями выполнено равенство V − E + F = 2.
Доказывается эта формула постепенным удалением ребер, пока не получится дерево.
Упр. 2. Докажите, что для плоского графа хотя бы с двумя ребрами справедливо неравенство

2E > 3F .
Упр. 3. Докажите, что для плоского графа хотя бы с двумя ребрами справедливо неравенство

E 6 3V − 6.
Замечание. Предыдущие два неравенства верны в том числе для несвязного графа.
Упр. 4. Докажите, что полный граф на 5 вершинах не планарен. Такой граф называется кликой

на 5 вершинах и обозначается K5.
Упр. 5. Докажите, что полный двудольный граф с 3 вершинами в каждой доле не планарен.

Такой граф обозначается через K3,3.
Разумеется, формулу можно обобщить для k компонент связности: V − E + F = k + 1.
Сразу применим эту формулу для разбора следующей задачи:
17.1 В квадрате 9 × 9 выбрали k клеток и разрезали их по обеим диагоналям. При каком наи-

большем k квадрат может при этом не распасться на части?

Решите следующие задачи, пользуясь формулой Эйлера.
1. Для двудольного графа неравенства 2E > 3F и E 6 3V − 6 можно усилить. Сделайте это,

пожалуйста.
2. 17.5 Дан клетчатый прямоугольник m × n. Каждую его клетку разрезали по одной из диаго-

налей. На какое наименьшее число частей мог распасться прямоугольник?
3. Внутри квадрата отметили 20 точек так, что никакие три из 24 точек (отмеченных и вершин

квадрата) не лежат на одной прямой. Затем некоторые точки соединили отрезками так, что квадрат
разбился на треугольники. Какое количество треугольников при этом могло получиться?

4. Семиугольник разбит на выпуклые пяти- и шестиугольники, причём так, что каждая его вер-
шина является вершиной по крайней мере двух многоугольников разбиения. Докажите, что число
пятиугольников разбиения не меньше 13.

5. Набор домино выложили на клетчатую плоскость так, чтобы доминошка занимала две клеточ-
ки. Цифру назовем обворожительной, если множество клеток, на которых она написана, связно по
стороне. Какое максимальное количество обворожительных цифр может быть?

6. На плоскости отметили 6 точек так, что никакие три не лежат на одной прямой. Затем все
пары точек соединили отрезками. Какое наименьшее количество точек пересечения этих отрезков
могло получиться? Концы отрезков при этом не учитываются.


