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Рассмотрим координатную плоскость.
Определение 1. Узлом или целой точкой клетчатой плоскости называется точка,

обе координаты которой целые.
Определение 2. Многоугольник назовем целым, если его вершины лежат в узлах.
1. На клетчатой плоскости нарисован клетчатый прямоугольник. На его диагонали

помимо ее концов ровно 4 целые точки. Могут ли линии сетки разбивать эту диагональ
на 48 частей?

2. Дан отрезок AD с концами в целых точках. На этом отрезке нашлись целые
точки B и C такие, что AB : BC : CD = 5 : 2 : 7. Какое наименьшее количество
целых точек могло быть на отрезке AD?

Утверждение. Площадь целого треугольника без точек внутри и на границе равна
1

2
.

Определение 3. Такой треугольник называется примитивным.

Доказательство. Впишем треугольник в клетчатый прямоугольник P .
(a) Сперва докажем, что площадь треугольника полуцелая, т. е. равна половине

целого числа.
(b) Затем разобьем прямоугольник P на примитивные треугольники, один из ко-

торых будет исходным, и покажем, что если площадь хотя бы одного из примитивных
треугольников больше 1

2 , то что-то не сойдется.
3. Дан целый треугольник, на границе которого нет целых точек, а строго внутри

лежит ровно одна целая точка. Докажите, что это точка пересечения медиан.
4. Формула Пика. Докажите, что площадь целого многоугольника, внутри которого

лежит V целых точек, а на границе — E целых точек, равна V + E
2 − 1. Для этого

рассмотрите разбиение этого многоугольника на примитивные треугольники.
5. Король обошел шахматную доску, побывав на каждом поле по разу, и последним

ходом вернулся на исходное поле. Ломаная, соединяющая последовательно центры
полей в пути короля, не имеет самопересечений. Какую площадь может ограничивать
эта ломаная?

6. Будем называть точку плоскости узлом, если обе её координаты — целые числа.
Внутри некоторого треугольника с вершинами в узлах лежит ровно два узла (возмож-
но, какие-то еще узлы лежат на его сторонах). Докажите, что прямая, проходящая
через эти два узла, либо проходит через одну из вершин треугольника, либо парал-
лельна одной из его сторон.

7. Дан клетчатый квадрат 10 × 10. Внутри него провели 80 единичных отрезков
по линиям сетки, которые разбили квадрат на 20 многоугольников равной площади.
Докажите, что все эти многоугольники равны.

8. (a) Существует ли целый треугольник, на границе которого целых точек нет, а
строго внутри ровно 100 целых точек? (b) А если все стороны такого треугольника
должны быть больше 1000?


