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Двудольные графы
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Определение. Граф называется двудольным, если его вершины можно раскрасить в два цвета правильным образом, т.е. так, чтобы любые две соединенные ребром вершины были покрашены в разные цвета.
а) Докажите, что в двудольном графе сумма степеней вершин одного цвета равна сумме степеней вершин другого цвета. 	
б) Докажите, что если все вершины двудольного графа имеют одинаковую ненулевую степень, то в обеих долях вершин поровну.
Вершины двудольного графа покрашены в черный и белый цвета.
а) Докажите, что длина любого цикла четна, а количество черных и белых вершин в нем одинаково.
б) Докажите, что в любом незамкнутом пути количество вершин черного и белого цвета отличается не более, чем на 1.
Задачи
В компании каждый мальчик дружит с тремя другими мальчиками и пятью девочками, а каждая девочка – с тремя мальчиками. Какое наименьшее количество детей может быть в такой компании?
Каждый из учащихся в М7 знает не меньше половины учащихся в М6, а каждый из М6 – не больше половины М7. Докажите, что каждый из учащихся в М7 знает ровно половину учащихся в М6, а каждый из М6 – ровно половину из М7.
У куба отмечены вершины и центры граней, а также проведены диагонали всех граней. Можно ли по отрезкам этих диагоналей обойти все отмеченные точки, побывав в каждой из них ровно по одному разу?
В передаче «Дом-2» участвовали 7 юношей и 7 девушек. Во время передачи каждый юноша поссорился с 6 участниками передачи, а каждая девушка – с 12. Докажите, что можно разбить всех участников на 7 пар из не поссорившихся юноши и девушки.
Дед Мороз принёс на ёлку мешок с подарками. Известно, что количество подарков в мешке не меньше, чем количество детей, пришедших на ёлку. Каждому ребёнку какие-то подарки понравились, а какие-то – не понравились. Всегда ли Дед Мороз сможет подарить каждому ребёнку по одному подарку так, чтобы каждый ребёнок получил подарок, который ему нравится? Решите эту задачу в следующих случаях:
[bookmark: _GoBack]а) Каждому ребёнку нравится ровно 2 подарка, и каждый подарок нравится не более, чем 2-м детям;
б) Каждому ребёнку нравится не менее 3-х подарков, и каждый подарок нравится не менее, чем 3-м детям.
в) Каждому ребёнку хотя бы один подарок нравится, и всем детям нравится разное количество подарков;
Докажите, что если в графе все циклы имеют четную длину, то он двудольный.
В прямоугольной таблице некоторые клетки отмечены звездочкой. Известно, что для любой отмеченной клетки число звездочек в ее столбце равно числу звездочек в ее строке. Докажите, что число столбцов, в которых есть хотя бы одна звездочка, равно числу строк, в которых есть хотя бы одна звездочка.
В каждой вершине связного графа записали число. Затем на каждом ребре записали сумму чисел в его концах, а числа в вершинах стерли. Докажите, что можно однозначно восстановить числа в вершинах тогда и только тогда, когда граф не является двудольным.
