Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Разнобой-3, 20 июля
1. Можно ли расставить на рёбрах тетраэдра числа 1, 2, 3, 4, 5, 6 так, чтобы для любой вершины сумма чисел на выходящих из неё рёбрах была чётной?
Решение. Можно. На рёбрах одной грани нужно поставить 1,3,5, на оставшихся рёбрах – остальные цифры.
2. Можно ли 1.000.000 тугриков разменять на 500.000 купюр по 1, 10, 100 или 1000 тугриков?
Решение. Нельзя. Выдадим для начала 500.000 купюр по 1 тугрику; затем будем заменять купюры на более крупные. В начале выдано 500.000 тугриков. При каждой замене 1 на 10, 10 на 100, 100 на 1000  количество тугриков изменяется на 9, 90, 900, т.е. на число, кратное 9. Следовательно, если мы такими операциями сумеем получить миллион, то миллион даёт такой же остаток при делении на 9, что и 500000. Что неверно.
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У Кости 9 кнопок и стена 10(10, к которой прилеплено 30 салфеточек 3(3 по линиям сетки. Докажите, что он сможет прикнопить все салфеточки.
Решение. На рисунке показано, как втыкать кнопки, чтобы любая салфетка была прикноплена.
4. Чётное число x обладает следующим свойством: если оно делится на простое число p, то x–1 делится на p–1. Докажите, что x является степенью двойки.
Решение. Допустим противное. Это означает, что у числа x существует нечётный простой делитель p. Тогда x-1 (по условию нечётное, т.к. x чётное) делится на p-1 (чётное). Противоречие.
5. В стране несколько городов. Из каждого города выходит шоссе, дорога и тропинка. Из любого города можно добраться до любого другого. Докажите, что злобный враг не сможет разбомбить один город так, чтобы связность нарушилась.
Решение. Допустим противное. Рассмотрим все шоссе; они разбивают все города на пары. Следовательно, изначально городов чётное количество. После того, как один город разбомбили, страна распалась на несколько компонент связности. После бомбёжки количество городов стало нечётным. Следовательно, по крайней мере в одной из компонент количество городов нечётно. Выберем вид дорог, которые не соединяли города этой компоненты с разбомбленным городом (такой вид наверняка найдётся). Пусть это будет шоссе. Тогда шоссе должно разбивать на пары города рассматриваемой компоненты связности, что невозможно при нечётном числе городов в этой компоненте.
6. Колоду карточек от 1 до 78 дают зрителю. Тот её перемешивает, отбирает 40 карточек, отдаёт их первому фокуснику, а остальные оставляет себе. Первый фокусник выбирает из полученных карточек две и возвращает их зрителю. Зритель добавляет одну из своих тридцати восьми и, перемешав, отдаёт эти три карточки второму фокуснику. Второй фокусник показывает, какая карточка добавлена зрителем. Объясните, как может быть показан этот фокус.
Решение. Фокусники заранее договариваются, как они разобьют вся колоду на пары. Тогда из 40 карточек наверняка найдутся две карточки, составляющие пару. Первый фокусник выбирает эту пару, зритель добавляет туда непарную карточку. Второй фокусник, видя непарную карточку, моментально определяет её.
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