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1. В треугольнике АВС длины сторон связаны неравенствами 
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. Докажите, что тогда 
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. Верно ли обратное утверждение? Ответ обоснуйте.
Решение: На луче СА отложим точку К так, что СК=СВ=а. Тогда К лежит на отрезке СА, так как СК=a<b=СА. ( ВСК –равнобедренный, значит (КВС=(ВКС=(КАВ+(КВА.
Но (В=(СВК+(КВА>(СВК. Тогда (А=(СКВ-(КВА<(CKB=(CBK<(B. Аналогично (В<(С. 
2. Дан отрезок АВ длины 1, точка С – произвольная точка плоскости. Что можно сказать о сумме длин 
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? Что можно сказать о разности 
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? Объясните, когда достигается равенство в указанных вами неравенствах.
Решение: Пусть С не лежит на прямой АВ. Тогда по неравенству треугольника АС+ВС>АВ=1 и АВ+ВС>АС ( АС-ВС<АВ=1. Равенство АС+ВС=1 достигается, когда С лежит на отрезке АВ, и АС+ВС>1, когда С лежит на прямой АВ вне этого отрезка. АС-ВС=1, когда с лежит на прямой АВ вне отрезка АВ ближе к В чем к А, АС-ВС=-1, когда с лежит на прямой АВ вне отрезка АВ ближе к А чем к В, когда точка С лежит на отрезке АВ АС-ВС принимает знасения от -1 до 1.
3. В треугольнике две стороны равны 1 и 6. Найдите третью сторону, если она равна целому числу.
Решение: Рассмотрим (АВС. АВ=1, ВС=6. Тогда АС<АВ+ВС=7, ВС<АВ+АС(АС>ВС-АВ=5. Таким образом 5<АС<7 и АС-целое число(АС=6.
4. В треугольнике АВС АВ>ВС. На стороне АС выбрана точка М. Докажите, что BM<AB.
Решение: АВ>ВС. Тогда (АСВ>(ВАС((АМВ=(АСВ+(МВС>(АСВ>(ВАС(АВ>ВМ.
5. Докажите, что расстояние между двумя произвольными точками внутри треугольника не превосходит наибольшей стороны этого треугольника.
Решение: Рассмотрим прямую проходящую через эти две точки. Возможны три  случая
1) Прямая содержит одну из сторон треугольника. В этом случае утверждение очевидно.

2) Прямая проходит через одну из вершин треугольника. Расстояние между точками не превосходит длину получившейся чевианы, которая меньше по крайней мере одной из сторон треугольника, так как из двух углов, которые чевиана образует с основание, один не острый, а значит он- наибольший в соответствующем треугольнике.

3) Прямая пересекает две стороны треугольника. Пусть P и Q- точки пересечения прямой с АВ и ВС соответственно. Расстояние между точками не больше чем PQ.В треуггольнике PВQ хотя бы один из углов ( ВPQ  и (ВQP- острый. Пусть ( ВQP- острый, тогда (PQС- тупой( PС> PQ. Но либо PС<ВС, либо PC<АС. 
6. Докажите, что

a) катет прямоугольного треугольника короче его гипотенузы;

b) сумма высот треугольника не превосходит его периметра.
Решение: а) Утверждение является очевидным следствием задачи 1.

b) Рассмотрим треугольник АВС и его высоты АА1, ВВ1, СС1. Воспользовавшись утверждением пункта а) для треугольников АА1В,СВ1В,СС1А, получим АВ>АА1,ВС>ВВ1,АС>СС1. Сложив эти неравенства, получим утверждение задачи.
7. Ребята играют в прятки на треугольной площадке. Водит Петя. Он знает, что Вася всегда прячется в наиболее удаленной от водящего точке площадке. Где нужно искать Васю, если Петя стоит а) в углу площадки, б) на ее краю, в) в произвольной точке площадки?
Решение:
а) Пусть Петя стоит в вершине А треугольника АВС, и АВ(АС. Тогда Васю надо искать в точке В. Пусть в треугольнике АВС найдётся точка К, такая что АК>АВ. Тогда (ВКА<(АВК((ВКА<90(. Аналогично (СКА<90(. Тогда (ВКА+(СКА<180(, это означает, что К не может принадлежать треугольнику.
б) Пусть Петя стоит в точке Р стороны АВ треугольника АВС. Применив результат пункта а) к треугольникам АСР и ВСР, получим, что Васю надо искать в той из точек А,С или В, которая наиболее удалена от точки Р.

в) Пусть Петя стоит в точке Р внутри треугольника АВС. Применив результат, полученный в пункте а), к треугольникам РАВ,РВС,РСА, получим, что Васю надо искать в той из точек А,С или В, которая наиболее удалена от точки Р.

8. Докажите неравенства в четырехугольнике:

a) каждая сторона  четырехугольника меньше суммы трех других его сторон;

b) сумма диагоналей выпуклого четырехугольника больше суммы его противоположных сторон;

c) сумма диагоналей выпуклого четырехугольника меньше периметра, но больше полупериметра этого четырехугольника.
Решение:

a)  Пусть О- точка прересечения диагоналей. По неравенству треугольника AD<AC+CD<(AB+BC)+CD
b) BO+OC>BC, AO+OD>AD. Складывая неравенства, получаем BO+OC+AO+OD=AC+BD>BC+AD.

c) AB+BC>AC, CD+DA>AC, BC+CD>BD, DA+AB>BD. Сложив неравенства и разделив пополам, получим AB+BC+CD+DA>AC+BD

BO+OC>BC, CO+OD>CD, DO+OA>AD, AO+OB>AB. . Сложив неравенства и разделив пополам, получим AC+BD>(AB+BC+CD+DA)/2
9. Теорема об объемлющей ломаной:
a) Внутри треугольника АВС отмечена точка О. Докажите, что 
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b) Красная Шапочка пошла из точки А к домику бабушки (точке В) по тропинке, которая вместе с отрезком АВ является границей выпуклого многоугольника. Серый волк пошел по тропе с тем же свойством, причем находящейся внутри первого многоугольника. Докажите, что волчья тропа короче.
Решение:

а) Продлим АО до пересечения с ВС. М - точка пересечения. ОС<ОМ+МС. АМ=АО+ОМ<АВ+ВМ. Тогда ОМ+АО+ОС<ОМ+МС+АВ+ВМ(АО+ОС<АВ+ВС
b)  Пусть А1А2 … Аn-внешний многоугольник (тропа Красной Шапочки),а В1В2 … Вm- меньший (волчья тропа), причём А1= В1 и  Аn Вm. Построим прямую В1В2. Она разбивает большой многоугольник на два, каждый из которых выпулый, а один из них, назовём его «хорошим», содержит маленький многоугольник. Периметр «хорошего» многоугольника не превосходит периметр исходного большого многоугольника, так как мы отрезали по прямой. Разрежем наш «хороший» многоугольник вдоль прямой В2В3, и снова получим «хороший» многоугольник, периметр которого не больше периметра предыдущего. Продолжим процесс отрезания до тех пор, пока «хороший» многоугольник не совпадёт с маленьким. Поскольку при каждом отрезании периметр «хорошего» многоугольника не увеличивался, периметр исходного большого многоугольника больше периметра маленького.
10. В выпуклом четырехугольнике ABCD угол A равен углу B, а угол D больше угла C. Докажите, что BC > AD.
Решение:
Продлим прямые AD и ВС до пересечения в точке О. Треугольник АВО – равнобедренный, тогда АО=ОВ. 
Если углы А и В были тупыми, то рассмотрим треугольник DOC: т.к. 
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, то 
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, а значит BC > AD.
Если углы А и В были острыми, то  рассмотрим треугольник DOС, в котором 
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, т.е. 
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, а значит BC > AD.
11. Дан острый угол и точка внутри него. Она отражается симметрично относительно сторон угла, и получившиеся точки соединяются отрезком. Докажите, что часть этого отрезка, высекаемая углом, составляет меньше половины его длины.
Решение:
Пусть О – внутренняя точка угла А. Отразим О симметрично относительно сторон угла А. Получим точки Р и S. Обозначим точки пересечения отрезка РS со сторонами угла соответственно В и С. В силу осевой симмметрии РВ=ВО и SC=CO. Рассмотрим треугольник ОВС, по неравенству треугольника СО+ОВ>ВС, но тогда SC+ВР>BC.
12. Построить треугольник наименьшего периметра по данному основанию и опущенной на него высоте.
Решение:

Построим равнобедренный треугоьник АВС по основанию АВ и высоте СН. Докажем, что периметр его минимален. Рассмотрим некоторый другой треугольник АВМ
13. Биссектриса угла при основании ВС равнобедренного треугольника АВС пересекает боковую сторону АС в точке К. Докажите, что BK < 2CK.
Решение:

Проведём через точку К прямую параллельную АВ. Она пересекает основание ВС в точке Р. 
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, значит 
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- равнобедренный, и СК=КР. Из параллельности АВ и КР получаем: 
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, т.е. 
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-равнобедренный, и КР=РВ=СК. По неравенству треугольника для 
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 имеем: 
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