Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Все, что тебя касается, все только начинается, 
Продолжается 21 июля

Многие задачи из этого листка – ваши старые знакомые, так что не удивляйтесь.

Зато у вас теперь появился отличный шанс решить их методом математической индукции.
1. Докажите равенство 
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2. (Андрею Рыкову посвящается) Бином Ньютона. Докажите, что
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И при чем тут, интересно, треугольник Паскаля?

3. Из 3k монеты одна фальшивая. За какое минимальное число взвешиваний можно найти фальшивую монету, если известно, что она легче настоящих?

Задачи для тех, кто любит обобщать

4. Имеется ровно одна фальшивая монета. Однако все множество из 3k монет разделено на 2 кучки. Если фальшивая монета находится в кучке А, то она легче настоящей, а если в кучке Б – то тяжелее. Докажите, что за k на чашечных весах без гирь можно гарантированно найти фальшивую монету.

5. а) Если имеется несколько монет, из которых одна фальшивая, но неизвестно, легче она настоящей или тяжелее, и кроме этого, имеется хотя бы одна помеченная (заведомо настоящая) монета, то максимальное количество монет, при котором можно решить такую задачу за k взвешиваний, равно (3k–1)/2.

б) Если помеченной монеты нет, то максимальное число монет, при котором возможно решить задачу для k взвешиваний, равно (3k–3)/2.
6. На столе стоят чашечные весы и n гирь различных масс. Гири одна за другой ставят на весы, каждый раз записывая, какая из чаш перевесила. Получается слово из букв n букв Л, П.

1) Докажите, что при N = 2 можно получить любое слово (а можно ли найти еще более тривиальную базу?);

Допустим, что Ольга Сергеевна рассказала вам алгоритм, как с помощью  k гирек получать любое слово, причем в конце концов на левой чаше весов будут стоять гири с четными номерами, а на правой чаше – с нечетными. 

2) Рассмотрим слово из k+1 буквы, причем последние две в нем – …ЛП. Научитесь, пользуясь знаниями, полученными от ОС, получать это слово.
3) Аналогично, если слово из k+1 буквы оканчивается на буквы ЛЛ (или ПП).
Вспоминая про графы
7. Докажите, что связный граф является двудольным тогда и только тогда, когда все циклы  в нем имеют четную длину.

8. Связный граф является эйлеровым тогда и только тогда, когда в нем не более двух нечетных вершин.  (Указание. Пусть в графе 2 нечетные вершины. Встанем в одну из них и пойдем вперед, пока можем проходить по новым ребрам. Но вот идти некуда. Из-за чего мы остановились? А если наш путь обошел не все ребра, то что делать?)

9. Формула Эйлера. Докажите, что для любого планарного графа справедлива формула В – Р + Г = 2. (а что тут служит базой?)
10. Докажите, что 

а) если степени всех вершин графа не превосходят d, то все его вершины можно раскрасить в d+1 цвет так, чтобы любые две вершины, соединенные ребром, были разного цвета;

б) если степени всех вершин связного графа не превосходят d, и степень хотя бы одной из них меньше d, то все его вершины можно раскрасить в d цветов так, чтобы любые две вершины, соединенные ребром, были разного цвета. (Можно назвать его d-дольный граф).
11. В стране конечное число городов. Они связаны дорогами с односторонним движением. Известно, что для любых двух городов от одного можно добраться до другого. Доказать, что найдется город, из которого можно добраться до всех остальных.
12. В некоторой стране каждый город соединён с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдется город, из которого можно добраться в любой другой не более чем с одной пересадкой. 
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