Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Принцип Дирихле, 10 июля 
1. Есть 82 кубика. Докажите, что из них найдется либо 10 кубиков разных цветов, либо 10 одноцветных.
Решение. Допустим, что не найдётся ни 10 одноцветных, ни 10 разноцветных. Тогда есть кубики не более чем 9и цветов, и каждого цвета не более 9и штук, итого не более 81 кубика. Противоречие.
2. 100 книг распределили между несколькими школьниками. При каком  максимальном числе школьников это можно сделать так, чтобы все они получили разное количество книг?
Решение: между 14 школьниками. Пример для 14 школьников: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 22. Доказательство невозможности большего числа школьников: допустим противное. Выстроим школьников в порядке возрастания количества книг. Тогда у первого не менее 0 книг, у второго – не менее 1, у третьего – не менее 2,…, у 15-го – не менее 14. Всего тогда книг не менее 105. Противоречие.
3. Докажите, что среди любых 11 натуральных чисел найдутся два, разность которых делится на 10. Обобщите.
Решение. Допустим противное. Тогда остатки при делении на 10 у этих чисел не повторяются (разность чисел с одинаковыми остатками кратна 10). Но всего остатков 10, а чисел 11. Противоречие.
Обобщение: из любых (n+1) числа можно выбрать два таких, что их разность делится на n.
4. Даны 8 различных натуральных чисел, каждое из которых не больше 15. Доказать, что среди их попарных разностей найдутся три одинаковых.
Решение. Допустим противное. Всего положительных разностей 14,  а способов выбрать положительную разность 
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.Но заметим,  лишь один раз – это 15-1. По предположению, каждая из остальных разностей встречается не более 2х раз. Следовательно, всего разностей не более 27.
5. Доказать, что из любых 10 чисел можно выбрать одно или несколько, сумма которых кратна 10.
Решение. Допустим противное. Пусть эти числа а1, а2,…, а10. Ни одно из чисел не кратно 10, и никакие суммы также не кратны 10. Выпишем следующие суммы:

а1,

а1+а2,

…….

а1+а2+…+а10.

Таких сумм 10, а возможных остатков у них 9. Следовательно, какие-то два остатка повторятся. Выпишем суммы с одинаковыми остатками и вычтем их более длинной более короткую. Получится сумма первоначальных чисел, кратная 10. Противоречие.
6. В строку выписано произвольным образом 1000 целых чисел. Доказать, что всегда найдутся одно или несколько идущих подряд чисел, сумма которых кратна 1000.
Решение полностью повторяет решение предыдущей задачи.
7. Сумма 100 натуральных чисел, каждое из которых не больше 100, равна 200. Докажите, что из них можно выбрать одно или несколько чисел так, что их сумма равна 100. 
Решение. Предположим противное. Начнем выписывать следующие суммы. 
а1,

а2,
а1+а2,

…….

а1+а2+…+а99.

Если ни одна из них не делится на 100, то на 99 остатков приходится 100 сумм. Следовательно, остатки каких-то двух сумм повторяются. Если повторяются остатки не первых двух сумм, то по предыдущим задачам мы нашли требуемое (делимость суммы на 100 автоматически означает равенство). Значит, остатки при делении на 100 у первых двух чисел равны. Так как каждое не более 100, то и сами числа равны. Так как вместо а1 и а2 мы могли подставить произвольные числа набора, то получаем, что все числа в наборе равны. Значит, они равны 2, и из 50 можно составить 100.
8. 30 студентов с пяти курсов составили 40 задач. Любые два однокурсника придумали одинаковое количество задач, любые два студента с разных курсов придумали разное количество задач. Сколько человек придумало по одной задаче?
Решение. В условии предполагается, что студенты со всех пяти курсов были. Выберем с каждого курса по студенту, получится, что выбранные придумали не менее 1+2+3+4+5=15 задач. Следовательно, остальные 35 человек составили не более 35 задач. Значит, каждый из них составил по задаче. Ответ: 36 студентов.
9. В автобусе ехало 31 человек. Всем вместе им было 433 года. Докажите, что можно указать 20 пассажиров, которым  в сумме не менее 280 лет.
Решение. Допустим противное. Тогда любым 20 пассажирам менее 280 лет. Тогда любым 11 (оставшимся) пассажирам более 433-280=153 года. Значит, любым 22 человекам более 306 лет. Поскольку любым 20 пассажирам менее 280, а любым 22 более 306, то любым двум не менее 28 лет. Следовательно, любым двадцати не менее 280 лет. Противоречие.
10. В бригаде 7 человек, суммарный возраст которых равен 332 года. Докажите, что из них можно выбрать 3 человек, сумма возрастов которых не менее 142 лет.
Решение. Допустим противное. Тогда сумма возрастов любых трёх менее 142. Тогда возраст любых 6и менее 284. Следовательно, возраст любого человека более 48 лет. Отсюда возраст любых троих более 146 лет. Противоречие.
11. Славик сходил в лес и принес 13 грибов общим весом 1,5 кг (и как уж он их дотащил! Хотя Екатерина Григорьевна совсем не удивилась…). Докажите, что среди найденных им грибов а) есть гриб, весящий более 115 г; б) 5 грибов, суммарный вес которых менее 580 г. 
Решение. Допустим противное.
а) Если каждый гриб весит не более 115 г, то общий вес всех грибов не более 13(115=1495 г. Противоречие.
б) Если суммарный вес любых 5 грибов не менее 580 г, то суммарный вес любых 10 грибов не менее 1160 г. Тогда вес любых трёх грибов не более 340 г. То есть, вес любых 9 грибов не более 1020 г, откуда вес каждого гриба не менее 140 г. Но тогда 13 грибов будут весить не менее 1820 г. Противоречие.
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