Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Комбинаторика (преп)
Работа устно.

Задача 1. Всего у нас в отряде есть представители 22 городов. Дети из одного города приезжают вместе, а дети из разных городов приезжают в разное время. Преподаватели не знают расписания поездов. Сколько различных графиков приезда может получиться? 
Ответ: 22!
Задача 2. А если известно, что Снежинск приезжает вместе с Озерском, а Ижевск – вместе с Кировом?
Ответ: 20!
Определение 1. (записываем в тетрадь) Числом перестановок из n элементов называется Pn = n!

Задание. Придумайте какую-нибудь задачу на эту формулу.

Задача 3. Начальник лагеря сказала Ольге Сергеевне, что часть делегаций заезжает 2 июля, а часть (делегации из 5 городов) приезжают 3 июля. Но к сожалению, она забыла, какие именно делегации опоздают. Сколько различных графиков  заезда детей на 2 июля может получиться?
Ответ: 20!/5! (составляем график на весь заезд. А потом смотрим, у каких графиков совпадают те части, которые относятся ко 2 июля. Очевидно, что каждой одинакоовй части 2 июля соотвествует 5! графиков 3 июля).
Определение 2. (под запись) Числом размещений из n элементов по k  
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Задание. Придумайте задачу на использование этой формулы.

Задание. Заметим, что 
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. Докажите эту формулу, исходя из комбинаторных соображений.

Вспомним задачи из теста.
1. Футбольная команда состоит из 11 человек. Сколькими способами можно выгнать двоих? (55 вариантов)
2. Футбольная команда состоит из 11 человек. Сколькими способами можно выбрать капитана и заместителя? (110 вариантов)
Чем эти задачи отличаются? Во сколько раз у них отличаются ответы?

Задача 4. Ольга Сергеевна выбирает из своей группы одного ученика, чтобы он следил за чистотой доски, одного – чтобы он таскал ведро с водой, и еще одного – чтобы тот отвечал за наличие фумигатора в классе. Сколькими способами она может это сделать?
Ответ:  15(14(13  = 2730

Задача 5. Олег Валерьевич тоже хочет назначить ответственных, но ему совершенно все равно, кто что именно будет делать. Поэтому он выбирает троих дежурных, и если хоть одно дело не будет сделано, то даст наряд всем троим. Сколькими способами он может это сделать?
Ответ:  15(14(13  / 6 = 455

Чем отличаются данные задачи? Во сколько раз отличаются их ответы?

Что изменится, если в задаче увеличить число ответственных до 4 (например, ввести человека, ответственного за уборку помещений после занятий)?

Определение 3. (под запись) Число сочетаний из n элементов по k  
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Задание. Придумайте задачу на эту формулу.

Задание. Заметим, что 
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. Докажите это соотношение, исходя из комбинаторных соображений.
Задачи для самостоятельного  решения

1. В ЛМШ получить наряд можно за 17 различных видом проступков, а отработать его можно  любым из 8 общественно-полезных способов. Сколькими способами ученик может в результате своих аморальных действий принести пользу обществу?
Ответ: 136.
2. На конкурсе «Евровидение 2000» Большое Жюри должно выбрать среди претендентов 1-ое, 2-ое и 3-е места. Сколькими способами это можно сделать, если на конкурс приехало 17 участников? n участников?
Ответ: 17(16(15 = 4080
3. Посовещавшись, Большое Жюри решило не обижать претендентов и вместо трех мест сделало три первых. Сколькими теперь способами можно выбрать победителей, если участников по-прежнему 17? n участников?
Ответ: 4080/6 = 680
4. У Супермена есть 8 необычных способностей, а у Лихого Джо только 7. Сколькими способами они могут обменять три способности одного на три способности другого.
Ответ: 
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5. Для участия в передаче «Кто хочет стать миллионером» поступило 3 заявки от девушек и 7 от юношей. Для проведения игры необходимо выбрать 4 человека, среди которых обязательно должна быть хотя бы одна девушка. Сколькими способами это можно сделать?
Ответ: 
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6. Пусть a1, a2, ..., a7 – целые числа, а числа b1, b2, ..., b7 – те же числа, но взятые в другом порядке. Докажите, что число (a1-b1)(a2-b2)...(a7-b7) делится на 2. 
Решение. Если каждая скобка – нечетное число, что числа ai и bi разной четности. Так как чисел одной какой-то четности больше половины, то где-то они совпадут по индексам. А причем тут комбинаторика? Вопрос интересный…
Решение. Второе, услышанное на занятиях от детей. Так как каждая скобка – число нечетное, то сумма семи скобок тоже нечетное число. А на самом деле она равна нулю.
7. Сколькими способами можно расставить k  ладей на доске N×N ?

Ответ: 
[image: image11.wmf]2

k

N

С

 (просто выбираем нужное количество клеток дял расстановки ладей).

8. Сколькими способами можно расставить k ладей на доске N×N так, чтобы они не били друг друга? Что надо изменить в задаче, чтобы ответом служило Pk?
Ответ: 
[image: image12.wmf]kk

NN

CA

 = N2(N-1)2(N-2)2…(N–k+1)2/k!. Вместо N поставить в условии k.
Решение. Выберем те столбцы, в которые будем ставить ладьи. Это 
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 способов. Далее в первом столбце надо выбрать номер строчки, куда попадет ладья, потом во втором столбце – аналогично, только нельзя выбирать уже выбранный номер и так далее. Это как раз число размещений.
Решение. Второе, услышанное на занятии. Пусть все ладьи разного цвета.Сначала ставим первую. Это можно сделать N2 способами. Потом ставим вторую так, чтобы ее не била первая. Это еще (N–1)2 способов. И так далее до k-той ладьи. Но так как в реальности ладьи не отличаются, то результат надо еще разделить на k!

9. Скольким способами можно расставить k различных шахматных фигур на доске N(N?

Ответ: 
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10. Сколькими способами можно представить число 18000 в виде произведения двух натуральных сомножителей?
Ответ: 18000 = 24(32(53, всего делителей 5(3(4 = 60, а способов в два раза меньше, т.е. 30.
11. Сколькими способами можно  разбить 12 человек на пары?
Ответ: 
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Решение. Сначала выбираем первую пару 
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, потому вторую пару 
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, потом третью пару 
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, и так до пятой. Но так как нам все равно. В каком порядке идут пары, то на до   разделить результат на 6!

12. Сколькими способами можно разбить группу из 15 человек на три команды по 5 человек для участия в карусели?
Ответ: 
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13. Сколькими способами можно выбрать из группы в 15 человек две команды по 5 человек для проведения внутреннего матбоя?

Ответ: 
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Решение. эта задача отличается от задачи 12 тем. Что в задаче 12 все команды равноправны. А здесь две команды играют, а третья «команда» от них отличается, так как не играет. Поэтому и ответо в три раза больше.

14. Хромой король ходит по клетчатой доске на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх. Занумеруем столбцы слева на право, строки снизу вверх числами 0, 1, 2, 3… Обозначим клетку (m, n) если она находится на пересечении m-ого столбца и n-ой строки. Докажите, что количество путей, ведущих из клетки (0, 0) в клетку (m, n) равно   
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Решение. Это просто построение треугольника Паскаля

15. Докажите следующие свойства двумя способами: алгебраическим (через формулу) и комбинаторным.

a) 
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а) Количество способов выбрать k человек из отряда численностью n человек очевидно равно количеству способов НЕ выбрать оставшихся n-k человек.

б) Пусть численность группы равна n+1 человек. Будем выбирать из этой группы подгруппу численностью k. Тогда мы получим левую часть равенствн. Пусть первый по списку идет ученик А. Тогда существует два варианта. Либо он попадает в подгруппу, и вместе с ним еще k–1 ученик из остальных n человек (
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 вариант), либо нет, тогда эта подгруппа полностью набирается из оставшихся n человек (
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 вариант).

с) Из группы в n человек выбирается команда численностью k человек, а в ней – капитан. Если сначала выбрать команду,  а затем из ее рядов выбрать капитана, то получим левую часть равенства. Если же сначала выбрать капитана из всей группы (n вариантов), а потом он выбирает оставшуюся часть команды (k–1 человека) из оставшихся n–1, то получаем правую часть.
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