Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Треугольник Паскаля , 5 июля 
1. Докажите тождество 
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Решение 1 (алгебраическое). 
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Решение 2 (биномиальное). Известно, что 
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, поэтому 
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Решение 3 (комбинаторное). Пусть из n человек необходимо выбрать k человек, а из оставшихся назначить главного. Это можно сделать  
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 способами (сначала выбрать группу, а затем из оставшихся главного). С другой стороны, можно сперва назначить главного, а из оставшихся выбрать группу  (
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 способов).
2. Докажите тождество 
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Решение 1 (треугольник Паскаля). Сумма в левой части – это сумма чисел, стоящих в одной строчке треугольника Паскаля. Каждое число в n-й строчке используется для построения двух чисел в (n+1)-й строчке. Поэтому сумма чисел в (n+1)-й строчке вдвое больше, чем в n-й. Остаётся заметить, что в нулевой строчке стоит единственная единица, т.е. 20.

Решение 2 (комбинаторное). Посмотрим, сколькими способами из n предметов можно выбрать любое количество предметов. С одной стороны, это 2n (каждый предмет можно выбрать или не выбрать, т.е. 2 способа, а предметов n). С другой, количество способов складывается из количества способов выбрать 0, 1,…,n предметов, а это и есть левая часть.
3. Докажите, что количество способов выбрать из группы (15 детей) чётное число детей столько же, сколько способов выбрать из этой группы нечётное число детей.
Решение 1. Количество способов выбрать k детей равно количеству способов выбрать (15-k) детей (это уже известно). Остаётся заметить, что числа k и 15-k всегда разной чётности. Решение справедливо для любого нечётного числа.

Решение 2. Это частный случай задачи 5 при n=15.
4. Верно ли это, если в группе 16 детей?
Решение 1. Выберем из детей главного (назовём его Андреем). Без Андрея количество способов выбрать чётное число детей равно количеству способов выбрать нечётное число детей. Рассмотрим два случая: Андрей выбран или не выбран. Если он выбран, то количество способов выбрать нечётное число из оставшихся (т.е. чётное из всех) равно количеству способов выбрать чётное число из оставшихся (т.е. нечётное из всех). Если не выбран, ситуация аналогичная. Решение справедливо для любого чётного числа.
Решение 2. Это частный случай задачи 5 при n=16.
5. Докажите, что 
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Решение 1 (комбинаторное). Перенесём все слагаемые с минусом в правую часть. В левой части останется количество способов выбрать чётное число предметов из n предметов, в правой – количество способов выбрать нечётное число предметов. Как следует из двух предыдущих задач, эти количества равны.

Решение 2 (Треугольник Паскаля). Каждое число в n-й строчке участвует в создании двух чисел в (n+1)-й строчке, причём одно из чисел берётся с положительным знаком, а другое с отрицательным. Следовательно, общая знакочередующаяся сумма равна нулю.
6. Докажите, что 
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Решение. Рассмотрим задачу: из n детей требуется выбрать m, а из этих m детей – k. Количество способов осуществить это равно 
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. С другой стороны, можно сперва выбрать k человек, а затем «добрать» оставшихся (n-k), а это и есть правая часть равенства.
7. Докажите тождество: 
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. Сформулируйте это  тождество в  терминах ТП.
Решение 1 (биномиальное).
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Решение 2 (комбинаторное). Пусть из n детей мы должны выбрать k. Рассмотрим Петю. Если мы его выбираем, то оставшихся можно выбрать 
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 способом. Если не выбираем, отложим его в сторону (осталось n-1 детей) и посмотрим на Васю. Действуя аналогично, получим требуемое.
8. Докажите с помощью ТП, что 
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 на единицу больше суммы всех чисел 
[image: image17.wmf]y

x

C

, где x < n–1 и x+k–n < y < k.
Решение. 
[image: image18.wmf]11122111

122312

kkkkkkkkkkk

nnnkknnknkk

CCC...CCCC...CC...CC...

--------

------

=++++=+++++++=

 =требуемому. Многократно применяем предыдущую задачу.
9. Полукороль стоит в нижнем левом углу доски n(n. Он может делать ходы на одну клетку в трёх направлениях: вправо, вверх и по диагонали вправо-вверх. Обозначим за An количество маршрутов полукороля в правый верхний угол, а за Bn – количество маршрутов в правый верхний угол, не заходящих в верхнюю строку и в левый столбец (кроме начала и конца пути). Докажите, что Bn = 2An-1.
Решение. Обозначим за Xn количество маршрутов полукороля по доске n((n-1). Очевидно, что An = An-1 + 2Xn (выйти из угла можно по диагонали, вправо или вверх). Рассмотрим все варианты выйти из начального угла и прийти в конечный угол для Bn. Полукороль может выйти по диагонали и по диагонали прийти (An-2 вариантов), может выйти вправо и прийти снизу (An-1 вариант), а может выйти по диагонали и прийти сверху или выйти вправо и прийти по диагонали (каждый случай – Xn-1 вариант). Итого An-2 + An-1 + 2Xn-1 = 2An-1 вариантов.
10. Докажите, что 
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. Указание. Подсчитайте число путей, ведущих в точку (2n, n). Каждый из них проходит ровно через одну точку ряда под номером n.
Решение (комбинаторное). Рассмотрим хромого короля, который может перемещаться лишь вправо и вверх. Количество способов попасть ему в клетку (x,y), равно 
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 (по построению треугольника Паскаля). Количество способов пройти королю в клетку (n,n) равно 
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. С другой стороны, рассмотрим диагональ квадрата. Путь короля обязан проходить через одну из клеток диагонали (пусть это будет клетка (x,n-x)). Количество способов дойти до этой клетки равно 
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. Столько же способов дойти из этой клетки до конечной клетки (n,n). Отсюда получаем требуемое.
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