Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Графы – 3, 11 июля
1. Докажите, что из любого связного графа можно удалить несколько ребер так, чтобы осталось дерево.
Решение. Если циклов нет, то это дерево. Если есть какой-то цикл, то удаляем из него ребро; количество рёбер уменьшилось, а связность осталась. Проделываем эту процедуру до тех пор, пока не станет дерево.
2. Есть 5 ящиков. В некоторых лежат по 5 ящиков, остальные пусты. Непустых ящиков 12. Сколько всего ящиков?
Решение. Пусть изначально было 5 пустых ящиков. Будем делать некоторые ящики непустыми. При каждой такой операции добавляется по 5 ящиков. За 12 операций добавится 60 ящиков, следовательно, их будет 65.
3. У царя Салтана было три сына. Из его потомков 100 имели по 3 сына, а остальные умерли бездетными. Сколько потомков у Салтана?

Решение. У Салтана и всех его сыновей в общей сложности было 303 потомка – 3 сына Салтана и по 3 сына у 100 потомков. Итого 303 потомка.
Картой, или плоским графом называется связный граф, изображенный на плоскости без пересечений ребер.  Граф называется  планарным, если его можно изобразить так на плоскости так, чтобы его ребра не пересекались. Карта делит плоскость на области, которые называются странами.

Пусть в карте V вершин, E ребер и F стран. Далее мы будем считать, что в карте нет петель и любые две вершины соединены не более, чем одним ребром.
4. (Формула Эйлера). Докажите, что V–E+F = 2.
Решение. Если граф является деревом, то формула верна – n вершин, n-1 ребро и одна страна. Пусть теперь граф не является деревом. Найдём цикл и сотрём одно ребро. При этом мы объединим две страны, т.е. уменьшим количество стран и рёбер на 1. При этом формула останется в том же виде. Будем стирать рёбра до тех пор, пока не получим дерево, для которого мы уже проверили формулу.
5. В квадрате отметили 20 точек и соединили их непересекающимися отрезками друг с другом и с вершинами квадрата так, что квадрат разбился на треугольники. Сколько получилось треугольников?
Решение. Всего 24 вершины – 4 вершины квадрата и 20 отмеченных точек. Пусть получилось x треугольников. На образовавшейся карте будет x треугольных стран и одна четырёхугольная (внешняя). Рёбер всего будет 
[image: image1.wmf]34

2

x

+

 (считаем сумму степеней стран, каждое ребро мы сосчитали дважды, т.к. оно входит в состав двух стран). Пишем формулу Эйлера: 24+(x+1)- 
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=2. Отсюда x=42. Ответ: 42 треугольника.
6. Докажите, что в планарном графе выполняется неравенство 2E ≥ 3F.
7. Решение. Каждая страна имеет степень не меньше чем 3. Следовательно, сумма степеней стран не менее чем 3F. Но сумма степеней стран равна 2E. Отсюда 2E ≥ 3F.
8. Докажите, что для планарного графа выполняется неравенство E ≤ 3V-6.
Решение. Напишем теорему Эйлера: V+F=E+2. Следовательно, 3V+3F=3E+6. Но по предыдущей задаче 3F(2E. Значит, верно неравенство 3E+6=3V+3F(3V+2E. Перенося 2E и 6 в другие части неравенства с противоположным знаком, получим E(3V-6.

9.  Пусть в двудольной карте как минимум 4 вершины. 

a) Докажите, что E ≥ 2F.

б) Докажите, что E ≤ 2V-4.
Решение. Рассуждения те же, только в двудольной карте степень каждой страны не менее 4. Сумма степеней стран не менее чем 4F. Но сумма степеней стран равна 2E. Отсюда E ≥ 2F.
Напишем теорему Эйлера: V+F=E+2. Следовательно, 2V+2F=2E+4. Но по предыдущей задаче 2F(E. Значит, верно неравенство 2E+4=2V+2F(2V+E. Перенося 2E и 6 в другие части неравенства с противоположным знаком, получим E(2V-4.

10.  Президент Тупин приказал соединить скоростными автобанами пять столичных городов (Омсква, Типер, Жиевск, Ворик, Токельнич)  так, чтобы каждый был соединен с каждым, и, кроме того, они  не пересекались (дабы избежать аварий). Докажите, что бюрократам придется позаботиться о строительстве мостов или тоннелей.
Решение. В полном графе с 5 вершинами должно быть 10 рёбер. Однако это не удовлетворяет неравенству из задачи 8. Следовательно, полный граф с пятью вершинами невозможно нарисовать без пересечений рёбер.
11.  Президент Тупин приказал соединить нефтепроводами три портовых города (Омсква, Ворик и Жиевск) с тремя основными нефтяными месторождениями, да так, чтобы от каждой столицы была собственная нефтяная магистраль до любого месторождения, и при этом они не пересекались. Докажите, что это невыполнимо.
Решение. В полном двудольном графе с долями 3, 3 шесть вершин и 9 рёбер. Это не удовлетворяет неравенству из задачи 9. 
12. Докажите, что в правильной карте количество нечетных граней четно.
Решение. Сумма степеней стран есть удвоенное количество рёбер, т.е. чётное число. Следовательно, нечётных стран чётное количество.

Также можно построить двойственный граф и применить теорему о рукопожатии.
13. Докажите, что в любой правильной карте есть две страны с одинаковым количеством ребер.
Решение. Построим двойственный граф. В нём найдутся две вершины одинаковой степени (это мы решали), что соответствует одинаковым степеням стран в исходной карте.
14. Степени всех вершин карты четны. Докажите, что страны можно раскрасить в два цвета таким образом, чтобы любые две граничащие по ребру страны были разных цветов.
Решение. Построим двойственный граф. Степени его стран будут чётны, т.е. все циклы будут иметь чётную длину. Это равносильно его двудольности, т.е. существованию правильной раскраски стран исходного графа.
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