Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Дискретная непрерывность, 6 июля
1. Бобик выписал на доске несколько чисел так, что любые два соседних отличаются не больше, чем на 1. Самое маленькое из выписанных чисел равно –5, самое большое 100,25. Докажите, что одно из выписанных чисел отличается от нуля не больше, чем на 0,5.
Решение. Пусть Бобик стоит на числе –5, а потом последовательно прыгает в числа, написанные на доске после этого числа (или до, если наибольшее число стоит до –5). Каждый прыжок Бобика менее 1. Рано или поздно он должен перепрыгнуть через ноль, и если при этом условие задачи не выполнилось, это означает, что он не попал на отрезок [-0,5: 0,5], а это означает, что длина его прыжка должна быть больше длины отрезка, т.е. 0,5.
2. Матч «Спартак»-«Динамо» окончился со счетом 8:5. Докажите, что в матче был такой момент, когда «Спартаку» оставалось забить столько мячей, сколько «Динамо» уже забило к этому моменту. А в любом ли матче обязательно найдется такой момент вне зависимости от счета, которым окончится матч?
Решение.
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Предположим, что это не так. Отметим все положения игры, при которых должно выполниться условие задачи и пометим их как невозможные. Понятно, что начиная с позиции 0:0, мы можем за один шаг сдвинуться либо на одну клетку вправо (если гол забила команда «Динамо»), либо на одну клетку вниз (если гол забила команда «Спартак»). Довольно очевидно, что для того, чтобы закончить на позиции 8:5, нам придется пройти через «границу», состоящую из невозможных клеток.
3. Известно, что существуют 100 последовательных натуральных чисел, среди которых нет ни одного простого числа (кстати, а почему? Докажите!). А заодно докажите, что существует 100 последовательных натуральных чисел, среди которых ровно 5 простых чисел.
4. На плоскости дано 100 точек. Докажите, что есть прямая, по обе стороны от которой лежит по 50 точек данного набора. А если взять 2006 точек? 
Решение. Рассмотрим всевозможные прямые, проходящие через любые две из данных точек. Их конечное число, следовательно, можно выбрать прямую, не параллельную ни одной из этих прямых. Вначале сдвинем ее так, чтобы се точки лежали в одной полуплоскости относительно нее. Затем будем параллельно сдвигать ее до тех пор, пока не выполнится условие задачи (а это случится, так как точки переходят в другую полуплоскость ровно по одной).
5. На плоскости дана 101 точка. Обязательно ли найдется прямая, которая проходит ровно через одну из данных точек, а по обе стороны от ее лежат по 50 точек из данного набора?
Решение. Все аналогично предыдущей задаче, только остановиться надо в момент, когда прямая проходит через 51 точку.
6. В ряд выложено 100 черных и 100 белых шаров, причем самый левый и самый правый шары – черные. Докажите, что можно выбрать слева подряд несколько шаров (но не все!) так, что среди них количество белых равно количеству черных.
Решение. Берем n шаров слева и считаем величину fn = кол-во белых – кол-во черных. Изначально f1 = –1, в конце f199 = 100 – 99 = 1, кроме того, эта величина изменяется каждый шаг ровно на 1, поэтому где-то она была равна 0.
7. На утренней линейке перемешались отряд биологов и отряд математиков 7 класса, да так, что в сумме всех стоящих ЛМШат стало 110, причем девочек и мальчиков поровну. Докажите, что есть 10 учеников, стоящих рядом, среди которых девочек и мальчиков поровну.
Решение. Берем первых 10 человек, и считаем для них величину ( = кол-во девочек – кол-во мальчиков. Заметим, что это число всегда четное (так как девочек + мальчиков всегда четное число). При сдвиге десятки на 1, ( изменится на 2 или не изменится совсем. Если изначально ( > 0, а где-то ( ≤ 0, то по пути ( принимала значение 0. что нам и надо. Если всюду ( > 0, то мы можем разбить 110 школьников на непересекающиеся десятки, которые в сумме дадут всю шеренгу. Если в каждой десятке девочек больше мальчиков, то и во всем строю девочек больше. А это не так.
8. Какие еще числа можно было бы поставить в предыдущей задаче вместо числа 10, чтобы задача имела аналогичное решение? Почему?
Решение. Принципиальный момент – возможность разделения всего строя на непересекающиеся десятки, покрывающие весь строй, а это возможно только для делителей числа 110 (общего числа школьников).
9. Двое сладкоежек хотят разделить поровну 2006 килограмма халвы. Проблема в том, что халва им досталась разломленная на 2006 различных кусочка.  Какое наименьшее число кусков надо будет разрезать, чтобы можно было провести дележку?
Ответ: Один.

Решение. Выложим халву в длинный ряд и возьмем сверхточный нож. Поведем им с самого начала «колбасы» и до тех пор, пока не найдем среднее по весу место. Там и проведем разрез.
10. Грани восьми единичных кубиков окрашены в черный и белый цвета так, что черных и белых граней поровну. Докажите, что из этих кубиков можно сложить куб 2(2(2, на поверхности которого черных и белых квадратиков поровну.
Решение. У каждого кубика наружу торчат ровно три грани, прилегающие к одному углу, а три другие грани скрыты. Заметим кроме того, что мы можем повернуть этот кубик так, чтобы ровно одна из открытых граней попала внутрь (при этом внешней гранью станет ей противоположная), а две другие так и остались бы внешними. При этом величина ( = кол-во черных граней – кол-во белых граней на поверхности либо не измениться, либо измениться ровно на 2. Пусть изначально (нач > 0. Будем поворачивать кубики один за другим (каждый три раза) так, чтобы в итоге на поверхности оказались другие грани, чем вначале. Тогда (конечн < 0, так как (нач + (конечн = 0. Крме того, (нач  было четно, так как общее число граней четно (это 8).Следовательно, в какой-то момент эта величина была равна 0, что нам и требуется.
11. Два кота делят огромную цепочку из 100 свиных и 200 говяжьих сосисок., причем разделить ее так, чтобы каждому досталось ровно по половине сосисок каждого вида. Какое минимальное число разрезов надо сделать для этого?
Ответ: Два.
Решение. Каждому должно достаться по 50 свиных и по 100 говяжьих сосисок. Рассмотрим самые левые 150 сосисок. Если в них ровно 50 свиных, то и с говяжьими полный порядок. Если же среди них недостаток свиных, то избыток говяжьих и наоборот. Будем сдвигать эти 150 сосисок (отрезок) на одну сосиску, и следить только за количеством свиных сосисок на отрезке. За шаг оно либо не меняется,  либо меняется на 1. Если в начальный момент свиных было менее 50, то в конце это число будет более 50 (так как в сумме 100). По сей причине по пути  величина принимала значение ровно 50. 
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