Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Количество информации, 8 июля
Во всех задачах используются чашечные весы с двумя чашками без стрелок. Они показывают, равны ли веса на разных чашках, и если нет, то какая больше.

1. Двое играют в такую игру. первый загадывает число из первой сотни, а второй пытается его угадать, задавая вопросы, причем первый отвечает на них только "да" или "нет". Какое минимальное число вопросов необходимо задать второму, чтобы наверняка угадать число?

Ответ: 7 вопросов.

Решение. Для этого за каждый вопрос необходимо уменьшать количество «подозреваемых» числе в два раза. Сначала их останется 50, затем 25, затем не более 13, потом не более 7, не более 4, не более 2 и наконец, не более 1. За 6 вопросов справиться нельзя, так как за 6 вопросов можно получить максимум 26  = 64 последовательностей ответов, а отличить надо 100 чисел. Поэтому какой-то последовательности должно соответствовать минимум 2 числа, поэтому дял нас эти два числа неотличимы.

2. А если первый может солгать, правда, только один раз (найдите алгоритм без доказательства его минимальности)? 
Ответ: 15 вопросов. 

Решение. Каждый вопрос надо повторять два раза. Если ответы совпадают, то это правда. Если нет, то надо повторить вопрос третий раз.

3. Из 81 монеты одна фальшивая. За какое минимальное число взвешиваний можно найти фальшивую монету, если известно, что она легче настоящих?

Ответ: 4 взвешивания.

Решение. За три взвешивания можно получить 33 = 27 различных исходов, а монет 81, поэтому не справиться. За 4 взвешивания можно. Делим монеты на три равные кучи, взвешиваем две из них. Если они равны, фальшивая монета в третьей куче, если нет – то в более легкой. За одно взвешивание количество подозрительных монет уменьшается в три раза.

4. В квадрате со стороной 1 расположена точка. За какое наименьшее число вопросов с ответами «да» и «нет» можно определить ее координаты с точностью до 0,1?
Ответ: 7 вопросов.
Решение. Фактически это означает. Что мы делим наш квадрат на 100 разных квадратиков и узнаем, в какой из них попадет точка. См. задачу 1.

5. Есть гири массой 1 г. 2 г, 3 г, 4 г, причем три из них настоящие (т.е. их вес соответствует надписи, которая сделана на гирьке), а одна – нет. За какое наименьшее число взвешиваний можно найти неправильную гирьку и определить, легче она или тяжелее того значения, которое на ней написано?
Ответ: За два.

Решение. За одно определить нельзя, так как фариантов фальшивости на самом деле 8 (фальшивой может быть любая гиря, и каждая может быть легче или тяжелее). За два. 1 +2 сравниваем с 3, 1 и 3 сравниваем с 4. 

	
	1+2 = 3
	1+2 > 3
	1+2 < 3

	1+3 = 4
	невозможно
	2 тяжелая
	2 легкая

	1+3 < 4
	4 тяжелая
	3 легкая
	1 легкая

	1+3 > 4
	4 легкая
	1 тяжелая
	3 тяжелая


6. В клетчатом квадрате 8×8 закрашено 25 клеток, образующих квадрат  5×5. Разрешается выбрать любую клетку квадрата 8×8 и спросить, закрашена ли она. За какое наименьшее число таких вопросов можно наверняка определить, какие клетки закрашены?

Ответ: 4 вопроса.

Решение. Положение закрашенного квадрата однозначно определяется его верхней левой клеткой. Она может находится только в левой верхней четверти квадрата 8(8, поэтому возможностей 24 = 16, поэтому вопросов не менее 4. Алгоритм.

	
	3дд
	
	3дн

	
	2да
	
	1

	
	3нд
	
	3нн

	
	2не
	
	


В таблице представлена верхняя часть доски. 1 вопрос про клетку 1. Если да, то клетка ВЛ (верхняя левая) находится в верхней половине таблице, нет – в нижней. Соответственно в случае ответа «да» задаем вопрос про клетку 2да, иначе про 2не. Третий вопрос задается про клетки с цифрами 3. Например, после ответов «да», «нет», задаем вопрос про клетку 3дн и так далее аналогично. Послений вопрос однозначно определяет клетку.
7. Есть семь пронумерованных монет, причем одна из них – фальшивая. Известно, что 1 и 2 – не тяжелее настоящей, а 5, 6 и 7 – не легче. Можно ли за одно взвешивания на чашечных весах без гирь найти фальшивую монету и установить, легче она или тяжелее? А за два? А за три?
Ответ: Минимум взвешиваний – 2.

Решение. Возможности для «фальшивости» таковы – 1 легкая, 2 легкая, 3 легкая, 3 тяжелая. 4 лекгая, 4 тяжелая, 5 тяжелая, 6 тяжелая и 7 тяжелая. Их 9, поэтому необходимо не менее 2 взвешиваний. Алгоритм. Взвешиваем 1 и 3 с 2 и 4. При равенстве фальшивая монета – одна из 5, 6 или 7. и она тяжелая. Ее легко найти за одно взвешивание. Если же 1+3 > 2+4, то либо 1 легкая, либо 3 легкая, либо 4 тяжелая. Взвесим 1 и 3. при равенстве 4 тяжелая, при неравенстве фальшивая монета более легкая. Аналогично, если 1+3 < 2+4
8. Имеется 7 с виду одинаковых шаров, из которых два радиоактивные. Дозиметром можно проверить на радиоактивность любую группу шаров. За какое наименьшее число проверок можно выявиьт оба радиоактивных шара?

Ответ: 5 проверок.
Решение. Вариантов расположения радиоактивных шаров 
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=21, что больше 24 =16. Заметим, что что люая проверка дозиметром может дать джва исхода «есть радиоактивность», «нет радиоактивности». Покажем. Как справиться за 5 проверок. Проверим шары по группам (1, 2), (3, 4), (5, 6). Если положительный результат дали две группы, то в каждой по одному шару. Для уточнения достаточно проверить любой шар из подобной группы. Если положительный результат дала одна группа (без ограничения общности пусть это будет первая), то осталось подозрительных шаров 1, 2 и 7. проверяем любые два шара, и получаем полный ответ.

9. Есть 5 монет, из них 2 фальшивых,  которые весят больше. За какое наименьшее число взвешиваний можно с гарантией найти фальшивые  монеты?
Ответ: 3 взвешивания.
Решение. Вариантов расположения фальшивой монеты всего 
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 = 15, поэтому двумя взвешиваниями не обойтись. Алгоритм дял терх взвешиваний. Сравниваем 1 и 2, если 1 перевесила, то она фальшщивая, а ещ одна фальшивая среди оставшихся трех. Ее легко найти за одно взвешивание. Если 1 и 2 равны, то взвешиваем 3 и 4. Если 3 перевесила, то она фальшивая, а еще одна фальшивая – монета 5. Если же 3 и 4 равны, то какая-то пара (1, 2) или (3, 4) полностью настоящая, а другая – фальшивая. Определим это, взвесив 1 и 3 монеты.
10. Из 101 монеты одна фальшивая, а остальные – настоящие. За два взвешивания определите, какая монета легче – фальшивая или настоящая.

Решение. Делим монеты на две кучи по 33 монеты и одну величиной в 35 монет. Взвешиваем первые две. Если они равны, то фальшивая монета в оставшейся, а в этих все настоящие.Поэтому берем 35 настоящих монет и взвешиваем их с оставшейся кучей. Если же равенства нет, то оставшиеся 35 монет настоящие. Берем 33 из них и взвешиваем с любой из первых куч (например, большей). Если она опять перевесила, то фальшивая монета тяжелая. Если же наступило равенство, то фальшивая монета во второй куче, и она легкая.
11. Есть 5 монет, из которых две фальшивые, причем одна тяжелее настоящих, а другая легче. За какое наименьшее число взвешиваний можно найти обе фальшивые монеты и определить, какая из них легче, а какая – тяжелее? 
Ответ: 3 взвешивания.
Решение. Вариантов расположения легкой и тяжелой монеты всего 5(4 = 20, поэтому 2 взвешиваниями не обойтись. Алгоритм для 3 взвешиваний. 

12. Есть 68 различных по весу монет. За 100 взвешиваний найдите самую тяжёлую и самую лёгкую монеты.
Решение. Действуем по олимпийской системе. Сначала 34 взвешивания. Осталось 34 тяжелые монеты и 34 легкие. Далее в каждой части таблицы свой розыгрыш. Еще 17 взвешиваний, и остается 17 монет, потом после 8 взвешиваний остается 8+1 = 9 монет. После еще 4 взвешиваний остается 4+1 = 5 монет, далее еще 2 взвешивания, и 3 монеты. Там дял выявления победителя еще два взвешивания. Итого 34 + 2((17+8+4+2+2) = 100.
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