Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Инвариант, 18 июля. Для преподавателей
1. Некоторое натуральное число удвоили и затем прибавили 1, затем полученное число снова удвоили и прибавили 1, и т.д. Можно ли в результате ряда операций получить число, кратное 2006?

Решение. Любое число, получаемое в результате преобразований, нечетное. А если оно кратно 2006, то должно быть четно. Инвариант – нечетность получающихся чисел.

2. а) Хулиган Костя рвал газету, причем любой попадающийся кусок он рвал на четыре части. Могло ли в итоге получится 2006 кусков?
б) А если к нему присоединился хулиган Вова, который рвал любой кусок, попавший ему в руки, на 10 кусков? Зависит ли количество получившихся кусков от последовательности, в которой хулиганы рвали газету? Сколько кусков могло получиться?
Решение. Нет, не зависит. Каждый раз количество кусочков увеличивается на 3 (если рвал Костя) или на 9 (если Вова). Вначале был один кусок. Значит, всего кусков может получиться 3n+1.

3. В алфавите племени ЯВА всего три буквы: А,В и Я, причем этот язык обладает такими свойствами, что если выкинуть из слова буквосочетания ЯВА или ВАЯ, то слово не изменится. Точно так же смысл слова не изменится, если добавить в любое место буквосочетания ЯЯВАВ, АВАЯЯВА или АВЯ. Можно ли утверждать, что слова АВАВЯЯВА и ВАЯЯЯААВ имеют одинаковый смысл? 

Решение. При любой разрешенной операции добавления или выкидывания букв количество В и Я изменяется на одинаковое число. Если в первом слове было 3 буквы В и 2 буквы Я, то в последнем две В и три Я. Инвариант – разность между количеством букв В и Я.

4. В алфавите племени ЯВА всего 3 буквы: А, В и Я. Комбинации букв ВАЯ и ЯЯЯ, ЯВА и АВАЯ, АЯВЯ и ААВА в любом слове можно заменять друг на друга, причем смысл слова от этого не меняется. Можно ли утверждать, что слова АВЯВАЯЯВАЯ и ВАЯВЯААВАЯАЯВЯВ имеют одинаковый смысл?
Решение. Инвариант – четность количества букв Я.

5. В ряд выписаны числа 1, 2, ..., 2006. Разрешается менять местами любые два числа, стоящие через одно. Можно ли получить в результате получить ряд 2006, 2005,..., 2, 1?
Решение. Нельзя, так как четные числа останутся всегда на четных местах, а нечетные – на нечетных.

6. Числа от 1 до 19 расположены в порядке возрастания. Разрешается выбрать любые три стоящих подряд числа и переставить их циклически: если вначале было a, b, c, то стало b, c, a. Можно ли расположить числа в порядке убывания? 

Решение. Инвариант - четность перестановки. Циклическая перестановка – это композиция двух транспозиций. Тогда при этом число беспорядков изменяется на 2 или на 0. Четность исходной - 0, четность требуемой – 18+17+...+1 = 171, она нечетна.

Перестановка – некоторое расположение упорядоченных объектов (в задаче чисел). Беспорядок – это такая пара чисел,  что большее стоит левее меньшего (числа не обязательно стоят рядом).
Четность перестановки. Если общее число беспорядков четно, то перестановка называется четной, а если нечетно, то соответственно перестановка называется нечетной.

Проверьте, как изменяется четность перестановки при данной операции.

7. В ряд стоит несколько фишек. Можно менять местами любые две. После нескольких операций обнаружили, что все фишки стоят на своих местах. Доказать, что проведено четное число операций.
Решение. Любая транспозиция меняет четность перестановки. Первая и конечная перестановки – четные.

8. На доске написано несколько плюсов и минусов. Разрешается стереть любые два знака и написать вместо них плюс, если они одинаковы, и минус, если различны. Доказать, что получившийся в конце знак не зависит от порядка проведения операций. Кстати, а от чего это зависит?
Решение . Инвариант - произведение чисел. Получится минус, если число минусов изначально нечетно, и плюс в обратном случае.

9. По окружности расставлены в произвольном порядке 4 единицы и 5 нулей. В промежутках между одинаковыми числами пишется 0, а между разными 1, после чего все первоначальные числа стираются. Можно ли получить набор из всех нулей?

Решение. Чтобы получить набор из нулей, необходимо когда-то получить набор из одних единиц. Заменим 1 на -1, а 0 – на +1. Тогда произведение всех чисел всегда равно +1. А для набора из одних единиц имеет характеристику, равную -1.

10. а) В шести секторах круга стоит по фишке. За ход можно передвинуть две фишки в соседние сектора. Можно ли собрать их в одном секторе? Найдите несколько инвариантов. А если секторов 7? 8?
б) Пусть теперь фишки можно двигать только в противоположных направлениях. Можно ли получить расположение (5,1,0,0,0,0)? 

Решение. а) Если сектора занумеровать +1 и -1 в шахматном порядке, то инвариантом будет произведение чисел. Если занумеровать их 1,2,3,4,5,6, то инвариант – четность суммы. Для 7 и 8 – ответ положительный. б) Если пронумеровать числами -1, 0, 1 или от одного до шести, то инвариантом будет остаток суммы по модулю три.

11. На доске написаны числа от 1 до 20. а) Можно пару чисел (x, y) заменить на x+y. Какое число останется в конце? А если заменяем не на x+y, а на x+y-1? 

б) Заменяем (x, y) на 3x+5y. Может ли в конце остаться 2005? 

в) Заменяем (x,y) на 4(x+y). Может ли в конце остаться 4000?
Решение. а) Инвариант – сумма. Останется 210. Инвариант – сумма минус количество чисел. Останется 191. б) Инвариант – четность суммы. с) Инвариант – делимость суммы на три. Каждый раз сумма увеличивается на 3(x+y), изначальная сумма кратна 3.

12. Назовем «хорошим произведением» двух чисел a  и b число a+b+ab. Можно ли, исходя из чисел 1 и 4, после многократного применения этой операции к уже полученным произведениям, получить: а)1999; б)2006?

Решение. Заметим, что что a+b+ab+1=(a+1)(b+1), поэтому если мы увеличим все числа на 1, то «хорошее произведение» превратиться просто в произведение. Строится биекция. Соответственно из чисел 2 и 5 умножением можно получить 2000 = 1999+1, но нельзя 2006 = 2005+1, потому что там есть простой множитель 501.

13. В вершинах квадрата поставлены числа а) три ноля и единица; б) два ноля по диагонали и две единицы. За ход разрешается прибавить к двум числам, стоящим на концах одного ребра. по единице. Можно ли в результате этих операций добиться того, чтобы все числа стали равны?
Решение. а) Инвариант– четность суммы. б) Инвариант - сумма чисел на одной диагонали минус сумма чисел на другой диагонали.

14. В одной вершине куба стоит 1, а в остальных – нули. Можно прибавлять по единице к числам в концах любого ребра. Можно ли добиться того, чтобы все числа делились на 3?
Решение. Инвариант – разность между суммами чисел в вершине одного и другого правильного тетраэдра. Она всегда равна 1.

15. В таблице разрешается переставлять любые две строки и любые два столбца. Можно ли из таблицы

	1
	2
	3
	4
	
	12
	9
	6
	11

	5
	6
	7
	8
	
	4
	1
	2
	3

	9
	10
	11
	12
	
	8
	5
	10
	7


Решение. В первой таблице 9 и 10 находятся в одной строке, а во второй – в разных.

16. Три кузнечика сидят на плоскости в точках (0, 0), (1, 0) и (0, 1). Они играют в чехарду, причем за один ход какой -то кузнечик прыгает в симметричную ему относительно какого-то другого кузнечика точку. 

а) Могут ли они попасть в точки (0, 1), (1, 0) и (1, 1)? 

б) А в точки (x, y), (x+1, y+1) и (x+2, y)?
в) А в точки (x, y), (x+3, y) и (x, y+3)?
Решение. После каждого прыжка четность координат прыгающего не изменяется. а) Никогда не получится ситуации (1,1) – обе нечетные координаты. б) Первая и третья точка имеют одинаковый тип четности координат. Такого в начальной ситуации нет. с) Инвариант - площадь треугольника. Вначале 0,5, а предложенной ситуации 4,5.
