Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Метод математической индукции, 19 июля

1. (Игра "Ханойская башня") Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров и еще два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что 

1) можно переложить все кольца с первого стержня на один из пустых стержней; 

2) это можно сделать за 2n–1 перекладывание.
Решение (для обоих пунктов). Индукция по n.

База: n=1. Одно кольцо очевидно перекладывается за 1 ход.

Переход: пусть мы умеем перекладывать k колец за 2k-1 ход. Переложим эти кольца, снимем (k+1)-е кольцо и переложим его на пустой стержень (ещё один ход). И переложим первые k колец на (k+1)-е. На всё потребуется 2(2k-1)+1=2k+1-1 ход.
2. Плоскость поделена на области несколькими прямыми. Докажите, что 

1) эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета. (Соседние области – это области, имеющие общий участок границы.)

2) Докажите аналогичную задачу, но вместо прямых рассматриваются окружности. Кстати,  а что можно использовать вместо прямых и окружностей?
Решение. Вместо прямых и окружностей можно рассматривать произвольные кривые, соприкасающиеся друг с другом лишь в конечном числе точек и делящие плоскость на две части. Например, границы правильных шестиугольников для этой цели не подходят.

Индукция по числу прямых/окружностей.
База: 0 прямых/окружностей, всё красится в один цвет.

Переход: пусть для k прямых/окружностей мы построили требуемую раскраску. Рассмотрим конфигурацию из k+1 прямой/окружности. Сотрём одну и раскрасим получившуюся карту в два цвета. Теперь добавим стёртую прямую/окружность. Одну из частей, на которую она делит плоскость, полностью перекрасим (т.е. белые зоны сделаем чёрными, а чёрные – белыми), и наоборот. Докажем, что раскраска останется правильной. Рассмотрим две соседние зоны. Если они обе не перекрашивались (или обе перекрашивались), то как ранее, так и теперь они разных цветов. Если одна перекрашивалась, а другая нет, то они разделены в точности добавленной прямой/окружностью, т.е. ранее имели один цвет (ибо были одной зоной), а теперь разный. Следовательно, раскраска осталась правильной.
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Докажите, что правильный треугольник можно разрезать на n правильных треугольников для любого n≥6.
Решение. Индукция по n.
База: Мы можем разрезать треугольник на 4, 6, 8 треугольников так, как показано на рисунке. На 7 треугольников режем, разрезая сперва на 4 треугольника, а затем один из этих четырёх ещё на 4.

Переход: Пусть для всех n, меньших k, мы утверждение доказали. Докажем его для n=k (предполагаем k>8, т.к. меньшее число треугольников мы уже исследовали). Мы научились разрезать треугольник на k-3 правильных треугольника. Разрежем один из маленьких треугольничков так, как показано на первой картинке рисунка. При этом число треугольников увеличится на 3, т.е. станет равным k.
4. Докажите, что банк может выдать любую сумму денег, начиная с восьми рублей, используя только 3-х и 5-рублевые купюры.
Решение.  Индукция по количеству рублей.
База: 8=5+3.

Переход: Пусть k рублей мы можем выдать трояками и пятёрками. Докажем, что (k+1) тоже можно выдать. Рассмотрим два случая.

1) В размен k рублей входит пятёрка. Забираем её и выдаём два трояка.
2) В размен k рублей пятёрки не входит. Но тогда входит как минимум три трояка (иначе сумма не более 6 рублей). Забираем три трояка и выдаём два пятака.
5. В государстве n городов, каждые два из которых соединены дорогой. Правительство хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав из любого города, в него больше нельзя было вернуться. Докажите, что это можно сделать.
Решение. Индукция по n.

База: 1 город. Вводить ничего не надо.

Переход: Пусть в k городах мы ввели такое безобразие. Добавим один город. Введём одностороннее движение на дорогах от введённого города до других (именно в этом направлении). Тогда в этот город не ведёт ни одна ориентированная дорога, следовательно, до него нельзя добраться. Из остальных же городов, выехав, нельзя добраться по предположению индукции (если не проезжать через добавленный город; впрочем, через него мы при всём желании проехать не сможем). Следовательно, в образованной системе из ( k+1) города введено такое же идиотское одностороннее движение (не хватает лишь ГИБДДшников).
6. Жили-были два любителя головоломок. Один работал королем, второй сидел в королевской тюрьме. “Нехорошо держать в тюрьме коллегу, – подумал как-то король, – но и освобождать просто так не годится.” На следующий день узника привели к королю. Король вручил ему два одинаковых квадратных листа фанеры, каждый из которых был разлинован на 100 одинаковых квадратных клеток. “Сначала ты вырежешь из одного листа четыре фигуры общей площадью в 99 клеток, – сказал король. – Потом я отмечу одну из клеток второго листа, а ты должен будешь наложить вырезанные фигуры на второй лист так, чтобы они полностью закрывали все его клетки, кроме отмеченной. Справишься – освобожу, не справишься – не обессудь.” Есть ли у узника возможность вырезать такие фигуры, чтобы наверняка (независимо от того, какую клетку укажет король) выйти на свободу?
Решение. Докажем более общее утверждение: из квадрата со стороной не более 2n можно вырезать n частей общей площадью на 1 меньше площади квадрата так, чтобы этими частями можно было замостить все клетки квадрата, кроме любой заранее  отмеченной. Доказывать мы это будем индукцией по n.

База: n=1. Действительно, из квадрата 2(2 можно вырезать уголок. Из квадрата 1(1 можно ничего не вырезать.

Переход: Пусть утверждение для n=k выполнено. Докажем его для (k+1). Вырежем из исходного квадрата квадрат со стороной 2k, полученная угловая фигурка будет первой частью. Какая бы клетка исходного квадрата ни была отмечена, мы сможем положить первую часть так, чтобы остался квадрат со стороной 2k, причём отмеченная клетка была в этом квадрате. А по индукционному предположению квадрат со стороной 2k без одной клетки режется на k частей (с указанным свойством). Так мы получили (k+1) часть.
7. Докажите, что любое число можно представить как сумму 

1) нескольких различных степеней двойки (т.т. перевести его в  двоичную систему счисления);

2) нескольких степеней тройки так, чтобы каждой степени было не более двух штук (перевести в троичную систему счисления).
Решение. Пусть в первом пункте x=2, во втором x=3. Будем доказывать следующее утверждение: для любого n любое число, меньшее xn, можно представить в виде суммы степеней x (не выше n-й) так, чтобы каждой степени было не более (x-1) штуки. Индукция по n.

База: n=1. Отсюда в виде степеней x представляем число, меньшее x. Это сделать можно (сумма единиц).

Переход. Пусть для n=k мы утверждение доказали. Докажем его для n=k+1. Если число меньше, чем xk, то всё доказано по индукционному предположению. В противном случае будем вычитать из него xk до тех пор, пока число не станет меньше xk. Мы вычтем не более x слагаемых (иначе число было не меньше xk+1). По предположению, остаток раскладывается в виде суммы степеней x не выше n-й. Добавляя слагаемые xk, получаем требуемое.
8. На плоскости даны N прямых общего положения. Найти число частей, на которые они делят эту плоскость.
Решение. Докажем, что N прямых общего положения делят плоскость на 
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 частей (то, что 
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, мы считаем очевидным). Индукция по N.

База: N=1 – одна прямая действительно разбивает плоскость на 1+1=2 части.

Переход: Пусть для N=k частей задача решена. Посмотрим, сколько частей рассекает (N+1)-я прямая. Она пересекает N прямых, следовательно, рассекает (N+1) часть. Таким образом, с добавлением этой прямой прибавляется (N+1) кусок.
9. В компании из k человек (k>3) у каждого появилась новость, известная ему одному. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им новости. Докажите, что за 2k–4 разговора все они могут узнать все новости.
Решение. Индукция по k.

База: k=4. Первые два разговора – первый мо вторым и третий с четвёртым. Осталось обменяться новостями первому с четвёртым и второму с третьим, и все всё знают.

Переход: Пусть нам известно, что k человек могут обменяться новостями за 2k-4 разговора. Тогда компания из (k+1) человека могут обменяться новостями так: (k+1)-й сообщает свою новость первому, затем первые k меняются новостями за (2k-4) разговора, после чего кто-нибудь сообщает результат (k+1)-му. На это потребуется в точности на два разговора больше, т.е. 2(k+1)-4 разговора.
10. Докажите, что число 111…1 (729 единиц) делится на 729. Обобщите.
Решение. Сразу обобщим задачу. Если число А делится на x, то число 
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 (три раза подряд записываем цифры А) делится на 3x. Действительно, разделив в столбик число 
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 на А, получим число 10…010…01, которое будет делиться на 3. Т.е. оно делится на 3А, следовательно, делится и на 3x.

Докажем теперь, что число, записанное 3n единицами, делится на 3n. Доказывать будем индукцией по n.

База: 111 делится на 3.

Переход: Пусть число, записываемое 3k единицами, делится на 3k. Тогда по вышесказанному обобщению число, записываемое 3k+1 единицей, делится на 3(3k=3k+1, что и требовалось доказать.
Сама задача: заметим, что 729=36.
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