1. Делимость

2. (3-)В трехзначном числе n первые две цифры одинаковые, а последняя цифра – 5. Кроме того, известно, что n дает остаток 8 при делении на некоторое однозначное число. Найдите n. 
3. (3-)Делится ли на 4 число 32006+52006?

4. (3) Докажите, что p2-1 делится на 24 для любого простого p > 3.

5. (3)Докажите, что при нечётном n число 11n+12n делится на 23.

6. (3)Докажите, что при любом натуральном n число n7–n делится на 7.

7.  (3)Найдите все натуральные числа n такие, что числа n, n + 2 и n + 4 — простые.

8. (3)Докажите, что если 3a–1 делится на 7, то 2a–3 делится на 7. 
9. (3+) Доказать, что остаток от деления простого числа на 30 равен либо 1, либо простому числу.

10.  (3+)Докажите, что дробь (12n+1)/(30n+2) несократима ни при каком натуральном n.

11. (3+) Найдите последнюю цифру числа 12+22+…+992.

12.  (3+ 4-)На доске написаны числа a и b. Разрешается заменять одно из чисел на сумму или разность имеющихся чисел. Какое минимальное натуральное число можно получить такими операциями, если a=7n+3, b=9n+4?

13.  (4-)На какие числа (в зависимости от n) сократима дробь 
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14. (4,)Найдите пару чисел, не больших 1000, для которых алгоритм Евклида заканчивает работу (получает два равных числа) только через 14 шагов.

15. (4, 4+) p,q – различные простые числа. Докажите, что pq+qp(p+q (mod pq).

16. (4+) Назовем натуральное число n удобным, если n2 +1 делится на 1000001. Докажите, что среди чисел 1, 2, …, 1000000 четное число удобных.

17. (4+) Сколько существует натуральных чисел n, меньших 10000, для которых 2n–n2 делится на 7?

18.  (5) Доказать, что при любых натуральных n и m число 1/n + 1/(n+1) +… 1/(n+m) – нецелое. 

19. (5+) Дима задумал целое число, большее 100. Тима называет целое число, большее 1. Если Димино число делится на это число, Тима выиграл, иначе Дима вычитает из своего числа названное, и Тима называет следующее число. Ему запрещается повторять числа, названные ранее. Если Димино число станет отрицательным — Тима проигрывает. Есть ли у Тимы выигрышная стратегия? 

20. (5) Найти  наименьшее  натуральное c, при  котором уравнение 8x+13y=c будет иметь ровно 9 решений в натуральных числах.

21. (5) Докажите, что среди 51 целого числа найдутся два, квадраты которых дают одинаковые остатки при делении на 100. 
22. (4-)Докажите, что если число n взаимно просто с 10, то 101-я степень числа n оканчивается теми же тремя цифрами, что и n.

23. (5- 5) Назовем натуральное число абсолютно простым, если оно простое и при любой перестановке его цифр снова получается простое число. Докажите, что в абсолютно простом числе не может быть более трех различных цифр.

24. (5) На концах отрезка стоит по 1. На первом шаге между ними ставится число 2, на втором – между соседними числами ставится их сумма (получается 1 3 2 3 1), и т.д. 1 000 000 раз. Сколько раз в результате будет написано число 2005?
25. Докажите, что число 12+22+…+1002 — составное.

26. Существуют ли два последовательных натуральных числа, сумма цифр каждого из которых делится на семь?

27. Числа p, 2p+1 и 4p+1 просты. Найдите эти числа.

28. Можно ли выплатить 1000000 рублей, использовав ровно 500000 купюр по 1, 10, 100 и 1000 рублей?

29. Можно ли числа от 1 до 21 разбить на несколько групп, в каждой из которых имелось бы число, равное сумме всех остальных чисел этой группы?

30. Каждое из натуральных чисел a, b, c и d делится на натуральное число ab–cd. Докажите, что ab–cd=1.

31. Докажите, что среди 18 последовательных трехзначных натуральных чисел есть число, которое делится на сумму своих цифр.

32. Корпус, в котором живет отряд математиков, имеет в плане вид квадрата с целой стороной. Дикие математики разгородили его на квадратные палаты (вообще говоря, разного размера) с целыми сторонами. Докажите, что сумма длин перегородок делится на 4.
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