Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г. 


Связность. Эйлеровы пути. Деревья, 10 июля 
1. Среди преподавателей ЛМШ у каждого есть один друг и еще один САМЫЙ ЛУЧШИЙ друг . Докажите, на педсовете всех преподавателей можно рассадить на две группы так, чтобы они не болтали друг с другом (болтают только друзья и САМЫЕ ЛУЧШИЕ друзья).
Решение. Возьмём первого преподавателя и посадим его в первую группу. Его друга и лучшего друга посадим во вторую; их друзей и лучших друзей – в первую, и т.д. Если эту процедуру мы сделать больше не можем, а люди ещё не кончились, возьмём одного из нерассаженных преподавателей, посадим в первую группу и повторим процедуру.

Нам может помешать лишь ситуация, при которой человек, которого мы хотим определить в первую группу, уже сидит во второй (или наоборот). Но тогда получается цикл нечётной длины. В этом цикле друзья и САМЫЕ ЛУЧШИЕ друзья чередуются, чего не может быть.
2. На спартакиаде проводились соревнования по бегу на 60 метров, метанию мяча, и бегу на 400 метров. Каждый из семиклассников принял участие в соревнованиях либо по одному, либо по трем видам спорта, причем в каждом из видов число принимавших участие было нечетным. Докажите, что кто-то прогулял спартакиаду, если известно, что всего в отряде 60 семиклассников.
Решение. Допустим, что никто не прогулял спартакиаду. Тогда, если верить ученикам,  общее количество участий чётно (60 детей, и каждый принимал участие нечётное число раз). Но, если верить физрукам, в каждом из трёх видов число принимавших участие нечётно, значит, и общее число участий нечётно. Противоречие.
3. Из корпуса 11 выходит пятнадцать тропок, из клуба – одна тропка, а из всех остальных корпусов других отрядов ДОЦ «Вишкиль» – по 4 тропки. Докажите, что из 11 корпуса точно можно дойти до клуба, не сворачивая с тропок.
Решение. Допустим противное. Рассмотрим тогда ту компоненту связности, в котором есть корпус 11. По предположению, клуба в ней нет. Но это означает, что в рассмотренной компоненте есть одна вершина степени 15 (корпус 11), а остальные вершины имеют степень 4. Это противоречит тому, что в графе количество вершин нечётной степени чётное количество.
4. Можно ли сложить квадрат 4(4 (5(5 узлов, соединённых рёбрами):

а) из пяти ломаных длины 8?
б) из восьми ломаных длины 5?
Решение. А) Нельзя. Посмотрим на крайние, но неугловые узлы (их 3(4=12); их степени нечётны. Следовательно, в каждой из них путь должен начинаться или заканчиваться. Что невозможно, т.к. всего концов путей 10.

5. Б) Можно. См. рисунок.
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6. При каких n можно нарисовать n-угольник со всеми диагоналями, не отрывая карандаша от бумаги?
Решение. Поскольку все вершины имеют одинаковую степень и их более двух, степень каждой вершины должна быть чётной. Отсюда ответ: при нечётных n.
7. Из проволоки длиной 12 см нужно сложить каркас куба со стороной 1 см. Какое наименьшее количество разрезов необходимо сделать?
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У куба 8 вершин степени 3, в каждой такой вершине должен быть конец проволоки. Следовательно, необходимо не менее 4 кусков, т.е. 3 разреза. Пример с 4 кусками строится очевидно.
8. Существует ли ломаная, пересекающая все рёбра картинки по разу?
Решение. Заметим, что зоны, помеченные цифрами 1, 2, 3 (а также внешняя), окружены нечётным количеством рёбер. Следовательно, в каждой из этих зон должен быть конец ломаной, что невозможно.
9. В ДОЦ «Вишкиль»  есть 30 корпусов и дач, и по проекту между каждыми двумя корпусами или дачами должна была проходить своя тропинка. Но СЭК  (Служба Экологического Контроля) запретила проект, заявив, что дети вытопчут весь лес с ценными опрысканными ягодами. В итоге решили запретить 28 тропок. Докажите, что после этого школьники из любого корпуса могут по тропкам после отбоя навестить своих друзей из любого другого отряда (и даже Рубанова!!!).
Решение. Допустим, что граф при закрытии 28 тропок теряет связность. Сделаем такую операцию: из одной компоненты связности уберём все вершины, кроме одной, и присоединим их к другой компоненте. При этом некоторые рёбра сотрём, и некоторые добавим. Ясно, что добавляем мы рёбер не меньше, чем убираем. После добавления рёбер их станет не более 
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, а после закрытия тропок остаётся больше.
10. Волейбольная сетка представляет собой прямоугольник 5(4 (т.е. 6(5 узлов). Её режут не в узлах. Какое наименьшее количество разрезов придется сделать нам любимым, чтобы сетка распалась на две части?
Решение. Достаточно двух разрезов (отрежем угол). Одного разреза, очевидно, не хватит.
11. Волейбольная сетка представляет собой прямоугольник 5(4 (т.е. 6(5 узлов). Её режут не в узлах. Злобный противник не хочет, чтобы она распалась, но все равно это рано или поздно произойдет. Через какое количество разрезов с гарантией наступит наша победа?
Решение. Всего рёбер сетки 50, а узлов 30. Наименьшее количество рёбер, чтобы сетка не распадалась на части, равно 29. Следовательно, нужно разрезать 22 ребра.
12. Есть 5 ящиков. В некоторых лежат по 5 ящиков, остальные пусты. Непустых ящиков 12. Сколько всего ящиков?
Решение. Пусть изначально было 5 пустых ящиков. Будем делать некоторые ящики непустыми. При каждой такой операции добавляется по 5 ящиков. За 12 операций добавится 60 ящиков, следовательно, их будет 65.
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