Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Конструкции, 16 июля

1. Придумайте а) 3 различных натуральных числа, чтобы каждое делило сумму остальных; б) то же, но все числа больше 100; в) как в (а), но 4 числа; г) как в (а), но 10 чисел.
Решение. Придумаем для начала три таких числа: 1, 2, 3 (или 1000, 2000, 3000). Покажем, как, если уже придуманы k таких чисел,  придумать (k+1)-е. Рассмотрим в роли этого числа удвоенное предыдущее число (заметим, что оно равно сумме всех предыдущих). Тогда для любого числа из нашей  последовательности сумма всех меньших равна ему, а каждое большее на него делится. Следовательно, и вся сумма будет на него делиться.
2. Разрежьте квадрат на n меньших квадратов (не обязательно одинаковых) а) n = 6; б) n = 7; в) n = 8; г) n = 2006; д.) для каких n это возможно?
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Решение. На картинке показано, как разрезать квадрат на 6, на 7, на 8 частей. Для того чтобы увеличить количество частей на 3, необходимо один из квадратов разбиения разрезать ещё на 4 части. Так мы сможем разрезать квадрат на любое количество квадратов, большее 5.

Докажем, что квадрат нельзя разрезать на 2, 3 и 5 квадратов. Если два угла квадрата попадут в один квадратик разбиения, то этот квадратик будет равнее исходному квадрату, что нехорошо. Поэтому на 2 и 3 квадратика квадрат разрезать нельзя (углов 4, а квадратиков меньше). Перебором возможных картинок доказывается, что и на 5 квадратиков невозможно разрезать квадрат.
3. Представьте число 1 в виде суммы а) трех б) четырех в) десяти различных дробей с числителем 1.
Решение. 1=1/2+1/3+1/6. Кроме того, 
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. По этой формуле мы можем разбивать слагаемое с наибольшим знаменателем на два слагаемых с ещё большими знаменателями, т.е. все дроби будут различными.
4. докажите, что число 12+22+32+…+20062 можно представить в виде суммы a) 2005 квадратов; б) 2004 квадратов; в) 2000 квадратов.
Решение. (Верный факт, что любое натуральное число представляется в виде суммы не более чем четырёх квадратов, в качестве решения не принимался.) Используя равенства (3k)2+(4k)2=(5k)2, мы можем сократить количество квадратов.
5. a) Докажите, что доску 4×4 с вырезанной угловой клеткой можно разрезать на уголки. б) Докажите то же утверждение для доски 8×8. в) Докажите, что доску 2n×2n с одной вырезанной клеткой (не обязательно угловой) можно разрезать на уголки.
Решение. Доска 2(2 без любой клетки есть уголок. Пусть мы умеем разрезать доску 2k(2k без любой клетки на уголки. Научимся разрезать на уголки доску 2(k+1)(2(k+1) без любой клетки. Разрежем эту доску на четыре доски 2k(2k. В одной из них есть вырезанная клетка; её мы резать умеем. Из остальных трёх вырежем уголок так, чтобы в каждую часть попало по клетке (этот уголок должен содержать три из четырёх центральных клеток большого квадрата). Каждую из оставшихся частей мы резать также умеем.
6. Имеется набор из 113 ламп, которые можно переключать группами по 11. Вначале все лампы не горят. а) Как зажечь все лампы за наименьшее число переключений? б) А если ламп 114? в) 115? г) Напишите формулу для произвольного числа ламп.
Решение. Научимся зажигать любое число ламп (большее 10). Выстроим все лампы по кругу. Переключим группу из 11 подряд идущих. Затем сдвинем эту группу на одну лампу по часовой стрелке и переключим ещё раз. Будем продолжать переключать так до тех пор, пока не вернёмся к группе ламп, переключенных в первый раз (переключений будет столько же, сколько ламп). Каждая лампа при этом будет переключена 11 раз, т.е. в итоге окажется включённой.
7. Съезд актеров. 128 актеров собрались на съезд. Каждый день одна группа актеров дает спектакль для другой группы актеров. Часть актеров при этом может быть свободна. Актеры хотят, чтобы каждый увидел на сцене каждого. Успеют ли они провести съезд за две недели?
Решение. Докажем, что 2n актёров смогут справиться с поставленной задачей за 2n дней. Проведём индукцию по n.

База: два актёра вполне управятся за два дня.
Переход: пусть две группы по 2k актёров справились с поставленной задачей за 2k дней на двух сценах (это – индукционное предположение). Объединим эти две сцены в одну. Оставшиеся два спектакля будут даны первой группой для второй и второй группой для первой. Тогда любые два актёра из разных групп видели один другого на сцене в один из двух последних дней, а любые двое из одной группы видели один другого ранее по предположению индукции.
8. На столе стоят чашечные весы и N гирь различных масс. Гири одна за другой ставят на весы, каждый раз записывая, какая из чаш перевесила. Получается слово из букв N букв Л, Р.

a). Получите, выбирая подходящий порядок использования гирь слово ЛРЛРЛРЛ… (буквы Р и Л чередуются); 

b). Докажите, что при N = 4 можно получить любое слово.

c). Докажите, что при N = 5 можно получить любое слово.

d). Докажите, что при N = 5 можно получить любое слово, причем в конце концов на одной чаше весов будут стоять гири с четными номерами, а на другой чаше – с нечетными.

e). Докажите, что при любом N можно так ставить гирьки на весы, что получится любое наперед заданное слово, причем в конце концов на одной чаше весов будут стоять гири с четными номерами, а на другой чаше – с нечетными.
Решение. Будем доказывать по индукции сразу утверждение е) (остальные являются частными случаями).

База: одна гиря. Если положить на левую чашу, то будет Л, если на правую – Р.

Переход: пусть для k гирек алгоритм построения заданного слова, удовлетворяющего заданным условиям, построен. Построим его для k+1 гири. Рассмотрим два случая: последние две буквы различны или одинаковы. Отложим в сторону самую тяжёлую гирю.
9. На суде в качестве вещественного доказательства предъявлено 2n+1–2 монет. Эксперт обнаружил, что монеты с 1 по 2n–1 фальшивые, остальные – настоящие. Суд же знает только то, что фальшивые монеты весят одинаково, настоящие монеты весят одинаково и фальшивые монеты легче, чем настоящие. В распоряжении эксперта чашечные весы без гирь. Эксперт хочет доказать суду, что монеты с 1 по 2n–1 фальшивые. Как он может это сделать, используя только n взвешиваний? 
a) решите задачу для n  = 1 (совсем простая!); 
б) для n = 2 (тут полезно придумать 2е взвешивание. Вспомните про эталонную пару!); 
в) n = 3; 
г) обобщите алгоритм для  произвольного n; 
д) а теперь эксперт хочет не только доказать, что первые 2n–1 монет фальшивые, но и то, что остальные настоящие. Удастся ли ему сделать это за такое же количество взвешиваний? (Подсказка: ДА КОНЕЧНО ЖЕ!!!)
Решение. 
г) Рассмотрим первые 2n монет. Из них первые (2n-1)- фальшивые, а последняя - настоящая. Положим на левую чашу первые 2n-1 монет, на правую оставшиеся 2n-1 монет. Правая чаша будет тяжелей, значит слева фальшивых монет больше чем справа. Монеты с правой чаши снова разделим на две равных части (по 2n-2 монет)и взвесим их (настоящая монета справа), правая чаша снова будет тяжелей, а значит на левой фальшивых монет больше. Продолжим процесс, каждый раз разделяя монеты на правой(тяжёлой) чаше на две равных по количеству монет части. После (n-1) взвешивания останется две монеты: настоящая и фальшивая, а т.к. каждый раз на левой чаше фальшивых монет было больше, чем на правой, то все монеты с 1-й по (2n-1)-ю. – фальшивые.
д) Будем «нумеровать» монеты от центра: настоящие имеют номера 1,2,3,4,…,2n-1, а фальшивые – «номера» -1,-2,-3,…,-( 2n-1)(справа налево). Взвесим монеты(-1<1), левая монета легче значит -1-фальшивая, а 1-настоящая. Второе взвешивание:
(-3,-2,1<-1,2,3), значит среди монет -3 и -2 хотя бы две фальшивых, т.к. справа хотя бы одна фальшивая, т.е. монеты -2 и-3 – фальшивые, а значит 2 и 3 – настоящие. Третье взвешивание:(-7,-6,-5,-4,3,2,1<-1,-2,-3,4,5,6,7), справа не меньше трёх фальшивых монет, значит слева не меньше четырёх фальшивых монет, но и не больше четырёх, т.к. 1,2,3 – настоящие. Тогда -7,-6,-5,-4 –фальшивые монеты, а значит 4,5,6,7- настоящие. Продолжим процесс. В k-ом взвешивании участвует 2k+1-2 монет, и после k-ого взвешивания мы точно знаем, что монеты -(2k-1),…,-1 –фальшивые, а монеты 1,…, (2k-1)- настоящие. Значит, за n взвешиваний мы узнаем обо всех монетах – фальшивые они или настоящие.
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