ЗАДАЧИ К ЗАЧЁТУ

ЗАДАЧИ НА «3+»

1. Из колоды 36 карт выбирается 6 карт, Сколькими способами это можно сделать так , чтобы среди выбранных карт червей было больше, чем крестей? 

2. Сколькими способами можно выбрать из натуральных чисел от 1 до 30  три числа так, чтобы их сумма делилась на 3?

3. Сколько различных четырехзначных чисел, делящихся на 3, можно cоставить из цифр от 1 до 6, если цифры могут повторяться и все цифры использовать не обязательно? 

4. На каждой из сторон квадрата выбрано по 10 точек. Найти число треугольников с вершинами в этих точках. 

5. Сколько различных десятизначных чисел , делящихся на 9 можно составить из цифр 1, 2, 3, так, чтобы “тройка” была использована ровно 2 раза? 

6. Завод выпускает погремушки в виде кольца с надетыми на него 2 красными и 17 синими шариками. Сколько различных погремушек может быть выпущено? Тот же вопрос для  3 красных и 18 синих шариков.

7. В вершинах куба расставлены числа. Операция состоит в следующем: выбирается произвольное ребро куба и к обоим числам на этом ребре прибавляется по единичке. Можно ли такими операциями уровнять все числа если первоначально во всех вершинах кроме одной стоят нули, а в ней – единица?

8. В вершинах куба расставлены числа. Операция состоит в следующем: выбирается произвольное ребро куба и к обоим числам на этом ребре прибавляется по единичке. Можно ли такими операциями уравнять все числа если первоначально на нижней грани по порядку стоят 1,2,3 и 4, а в верхней грани над единицей стоит 5, над двойкой – 6, над тройкой – 7, и над четверкой – 8?

9. В вершинах куба расставлены числа. Операция состоит в следующем: выбирается произвольное ребро куба и к обоим числам на этом ребре прибавляется по единичке. Можно ли такими операциями уравнять все числа если первоначально в двух диагонально противоположных вершинах одной из граней стоят единицы, в     остальных клетках – нули? 

10. Имеется куча из 1001 камня. За ход разрешается выбросить из любой кучи камень и разделить ее на две. Может ли после нескольких операций получиться несколько куч, в каждой из которых три камня? 

11. Дана квадратная 4(4, в клетке, стоящей на пересечении первой строки и третьего столбца стоит знак "-", а в остальных – знак "+". За один ход разрешается поменять все знаки на противоположные в любом столбце,  в любой строке или в любой диагонали. Доказать, что с помощью таких операций получить таблицу из одних символов "+" не удастся. 

12. Хулиганы Петя и Вася рвут стенгазету на мелкие кусочки. Вася рвет каждый попавшийся ему кусок на 4 кусочка, а Петя – на 7. Может ли в результате получиться 1997 кусочков?

13. Три кузнечика находятся на одной прямой через равные расстояния друг от друга. Они начинают прыгать друг через друга (при прыжке прыгающий кузнечик оказывается на том же расстоянии от перепрыгнутого, но с другой стороны). Могут ли после некоторого количества таких прыжков два соседних кузнечика поменяться местами? 

14. Можно ли обойти шахматную доску ходом шахматного коня, начав в левом нижнем углу и закончив в правом верхнем углу?

15. На доске записаны числа 1, 2, 3, ..., 19, 20. Каждую минуту берут любые два числа А и В, стирают их и вместо них записывают число равное 4(А+В). Можно ли после некоторого времени получить число 1996 ?

16. В комнате стоят два автомата. Один меняет доллар на 10 рублей, а другой рубль на 10 долларов. Можно ли, имея в начале 100 рублей и 101 доллар, получить одинаковое количество рублей и долларов?

17. Дано 8 различных натуральных чисел, не превосходящих 15. Докажите, что среди их положительных попарных разностей есть 3 одинаковые.

18. Каждый из 102 учеников одной школы знаком не менее чем с 68 другими. Доказать,  что среди них найдется четверо, имеющие одинаковое число знакомых. 

19. На доске написано три целых числа. Каждую секунду хулиган Вася стирает одно из них и пишет вместо него сумму остальных, уменьшенную на один. Первоначально на доске были написаны числа 2, 2, 2 . Может ли Вася получить 1993,1994,1995?

20. В стране Дельфинии 6 городов и 8 дорог, причем из любого города можно проехать в любой другой. Докажите, что президент сможет закрыть 3 дороги так, что из любого города по-прежнему можно будет проехать в любой другой.

21. В графстве Липшир из усадьбы каждого джентльмена выходит ровно 10 дорог к другим усадьбам. При этом каждый джентльмен может доехать по дорогам до любого другого. Однажды одну из дорог перекопали, и по ней стало невозможно проехать. Докажите, что по-прежнему любой джентльмен может нанести визит любому другому.

22. Федеративная Республика Филимония состоит из двух федеральных земель – Филии и Монии, и дороги в этой стране соединяют только города из разных земель. Докажите, что любой замкнутый туристический маршрут по Филимонии проходит через четное число городов.

23. Задумали число. Затем его умножили на 51. Затем поделили с остатком на 555. Полученный остаток равен 17. Могло ли так получиться? Если да, приведите пример. Если нет, докажите.

24. Натуральные числа a и b взаимно просты. Какие общие делители могут иметь их сумма и разность? 

25. Известно, что p, 4p2+1, 6p2+1 – простые числа. Найти p.

26. В прямоугольном треугольнике АВС на гипотенузе АВ взяли точки К и М так, что АК=АС, ВМ=ВС. Найти  угол МСК.

27. Внутри данного угла построен другой угол, стороны которого параллельны сторонам данного угла и равно отстоят от них. Доказать, что биссектриса построенного угла лежит на биссектрисе данного угла.

ЗАДАЧИ НА «4–»

1. Докажите из комбинаторных соображений, что 
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2. В группе из 16 детей 7 родились в Ухте, 4 в Бахте и 5 в Тухте .Сколькими способами можно выбрать из них четверых так, чтобы среди них оказались уроженцы всех трех городов? 

3. Квадрат разбит на 16 одинаковых квадратов. Сколькими способами можно раскрасить маленькие квадраты в 4 цвета, чтобы в каждом столбце и в каждом строке были бы все 4  цвета?

4. Сколькими способами можно покрасить вершины правильного p-угольника в n цветов, если способы, отличающиеся друг от друга поворотом многоугольника вокруг его центра, считаются одинаковыми?

5. В парке есть десять деревьев, стоящих в ряд на одинаковом расстоянии друг от друга, на каждом из них по чижу. Чижи перелетают с дерева на дерево по таким правилам: одновременно перелетают два чижа, они летят на одинаковые расстояния, но в разные стороны. Смогут ли чижи собраться на одном дереве? А если деревьев девять?

6. На доске записаны числа 1, 2, 3, 4, ..., 19, 20. Каждую минуту берут любые два числа А и В, стирают их и вместо них записывают число равное А+В+5АВ. Можно ли после некоторого времени получить число 1996 или 1999 ? 

7. Дан некоторый ряд чисел . Можно брать любые два числа и вместо них записать модуль их разности. Можно ли получить строку из одних нулей ? Есть такие ряды:

1, 2, 3,...,1996
   
1, 2, 3,...,1997   

1, 2, 3,...,1998

1, 2, 3,...,1999       

8. В трех вершинах квадрата сидит по кузнечику.  В один прекрасный момент они начинают играть в чехарду: один из кузнечиков прыгает центрально симметрично относительно другого кузнечика и т.д. Может ли кто-то из кузнечиков через некоторое время оказаться в четвертой вершине квадрата? 

9. Можно ли расставить числа от 1 до 16 в клетки квадрата 4ґ4  так, чтобы сумма чисел по строкам и столбцам давали 8 последовательных натуральных чисел?  

10. Несколько команд сыграли однокруговой турнир по волейболу (в котором, как известно, не бывает ничьих). Будем говорить, что команда A сильнее команды B, если либо A выиграла у B, либо существует такая команда C, которая проиграла A и выиграла у B. Докажите, что победитель турнира (то есть любая команда, набравшая наибольшее количество очков) сильнее всех остальных.

11. В городе X имеется 1000 коттеджей, в каждом из которых живет по одному человеку. В один прекрасный день каждый человек переезжает из своего дома в какой-либо другой (переезд осуществляется так, что после него в каждом доме живет один жилец). Докажите, что после переезда можно так покрасить все 1000 коттеджей синей, зеленой и красной красками, чтобы у каждого хозяина цвет его нового дома отличался от цвета старого дома.

12. В клубе "Липонеум" у каждого джентльмена ровно один друг и ровно один враг. Докажите, что а) в клубе четное число джентльменов;  б) клуб можно разбить на два клуба, внутри каждого из которых ни у кого не будет ни друзей ни врагов.    

13. В графе  с 2n вершинами  n2+1 ребро. Докажите, что в нем есть три вершины, попарно соединенные ребрами.

14. В футбольном турнире участвуют 36 команд, причем каждые две должны сыграть между собой по одному разу. Известно, что каждая команда сыграла не менее 34 игр. Докажите, что команды можно разбить на три группы по 12 команд так, что внутри каждой группы все игры уже сыграны.

15. В компании 10 человек. Каждому  из них нравится 5 человек из компании. Доказать, что есть двое, которые нравятся друг другу.

16. Города страны Вершинии соединены дорогами так, что любой замкнутый маршрут в  этой  стране проходит через четное число городов. Докажите, что Вершинию можно  разделить на  республики Верную и Шинную так, что дороги будут соединять только  города из разных  республик. 

17. Доказать, что если сумма двух натуральных чисел равна 1001, то их произведение не делится на 1001. 

18. Доказать, если (n-1)!+1 делится на n, то n простое число.

19. Найти все простые числа, которые нельзя представить в виде суммы двух составных.

20. Сумма трех натуральных чисел, являющихся точными квадратами, делится на 9. Доказать, что из них можно выбрать два, разность которых также делится на 9.

21. Найти все прямые на плоскости такие, что они отстоят на равных расстояниях от трех заданных точек, не лежащих на одной прямой.

22. На плоскость произвольным образом бросили 7 прямых. Докажите, что найдутся две прямые, угол между которыми меньше 26°.

23. Доказать, что диагонали четырехугольника равны тогда и только тогда, когда средние линии перпендикулярны.  

24. Доказать, что диагонали четырехугольника перпендикулярны тогда и только тогда, когда средние линии равны. 

ЗАДАЧИ НА «4»

1. Докажите формулу: 
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2. Докажите формулу: 
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3. На окружности отмечено несколько точек, А – одна из них. Каких выпуклых многоугольников с вершинами в этих точках больше: содержащих точку А или не содержащих ее? 

4. В  вершинах треугольника сидит по кузнечику.  В один прекрасный момент они начинают играть в чехарду: один из кузнечиков прыгает центрально симметрично относительно другого кузнечика и т.д. Могут ли они через 239 прыжков оказаться каждый на своем месте? 

5. В классе учится 32 ученика. Было организовано 33 кружка, причем каждый кружок состоит из трех человек, и никакие два кружка не совпадают по составу. Доказать,  что найдутся такие два кружка, которые пересекаются ровно по одному человеку. 

6. Из чисел от 1 до 2n выбрали n+1 число. Доказать, что одно из выбранных чисел делится на другое.

7. В Вишкиле у любых двух людей, имеющих одинаковое количество знакомых, нет общих знакомых. Докажите, что существует житель, имеющий ровно одного знакомого.

8. Вася  хочет  пройти конем по шахматной доске, сделав все допустимые ходы ровно по одному разу. Удастся ли ему это?

9. В однокруговом турнире по волейболу с участием 12 команд ни одна из команд не одержала ровно семи побед. Докажите, что найдутся три команды A, B, C такие, что A выиграла у B, B у C, а C у A.

10. В тысячезначном числе первые 999 цифр пятерки. Доказать , что это число не является квадратом. 

11. Доказать, что произведение последней цифры числа 2n и суммы всех его остальных цифр делится на 3. 

12. На доске написано число "2". За один ход разрешается к уже имеющемуся числу добавить         любой его делитель, отличный от самого числа. Проигрывает тот, кто первым получит число, большее тысячи. Кто выигрывает при правильной игре? 

13. На плоскости нарисовано несколько прямых. При этом через точку пересечения любых двух из них проходит еще по крайней мере одна из нарисованных прямых. Докажите, что все эти прямые проходят через одну точку.

14. В треугольнике ABC углы при вершинах B и C равны 40(; BD – биссектриса угла B. Докажите, что BD+DA=BC.

15. В равнобедренном треугольнике ABC  (AB=BC)  биссектриса AL в два раза больше высоты BH.  Найдите углы треугольника.

16. В четырехугольнике ABCD: РABC=РBCD. РBAD>РADC. Докажите, что CD>AB. 

17. Построить прямоугольный треугольник по гипотенузе и сумме катетов.

18. Построить треугольник по трем медианам. 

ЗАДАЧИ НА «4+»

1. Докажите,  что все числа, кроме крайних, в строчке с номером 2k  в треугольнике Паскаля делятся на 2.

2. В центре каждой клетки шахматной доски стоит по фишке. Фишки переставили так, что попарные расстояния между ними не уменьшились. Докажите, что на самом деле они не изменились.  

3. Доказать, что существует кратное 1997 число, которое оканчивается на 1996.

4. На плоскости отмечено несколько (конечное число) точек. При этом на прямой, проходящей через любые две из них лежит еще по крайней мере одна из отмеченных точек. Докажите, что все эти точки лежат на одной прямой. 

5. Найти геометрическое место третьих вершин правильных треугольников таких, что одна из вершин находится в данной точке, а другая лежит на заданной прямой.

6. Найти множество середин всех отрезков, концы которых лежат на диагоналях данного квадрата.

7. У дрессировщика имеется очень много  львов и тигров. Он хочет выстроить на арене цирка шеренгу из этих зверей. Двух тигров рядом ставить нельзя. Найти число различных шеренг, которые дрессировщик может выстроить из ста зверей. 

8. Доказать, что любое натуральное число можно представить в сумме нескольких различных чисел Фибоначчи.

9. Выпуклый четырёхугольник разбит диагоналями на треугольники, площади которых выражаются целым числом квадратных сантиметров. Доказать, что произведение этих четырёх чисел – точный квадрат.

10. Длины последовательных сторон выпуклого четырёхугольника равны a,b,c,d. Доказать, что его площадь не превосходит (ac+bd)/2. 

ЗАДАЧИ НА «5–»

1. В стране Серобуромалин живет 13 серых, 15 бурых и 17 малиновых хамелеонов. Когда  встречаются два хамелеона разного цвета, они одновременно приобретают окраску третьего цвета. Может ли через некоторое время оказаться, что все хамелеоны имеют один цвет ?  

2. На танцевальном вечере в школе ни один мальчик не танцевал со всеми девочками, но каждая девочка танцевала по крайней мере с одним мальчиком. Докажите, что найдутся две такие пары M1, D1 и M2, D2, что мальчик M1 танцевал с девочкой D1, а мальчик M2 – с девочкой D2, но M1 не танцевал с D2, а M2 не танцевал с D1. 

3. Докажите, что в выпуклом n-угольнике нельзя выбрать более n диагоналей так, любые две из них имели общую точку. 

4. Доказать, что из диагоналей выпуклого пятиугольника всегда можно выбрать три диагонали, из которых можно построить треугольник.

5. На плоскости дана произвольная фигура, и проведен три прямые, каждая из которых делит пополам площадь этой фигуры. Доказать, что площадь треугольника, ограниченного этими прямыми, не превосходит четвёртой части площади всей фигуры.  

6. На каждой стороне параллелограмма взято по точке. Площадь четырёхугольника с вершинами в этих точках равна половине площади параллелограмма. Доказать, что хотя бы одна из диагоналей четырёхугольника параллельна стороне параллелограмма.   

7. В выпуклом n-угольнике (n>3) проведены все диагонали, причем никакие три из них не пересекаются в одной точке. Найдите число точек пересечения диагоналей.

ЗАДАЧИ НА «5»

1. Юный рокер ездит по городу, имеющему форму квадрата 7(7. На каждом перекрестке он делает поворот, и ни на каком перекрестке он не желает бывать дважды. Найти наибольший возможный путь рокера по городу. 

2. Маньяк Вася закрашивает клетки квадрата 7(7. Разрешается закрашивать клетки, у которых не  более одной закрашенной соседней с ней клетки. Какое наибольшее количество клеток ему удастся закрасить. 

3. На доске написаны числа от 1 до 1000. За один ход разрешается вычеркнуть любое число вместе со всеми его делителями. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

4. В различных пунктах кольцевого автодрома в одно и то же время в одном направлении стартовали 25 автомобилей. По правилам гонки автомобили могут обгонять друг друга, но двойные обгоны запрещены. Автомобили финишировали одновременно там же, где стартовали. Докажите, что во время гонки произошло четное число обгонов.

5. Прямая, проходящая через средины дуг AB и BC окружности, описанной около треугольника ABC, пересекает стороны AB и BC треугольника ABC в точках E и F соответственно. I – центр вписанной окружности треугольника. Докажите, что EBFI –ромб.

6. В квадрате со стороной 1 расположена фигура, расстояние между любыми двумя точками которой не равно 0,001. Докажите, что площадь этой фигуры не превосходит 0,34.

7. В правильном пятиугольнике АВСДЕ проведены все диагонали так, что получилась звёздочка АКВМСРДОЕХ. Доказать, что площадь звёздочки в два раза больше площади четырёхугольника ВМОЕ.   

ЗАДАЧИ НА «5+»

1. В выпуклом n-угольнике (n>3) проведены все диагонали, причем никакие три из них не пересекаются в одной точке. На какое число частей они разбили многоугольник. 

2. Пусть М – конечное множество точек на плоскости. Точку О назовем "почти центром симметрии" множества М, если из множества М можно удалить одну точку так, что О будет центром симметрии оставшегося множества. Сколько "почти центров симметрии" может иметь М?

3. Точка А расположена на расстоянии 50 см от центра круга радиуса 1см. Разрешается отразить точку симметрично относительно прямой, пересекающей круг. За какое наименьшее количество отражений удастся "загнать"  точку A внутрь данного круга?

4. На сторонах треугольника во внешнюю сторону построены равносторонние треугольники. Докажите, что центры этих треугольников образуют равносторонний треугольник
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