Делимость

1. (3-)В трехзначном числе n первые две цифры одинаковые, а последняя цифра – 5. Кроме того, известно, что n дает остаток 8 при делении на некоторое однозначное число. Найдите n. 
2. (3-)Делится ли на 4 число 31997+51997?

3. (3) Докажите, что p2-1 делится на 24 для любого простого p > 3.

4. (3)Докажите, что при нечётном n число 11n+12n делится на 23.

5. (3)Докажите, что при любом натуральном n число n7–n делится на 7.

6.  (3)Найдите все натуральные числа n такие, что числа n, n + 2 и n + 4 — простые.

7. (3)Докажите, что если 3a–1 делится на 7, то 2a–3 делится на 7. 
8. (3+) Доказать, что остаток от деления простого числа на 30 равен либо 1, либо простому числу.

9.  (3+)Докажите, что дробь (12n+1)/(30n+2) несократима ни при каком натуральном n.

10. (3+) Найдите последнюю цифру числа 12+22+…+992.

11.  (3+ 4-)На доске написаны числа a и b. Разрешается заменять одно из чисел на сумму или разность имеющихся чисел. Какое минимальное натуральное число можно получить такими операциями, если a=7n+3, b=9n+4?

12.  (4-)На какие числа (в зависимости от n) сократима дробь 
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13. (4, была в листочке)Найдите пару чисел, не больших 1000, для которых алгоритм Евклида заканчивает работу (получает два равных числа) только через 14 шагов.

14. (4, 4+) p,q – различные простые числа. Докажите, что pq+qp(p+q (mod pq).

15. (4+) Назовем натуральное число n удобным, если n2 +1 делится на 1000001. Докажите, что среди чисел 1, 2, …, 1000000 четное число удобных.

16. (4+) Сколько существует натуральных чисел n, меньших 10000, для которых 2n–n2 делится на 7?

17.  (5) Доказать, что при любых натуральных n и m число 1/n + 1/(n+1) +… 1/(n+m) – нецелое. 

18. (5+) Дима задумал целое число, большее 100. Тима называет целое число, большее 1. Если Димино число делится на это число, Тима выиграл, иначе Дима вычитает из своего числа названное, и Тима называет следующее число. Ему запрещается повторять числа, названные ранее. Если Димино число станет отрицательным — Тима проигрывает. Есть ли у Тимы выигрышная стратегия? 

19. (5) Найти  наименьшее  натуральное c, при  котором уравнение 8x+13y=c будет иметь ровно 9 решений в натуральных числах.

20. (5) Докажите, что среди 51 целого числа найдутся два, квадраты которых дают одинаковые остатки при делении на 100. 
21. (4-)Докажите, что если число n взаимно просто с 10, то 101-я степень числа n оканчивается теми же тремя цифрами, что и n.

22. (5- 5) Назовем натуральное число абсолютно простым, если оно простое и при любой перестановке его цифр снова получается простое число. Докажите, что в абсолютно простом числе не может быть более трех различных цифр.

23. (5) На концах отрезка стоит по 1. На первом шаге между ними ставится число 2, на втором – между соседними числами ставится их сумма (получается 1 3 2 3 1), и т.д. 1 000 000 раз. Сколько раз в результате будет написано число 2005?

Дискретная непрерывность

24. (4) На доске написано некоторое число, в записи которого есть и нули и единицы. Докажите, что между какими-то цифрами этого числа можно провести черту так, что среди цифр, написанных до черты нулей столько же, сколько единиц среди цифр написанных после черты.

25. (4+) Докажите, что в двадцатизначном числе цифры можно переставить так, чтобы разность между суммой десяти первых и десяти последних цифр находилась бы в промежутке от 0 до 9.

26. (5) Грани восьми единичных кубиков окрашены в черный белый цвета так, что черных и белых граней поровну. Докажите, что из этих кубиков можно сложить куб 2(2(2, на поверхности которого черных и белых квадратиков поровну. 

Полуинвариант

27. (5) На доске написано несколько натуральных чисел. Разрешается стереть с доски два числа и записать вместо них их НОД и НОК. Докажите, что когда-нибудь числа на доске перестанут меняться.

28. (4) Разменный автомат меняет 1 монету на 5 других. Можно ли с его помощью разменять металлический рубль на 26 монет?

29. (5+) Число 1234567891011…1000 умножили на целое число от 1 до 9 и вычеркнули из произведения все единицы. Затем опять умножили на цифру от 1 до 9 и вычеркнули все единицы и т.д. Какое наименьшее число можно получить этим способом?

30.  (4+ или 5-) Девушка одета со вкусом, если ее туфли и сумочка одного цвета. Требуется раздать 15 имеющихся сумочек по одной каждой из 15 девушек. Докажите, что это всегда можно сделать таким образом, что у всех одетых со вкусом девушек будут сумочки одного и того же цвета.

31. (5+) По одной стороне бесконечного коридора расположено бесконечное число комнат, занумерованных по порядку целыми числами, и в каждой стоит по роялю. В этих комнатах живет n пианистов (в одной комнате может жить несколько пианистов). Каждый день какие-то два пианиста, живущие в соседних комнатах – в k-й и (k+1)-й, – приходя к выводу, что они мешают друг другу, переселяются соответственно в (k–1)-ю и (k+2)-ю комнаты. Докажите, что через конечное число дней эти переселения прекратятся

32. (5) По окружности расставлены п чисел. Если подряд стоят числа a, b, c, d и при этом (a–d)(b–c)>0, то числа b и c разрешается поменять местами. Докажите, что рано или поздно перестановки прекратятся.

Разное.

33. (4+ или 5-)В цирке перед представлением передрались все коты и собаки. Перед тем как их разняли, каждый кот успел поцарапать ровно по одному разу каждого участника драки, а каждая собака укусила ровно по одному разу каждого участника драки (и котов, и собак, исключая себя). При этом оказалось, что количество царапин у котов вместе с укусами у собак равно количеству царапин у собак и укусов у котов (тоже у всех вместе). Доказать, что дрессировщик может выстроить из всех собак и котов пирамиду, на вершине которой будет старый заслуженный кот Патрон (который тоже участвовал в драке), а в каждом следующем ярусе будет на два животных больше, чем в предыдущем.
Инварианты

Задачи на "3"

1. Хулиганы Петя и Вася рвут стенгазету на мелкие кусочки. Вася рвет каждый попавшийся ему кусок на 4 кусочка, а Петя – на 7. Может ли в результате получиться 1997 кусочков?

2. Хулиган Петя разорвал стенгазету на куски. Сначала он разорвал ее на 10 кусков, затем разорвал некоторые из кусков на 10 частей, и т. д. Наутро нашли 2000 кусков. Все ли куски найдены?

3. На доске написано число 8100. У него вычисляется сумма цифр, у полученного числа вновь вычисляется сумма цифр, и так далее, до тех пор, пока не получиться однозначное число. Что это за число?

4. Докажите, что доску 102(102 нельзя замостить фигурками 1(4.

Задачи на "3+"

5. Круг разделен на n секторов. В начале в каждом секторе находится по одной фишке. За один ход разрешается сдвинуть любые две фишки в соседние сектора: одну по часовой, другую - против часовой стрелки. Можно ли за несколько ходов собрать все фишки в одном секторе? Рассмотрите такие случаи: 1) n=10 2) n=11 3) n=12

Задачи на "4–"

6. В вершинах 8-угольника стоят 7 единиц и одно число (–1). Разрешается изменять знак в любых четырех подряд идущих вершинах. Можно ли добиться того, чтобы число (–1) сдвинулось в вершину, соседнюю с той, в которой оно стояло исходно?

7. На доске написано 10 плюсов и 15 минусов. Разрешается стереть любые  два знака и написать вместо них плюс,  если они одинаковы,  и минус в противном случае.  Какой знак останется на доске после  24-х таких операций?

8. В пробирке находятся марсианские амебы трех типов: А, В, и С. две амебы любых двух разных типов могут слиться в одну амебу третьего типа. После нескольких таких слияний в пробирке оказалась одна амеба. Какой ее тип, если исходно амеб типа А было 20 штук, типа В – 21 штука и типа С – 22 штуки? 

9. На шести елках сидят шесть чижей, на каждой елке – по одному чижу. Елки растут в ряд, с интервалами в 10 метров. Если какой-то чиж перелетает с одной елки на другую, то какой-то другой чиж обязательно перелетает на столько же метров, но в противоположном направлении. Могут ли все чижи собраться на одной елке? 

Задачи на "4"

10. На  доске написаны числа 1,2,3,...,1993.  Разрешается стереть любое число и написать вместо стертых чисел остаток от деления суммы этих  чисел  на  13.  После некоторого числа таких операций на доске останется одно число. Каким оно может быть?

11. Дана квадратная таблица 4(4, в клетке, стоящей на пересечении первой строки и третьего столбца стоит знак "-", а в остальных – знак "+". За один ход разрешается поменять все знаки на противоположные в любом столбце, в любой строке и в любой главной диагонали. Доказать, что с помощью таких операций получить таблицу из одних символов "+" не удастся.

12. Круг разбит на 12 секторов. В двух соседних секторах стоят (+1), в остальных – (-1). За ход можно поменять знаки чисел в любых шести подряд идущих секторах. Можно ли везде получить (+1)?

13. Иван-царевич имеет два волшебных меча, один из которых может отрубить Змею Горынычу 21 голову, а второй - 4 головы, но тогда у Змея Горыныча отрастает 60 голов. Может ли Иван отрубить Змею Горынычу все головы, если в самом начале у него было 100 голов? (Примечание: если, например, у Змея Горыныча осталось лишь три головы, то рубить их ни тем, ни другим мечом нельзя.)

14. На доске написано 101 число – 51 единица и 50 нулей. Разрешается за один ход стереть любые два числа и, если они были одинаковыми, дописать на доску 0, а если разными, то дописать 1. После 100 ходов на доске осталось одно число. Какое это число – нуль или единица?

15.  На прямой сидят три кузнечика, каждую секунду прыгает один кузнечик. Он прыгает через какого-нибудь кузнечика (но не через двух сразу). Докажите, что через 1985 секунд они не смогут вернуться в исходное положение.

16. Круг разделен на 6 секторов, как в задаче 4.6, и в этих секторах расставлены по часовой стрелке числа 1, 0, 1, 0, 0, 0. Разрешается прибавить по единице к числам в любых двух соседних секторах. Можно ли такими операциями добиться того, чтобы все числа в секторах стали одинаковыми? 

17. На доске записаны числа 1, 2, 3, 4, ..., 9, 10. Каждую минуту берут любые два числа и вместо них записывают сумму. Через какое-то время были получены числа 19, 9, 6, Х. Сколько времени потрачено на эту процедуру, чему равно Х ? 

18. В вершинах пятиугольника стоит три числа (–1) и две единицы. Разрешается изменить знак в любых двух подряд идущих вершинах. Можно ли добиться того, чтобы все числа стали равны 1?

19. В пустыне стоят три маленьких зеленых тиранозаврика. За ход можно любого из тиранозавриков пнуть ногой так, чтобы он пролетел между двумя другими. Могут ли тиранозаврики через 1999 ходов оказаться на исходных местах?

Задачи на "4+"

20. В таблице 8(9 в черный цвет покрашена ровно одна клетка. Разрешается перекрашивать все клетки в любом "кресте" (крест – это объединение любой строки и столбца). Докажите, что такими операциями нельзя добиться того, чтобы все клетки стали белыми.

21. Можно ли доску размером 4(
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 обойти ходом коня, побывав на каждом поле ровно один раз, и вернуться на исходное поле?

Задачи на "5–"

22. В странах Диллии и Даллии денежными единицами являются диллеры и даллеры соответственно, причем в Диллии диллер меняется на 10 даллеров, а в Даллии даллер меняется на 10 диллеров. Начинающий финансист имеет 1 диллер и может свободно переезжать из одной страны в другую и менять свои деньги в обеих странах. Докажите, что количество даллеров у него никогда не будет равно количеству диллеров.

23. В банке летают две мухи, с разными скоростями V и U. Если они сталкиваются, то их скорости меняются на соответственно на 

 и 

. Наступит ли такой момент когда скорость мух будет в два раза больше первоначальной?

24. В комнате стоят два автомата. Один меняет доллар на 10 рублей, а другой рубль на 10 долларов. Можно ли, имея в начале 100 рублей и 101 доллар, получить одинаковое количество рублей и долларов? 

25. На столе лежит кучка из 1001 камня. Ход состоит в том, что из какой-либо кучи, содержащей более одного камня, выкидывают один камень, а затем одну из куч делят на две. Можно ли за несколько ходов добиться того, чтобы на столе были только кучки, состоящие из трех камней? 

Задачи на "5"

26. Есть три печатающих автомата. Первый по карточке с числами А и В выдает карточку с числами А+1 и В+1; второй по карточке с четными числами А и В выдает карточку с числами А/2 и В/2; третий автомат по паре карточек – одна с числами А, В, другая с числами В, С – выдает карточку с числами А и С. Все три автомата возвращают заложенные в них карточки. Можно ли с помощью этих автоматов из карточки (5, 19) получить карточку (1, 1988)?

Процессы

1. (4) На шахматной доске, первоначально пустой, расставляются ладьи по следующему правилу: каждым ходом на доску устанавливается ладья, и, если она кого-нибудь побила, то одна из побитых ею ладей снимается с доски. Какое наибольшее число ладей может оказаться на доске?

2. (4) На доске написано несколько нулей, единиц и двоек. За ход можно заменить две неравный цифры на одну отличную от них. Докажите, что если осталась 1 цифра, то она не зависит от порядка стирания.

3. (5?) В каждой клетке таблицы 8(8 написано целое число. Разрешается увеличить все числа в любом квадрате 3(3 или 4(4 на 1. Всегда ли можно ли добиться, чтобы все числа делились на 3? (Ответ: нет. Каждый квадрат перекрашиваем 0, 1 или 2 раза, квадрат 3*3 можно выбрать 36 способами, 4*4 – 25 способами, общее число способов перекрашивания – 336*325=361, а разных таблиц – 364, а на разные таблицы нужны разные способы перекрашивания. Есть еще решение с инвариантом, можно как-то выбрать несколько клеток, сумма чисел в которых не меняет остаток при делении на 3.) 

4. (3) Пара чисел a и b каждую минуту изменяется по правилу: a,b (2a-b , 2b-a. Докажите, что если в начале a( b, то рано или поздно среди чисел появится отрицательное. 

5. (4) Четверка чисел a, b, c, d изменяется по правилу: a, b, c, d ( a+b+c-2d, a+c+d-2b, a+b+d-2c, b+c+d-2a. Докажите, что если в начале числа различны, то рано или поздно среди них появится отрицательное. (нельзя)

6. (5-) (4) Четверка чисел a, b, c, d изменяется по правилу: a, b, c, d( 2a+2b+2c-3d, 2a+2c+2d-3b, 2a+2b+2d-3c, 2b+2c+2d-3a. Верно ли, что если числа различны, то то рано или поздно среди них появится отрицательное. (нельзя)

7.  (5+ ? ) На кольцевой автодороге  расстановлено n бензоколонок. Причем суммарного количества бензина хватит, чтобы объехать весь круг. Доказать. что найдется колонка, начиная с которой автомобиль с безмерным пустым баком сможет объехать весь круг. (Первое решение. Для каждой бензоколонки отметим максимальный путь, который может проехать автомобиль с пустым баком, начав с нее. Любые два таких пути либо не пересекаются, либо один из них содержится в другом. Рассмотрим только пути, не содержащиеся в других. Длина такого пути равна расстоянию, которое может проехать автомобиль, заправившись бензином из всех бензоколонок пути сразу. Сумма таких путей равна длине дороги, значит, такой путь один, и бензоколонка, которой он соответствует – искомая. Второе решение: индукция. Есть бензоколонка, от которой можно доехать до следующей. Уберем ту, до которой можно доехать, перелив из нее бензин в ту, от которой можно доехать.) 

8. (4+) Имеется 20 дискеток и 20 этикеток к ним, раскрашенные в несколько цветов. Дубль – это дискета, к которой приклеена этикетка того же цвета. Докажите, что можно распределить этикетки так, чтобы все дубли были одного цвета (или же дублей вообще не было). (Решение: если есть два дубля разных цветов, поменяем местами этикетки, количество дублей уменьшится.)

9. (4+) Имеется 2003 целых числа с суммой 0. Разрешается выбрать любые 300 чисел и поменять у всех знак, либо уменьшить каждое на 1. Докажите, что при помощи таких операций можно получить 2003 нуля. 

Индукция
10. (4) Докажите, что существует 100-значное натуральное число, записываемое только единицами и двойками и делящееся на 2100.

Процессы

11. Число 2003! заменили на его сумму цифр. Полученное число снова заменили на его сумму цифр, и т.д. 

12. а) Докажите, что рано или поздно получится однозначное число.

13. б) Найдите это число.

14. Клетки доски 8(8 покрашены в шахматном порядке. Можно ли добиться того, чтобы вся правая половина доски была черной, а левая – белой, если разрешается менять цвет во всех клетках любой строки или любого столбца?

15. На плоскости даны 50 синих и 50 красных точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что можно провести 50 отрезков, соединяющих красные точки с синими и не имеющих общих точек друг с другом.

16. Четверку чисел a, b, c, d каждую минуту заменяют на четверку a + b, b + c, c + d, d + a. Через несколько таких операций четверка чисел оказалась такой же, как вначале. Докажите, что все числа равны 0.

17. Имеются три автомата. На вход им подается карточка (a, b). Первый печатает карточку (b, a). Второй – (a, a + b). Третий, при a > b, печатает (a – b, b). Возможно ли при помощи этих автоматов получить из карточки (1, 1) карточку (1000, 2000)?

18.  (Игра «Ханойская башня») У Пети есть детская пирамидка с n кольцами и два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что Петя сможет переложить все кольца на один из пустых стержней.

19. Плоскость поделена на области несколькими прямыми. Докажите, что эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета (соседние – это области, имеющие общий участок границы).

20. В стране каждые два города соединены дорогой с односторонним движением.

21. Докажите, что есть город, из которого можно доехать до любого другого, заезжая не более чем в один промежуточный город.

22. В прямоугольнике 3(n (3 строки, n столбцов) расставлены фишки трех цветов по n штук каждого цвета. Докажите, что переставляя фишки в строчках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки всех трех цветов.

23. В государстве n городов, каждые два из которых соединены дорогой. Правительство хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав любого города, в него больше нельзя было вернуться. Докажите, что это можно сделать.

24. В государстве n городов, каждые два из которых соединены дорогой. Правительство хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав любого города, в него больше нельзя было вернуться. Найдите количество способов таким образом ввести одностороннее движение.

25. Доказать, что для любого натурального n: 13 + 23 +...+ n3 = (1 + 2 +...+ n)2 = (n(n+1)/2)2.

26. На планете 20 государств. Среди любых трех из них найдутся два, еще не установившие дипломатических отношений. Докажите, что число посольств на планете не превосходит 200.

_1014984226.unknown

_1214998345.unknown

_898092599.unknown

_898092738.unknown

