Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.
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Разнобой, 9 июля

1. Расставьте числа в клетках изображенной на рисунке фигуры так, чтобы в любом прямоугольнике из трех клеток сумма чисел была равна 1, и сумма всех чисел была равна 1. (Достаточно привести один пример.)
Пример приведён на рисунке.
2. Каждый из семи фальшивомонетчиков изготовил по 31 монете: 20 монет по 6 рублей, 10 – по 1 рублю и 1 монету в 5 рублей. Любые двое могут меняться монетами так, чтобы у каждого оставалась такая же сумма денег. Могут ли в результате таких обменов все монеты по 1 рублю оказаться у одного фальшивомонетчика? Не забудьте обосновать свой ответ.
Решение. Допустим, что это возможно. Тогда у каждого фальшивомонетчика должно быть по 135 рублей. Если все монеты по 1 рублю собрались у одного, то у остальных есть только монеты по 5 и по 6 рублей. Но тогда у каждого из этих остальных должно быть не менее трёх пятаков (иначе бы 135, 130 или 125 делилось бы на 6). Пятаков не хватает. Противоречие.
3. На доске было написано число 141. Каждую минуту у написанного на доске числа перемножают все цифры и полученное произведение либо прибавляют к числу, либо вычитают из него (а результат записывают на доску вместо исходного числа). Докажите, что число 141 больше никогда не появится на доске.
Решение. Из числа 141 можно получить либо число 145 (и далее все числа будут кратны 5), либо 137 (и далее все числа будут чётные). Следовательно, 141 больше не появится на доске.
4. Точки P и Q – середины оснований AD и BC трапеции ABCD соответственно. Оказалось, что AB = BC, а точка P лежит на биссектрисе угла B. Докажите, что BD = 2PQ.
Решение. Рассмотрим треугольники ABP и CBP. Они равны по первому признаку. Следовательно, AP=PC и (BAP=(BCP. Но этот угол дополняет (B до 180(. Следовательно, ABCP является параллелограммом. Отсюда PD=AP=BC, т.е. BCDP также параллелограмм. Пусть его диагонали пересекаются в точке O (и делятся пополам). Тогда OC=PC/2=CQ. Тогда треугольники BCO и PCQ равны по первому признаку. Отсюда PQ=BO=BD/2.
5. У каждого марсианина три руки и несколько антенн. Каждый марсианин взял за руки трех других (так что все руки оказались заняты). Оказалось, что у любых двух из марсиан, взявшихся за руки, количество антенн отличается ровно в 6 раз. Может ли суммарное количество антенн у марсиан быть ровно 2006?
Решение. Допустим, что такое возможно. Суммарное количество антенн у любых двух марсиан, взявшихся за руки, кратно 7 (у одного в 6 раз больше, чем у другого). Просуммируем это количество по всем рукопожатиям (делимость на 7 сохранится). Чтобы получить истинное количество антенн, полученное число необходимо разделить на 2 (в рукопожатии участвуют двое). Делимость на 7 от этого не пропадёт, а количество антенн по условию на 7 не делится.
6. Саша и Федя написали на 1000 карточках числа от 0 до 999, после чего разделили карточки между собой. Каждый из них выложил свои карточки в ряд и получил длинное число. Могут ли длинные числа у Саши и Феди совпасть?
Решение. Нет, не могут. У одного должно быть карточка 100. Чтобы числа совпали, у другого должна быть комбинация из карточки с числом, кратным 10, и карточки с 0. Т.е. на каждую из карточек 100, 200,…, 900 должна быть карточка с 0, а она только одна.
7. У 10 девочек было по 10 конфет. Каждая девочка подарила несколько конфет другим (конфеты, полученные в подарок, девочки оставляют себе). В результате у всех девочек оказалось разное число конфет. Докажите, что какая-то из девочек подарила конфет не меньше, чем у нее их оказалось в конце.
Решение. Допустим противное. Если у девочки осталось 5 или меньше конфет, то она заведомо подарила не меньше 5 конфет (т.е. не меньше, чем осталось). Поскольку у всех оказалось разное количество конфет, то общее число конфет будет не менее 6+7+…+15=105. Противоречие.
8. Костя написал два числа, не содержащих в записи нулей, и заменил цифры буквами (разные цифры – разными буквами). Оказалось, что число КРОКОДИЛЛЛ делится на 312. Докажите, что число ГОРИЛЛА не делится на 392.
Решение. Оба числа – и 312, и 392, - делятся на 8. По признаку делимости на 8 число ЛЛЛ делится на 8, откуда Л=8 (случай Л=0 отсекается условием). Но А не равно 0, поэтому ЛЛА, а с ней и ГОРИЛЛА не кратно 8, т.е. не кратно и 392.
9. Дед Мороз подарил каждому из 102 детей по 100 конфет. Конфеты бывают трех видов: красные, синие и зеленые. Докажите, что найдутся двое, чьи наборы конфет либо полностью одинаковы, либо полностью различны. (Два набора конфет считаются полностью одинаковыми, если в них поровну конфет каждого вида, и полностью различными, если никакого вида конфет в них не поровну.) 
Решение. Допустим противное. Тогда у любых двоих наборы совпадают ровно по одному сорту конфет (если по двум, то по третьему сорту тоже). Проведём между людьми ребро того цвета, по которому их конфеты совпадают. Итак, между каждыми двумя детьми проведено красное, синее или зелёное ребро.

Докажем, что найдётся вершина, из которой выходят рёбра всех трёх цветов. Допустим противное. Пусть из ребра А выходят только красные и синие рёбра. В группе, соединённой с А красными рёбрами, все рёбра красные (т.к. у них столько же красных конфет, сколько и у А). В группе, соединённой с А синими рёбрами, все рёбра синие. Зелёных ребер не может не быть вообще – у каждого зелёных конфет от 0 до 100, т.е. 101 вариант, а детей 102. Следовательно, зелёное ребро проведено между красной и синей группами. В сущности, все рёбра, проведённые между красной и синей группами, обязаны быть зелёными – иначе найдётся треугольник с двумя одноцветными сторонами, чего не может быть – если две вершины соединены с третьей рёбрами одного цвета, то между собой они соединены тем же цветом. Мы можем рассмотреть два смежных зелёных ребра, соединяющих красную и синюю группу; эти рёбра в совокупности с третьим (красным или синим) образуют запрещённый треугольник. Противоречие.
Итак, из вершины А проведены рёбра всех трёх цветов. Рассмотрим помимо А ещё 4 вершины – B, C, D, E такие, что ребро AB – красное, AC – синее, AD – зелёное, и AE ещё какое-то, пусть для определённости красное. Тогда ребро BE должно быть красным, CE должно быть зелёным (т.к. AE – красное, AC – синее), и тогда на ребро BC не остаётся ни одного варианта поставить цвет.
Замечание. При желании доказательство можно очень сильно сократить. Как?
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