Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Метод математической индукции, 19 июля

1. (Игра "Ханойская башня") Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров и еще два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что 

1) можно переложить все кольца с первого стержня на один из пустых стержней; 

2) это можно сделать за 2n–1 перекладывание. 

2. Плоскость поделена на области несколькими прямыми. Докажите, что 

1) эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета. (Соседние области – это области, имеющие общий участок границы.)

2) Докажите аналогичную задачу, но вместо прямых рассматриваются окружности. Кстати,  а что можно использовать вместо прямых и окружностей?

3. Докажите, что правильный треугольник можно разрезать на n правильных треугольников для любого n≥6.

4. Докажите, что банк может выдать любую сумму денег, начиная с восьми рублей, используя только 3-х и 5-рублевые купюры.

5. В государстве n городов, каждые два из которых соединены дорогой. Правительство хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав из любого города, в него больше нельзя было вернуться. Докажите, что это можно сделать.

6. Жили-были два любителя головоломок. Один работал королем, второй сидел в королевской тюрьме. “Нехорошо держать в тюрьме коллегу, – подумал как-то король, – но и освобождать просто так не годится.” На следующий день узника привели к королю. Король вручил ему два одинаковых квадратных листа фанеры, каждый из которых был разлинован на 100 одинаковых квадратных клеток. “Сначала ты вырежешь из одного листа четыре фигуры общей площадью в 99 клеток, – сказал король. – Потом я отмечу одну из клеток второго листа, а ты должен будешь наложить вырезанные фигуры на второй лист так, чтобы они полностью закрывали все его клетки, кроме отмеченной. Справишься – освобожу, не справишься – не обессудь.” Есть ли у узника возможность вырезать такие фигуры, чтобы наверняка (независимо от того, какую клетку укажет король) выйти на свободу?

7. Докажите, что любое число можно представить как сумму 

1) нескольких различных степеней двойки (т.т. перевести его в  двоичную систему счисления);

2) нескольких степеней тройки так, чтобы каждой степени было не более двух штук (перевести в троичную систему счисления).

8. На плоскости даны N прямых общего положения. Найти число частей, на которые они делят эту плоскость.

9. В компании из k человек (k>3) у каждого появилась новость, известная ему одному. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им новости. Докажите, что за 2k–4 разговора все они могут узнать все новости.

10. Докажите, что число 111…1 (729 единиц) делится на 729. Обобщите.
