Двадцать вторая Летняя Многопрофильная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.

Площади – 1, 13 июля
1. Докажите, что площадь треугольника равна половине произведения его основания на высоту. Чему равна площадь параллелограмма?
Решение:

Рассмотрим треугольник АВС и его высоту АН. Пусть Н лежит на отрезке ВС. Площадь прямоугольного треугольника АВН равна половине площади соответствующего прямоугольника, т.е. 
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. Кроме того, для прямоугольного треугольника АСН имеем 
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. Складывая равенства получим 
[image: image3.wmf]BC

AH

HB

CH

AH

S

S

S

ACH

ABH

ABC

*

*

2

1

)

(

*

*

2

1

=

+

=

+

=

. В случае когда Н не лежит на отрезке АВ, доказательство аналогично.

Параллелограмм состоит из двух равных треугольников (они получаются, если провести одну из диагоналей), поэтому его площадь равна удвоенной площади треугольника, т.е. произведению стороны параллелограмма на соответствующую высоту.  
2. Докажите, что площадь трапеции равна половине произведения суммы двух оснований на высоту.

Решение:

В трапеции ABCD (BC и AD - основания) проведём диагональ AC. Пусть AH и CN - высоты треугольников BAC и ACD соответственно. Тогда AH=CN. Площадь трапеции 
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3. Докажите, что медиана разбивает треугольник на два равновеликих треугольника.

Решение:

У треугольников, на которые медиана разбивает треугольник, высота общая, а основания равны (медиана!). Значит эти треугольники равновеликие.
4. а) Разделите треугольник на три равновеликие части двумя прямыми, выходящими из одной вершины.
б) Разделите параллелограмм  на три равновеликие части двумя прямыми, выходящими из одной вершины.

Решение:
а) Разделим сторону треугольника, противолежащую выбранной вершине, на три равных части, т.е. отметим две точки. Проведём две прямые через выбранную вершину и две отмеченные точки- получим три треугольника, которые имеют общую высоту и равные, по построению, основания, а значит они равновеликие.

б) Построим диагональ параллелограмма, проходящую через выбранную вершину. Она делит параллелограмм на два равных, а значит и равновеликих, треугольника. Оба этих треугольника разделим на три равных части указанным в предыдущем пункте способом. Получим параллелограмм, разделённый на шесть равновеликих треугольников с общей вершиной.  Первой прямой отсечём от параллелограмма первые два треугольника, а второй ещё два – получим три равновеликие части.
5. Ко дню рождения Даниила был заказан именинный пирог квадратной формы. Даниил договорился с Русланом, что сам отмечает внутри пирога точку и разрезает пирог по отрезкам, соединяющим точку  с вершинами квадрата. После чего Руслан выбирает себе два куска пирога, не имеющих общей стороны. Найдите все точки, которые может отметить Даниил, чтобы съесть не менее Руслана.
Решение:
Какую бы точку внутри пирога Данил не выбрал, он съест ровно половину пирога. Площадь его кусков равна сумме площадей двух треугольников, имеющих основания равные стороне квадрата, а сумма высот этих треугольников равна стороне квадрата. Значит сумма площадей треугольников равна половине произведения сторон, т.е. половине площади квадрата. 
6. Диагонали делят трапецию на четыре треугольника. а) Докажите, что площади треугольников, прилегающих к боковым сторонам равны;[image: image1.wmf]HB
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 б) Докажите, что если S1 =S2 (см. рисунок), то четырехугольник – трапеция или параллелограмм.
Решение:

В трапеции ABCD (BC и AD - основания) проведём диагонали, пусть О – точка их пересечения.

а) Воспользовавшись тем, что треугольники ABD и ACD имеют общее основание AD и равные высоты, получим
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 , т.е. 
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б) 
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, а значит 
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Но треугольники ABD и ACD имеют общее основание, а значит и равные высоты, т.е. 
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7. Дана трапеция 
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,  в которой  диагонали пересекаются в точке О, а точки М и N – середины диагоналей BD и АС соответственно. Докажите, что: а) треугольники АВМ и CDN  равновелики; б) треугольники АОМ и DON равновелики. 
Решение:

а) Воспользовавшись тем, что треугольники ABD и ACD имеют общее основание AD и равные высоты, получим 
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б) В задаче 6 а) было доказано, что 
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, а в задаче 7 а) мы доказали что 
[image: image15.wmf]ABMCDN

SS

=

. Отсюда следует, что треугольники АОМ и DON равновелики. 
8. Найдите площадь большого треугольника, если площадь закрашенного треугольника равна 1.

Решение:
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Сделаем дополнительное построение(см. правый рисунок). Воспользовавшись тем, что медиана треугольника делит его на две равновеликих части, получим значения площадей не закрашенных треугольников(см. рисунок). Общая площадь треугольника равна 7.
9. На острове, имеющем форму равностороннего треугольника, построен маяк. Докажите, где бы ни располагался маяк, сумма расстояний от него   до каждого берега равна некоторой постоянной величине. Какой?
Решение:

Рассмотрим треугольник АВС, и точку О внутри него. Из точки О опустим перпендикуляры 
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 на стороны ВС, АС,  АВ, соответственно. Тогда
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, а это означает, что сумма расстояний от точки О до сторон треугольника не зависит от выбора точки О.
10. Дан квадрат ABCD , на двух его сторонах отметили по точке. Какая часть площади квадрата больше: серая или черная?
Решение:

Обозначим через a суммарную площадь белых частей, через b - площадь белой фигуры, через c - суммарную площадь чёрных частей. Тогда
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