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КОМБИНАТОРИКА
Задачи на «  »

1. (3–) Сколько пятизначных чисел можно составить из цифр 1, 2, ..., 9 так, чтобы одинаковые цифры не стояли рядом?

2.  (3) Для участия в передаче «Кто хочет стать миллионером» подали заявки 6 человек из Москвы, 3 из Санкт-Петербурга, 4 из Челябинска, 3 из Владивостока и 1 из Орла. Сколькими способами можно выбрать 3 из них, представляющих различные города.

3. (3) Сколькими способами можно разбить группу в 10 человек на две команды по 5 человек?

4. (3+) Сколькими способами можно выбрать из полной колоды в 52 карты 10 карт так, чтобы среди них был ровно один туз?

5. (3+; 4–) Сколькими способами можно разбить группу в 10 человек на две команды?

6. (4–) Из десяти офицеров различных званий пятеро должны уехать в командировку. Сколькими способами они могут это сделать, если генерал, полковник и майор одновременно уезжать не должны?

7. (4–) Сколькими способами можно выбрать 4 карты различных мастей и достоинств из колоды в 36 карт?

8. (4–) Сколько существует 7-значных чисел, в записи которых встречается по крайней мере одна из цифр 0, 1, 2?
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(4–) Строится лесенка, ведущая из точки А в точку В. Расстояние АС равно 4,5 м, а расстояние СВ – 1,5 м. Высота каждой ступеньки рана 30 см, а ее ширина кратна 50 см. Сколькими способами можно построить лесенку? 

10. (4–; 4) Сколькими способами можно выбрать из полной колоды в 52 карты 10 карт так, чтобы среди них был хотя бы один туз?

11.  (4; 4+) Сколько квадратов со сторонами по линиям сетки можно нарисовать на доске 8×8?

12. (4; 4+) Сколько способов сделать бусы из a) семи разных бусинок; b) пяти белых и двух черных бусинок (Бусы – это окружность, на которую насажены бусины. Ее можно поворачивать, но нельзя переворачивать). 

13. (4; 4+) Укротитель хочет вывести на арену цирка 5 львов и 4 тигра, при этом нельзя допустить. Чтобы два тигра шли друг за другом. Сколькими способами он может расположить зверей?

14. (4+; 5–) Сколько решений в натуральных числах имеет уравнение x + y + z + t = 2006?

15. (4+; 5–) На книжной полке стоят 12 книг. Сколькими способами можно выбрать из них 5 книг так, чтобы никакие две не стояли рядом?

ДИСКРЕТНАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ
16. (3+) Белка прятала орехи. Известно, что от каждого тайника к следующему она пробегала не больше 3 м. Оказалось, что расстояние от первого тайника до последнего равно 100 м. Докажите, что найдутся два тайника, расстояние между которыми не меньше 22 метров и не больше 25 метров.

17. (3+) В зале находится n юношей и n девушек. Всегда ли можно провести по полу прямую черту так, чтобы количество юношей с одной стороны от черты равнялось количеству девушек с другой стороны от этой черты?

18. (3+; 4–) Шеренга новобранцев стояла лицом к сержанту. По команде "налево" некоторые повернулись налево, некоторые - направо, а остальные - кругом. Всегда ли сержант сможет встать в строй так (возможно с краю), чтобы с обеих сторон от него оказалось поровну новобранцев, стоящих к нему лицом? 

19. (4–; 4) У Пети есть набор палочек, каждая из которых не длиннее 10 см. Он строит из них ломаную, прикладывая каждую следующую палочку к концу предыдущей. В итоге расстояние между началом и концом ломаной оказалось больше, чем 1м. Докажите, что в какой-то момент (когда ломаная еще не была достроена до конца) расстояние между ее началом и концом было меньше чем 53 см, но больше, чем 42 см.

20. (4) За круглым столом сидит четное количество гномов в колпаках с помпонами, причем у любых двух рядом сидящих гномов количество помпонов отличается не больше, чем на 1. Докажите, что найдется пара гномов, сидящих друг напротив друга, у которых количество помпонов на колпаках отличается не больше, чем на 1.
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(4) По краю круглого торта с одинаковыми промежутками выложены красные и белые мармеладинки. Известно, что красных мармеладинок столько же, сколько и белых. Докажите, что торт можно разрезать пополам так, чтобы в каждой половине красных и белых мармеладинок было поровну. 
22. (4) В поселок ежедневно приходит не менее двух писем и не более трех телеграмм. За январь прошлого года писем пришло больше, чем телеграмм, а за весь прошлый год в целом – наоборот. Докажите, что в прошлом году был день, в который количества писем и телеграмм, пришедших в поселок с начала года совпадали.

23.  (4; 4+) На доске написано число 1. За один ход можно имеющееся на доске число умножить на любое однозначное число, а затем увеличить на любое двузначное число. Через некоторое время на доске оказалось написано стозначное число. а) Верно ли, что на доске в какой-то момент было написано 30-значное число? б) Тот же самый вопрос, но прибавлять разрешается не двузначные, а однозначные числа.

24. (4+; 5–) Докажите, что в любом шестизначном номере автобусного билета цифры можно переставить так, чтобы разность между суммой трех первых и трех последних цифр находилась бы в промежутке от 0 до 9.

25. (5–; 5) В некоторых клетках квадрата 50(50 стоят +1 и-1, причем абсолютная величина суммы всех чисел не больше 100. Докажите, что есть квадрат 25(25, абсолютная величина суммы чисел в котором не превосходит 25.

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА
26. (3) Расстояние между центрами окружностей радиусов 2 и 3 равно 8. Найдите наименьшее и наибольшее из расстояний межу точками, одна из которых лежит на первой окружности, а другая – на второй.
Ответ 3 и 13. Построить любой другой отрезок и воспользоваться «неравенством многоугольника»
27. (3; 4) Длины сторон выпуклого четырехугольника выражаются различными целыми числами. Докажите, что хотя бы одна из его диагоналей больше 2,5.
Сумма длин диагоналей выпуклого четырехугольника больше полупериметра четырехугольника.
28. (4) Биссектриса треугольника делит его сторону на два отрезка. Докажите, что к большей из двух других сторон треугольника примыкает больший отрезок.
Пусть АВ<BC. Отразим точку С симметрично биссектрисе ВК и рассмотрим  треугольники DBК и КВС. DK=KC, а в треугольнике ADK DK>AK. 
29. (4) На биссектрисе внешнего угла С треугольника АВС взята точка М, отличная от С. Докажите, что MA+MB>CA+CB.
Отразить точку В симметрично биссектрисе СМ.
30. (5) Докажите, что в любом выпуклом пятиугольнике найдутся три диагонали, из которых можно составить треугольник.
Ответ: максимальная диагональ и еще две, имеющие с ней общие вершины. 
Пусть ABCDE – выпуклый пятиугольник, АС – максимальная диагональ. Рассмотрим четырехугольник AEDC, в нем сумма диагоналей больше суммы противоположных сторон, т.е. AD+CE>AC+ED>AC.
31. (5) На биссектрисе угла отмечена точка. Провести через нее отрезок минимальной длины с концами на сторонах угла.
Ответ: отрезок, перпендикулярный биссектрисе.
32. В правильный треугольник впишите треугольник наименьшего периметра так, чтобы его вершины попали на разные стороны, а одна – в середину стороны.

КОЛИЧЕСТВО ИНФОРМАЦИИ
33. В наборе из 17 внешне одинаковых монет две фальшивых, отличающихся от остальных по весу. Известно, что суммарный вес двух фальшивых монет вдвое больше веса настоящей. Можно ли наверняка определить обе фальшивых монеты, совершив 5 взвешиваний на чашечных весах без гирь? Определять, какая из фальшивых монет тяжелее, не требуется.

34. (3) Имеется n≤ 2k с виду одинаковых шаров, один из которых радиоактивен. Дозиметром можно проверить на радиоактивность любую группу шаров. Докажите, что за k проверок можно найти радиоактивный шар.

35. (3) Есть 27 монет,  одна из них фальшивая, отличается  по  весу  от  настоящей.  Есть  весы, показывающие,   совпадает   ли  веса  чашек.  Определить  за  3 взвешивания,  какая из монет фальшивая.

36. (3+) Есть 64 камня с разными весами. За 68 взвешиваний найдите два самых тяжёлых камня

37. (3+) Из 16 монет одна фальшивая,  причем неизвестно,  легче  она настоящих или тяжелее. Можно ли найти ее за три взвешивания?

38. (3+) Имеется 6 гирь: по паре зелёных, красных и белых. В каждой паре одна гиря тяжёлая, а другая лёгкая, причём все тяжёлые гири весят одинаково и все лёгкие гири весят одинаково. За два взвешивания определите все три тяжёлые

39. (3+,4) Из 4 монет одна фальшивая – но неизвестно, легче она или тяжелее настоящей. Кроме того, имеется одна заведомо настоящая монета. Можно ли за два взвешивания определить фальшивую монету и выяснить, легче она или тяжелее?

40. (4; 4+) Имеется двадцать одинаковых на вид монет, из которых 17 весят по 10 г, а три - 9,9 г. Можно ли за два взвешивания на чашечных весах без гирь и без стрелки, указывающей разность весов, наверняка выявить хотя бы одну десятиграммовую монету? 

41. (4+) Есть пять монет  достоинством в 1, 2,  3, 5 и 10 пиастров. Одна из них  фальшивая.  Можно  ли  с  помощью  чашечных весов  без   гирь определить фальшивую монету, если известно,  что вес настоящей  монеты равен ее достоинству,  а вес фальшивой нет?

42. (4+) Есть 6 монет, из которых две фальшивые (легче настоящих). За какое наименьшее число взвешиваний можно найти эти две монеты? 

43. (4+,5–) Из 103 монет две фальшивые (фальшивые  монеты одинаковы  по весу). За три взвешивания определить, тяжелее они настоящих  или легче.  

44. (5) У Димы есть 10 одинаковых по виду носков. Он может отобрать несколько носков и по их запаху определить, сколько из них грязных. Как ему за 6 таких операций выбрать пару чистых носков или убедиться, что чистых носков не более одного?
45. (5) Из 39 монет одна фальшивая – но неизвестно, легче она или тяжелее настоящей. За четыре взвешивания определите фальшивую монету и выясните, легче она или тяжелее. 

46. (5, 5+) На суде в качестве вещественного доказательства предъявлено 14 монет. Эксперт обнаружил, что монеты с 1 по 7 фальшивые, а с 8 по 14 настоящие. Суд же знает только то, что фальшивые монеты весят одинаково, настоящие монеты весят одинаково и фальшивые монеты легче, чем настоящие. В распоряжении эксперта чашечные весы без гирь. Эксперт хочет доказать суду, что монеты с 1 по 7 фальшивые. Как он может это сделать, используя только 3 взвешивания?

47. (5+) Имеется 19 с виду одинаковых шаров, из которых два радиоактивные. Дозиметром можно проверить на радиоактивность любую группу шаров. За какое наименьшее число поверок можно найти оба радиоактивных шара?

48. (5++) Имеются пять внешне одинаковых гирь с попарно различными массами. Разрешается выбрать любые три из них A, B и C и спросить, верно ли, что m(A)<m(B)<m(C). (Через m(x) обозначена масса гири x, при этом даётся ответ "Да" или "Нет".) За какое наименьшее число вопросов можно гарантировано узнать, в каком порядке идут веса гирь?

ПРИНЦИП ДИРИХЛЕ
49. (4) Из набора 1, 2, …, 200 выбрано 101 число. Докажите, что среди них существует пара чисел, одно из которых делится на другое.

50. (4) Дано 2006 групп людей, каждая из которых состоит из 40 человек. У любых двух из этих групп ровно один общий представитель. Докажите, что существует человек, принадлежащий всем 2006 группам.

51. (4) Каждый из семи мальчиков в воскресенье три раза подходил к киоску с мороженым. Известно, что каждые двое встречались около киоска. Докажите, что в какой-то момент около киоска одновременно встретились по крайней мере три мальчика.

52. (4; 4+) У любых двух из 20 детей в одной сельской школе есть общий дед. Докажите, что у какого-то человека в этой школе учатся не менее 14 внуков и внучек.
53. (4; 4+) Докажите, что есть число, записываемое одними единицами, которое делится на 2007.

54.  (5–; 5) Докажите, что из любых 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе разрядов. 

ГРАФЫ
55. (3–) Может ли ладья обойти шахматную доску, сделав каждый из возможных ходов ровно один раз?
56. (3–) Дима рассказал, что видел систему озёр и рек между ними такую, что из каждого озера вытекало по три реки и в каждое озеро впадало по четыре реки. Докажите, что Диме померещилось.

57. (3–, 3) Может ли существовать многогранник, в котором одна грань пятиугольная, а остальные четырёх- или шестиугольные?

58. (3–, 3) На плоскости отметили 10 точек и соединили некоторые из них непересекающимися отрезками так, что в разбиении получились только треугольники. Сколько их?

59. (3) Можно ли стороны и диагонали правильного 13-угольника покрасить в 12 цветов так, чтобы в каждой вершине сходились рёбра всех цветов?

60. (3) Двое по очереди проводят диагонали в выпуклом n-угольнике. При этом нельзя проводить диагонали, пересекающие уже проведённые. Проигрывает тот, кто не сможет походить. Кто выиграет при правильной игре?

61. (3, 4–) В некотором государстве каждые два города соединены дорогой. Сумасшедший король хочет ввести на всех дорогах одностороннее движение так, чтобы, выехав из любого города, нельзя было в него вернуться. Удастся ли ему это?

62. (3, 4–) Курица снесла два яйца, из которых вылупились цыплята. Петухов съедали сразу, а куриц только после того, как они снесут по два яйца. В итоге в какой-то момент вылупились петухи, и процесс закончился. Куриц всего было 100. Сколько петухов?

63.  (3+, 4) Степени всех вершин в связном графе чётны. Докажите, что при удалении любого ребра граф останется связным.

64. (3+, 4) В стране есть столица и ещё 100 городов. Некоторые города соединены дорогами с односторонним движением так, что из каждого нестоличного города выходит 20 дорог и в каждый нестоличный город входит 21 дорога. Докажите, что в столицу нельзя попасть ни из одного города.

65. (4) Дана карта. Докажите, что можно добавить несколько ребер так, чтобы в каждой грани было ровно по 3 ребра.

66. (4) В графе 2003 вершины, степени всех вершин ненулевые и равны между собой. Вершины раскрашены в красный, синий и зеленый цвета так, что концы любого ребра – разноцветные. Докажите, что найдется красная вершина, соединенная и с синей, и с зеленой вершинами.

67. (4, 4+) Докажите, что либо граф, либо его дополнение – связен.

68. (4+) В селе Ивановском живут более 100 человек. Житель называется общительным, если у него не менее 100 знакомых среди односельчан. Докажите, что в селе Ивановском найдутся либо два знакомых общительных, либо два незнакомых необщительных жителя.

69. (4+, 5–) В связном графе степени четырёх вершин равны 3, а степени остальных – 4. Докажите, что из графа нельзя удалить ребро так, чтобы он распался на две изоморфные компоненты связности.

70. (4+, 5–) 20 гномов жили в 20 домах. Однажды они все одновременно переехали. Требуется покрасить дома в несколько цветов так, чтобы цвет дома каждого гнома изменился после переезда. Каким наименьшим числом цветов удастся обойтись?

71. (4+, 5–) Грани многогранника раскрашены в два цвета так, что соседние грани покрашены в разные цвета. Все грани, кроме одной, являются многоугольниками с числом сторон, кратным 3. Докажите, что число сторон оставшейся стороны тоже кратно 3.

72. (5–) Докажите, что граф с десятью вершинами, степень каждой из которых равна пяти, не планарен.

73.  (5) В связном графе 100 вершин. Докажите, что существует путь, проходящий по всем вершинам, длины не более 200.

74. (5) Метро представляет собой несколько линий так, что с любой станции до любой можно доехать (возможно, с пересадками). Докажите, что можно убрать целую линию так, чтобы с любой станции по-прежнему можно было добраться до любой другой.

75. (5+) Семиугольник разбит на выпуклые пяти- и шестиугольники, причем так, что каждая его вершина является вершиной по крайне мере двух многоугольников разбиения. Докажите, что число пятиугольников разбиения не менее 13.

ПЛОЩАДИ
76. [image: image28.emf] 
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Площадь A1B1C1D1=S. Найти площадь ABCD, если известно, что A1, B1, C1, D1 середины отрезков DD1, AA1, ВВ1, СС1 соответственно (см. рисунок).

77.  (3-) Площади треугольников, образованных отрезками диагоналей трапеции с ее основаниями, равны S1 и S2. Найдите площадь трапеции.

78. [image: image29.emf] 
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(3) Параллелограмм АBСD разделен отрезками на семь частей с площадями а, b, c, d, е, f, g. Докажите справедливость равенств:


а) a + c = b; 


б)  f + g = e + d.
79. (3) Через вершину С трапеции ABCD параллельно диагонали BD проведена прямая. Она пересекает продолжение основания AD  в точке М. Докажите, что треугольник АСМ равновелик трапеции ABCD.

80. (3+) Пусть диагонали выпуклого четырехугольника делят его на четыре треугольника, площади которых равны S1, S2, S3, S4. Докажите, что S1S3 = S2S4.
81. (3+) Докажите, что площадь треугольника равна произведению его полупериметра и радиуса вписанной окружности.

82. (4) Через середину диагонали АС выпуклого четырехугольника ABCD проведена прямая, параллельная второй диагонали. Докажите , что эта прямая разделила ABCD на две равновеликие части.

83. (4) Точки M и N – середины сторон AB и CD четырехугольника ABCD. Отрезок MN  делится диагональю AC  пополам. Докажите, что 
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84. (4+,5-) Найдите геометрическое место точек М таких, что разность  расстояний от М до двух данных пересекающихся прямых была равна одной и той же величине а.

85. (5-) В равнобедренном треугольнике АВС к основанию АС проведена медиана ВМ. Через её середину О проведены прямые АО и СО. Какую часть площади треугольника АВС составляют площади шести образовавшихся треугольников?

86. (5) АВСD – выпуклый четырехугольник, M – середина AB, N – середина BC. SABCD = 1. Найти SABC + SDMC + SAND.
ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МЕСТО ТОЧЕК
87. (3+; 4–) Дана окружность. Найти ГМТ,  касательные из которых, проведенные к этой окружности, имеют данную длину а.

88. (4–) Даны две точки А и В. Найдите геометрическое место точек, каждая из которых симметрична точке А относительно некоторой прямой, проходящей через точку В.

89. (4, из листочка) Найти ГМТ М, сумма расстояний от которых до двух заданных прямых равна 
[image: image2.wmf]h

.

90. (4+, 5-) Даны отрезок АВ и точка С  на нем. Каждая пара равных окружностей, одна из которых проходит через А и С, а другая – через В и С, имеет кроме С еще одну общую точку D. Найдите геометрическое место точек D.

91. (5–) Дан прямоугольник 
[image: image3.wmf]12

´

. Найти ГМ точек М таких, что сумма расстояний от М до одной пары противоположных сторон прямоугольника равна сумме расстояний от М до другой пары сторон.
92. (5-) Найти ГМТ М, разность расстояний от которых до двух заданных прямых равна 
[image: image4.wmf]h

.

93. (5++) На плоскости даны две окружности. Найдите геометрическое место точек, для каждой из которых касательные к двум данным окружностям равны. Трудная.
ИНВАРИАНТЫ
94. Задача про мутирующих монстров

95.  (3+) Можно ли операциями "прибавить 4" и "умножить на 3" из числа 1 получить число 2006? Какие числа получить можно, а какие нельзя? 

Решение. Сохраняется четность числа (точнее, его нечетность). Можно получить все нечетные числа (обратный ход, либо делим на 3, а если нельзя, то вычитаем 4 и т.д.)  

96. (3+) Операция: в данном числе любую цифру можно заменить на последнюю цифру суммы цифр данного числа. Можно ли из числа 13579 получить 12345? 
Решение. Нет, так как не получим четных цифр.

97.  (3+) В таблице разрешается переставлять любые две строки и любые два столбца. Можно ли из таблицы слева получить таблицу справа?
	1
	2
	3
	4
	
	12
	9
	6
	11

	5
	6
	7
	8
	
	4
	1
	2
	3

	9
	10
	11
	12
	
	8
	5
	10
	7


Решение. В первой таблице 9 и 10 находятся в одной строке, а во второй – в разных.

98. Три кузнечика сидят на плоскости в точках (0, 0), (1, 0) и (0, 1). Они играют в чехарду, причем за один ход какой-то кузнечик прыгает в симметричную ему относительно какого-то другого кузнечика точку. 

(3+) а) Могут ли они попасть в точки (0, 1), (1, 0) и (1, 1)? 

(4–) б) А в точки (x, y), (x+1, y+1) и (x+2, y)?
(4+) в) А в точки (x, y), (x+3, y) и (x, y+3)?
Решение. После каждого прыжка четность координат прыгающего не изменяется. а) Никогда не получится ситуации (1,1) – обе нечетные координаты. б) Первая и третья точка имеют одинаковый тип четности координат. Такого в начальной ситуации нет. с) Инвариант - площадь треугольника. Вначале 0,5, а предложенной ситуации 4,5.

99. (4–) По окружности стоят три числа. На каждом шаге между каждыми двумя из них ставят модуль их разности, а старые числа стирают. Могут ли через 2006 шагов получиться числа а) 30, 40, 50; б) 30, 40, 70? Какие тройки могут получиться, а какие нет?

Решение. а) нет, б) да. Могут получаться числа, сумма меньших равна большему. Ситуация однозначно восстанавливается назад.

100.  (4) В угловой клетке шахматной доски стоит минус, а в остальных стоят плюсы. Можно ли, изменяя за один ход знаки на противоположные у у любого прямоугольника а)1(3; б)1(4 добиться того, чтобы все знаки стали одинаковыми?

Решение. а) ИНзона – квадраты 2(2, разделенные полосками. б) Инзона – два столбца, потом два мимо. Все пересекается по четному числу клеток.

101. (4) По кругу расположено 12 лампочек, каждая из которых может находиться в двух состояниях: гореть или не гореть. За один ход можно изменить состояние любых трех соседних. Вначале горит ровно одна лампочка. Можно ли добиться того, чтобы горели все лампочки?

Решение. Инзона - две вершины, одна мимо. 

102.  (4; 4+) На шести елках сидят шесть чижей, на каждой елке – по чижу. Елки стоят в ряд с интервалами 10 метров. Если какой-то чиж перелетает с одной елки на другую, то какой-то другой чиж обязательно перелетает на столько же метров, но в обратном направлении. Могут ли все чижы собраться на одной елке? 

Решение. Пронумеруем елки. Тогда инвариант – сумма номеров елок. Для 6 елок сумма будет нечетна, а для 8 сумма равна 36 и не делится на 8.

103.  (4+) Клетки таблицы 12345(12345 покрашены в красный и синий цвета. Разрешается выбрать любую строку или любой столбец и перекрасить все ее красные клетки в синий цвет, а все синие – в красный. Докажите, что несколькими такими операциями можно добиться того, чтобы в каждой строке и в каждом столбце красных клеток было больше, чем синих.

104. (4+) В пустыне стоят три маленьких зеленых тиранозаврика. За ход можно любого из тиранозавриков пнуть ногой так, чтобы он пролетел между двумя другими. Могут ли тиранозаврики через 2n+1 ходов оказаться на исходных местах?

Решение. Пронумеруем тиранозавриков по часовой стрелке. После любого хода ориентация меняется на противоположную.

105.  (4+; 5–) В городе разрешены только тройные обмены квартир. Можно ли с их помощью совершить двойной (то есть обыкновенный) обмен? 
Решение. Пронумеруем квартиры и получим перестановку. Двойной обмен дает из начальной нечетную перестановку, а любой тройной обмен сохраняет четность.

106.  (5–) Четыре кузнечика играют в чехарду на плоскости и вначале находятся в точках (0,0), (0,1) и (1,0). Могут ли они попасть в точки (x,y), (x+1, y+1), (x+3, y) (x+2, y–1)?

Решение. Если запустить в обратном направлении, то из положения со всеми типами четности координат невозможно получить ситуацию с двумя одинаковыми типами точек.

107.  (5) В одной вершине куба стоит 1, а в остальных – нули. Можно прибавлять по единице к числам в концах любого ребра. Можно ли добиться того, чтобы все числа делились на 3?

Решение. Инвариант – разность между суммами чисел в вершинах одного и другого правильного тетраэдра. Она всегда равна 1.

108.  (5) В банке находятся несколько свежевылупившихся сикорах. Каждый день сикорахи увеличивают свою массу на 1 г. Иногда они встречаются; если встречаются две разнополые сикорахи, то они откладывают яйцо, из которого через день вылупляется новая сикораха. Если встречаются однополые сикорахи разной массы, то большая съедает меньшую, прибавляя её вес к своему. Однополые сикорахи одинаковой массы расползаются. Может ли в конце концов в банке остаться одна здоровенная сикораха?

МЕТОД МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ИНДУКЦИИ
109. (4+) Сказал Кощей Ивану-Царевичу: «Вот тебе два одинаковых треугольных листа — правильные треугольники со стороной 8, разбитые на 64 единичных равносторонних треугольничка. Сначала ты вырежешь из одного листа несколько фигур общей площадью в 63 треугольничка. Потом я отмечу один из треугольничков второго листа, а ты должен будешь наложить свои фигуры на него так, чтобы они полностью закрывали все его треугольнички, кроме отмеченного. Обойдешься четырьмя фигурками — отпущу с миром. Обойдешься пятью — будешь у меня свинопасом. А ежели и пятью не обойдешься — голова с плеч!» Сможет ли Иван наверняка остаться в живых? А уйти с миром? Если да, то покажите, как Иван должен вырезать фигуры и пользоваться ими. Если нет, то объясните, почему.

110. (4+; 5–) 22–1=3 делится на 3. 26–1=63 делится на 9. 218–1=(29–1)(29+1)=511·513 делится на 27 (513=27·19). Обобщите эти свойства и докажите, что для любого n существует такая степень двойки, которая при делении на 3n дает остаток 1.

111. (4–) Приведите пример натурального числа, которое равно сумме а) трёх своих различных делителей; б) ста своих различных делителей.

112. (4) Доказать: 
[image: image5.wmf](
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113. (4) Доказать: 
[image: image6.wmf](
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114. (4+) Доказать: 
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115. (4+) Доказать:
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116. (4) Докажите, что при любом натуральном n 
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)

(

)

3

3

3

2

1

+

+

+

+

n

n

n

 делится на 9.

117. (4) Докажите, что при любом натуральном n 
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118. (5–; 5) Докажите, что при любом натуральном n 
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119. (5+) Определите, при каких натуральных  n справедливо неравенство и докажите его: 
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120. (4+) Определите, при каких натуральных  n справедливо неравенство и докажите его: 
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121. (4+) Определите, при каких натуральных  n справедливо неравенство и докажите его: 
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122. () Определите, при каких натуральных  n справедливо неравенство и докажите его: 
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123. (5+) Определите, при каких натуральных  n справедливо неравенство и докажите его: 
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124. (5; 5+) Определите, при каких натуральных  n справедливо неравенство и докажите его: 
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125. (5++) Определите, при каких натуральных  n справедливо неравенство и докажите его: 
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126. (4+) Модуль суммы n слагаемых не превосходит суммы их модуля. Докажите.
127. (5–) Докажите, что 2006 можно представить как сумму нескольких слагаемых, причём первое равно единице, каждое следующее либо равно предыдущему, либо вдвое больше него, и при этом нет трёх одинаковых слагаемых?

128. (4+; 5–) Для каких натуральных n выполняется неравенство 2n>n4?

ДЕЛИМОСТЬ
129. (3–) Докажите, что n2+1 не делится на 3 ни при каком целом n.
130. (3) Делится ли на 4 число 
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131. (3) Докажите, что при любом натуральном n число n7–n делится на 7.
132. (3) Докажите, что если 100a+99b–1 делится на 101, то 98a+95b–3 делится на 101.

133. (3) Докажите, что если 3a–1 делится на 7, то 2a–3 делится на 7. 
134. (3, была в листочке) Докажите, что дробь (12n+1)/(30n+2) несократима ни при каком натуральном n.

135. (3+) Решите в целых числах уравнение 3х+5у+12z = 10

136. (3+) Докажите, что при нечётном n число 11n+12n делится на 23.

137. (3+) Найдите последнюю цифру числа 12+22+…+992.

138. (3+) Докажите, что число, записываемое 1993 нулями, 1993 единицами и 1993 двойками не является кубом натурального числа. (модуль 9)
139. (3+) Найдите остаток от деления 32000 на 43.

140. Решение. 32000 = 347*42+26 ≡ 326 = 913 = 9×912 = 9×816 ≡ 9×(-5)6 = 9×1252 ≡ 9×(-4)2 = 9×16 = 144 ≡ 15(mod 43) 
141. (3+) На доске написаны числа a и b. Разрешается заменять одно из чисел на сумму или разность имеющихся чисел. Какое минимальное натуральное число можно получить такими операциями, если a=7n+3, b=9n+4?

142.  (4–) В республике Липа в ходу трех- и пятилиповые монеты. Сколькими способами можно выплатить липовую стипендию липовому студенту, составляющую 239 рублей?

143. (4–) На какие числа (в зависимости от n) сократима дробь 
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144. (4-) Докажите, что если число n взаимно просто с 10, то 101-я степень числа n оканчивается теми же тремя цифрами, что и n.

145. (4–) Какой остаток может давать число при делении на 30, если при делении на 15 оно дает остаток 7, а при делении на 6 – остаток 4 ?

146. (4–) Докажите, что или a128 + 1, или a64 + 1,…, или a2 + 1, или a + 1, или a – 1 делится на 257.

147.  (4+) Решите в натуральных числах уравнение x! + y! = z!

148. (4+) Назовем натуральное число n удобным, если n2 +1 делится на 1000001. Докажите, что среди чисел 1, 2, …, 1000000 четное число удобных.

149. Идея: Доказать, что если n
[image: image24.wmf]º

r(mod 1000001) – удобное, тогда и n
[image: image25.wmf]º

-r(mod 1000001) - удобное.

150. (4+) Сколько существует натуральных чисел n, меньших 1000, для которых 2n–n2 делится на 7?

151. (4+) Старательный Вася задумал натуральное число, умножил его на 51,  затем поделил его с остатком на 544 и получил в остатке 13. Могло ли такое произойти ?

152. (4+) Найти  наименьшее  натуральное c, при котором уравнение 8x+13y=c будет иметь ровно 9 решений в натуральных числах.

153. (5–) Докажите, что при любом натуральном n  (2n –1)n –3 делится на 2n–3.

154. (5–; 5) Назовем натуральное число абсолютно простым, если оно простое и при любой перестановке его цифр снова получается простое число. Докажите, что в абсолютно простом числе не может быть более трех различных цифр.

155.  (5) Доказать, что при любых натуральных n и m число 1/n + 1/(n+1) +… 1/(n+m) – нецелое. 

156. (5) Докажите, что ни при каком n не существует таких x и y, что 103n+1 = x3+y3 (x, y, n – натуральные) 

157. (5) Докажите, что среди 51 целого числа найдутся два, квадраты которых дают одинаковые остатки при делении на 100. 
158.  (5) На концах отрезка стоит по 1. На первом шаге между ними ставится число 2, на втором – между соседними числами ставится их сумма (получается 1 3 2 3 1), и т.д. 1 000 000 раз. Сколько раз в результате будет написано число 2005?

159. (5+) Докажите, что при натуральных a и n  a2n+1+(a–1)n+2  делится на a2–a+1.

160. (5+) Дима задумал целое число, большее 100. Тима называет целое число, большее 1. Если Димино число делится на это число, Тима выиграл, иначе Дима вычитает из своего числа названное, и Тима называет следующее число. Ему запрещается повторять числа, названные ранее. Если Димино число станет отрицательным — Тима проигрывает. Есть ли у Тимы выигрышная стратегия? 
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