Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Графы – 3, 11 июля
1. Докажите, что из любого связного графа можно удалить несколько ребер так, чтобы осталось дерево.

2. Есть 5 ящиков. В некоторых лежат по 5 ящиков, остальные пусты. Непустых ящиков 12. Сколько всего ящиков?

3. У царя Салтана было три сына. Из его потомков 100 имели по 3 сына, а остальные умерли бездетными. Сколько потомков у Салтана?

Картой, или плоским графом называется связный граф, изображенный на плоскости без пересечений ребер.  Граф называется  планарным, если его можно изобразить так на плоскости так, чтобы его ребра не пересекались. Карта делит плоскость на области, которые называются странами.

Пусть в карте V вершин, E ребер и F стран. Далее мы будем считать, что в карте нет петель и любые две вершины соединены не более, чем одним ребром.
4. (Формула Эйлера). Докажите, что V–E+F = 2.

5. В квадрате отметили 20 точек и соединили их непересекающимися отрезками друг с другом и с вершинами квадрата так, что квадрат разбился на треугольники. Сколько получилось треугольников?

6. Докажите, что в планарном графе выполняется неравенство 2E ≥ 3F.

7. Докажите, что для планарного графа выполняется неравенство E ≤ 3V-6.

8.  Пусть в двудольной карте как минимум 4 вершины. 

a) Докажите, что E ≥ 2F.

б) Докажите, что E ≤ 2V-4.

9.  Президент Тупин приказал соединить скоростными автобанами пять столичных городов (Омсква, Типер, Жиевск, Ворик, Токельнич)  так, чтобы каждый был соединен с каждым, и, кроме того, они  не пересекались (дабы избежать аварий). Докажите, что бюрократам придется позаботиться о строительстве мостов или тоннелей.
10.  Президент Тупин приказал соединить нефтепроводами три портовых города (Омсква, Ворик и Жиевск) с тремя основными нефтяными месторождениями, да так, чтобы от каждой столицы была собственная нефтяная магистраль до любого месторождения, и при этом они не пересекались. Докажите, что это невыполнимо.
11. Докажите, что в правильной карте количество нечетных граней четно.
12. Докажите, что в любой правильной карте есть две страны с одинаковым количеством ребер.

13. Степени всех вершин карты четны. Докажите, что страны можно раскрасить в два цвета таким образом, чтобы любые две граничащие по ребру страны были разных цветов.
