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Графы-1, 9 июля
Теорема о рукопожатиях. Количество вершин нечётной степени чётно.

1. В ЛМШ собралось 10 именинников и несколько неименинников. Каждый неименинник поздравил троих именинников, при этом каждому имениннику досталось по два поздравления. Сколько неименинников?
Решение. Такого не может быть. Пусть неименинников n, тогда они поздравляли именинников 3n раз. С другой стороны, именинников поздравили 2(10=20 раз. Отсюда 3n=20, что не имеет решения в целых числах.
2. Сева поспорил с Димой на щелбан; он утверждал, что может построить систему из восьми городов и дорог между ними так, чтобы из этих городов выходило бы соответственно 7, 7, 7, 5, 3, 3, 2, 2 дороги (два города могут быть связаны не более чем одной дорогой). Объясните, почему так ехидно ухмыляется Дима.
Решение. Города, из которых выходит по 7 дорог, соединены со всеми. Их три, поэтому каждый город соединён по крайней мере с тремя городами. Но в этой системе есть города, из которых выходит только две дороги. Противоречие.
3. Сева нарисовал 6 точек, некоторые из которых соединил отрезками. После этого он спрятал рисунок в чемодан, чемодан закрыл на ключ, а ключ проглотил. В ответ на это Наташа заслала в его чемодан разведывательного таракана, который сообщил, что из пяти точек выходит соответственно 5, 5, 4, 3, 2 отрезка. Сколько отрезков выходит из шестой точки?
Решение. Из предыдущей задачи видно, что из шестой точки выходит 2, 3 или 4 отрезка (есть две вершины степени 5, и есть вершина степени 2). Так как сумма степеней вершин чётна, степень шестой вершины должна быть нечётной. Получаем, что из шестой точки выходит 3 отрезка.
4. Семеро школьников, уезжая из ЛМШ, договорились, что каждый из них напишет письмо трём другим. Может ли каждый получить от того, кого послал?
Решение. Допустим, что такое может быть. Проведём между школьниками ребро, если они послали друг другу письма. Получилось 7 вершин, и степень каждой равна трём. Противоречие.
5. Каждый 7классник, записавшийся на турнир по крестикам-ноликам, сыграл по три партии. Может ли быть сыграно в общей сложности  2006 партий?
Решение. Не может. Пусть 7классников x, тогда партий будет 3x/2=2006. Но 2006 не делится на 3, а левая часть полученного выражения делится.
6. После занятий каждый ребёнок, отвечавший задачи Андрею Александровичу, становится синим, а каждый, отвечавший Олегу Валерьевичу – зелёным. Перед обедом каждый синий ребёнок играет в теннис с 5 синими и 10 зелёными, а каждый зелёный – с 9 синими и 6 зелёными, после чего все приходят в своё нормальное состояние. Кому из преподавателей отвечает больше детей?
Решение. Пусть есть x синих и y зелёных детей. Сосчитаем количество партий между ними. С одной стороны, каждый синий играет с 10 зелёными, т.е. таких партий получится 10x. С другой стороны, считая партии зелёных, получаем 9y. Итак, 10x=9y, откуда y>x.
7. Сева опять поспорил с Димой. На этот раз он говорит, что существует граф со 100 вершинами, степени которых равны 1, 1, 2, 2,…, 50, 50. Покажите, что теперь щелбан получит Дима.
Решение. Такой граф существует. Построим двудольный граф, в каждой доле которого степени вершин будут 1,2,…,50. Возьмём вершину в каждой доле, степень которой хотим сделать равной 50, и соединим её со всеми вершинами другой доли. После этого образовалось две вершины степени 50 и две вершины степени 1. Откинем их, останется 96 вершин. Повторяя эту конструкцию ещё 24 раза, получим требуемый граф и со спокойной совестью дадим Диме щелбан.
8. На чемпионат по теннису записались 20 человек. Некоторые участники уже сыграли между собой. Докажите, что найдутся двое участников, сыгравшие одинаковое количество матчей.
Допустим противное. У каждого ученика есть 20 возможностей сыграть какое-либо количество матчей (от 0 до 19). Следовательно, каждая из возможностей реализована по разу. Но человек с 0 и 19 матчами не могут существовать одновременно (0 матчей означает, что человек не играл ни с кем, а 19 – что он играл со всеми, в т.ч. и с тем, кто не играл ни с кем). Противоречие.
9. ЛМШата договорились, что каждый, имеющий чётное число знакомых среди ЛМШат, пошлёт им по письму, а каждый из остальных ЛМШат пошлёт по письму всем незнакомым. Миша получил 99 писем. Докажите, что он получит ещё хотя бы одно письмо.
Решение. Назовём человека правильным, если у него чётное количество знакомых. Рассмотрим два случая: Миша является правильным и неправильным.
Пусть Миша правильный. Тогда среди его знакомых количества правильных и неправильных имеют одинаковую чётность. Заметим, что количество неправильных людей, знакомых с Мишей, имеет ту же чётность, что и количество неправильных людей, не знакомых с Мишей (всего неправильных чётное число, и Миша к ним не относится). Тогда количество правильных Мишиных знакомых имеет ту же чётность, что и количество неправильных Мишиных незнакомых. Это в точности те люди, которые посылают Мише письма; в сумме их чётное число.

Пусть теперь Миша неправильный. Тогда среди его знакомых количества правильных и неправильных имеют разную чётность. Количество неправильных людей, знакомых с Мишей, и количество неправильных людей, не знакомых с Мишей, имеют разную чётность (всего неправильных чётное число, но один из них сам Миша). Тогда количество правильных Мишиных знакомых имеет ту же чётность, что и количество неправильных Мишиных незнакомых. И в этом случае Миша получит чётное число писем.
10. Во дворе стоят 10 столбов. Чтобы пожарная сигнализация не включалась когда не надо, нужно соединить столбы проводами таким образом, чтобы каждый провод соединял ровно два столба, никакие два столба не были соединены дважды, и, главное, чтобы для любых четырёх столбов нашлось бы ровно три провода, протянутые между этими столбами. Объясните, почему сигнализация до сих пор включается когда не надо.
Решение. Допустим, что столбы можно так соединить между собой. Рассмотрим два столба, не соединённые между собой (такие, очевидно, найдутся). Начнём рассматривать всевозможные четвёрки, содержащие эти два столба. В каждой из них найдётся столб, соединённый с одним из выбранных. Тогда эти два столба соединены ещё как минимум с семью столбами. Таким образом, найдётся столб, соединённый ещё не менее с четырьмя. Рассматривая этот столб с тремя, соединёнными с ним, убеждаемся в том, что никакие два столба, соединённые с выбранным, не соединены между собой. А тогда между четырьмя столбами, соединёнными с выбранным, нет ни одного провода, что противоречит условию.
11. У каждого ребёнка в ЛМШ есть знакомый. Докажите, что ЛМШ можно разбить на две фракции так, чтобы каждый имел знакомого в противоположной фракции.
Решение. Поместим первого попавшегося человека в первую группу. Всех его знакомых поместим во вторую группу. Всех знакомых его знакомых, которых мы ещё не поместили в какую-либо группу, поместим в первую группу, и т.д. Если остались ещё люди, проделаем эту процедуру ещё раз. По построению, у каждого есть знакомый в противоположной группе.
12. Пятнадцать школьников решили пятнадцать задач. Каждый решил две задачи, и каждую задачу решили двое. Докажите, что можно устроить разбор задач так, чтобы каждый рассказал решённую им задачу.
Рассмотрим какого-либо школьника. Пусть он разберёт какую-нибудь задачу, которую он решил. Тогда другую задачу, которую он решил, будет разбирать другой человек, решивший её. Продвигаясь от школьника к задаче и от задачи к школьнику, получим цикл (очевидно, чётной длины, т.к. школьники и задачи чередуются). В этом цикле разбор устроен так, как требуется. Если при этом задействованы не все дети, то образуем ещё циклы, пока не кончатся задачи и дети.
13. После dance-шоу выяснилось, что каждый мальчик чётко следил, чтобы количество девочек, с которыми он танцевал, делилось на 3. Также все девочки, кроме Ренаты, признались, что количество их партнёров по танцам делится на 3. Рената не призналась, но остальные догадались, что у неё количество танцевальных партнёров также делится на 3. Как они до этого догадались?
Решение. Согласно подсчётам мальчиков, общее количество танцевальных пар делится на 3 (т.к. у каждого мальчика количество партнёрш делится на 3). Согласно подсчётам остальных девочек, количество танцев, которые танцевали они, также делится на 3. Количество танцев с Ренатой есть разность двух вышеуказанных чисел, и, следовательно, тоже делится на 3.















