Двадцать вторая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2006 г.

Математический Бой, 16 июля 

обычные группы-7 ― обычные группы-8
1. Атос, Портос и Арамис в ожидании противников нервно расхаживают из конца в конец по дорожке туда и обратно. Арамис проходит дорожку в один конец за 1 минуту. Атос – за 2, а Портос – за 3. Докажите, что если ожидание длилось достаточно долго, а друзья ходили с постоянными скоростями, то был момент, когда все двигались в одну сторону.

2. На каждом из двух одинаковых кубов отмечено по 5 вершин. Докажите, что кубы можно совместить так, чтобы совпало не менее четырех пар отмеченных вершин.
3. В остроугольном треугольнике ABC проведены высота AH, медиана BM и биссектриса CL. Точки пересечения этих трех линий образуют треугольник. Может ли этот треугольник быть правильным?

4. На собрании аборигенов – лжецов и рыцарей – путешественник хочет определить самого старшего. Ему известно, что среди присутствующих лжецов и рыцарей поровну, а возрасты всех присутствующих различны. Ему разрешается выбрать любую группу из нескольких (более одного) аборигенов и спросить любого из присутствующих, кто в этой группе самый старший. Докажите, что при любом числе аборигенов и любом числе заданных вопросов путешественник все равно не сможет определить самого старшего.

5. В однокруговом шахматном турнире участвовали n учащихся ЛМШ. После окончания турнира оказалось, что каждый участник – как юноша, так и девушка – набрал ровно половину своих очков в партиях против девушек. Докажите, что n – точный квадрат.
6. По дороге шла толпа людей. Более трети из них повернули направо, более 30 % – налево, а все остальные, которых оказалось более 4/11, развернулись и пошли обратно. Докажите, что в толпе было не менее 173 человек.

7. В равностороннем треугольнике ABC на сторонах AB и AC взяты точки K и L соответственно так, что AK = LC. В треугольнике AKL проведена медиана AM. Докажите, что она равна половине BL.
8. Существуют ли такие целые числа M и N, что в М часов N минут угол между часовой и минутной стрелкой равен (M(N)(? Углом между стрелками считается угол, меньший или равный 180(.

9. На доске 9(9 расставлены 9 ладей, которые не  бьют друг друга. Каждую из ладей передвинули ходом шахматного коня. Докажите, что после этого обязательно найдется пара ладей, которые бьют друг друга. 

10. Последовательные числа 22, 23 и 24 обладают тем свойством, что в разложение каждого из них на простые множители каждый множитель входит в нечетной степени: 22=21·111, 23=231, 24=23·31. А какое наибольшее количество последовательных натуральных чисел может обладать таким свойством?
