Геометрия. 
Общие факты.

1. (3-)На соседних сторонах квадрата ABCD во внешнюю сторону построены правильные треугольники LCB и KCD. Доказать,  что треугольник KLA правильный.

2. (3)На стороне CD квадрата ABCD построен правильный треугольник CDN, вершина N которого лежит вне квадрата, а на диагонали AC - правильный треугольник ACM, внутри которого лежит точка D. Докажите, что MN равно стороне квадрата.
3. (3-)Точка М равноудалена от вершин A и B квадрата ABCD, причем AM=BM=AB. Найдите (AMB.
4. (3+)Верен ли следующий признак равенства треугольников: по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.
5. (3) Докажите обратную теорему Пифагора.
6. Площади.

7. (2+)Анечка и Славик делят квадратный пирог. Славик отмечает внутри пирога точку, а Анечка соединяет ее отрезками со всеми вершинами квадрата и забирает себе любые два куска, не имеющие общих сторон. Как должен действовать Славик, чтобы получить побольше пирога?

8. (3)Внутри квадрата отметим две точки и соединим их отрезками со всеми вершинами (см. рис.). Могут ли все девять полученных частей иметь одинаковую площадь? 

9. (2+)Докажите, что для площади S треугольника со сторонами а, b, c имеет место неравенство:        S ( ab/2.

10. (4+)Из квадрата 8х8 вырезана угловая клетка. На какое наименьшее возможное число равновеликих треугольников можно разрезать полученную фигуру ?

11. Теорема Фалеса
12. (4-)На стороне AB треугольника ABC сидит муха. Она начинает ползти параллельно стороне BC до стороны  AC, затем параллельно стороне AB до стороны BC, затем параллельно стороне AC до стороны AB, и так далее. Докажите, что через несколько шагов муха вернется в исходную точку, и найдите сколько шагов ему на это потребуется (ответ может зависеть от исходного положения муха на  AB). 

13. Окружности и вписанные углы.

14. (3-)Две окружности пересекаются  в точках A и B. К точке  B  проведены диаметры  в обеих окружностях BC  и BD. Докажите, что точки  C, A, D лежат на одной прямой. 

15. (3)В окружность с центром О вписан треугольник АВС; пусть ВК – его высота. Докажите, что (АВК =(ОВС.

16. (3+)В треугольнике центры вписанной и описанной окружности совпадают. Докажите, что он равносторонний. 
17. (3+)Докажите, что в прямоугольном треугольнике биссектриса прямого угла делит пополам угол между медианой и высотой.
18. (4) В треугольнике центры вписанной и описанной окружности симметричны относительно одной из сторон.  Найдите углы этого треугольника. 

19.  (4+)В треугольнике ABC проведена биссектриса AK. Известно, что центры окружностей, вписанной в треугольник ABK и описанной около треугольника ABC совпадают. Найти углы треугольника ABC.

20. Вписанные и описанные четырехугольники.
21. (2)Пусть Р – произвольная точка внутри угла с вершиной С; точки А1 и В1 – основания перпендикуляров на стороны угла из Р. Докажите, что угол РСВ1 равен углу В1А1Р.

22. (4-)Две окружности пересекаются в точках M и N. Через точку M проведена прямая, пересекающая первую окружность в точке A, а вторую окружность – в точке B. Через точку N проведена прямая, пересекающая первую окружность в точке C, а вторую окружность – в точке D. Докажите, что AC параллельна BD.  

23. (4-)На окружности отметили четыре точки: A, B, C, D.  Докажите, что отрезок, соединяющий середины дуг AB и CD перпендикулярен отрезку, соединяющему середины дуг BC и AD.

24. (4)Из точки пересечения диагоналей вписанного четырехугольника опустили перпендикуляры на стороны. Докажите, что их основания образуют вершины описанного четырехугольника.
25. (3+)Докажите, что серединный перпендикуляр к отрезку с концами в основаниях двух высот непрямоугольного треугольника делит противоположную сторону пополам.

26. (4-)У окружности проведены две непересекающиеся хорды AB и CD. Середина дуги AB соединена с точками C и D. Докажите, что образовавшийся четырехугольник – вписанный. 

27. (4+)В треугольнике ABC биссектрисы AD и CE пересекаются в точке O. Докажите, что если (ABC=60o, то OD=OE.

28. (4-)Диагонали трапеции ABCD (BC((AD) пересекаются в точке P. Трапеция вписана в окружность с центром в точке O. Докажите, что точки A, B, P и O лежат на одной окружности.

29. Докажите, что четырехугольник является параллелограммом тогда и только тогда, когда: а) каждая диагональ делит его площадь пополам; б) оба диагонали вместе делят его площадь на четыре равные части.

30. Неравенство треугольника

31. Три дома соединены дорожками. Внутри треугольника, образованного дорожками, построена беседка. От беседки к каждому из домов ведет прямая тропинка. а) Требуется заасфальтировать либо все дорожки, либо все тропинки. Доказать, что на тропинки уйдет меньше асфальта, б) а если их покрывать асфальтом в два слоя, то больше.  

32. (4-)Стороны треугольника равны 3, 5 и 7. Можно ли из его высот сложить треугольник?

33. (4-)Существует ли треугольник с высотами 3, 5, 7?
34. Геометрические места точек

35. Найдите  геометрическое место середин хорд данной окружности, проходящих через данную  точку.

36. Две окружности касаются прямой AB (одна – в точке A,  другая – в точке B), и касаются друг друга в точке M. Найдите  геометрическое место точек M.

37. В треугольнике АВС найдите ГМТ (геометрическое место точек) Р, для которых выполняется равенство: 
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38. Найти ГМТ равноудаленных от трех данных прямых.

39. Найти геометрическое место четвертых вершин квадратов таких, что остальные три вершины лежат на двух данных перпендикулярных прямых. 
Построения
40. (4+)Постройте четырехугольник по четырем сторонам и углу между двумя противоположными сторонами.
41. Геометрия

42.  (4-)Прямая, проходящая через вершину А треугольника АВС, пересекает сторону ВС в точке М, причем ВМ = АВ. Найдите разность углов ВАМ и САМ, если (АСВ=25(.

43. (4+)На стороне АВ квадрата АВСD построен равносторонний треугольник АВМ. Найдите угол DМС.

44.  (4+)В выпуклом четырехугольнике отметили середины сторон и соединили их с вершинами так. как показано на рисунке. Докажите, что площадь центрального  четырехугольника равна площади четырех образовавшихся треугольников. 

45.  (из листочка 4+ или 5-)В треугольнике АВС проведены медианы АА1, ВВ1 и СС1 и высоты АА2, ВВ2 и СС2. Докажите, что длина ломаной А1В2С1А2В1С2А1 равна периметру треугольника АВС.

46. (5-)Точки М и N – середины равных сторон АD и ВС четырехугольника АВСD. Серединные перпендикуляры к сторонам АВ и СD пересекаются в точке Р. Докажите, что серединный перпендикуляр к отрезку МN проходит через точку Р.

47. (5 или 5+)Точка Х движется по окружности с центром О. На каждом радиусе ОХ откладывается отрезок ОМ, длина которого равна расстоянию от точки Х до заданного диаметра окружности. Найдите геометрическое место точек М.

48.  (4+ или 5-)АВСD – выпуклый четырехугольник, его диагонали пересекаются в точке О. Известно, что SАОВ = S1, SВОС = S2, SАОD = S3. Найдите SCОD.
49. (4)Точки M и N – середины сторон AB и CD четырехугольника ABCD. Отрезок MN  делится диагональю AC  пополам. Докажите, что 
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50. (5-)Таракан живет в центре правильного треугольника, различные стороны которого намазаны яблочным, вишневым и сливовым вареньем соответственно. Таракан решил попробовать все сорта варенья и вернуться домой. По какому маршруту следует бежать таракану, чтобы пройденное им расстояние оказалось минимальным?

51. (4+)Известно, что перпендикуляры, опущенные из точки пересечения диагоналей трапеции на боковые стороны, равны. Докажите, что боковые стороны трапеции равны.

52. (5)АВСD – выпуклый четырехугольник, M – середина AB, N – середина BC. SABCD = 1. Найти SABC + SDMC + SAND.
53. (5-)Докажите, что в равнобедренном треугольнике с углом при вершине 20( боковая сторона меньше утроенного основания.

54. (5-)Сколько сторон может иметь выпуклый многоугольник, все диагонали которого имеют одинаковую длину?

55. (5+)Докажите, что в равнобедренном треугольнике с углом при вершине 40( боковая сторона превосходит основание меньше, чем в 1,5 раза

56. Подсчет углов
57. (4+, 5-)Доску 9(9 раскрасили в шахматном порядке, после чего выпилили из нее все угловые клетки и все примыкающие к краю клетки того же цвета. На какое наименьшее число прямоугольников можно разрезать оставшуюся фигуру, если разрешается резать только по границам клеток?
58. Разное
59. (4)Точки M и N – середины сторон AB и CD четырехугольника ABCD. Отрезок MN  делится диагональю AC  пополам. Докажите, что 
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(5-)Таракан живет в центре правильного треугольника, различные стороны которого намазаны яблочным, вишневым и сливовым вареньем соответственно. Таракан решил попробовать все сорта варенья и вернуться домой. По какому маршруту следует бежать таракану, чтобы пройденное им расстояние оказалось минимальным?

60. (4+)Известно, что перпендикуляры, опущенные из точки пересечения диагоналей трапеции на боковые стороны равны. Докажите, что трапеция равнобочная.

61. (5)АВСD – выпуклый четырехугольник, M – середина AB, N – середина BC. SABCD = 1. Найти SABC + SDMC + SAND.
62. На сторонах AB и AC треугольника ABC выбраны такие точки D и E, что AD=AE и BD=CE. Отрезки CD и BE пересекаются в точке O. Докажите, что а) DO=EO; б) точка O лежит на медиане треугольника ABC.

63. На рисунке изображены два равносторонних треугольника. Найдите величину угла α.
64. Точки E и F лежат на сторонах ромба ABCD, причем AE=5(BE, BF=5(CE. Известно, что треугольник DEF ( равносторонний. Найдите ( BAD.
65. Внутри равнобедренного треугольника ABC с основанием BC взята точка M так, что (MBC=30(, (MCB=10(. Найти (AMC, если (BAC=80(.

66. В четырехугольнике ABCD точки E, F и G – середины сторон AB, BC и AD соответственно. При этом GE перпендикулярно AB, GF перпендикулярно BC, а угол ABC равен 96 градусам. Найдите угол ACD.

67. В треугольнике ABC проведена медиана AF. Точка D — середина отрезка AF, E — точка пересечения прямой CD со стороной AB. Оказалось, что BD = BF = CF. Докажите, что AE = DE.

68. Внутри треугольника ABC на биссектрисе его угла B выбрана такая точка M, что AM=AC и (BCM=30°. Докажите, что (AMB=150°.
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