Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Малая теорема Ферма, 18 июля

1. Решите в целых числах уравнение 
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. Идея решения: рассмотреть остатки по модулю 4.
2. а) найдите последнюю цифру числа 
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; б) найдите остаток от деления 
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 на 7. Ответ: а) 9 (период  7-9-3-1-); б) 2 (период 2-4-1-).
3. Докажите, что а) 
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 делится на 13; б) 
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 делится на 31. Идея решения: а) 
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, отсюда результаты. 

4. Сколько существует натуральных чисел, меньших 1000, для которых 
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 делится на 7.
Докажите следующие свойства сравнений:
С1. Пусть 
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С2. Пусть 
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5. Составьте таблицу умножения ненулевых остатков по модулю 4, 5, 6, 7.   Почему в одних таблицах встречаются нули, а в других – нет? 
В таблицах с простым модулем нулей нет. Пусть 
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 – простой модуль и есть нулевая ячейка. Тогда 
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, где 
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 и 
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 – остатки от деления. Очевидно, такое невозможно.
6. Докажите, что если модуль – простой, то в каждой строке и в каждом столбце таблицы умножения остатков все числа различны. (То есть каждая строка таблицы содержит все ненулевые остатки,  переставленные в другом порядке.) От противного: пусть есть два одинаковых числа 
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 в различных столбцах одной строки. Тогда 
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, где 
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– номер строки, а 
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 – номера столбцов. Очевидно, что тогда 
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7. Докажите, что если р – простое число, и p > а > 0 , то  
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8. (Малая теорема Ферма)   Докажите, что если  р – простое число и а  не делится на р, то 
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9. Пусть число a не делится ни на одно из чисел 3, 11, 17. Докажите, что a560 дает остаток 1 при делении на 561 (561 = 3(11(17).

10. Докажите, что 162п+1 +(2п+1)16 делится на 17, если  2п+1  на 17 не делится.  Идея: 
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, и по МТ Ферма 
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11. Докажите, что если п – натуральное число не кратное 17, то одно из чисел 
(п8  +1), (п4  +1), (п2  +1), (п  +1), (п  – 1) делится на 17. 

Идея: рассмотреть произведение 
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. Дальше МТ Ферма.
12. Докажите, что 7120 – 1 делится на 143. Идея решения: 
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. По МТ Ферма 
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13. Пусть p и  q – простые числа. Докажите, что  pq + qp ≡ p + q (mod pq). Идея решения: 
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, далее, так как 
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