Полуинвариант

1. (5) На доске написано несколько натуральных чисел. Разрешается стереть с доски два числа и записать вместо них их НОД и НОК. Докажите, что когда-нибудь числа на доске перестанут меняться.

2. (4) Разменный автомат меняет 1 монету на 5 других. Можно ли с его помощью разменять металлический рубль на 26 монет?

3. (5+) Число 1234567891011…1000 умножили на целое число от 1 до 9 и вычеркнули из произведения все единицы. Затем опять умножили на цифру от 1 до 9 и вычеркнули все единицы и т.д. Какое наименьшее число можно получить этим способом?

4.  (4+ или 5-) Девушка одета со вкусом, если ее туфли и сумочка одного цвета. Требуется раздать 15 имеющихся сумочек по одной каждой из 15 девушек. Докажите, что это всегда можно сделать таким образом, что у всех одетых со вкусом девушек будут сумочки одного и того же цвета.

5. (5+) По одной стороне бесконечного коридора расположено бесконечное число комнат, занумерованных по порядку целыми числами, и в каждой стоит по роялю. В этих комнатах живет n пианистов (в одной комнате может жить несколько пианистов). Каждый день какие-то два пианиста, живущие в соседних комнатах – в k-й и (k+1)-й, – приходя к выводу, что они мешают друг другу, переселяются соответственно в (k–1)-ю и (k+2)-ю комнаты. Докажите, что через конечное число дней эти переселения прекратятся

6. (5) По окружности расставлены п чисел. Если подряд стоят числа a, b, c, d и при этом (a–d)(b–c)>0, то числа b и c разрешается поменять местами. Докажите, что рано или поздно перестановки прекратятся.

Задачи на "3"

7. Хулиганы Петя и Вася рвут стенгазету на мелкие кусочки. Вася рвет каждый попавшийся ему кусок на 4 кусочка, а Петя – на 7. Может ли в результате получиться 1997 кусочков?

8. Хулиган Петя разорвал стенгазету на куски. Сначала он разорвал ее на 10 кусков, затем разорвал некоторые из кусков на 10 частей, и т. д. Наутро нашли 2000 кусков. Все ли куски найдены?

9. На доске написано число 8100. У него вычисляется сумма цифр, у полученного числа вновь вычисляется сумма цифр, и так далее, до тех пор, пока не получиться однозначное число. Что это за число?

10. Докажите, что доску 102(102 нельзя замостить фигурками 1(4.

Задачи на "3+"

11. Круг разделен на n секторов. В начале в каждом секторе находится по одной фишке. За один ход разрешается сдвинуть любые две фишки в соседние сектора: одну по часовой, другую - против часовой стрелки. Можно ли за несколько ходов собрать все фишки в одном секторе? Рассмотрите такие случаи: 1) n=10 2) n=11 3) n=12

Задачи на "4–"

12. В вершинах 8-угольника стоят 7 единиц и одно число (–1). Разрешается изменять знак в любых четырех подряд идущих вершинах. Можно ли добиться того, чтобы число (–1) сдвинулось в вершину, соседнюю с той, в которой оно стояло исходно?

13. На доске написано 10 плюсов и 15 минусов. Разрешается стереть любые  два знака и написать вместо них плюс,  если они одинаковы,  и минус в противном случае.  Какой знак останется на доске после  24-х таких операций?

14. В пробирке находятся марсианские амебы трех типов: А, В, и С. две амебы любых двух разных типов могут слиться в одну амебу третьего типа. После нескольких таких слияний в пробирке оказалась одна амеба. Какой ее тип, если исходно амеб типа А было 20 штук, типа В – 21 штука и типа С – 22 штуки? 

15. На шести елках сидят шесть чижей, на каждой елке – по одному чижу. Елки растут в ряд, с интервалами в 10 метров. Если какой-то чиж перелетает с одной елки на другую, то какой-то другой чиж обязательно перелетает на столько же метров, но в противоположном направлении. Могут ли все чижи собраться на одной елке? 

Задачи на "4"

16. На  доске написаны числа 1,2,3,...,1993.  Разрешается стереть любое число и написать вместо стертых чисел остаток от деления суммы этих  чисел  на  13.  После некоторого числа таких операций на доске останется одно число. Каким оно может быть?

17. Дана квадратная таблица 4(4, в клетке, стоящей на пересечении первой строки и третьего столбца стоит знак "-", а в остальных – знак "+". За один ход разрешается поменять все знаки на противоположные в любом столбце, в любой строке и в любой главной диагонали. Доказать, что с помощью таких операций получить таблицу из одних символов "+" не удастся.

18. Круг разбит на 12 секторов. В двух соседних секторах стоят (+1), в остальных – (-1). За ход можно поменять знаки чисел в любых шести подряд идущих секторах. Можно ли везде получить (+1)?

19. Иван-царевич имеет два волшебных меча, один из которых может отрубить Змею Горынычу 21 голову, а второй - 4 головы, но тогда у Змея Горыныча отрастает 60 голов. Может ли Иван отрубить Змею Горынычу все головы, если в самом начале у него было 100 голов? (Примечание: если, например, у Змея Горыныча осталось лишь три головы, то рубить их ни тем, ни другим мечом нельзя.)

20. На доске написано 101 число – 51 единица и 50 нулей. Разрешается за один ход стереть любые два числа и, если они были одинаковыми, дописать на доску 0, а если разными, то дописать 1. После 100 ходов на доске осталось одно число. Какое это число – нуль или единица?

21.  На прямой сидят три кузнечика, каждую секунду прыгает один кузнечик. Он прыгает через какого-нибудь кузнечика (но не через двух сразу). Докажите, что через 1985 секунд они не смогут вернуться в исходное положение.

22. Круг разделен на 6 секторов, как в задаче 4.6, и в этих секторах расставлены по часовой стрелке числа 1, 0, 1, 0, 0, 0. Разрешается прибавить по единице к числам в любых двух соседних секторах. Можно ли такими операциями добиться того, чтобы все числа в секторах стали одинаковыми? 

23. На доске записаны числа 1, 2, 3, 4, ..., 9, 10. Каждую минуту берут любые два числа и вместо них записывают сумму. Через какое-то время были получены числа 19, 9, 6, Х. Сколько времени потрачено на эту процедуру, чему равно Х ? 

24. В вершинах пятиугольника стоит три числа (–1) и две единицы. Разрешается изменить знак в любых двух подряд идущих вершинах. Можно ли добиться того, чтобы все числа стали равны 1?

25. В пустыне стоят три маленьких зеленых тиранозаврика. За ход можно любого из тиранозавриков пнуть ногой так, чтобы он пролетел между двумя другими. Могут ли тиранозаврики через 1999 ходов оказаться на исходных местах?

Задачи на "4+"

26. В таблице 8(9 в черный цвет покрашена ровно одна клетка. Разрешается перекрашивать все клетки в любом "кресте" (крест – это объединение любой строки и столбца). Докажите, что такими операциями нельзя добиться того, чтобы все клетки стали белыми.

27. Можно ли доску размером 4(
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 обойти ходом коня, побывав на каждом поле ровно один раз, и вернуться на исходное поле?

Задачи на "5–"

28. В странах Диллии и Даллии денежными единицами являются диллеры и даллеры соответственно, причем в Диллии диллер меняется на 10 даллеров, а в Даллии даллер меняется на 10 диллеров. Начинающий финансист имеет 1 диллер и может свободно переезжать из одной страны в другую и менять свои деньги в обеих странах. Докажите, что количество даллеров у него никогда не будет равно количеству диллеров.

29. В банке летают две мухи, с разными скоростями V и U. Если они сталкиваются, то их скорости меняются на соответственно на 

 и 

. Наступит ли такой момент когда скорость мух будет в два раза больше первоначальной?

30. В комнате стоят два автомата. Один меняет доллар на 10 рублей, а другой рубль на 10 долларов. Можно ли, имея в начале 100 рублей и 101 доллар, получить одинаковое количество рублей и долларов? 

31. На столе лежит кучка из 1001 камня. Ход состоит в том, что из какой-либо кучи, содержащей более одного камня, выкидывают один камень, а затем одну из куч делят на две. Можно ли за несколько ходов добиться того, чтобы на столе были только кучки, состоящие из трех камней? 

Задачи на "5"

32. Есть три печатающих автомата. Первый по карточке с числами А и В выдает карточку с числами А+1 и В+1; второй по карточке с четными числами А и В выдает карточку с числами А/2 и В/2; третий автомат по паре карточек – одна с числами А, В, другая с числами В, С – выдает карточку с числами А и С. Все три автомата возвращают заложенные в них карточки. Можно ли с помощью этих автоматов из карточки (5, 19) получить карточку (1, 1988)?
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