Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.

Решения вступительной олимпиады

Задача 1. На строительство дома не хватило места. Тогда архитектор убрал два подъезда и добавил три этажа. При этом количество квартир увеличилось. Обрадованный этим, он убрал ещё два подъезда и добавил ещё три этажа, но при этом количество квартир оказалось даже меньше, чем в первоначальном проекте. Покажите, как такое могло быть (в последнем проекте должно остаться положительное количество этажей).

Решение. Например, было 5 подъездов и 4 этажа, на каждом этаже по n квартир; итого 20n квартир. После первого изменения стало 3 подъезда и 7 этажей, итого 21n квартир. После второго остался один подъезд и 10 этажей, т.е. осталось всего 10n квартир.
Задача 2. Десять гирь весом 1, 2, …, 10 г разделили на две группы так, что в каждой группе больше одной гири. Докажите, что можно положить на одну чашу весов какие-то гири (одну или несколько) из одной группы, а на другую – какие-то гири из другой группы так, что весы окажутся в равновесии

Решение. Пусть это не так.  Если гири 1 г и 2 г в одной группе, то в этой группе есть гири 3 = 2+1, 4 = 3+1 и так до 10 г. Противоречие, и следовательно, 1 и 2 гири в разной группах. Если гиря в 3 г находится в одной группе с гирей в 1 г, то в этой же группе находятся гири 4 = 3+1, 5 = 4+1 и так до 10 г. Но вторая группа не может состоять из одной гири 2 г. Следовательно, гиря массой 3 г находится во второй группе, а также там есть гири 5 = 2+3, 7 = 2+5, 8 = 3+5, 9 = 7+2, 10 = 7+3. Если гиря массой 4 г находится в первой группе, то получаем, что 1+4 = 5. Если же нет, то там обязательно должна находится последняя нерассмотренная гиря массой 6 г, но тогда 1+6 = 7.
Задача 3. Миша и Костя выходят из пункта А, а навстречу им из пункта Б выходят Оля и Андрей. Причем Миша идет в два раза быстрее Кости, а Андрей – в три раза быстрее Оли. Какая встреча произойдёт ближе к пункту А – Оли и Кости или Андрея и Миши?

Ответ:  Андрея и Миши.

Решение. Ускорим Костю и Олю в два раза; от этого место их встречи не изменится. Теперь Костя и Миша идут с одинаковой скоростью, а вот Андрей по-прежнему идёт быстрее Оли. Отсюда сразуполучаем ответ.
Задача 4. В комнате находится 10 человек, из них несколько обманщиков (которые могут как сказать правду, так и солгать), а остальные – рыцари (которые всегда говорят правду). Мудрец, зайдя в комнату, спросил у каждого, кто он – рыцарь или обманщик, и по полученным ответам (каждый отвечал только одно слово – «рыцарь» или «обманщик») смог определить, сколько тех и других. Сколько обманщиков могло быть в комнате? Найдите все возможности и докажите, что других нет.

Ответ:  10 обманщиков.

Решение. Обманщик всегда может прикинуться рыцарем (сказав «рыцарь»). Таким образом, если кто-то сказал «рыцарь», то мудрец не сможет определить, рыцарь это или прикинувшийся обманщик. Так как по условию мудрец смог определить, сколько тех и других, то все сказали «обманщик». Отсюда получаем, что в комнате находятся 10 обманщиков.
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Задача 5. В треугольнике ABC точка D – середина стороны BC, точка E – середина AD, и CE  пересекает сторону AB в точке K. Докажите, что AK = EK.
Решение. Треугольник BED – равнобедренный, поэтому ( BED = ( BDE, поэтому равны и смежные им углы. Тогда треугольники EDC и AEB равны по первому признаку (ED = AE, CD = BE, ( EDC = (AEB), откуда получаем, что ( BAE = ( CED, но углы CED и AEK вертикальные, поэтому они равны, и треугольник AKE является равнобедренным.
Задача 6. В квадрате 30×30 Екатерина Григорьевна закрасила несколько столбцов и несколько строк. После этого она дала задание Славику подсчитать, сколько есть квадратов 2×2, в которых  хотя бы одна клетка закрашена. Через 4 часа Славик сообщил, что насчитал 600 таких квадратов. Докажите, что он ошибся.

Решение. Допустим, что Славик прав. Всего квадратиков 2×2 в нашем квадрате 29·29 = 841. Квадратиков, у которых нет закрашенных клеток, оказалось 241. Но количество таких квадратиков – это произведение количества пар соседних незакрашенных строк и  количества пар соседних незакрашенных столбцов, т.е. число либо меньшее 30, либо составное. Но 241 – простое число, большее 30. Следовательно, Славик ошибся.
Задача 7. Положительные числа x и y меньше единицы. Докажите, что  
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Решение. Если выражения 1+y и 1+x заменить на x+y, то они уменьшатся, поэтому сами дроби увеличатся, и все выражение в левой части тоже увеличится. 
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