Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.
Геометрическое место точек - 2, 9 июля

1. Дан отрезок АВ. Найдите множество точек С таких, что треугольник АВС является равнобедренным.
Ответ: Серединный перпендикуляр к отрезку АВ, за исключением середины АВ, и две окружности с центрами в А и В, за исключением точек этих окружностей, лежащих на прямой АВ.
2. Найдите ГМТ, из которых данный отрезок виден под прямым углом. Сформулируйте утверждение о медиане прямоугольного треугольника.
Ответ: Окружность, построенная на данном отрезке, как на диаметре, за исключением концов отрезка.

Медиана прямоугольного треугольника, опущенная на гипотенузу равна половине этой гипотенузы.
3. Найдите геометрическое место оснований перпендикуляров, опущенных из данной точки А на всевозможные прямые, проходящие через другую данную точку В.
Решение: Пусть точка С- основание такого перпендикуляра. Тогда 
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, т.е. отрезок АВ виден из точки С под прямым углом. Значит искомое ГМТ совпадает с ГМТ из предыдущей задачи- окружность, построенная на отрезке АВ, как на диаметре, за исключением концов отрезка.
4. Ирину Александровну поселили в комнате №4, холодный пол которой имеет форму выпуклого четырехугольника. По счастью, Ирина Александровна привезла из Омска четыре коврика ручной работы, каждый в форме полукруга. Диаметры этих полукругов равны соответственно сторонам четырехугольника. Докажите, что пол в комнате №4 застелен полностью.
Решение:Обозначим четырёхугольник ABCD, а середину АВ- М. Предположим, что существует точка О не накрытая ковром, т.е. расстояние от точки О до середины каждой из сторон больше, чем половина длины соответствующей стороны. В частности ОМ>АМ=МВ. Обозначим 
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. OM>AM тогда 
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, a OM>MB, значит 
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. Но 
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, значит 
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, следовательно 
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. Аналогично получаем, что 
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, а значит 
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, чего быть не может- противоречие.
5. Найдите ГМТ, равноудаленных от прямых, содержащих стороны треугольника.
Ответ: Точка пересечени биссектрис треугольника, т.е. центр вписанной окружности.
6. Найдите ГМТ равноудаленных от вершин треугольника.
Ответ: Точка пересечения серединных перпендикуляров к сторонам треугольника- центр описанной около треугольника окружности.
7. Постройте треугольник АВС 
а) по стороне, высоте, проведенной к этой стороне и радиусу описанной окружности;
Решение:

Проведём прямую и отметим на ней отрезок АВ, равный данной стороне. Построим серединный перпендикуляр к АВ и отметим точку О- середину АВ. На серединном перпендикуляре построим отрезок ОН равный данной высоте. Через точку Н проведём прямую l  параллельную АВ. Построи окружность с центром в А и радиусом равным радиусу описанной окружности. Пусть точка К- та точка пересечения построенной окружности с серединным перпендикуляром, которая лежит в той же полуплоскости относительно АВ, что и точка Н(если такой точки пересечения нет, то искомого треугольника не существует). Построим окружность с центром в К и радиусом равным радиусу описанной окружности. Обозначим через С и Е точки пересечения этой окружности с прямой l(если таких точек нет, то искомого треугольника не существует). 
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 и 
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 - симметричные друг другу треугольники, удовлетворяющие всем заданным условиям. 
b) по стороне, углу, прилежащему к этой стороне и радиусу вписанной окружности.
Решение:

Построим прямую и отложим на ней отрезок АВ, равный заданному. Построим угол АВС, равный заданному. Построим биссектрису 
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. В точке А восстановим перпендикуляр к АВ, пусть М- точка его пересечения с биссектрисой угла АВС. Пусть r- заданный радиус вписанной окружности. На отрезке АВ построим точку Р так, что 
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. В точке Р восстановим перпендикуляр к АВ, обозначим через I точку его пересечения с биссектрисой угла АВС. Построим окружность с центром в I и радиусом r- вписанную окружность. Построим касательную к этой окружности, проходящую через точку А. Пусть она пересекает луч ВС в точке М. Тогда АВМ – искомый треугольник. 
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