Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Инвариантные зоны, 20 июля. Для преподавателей
1. В углу квадрата а)4(4; б)3(3 стоит минус, а в остальных – плюсы. Можно заменять все знаки в любом столбце, в любой строке или любой большой диагонали на противоположные. Можно ли получить таблицу из одних плюсов? в) при каких n решается аналогичная задача для квадрата n(n?

Решение. а) Инвариант – произведение. б) Инвариантная зона –угловые клетки. Инвариант – произведение чисел в угловых клетках.

Пункт б) требует выделения некоторой зоны, называемой инвариантной. Если бы был квадрат 2(2, а не 3(3, то все решалось бы просто. Хорошо бы его найти, но как?

2. а) Теперь аналогичная задача, но доска 8(8, и минус стоит на стороне, но не в угловой клетке.

б) Теперь на шахматной доске минус стоит в произвольной клетке.

в) Попробуйте найти побольше возможных инвариантных зон в квадрате.
Решение. а) Инвар. зона – периметр без угловых клеток. б) Забыть про границы и свести все к меньшему квадрату.

3. Задача та же, только минус стоит в недиагональной клетке, и разрешается изменять знаки на противоположные в любой строке, любом столбце и любой диагонали (необязательно большой, в частности, в одной угловой клетке).

Решение. ИНзона – квадрат без больших диагоналей.

4. В одной вершине правильного 12-угольника стоит -1, а в остальных вершинах стоят +1.Разрешается изменить знак в любых k подряд идущих вершинах. Можно ли добиться того, чтобы число –1 сдвинулось в соседнюю с исходной вершину, если а) k = 3; б) k = 4; с) k = 6?

Решение.а) ИНзона – две вершины, одна мимо. б) ИНзона – две внутрь, две мимо. с) ИНзона – одна внутрь, две мимо. 

5. Семь первых строчек таблицы 8(8 заполнены нулями, а последняя строчка имеет вид 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 4. Разрешается выбрать любой квадрат 3(3 или 4(4 и увеличить на 1 каждое число в квадрате. Можно ли добиться того, чтобы все числа в большом квадрате после нескольких преобразований стали а) делится на 3; б) нечетными?
Решение. а) ИНзона -пустая строка, затем три закрашенные, одна пустая, три закр. Тогда все квадраты пересекаются с зоной по 12, 9 или 6. То есть инвариант – делимость на три суммы чисел в инзоне.
б)ИНзона – две строки, одна пустая... Тогда любой квадрат пересекается по четному числу клеток. Инвариант – четность суммы чисел инзоны.

Инварианты в числовых задачах

6. К числу прибавляют сумму его цифр. Можно ли получить из 1 число 123456?

Решение. Инвариант – остаток по модулю три. 1-2-4=1-2-...

7. На доске написаны числа 1, 2, ..., 48. Любые два числа x, y можно заменить на число x+y–НОД(x,y). Можно ли в итоге получить 575?

Решение. Нет, так как сохраняется четность произведения.

8. На столе лежит 10 синих, 10 красных и 10 черных пуговиц, а в коробке находится неограниченный запас пуговиц этих цветов. Разрешается взять со стола любую пуговицу, положив при этом на стол пуговицы двух других цветов, или забрать две пуговицы разного цвета, положив при этом пуговицу третьего цвета, либо взять три пуговицы разных цветов. Можно ли добиться того, чтобы на столе осталась одна пуговица красного цвета?

Решение. (a, b, c) ( (a-1, b+1, c+1),  (a, b, c) ( (a–1, b–1, c+1), (a, b, c) ( (a–1, b–1, c–1).

Тогда разность между любыми двумя имеет тот же остаток по модулю 3, это инвариант. Вначале это не делилось на три, в конечном состоянии два цвета равны 0, разность тоже равна 0.

9. Есть три автомата. Один по карточке (a, b) выдает (a+1, b+1),  второй по карточке с четными числами (a, b) выдает (a/2, b/2), а третий по паре карточек (a, b) (b, c) выдает (a, с). Кроме того, все они возвращают заложенные в них карточки. Изначально у нас есть карточка (3,10). Можно ли получить карточки (1,50)? (1, 100)? При каких х можно получить карточку вида (1, х)? А какие карточки можно получить?

Решение. Инвариант – разность между числами всегда кратна 7. Можно получить все карточки вида (а, а+7k). Для этого (3,10), (10, 17) – (3,17) – (4,18) (2,9) (9,16) (2,16) –(1,8) Далее наращиваем нужную разность (8,15) потом (1,15) (ответ на третий вопрос), затем получаем что хотим посредством первого автомата.

