Графы

1. (2)Андрей пошел с отцом в тир. Уговор был такой: Андрей делает пять выстрелов и за каждое попадание получает право еще на два выстрела. Андрей выстрелил 25 раз. Сколько раз он попал?
2. (3+)Про некоторую компанию известно, что каждый человек знаком в ней ровно с шестью людьми, и для любой группы из шести человек найдется член компании, знакомый с каждым из этой шестерки. Сколько человек в компании?
3. (3+)В отряде математиков 7-го класса 60 человек. По окончании смены 1712 пар друзей-семиклассников обменялись номерами телефонов. Через некоторое время Ксюше понадобился номер телефона Ренаты. Докажите, что с помощью остальных ребят Ксюша сможет связаться с Ренатой.
4. (4)На симпозиуме каждый делегат знаком хотя бы с одним из остальных участников, но при этом для любых двух делегатов найдется третий, не знакомый ни с одним из них. Докажите, что всех делегатов можно разбить на три группы так, чтобы каждый участник симпозиума был знаком хотя бы с одним человеком из своей группы.

5. (4-)Борцовский турнир с 13 участниками проводится  по олимпийской системе, при которой проигравший выбывает. На одну встречу, с учетом подготовки к ней и отдыха участников, отводится час. Сколько времени нужно, чтобы провести турнир, если в распоряжении организаторов только 5 борцовских ковров?
6. (4+)Ожидая поезда в Ижевск, Варя и Ксюша вышли с вокзала, погуляли по Кирову, потом пообедали в кафе «Карабас-Барабас», после чего решили вернуться на вокзал, проходя только по тем улицам, по которым до этого уже проходили нечетное число раз. Докажите, что им это удастся.

7. (4)На листе бумаги отмечена 2005 точек. Двое играют в следующую игру: каждый своим ходом соединяет две отмеченные точки линией. Запрещается соединять пару точек повторно. Проигрывает тот, после чьего хода из любой точки можно пройти в любую другую, двигаясь от вершины к вершине по проведенным линиям. Кто выигрывает при правильной игре?

8. (4)На клетчатом листе закрашено 25 клеток. Докажите, что найдется закрашенная клетка, к сторонам которой примыкает четное число закрашенных клеток.

9. (4)В классе 17 учеников. Известно, что среди любых трех учеников найдутся двое, которые дружат между собой. Докажите, что в классе есть ученик, у которого не менее 8 друзей.

10. (4)Любые два жителя города либо дружат, либо враждуют, причем среди любых трех либо все трое дружат, либо все трое враждуют, либо дружат только двое. Докажите, что если не все жители города друзья, то найдется горожанин, у которого врагов больше, чем друзей.
11. (4)Есть две страны: Обычная и Зазеркалье. У каждого города в Обычной стране есть двойник в Зазеркалье и наоборот. Однако, если в Обычной стране какие-то два города соединены авиалинией, то в Зазеркалье эти города не соединены, а два любых несоединенных в Обычной стране города обязательно соединены авиалинией в Зазеркалье. В Обычной стране Алиса не может добраться из города А в город В, сделав менее двух пересадок. Докажите, что в Зазеркалье Алиса сможет перелететь из любого города в любой другой, сделав не более двух пересадок.
12. (4+) Каждый из 100 джентльменов знаком по крайней мере с 67 из остальных. Докажите, что среди них найдутся четыре попарно знакомых.

13. (4+ или 5-)В лагере отдыхают 50 школьников. Известно, что среди любых четырех школьников найдется по крайней мере один, знакомый с тремя остальными. Докажите, что найдется школьник, знакомый со всеми остальными школьниками.
14. (4+ или 5-)Докажите, что грани плоского графа можно раскрасить в два цвета так, чтобы две соседние грани были разного цвета в том и только в том случае, когда степень каждой вершины этого графа четна.

15. (4+,5-) Каждый из 100 джентльменов знаком по крайней мере с 67 из остальных. Докажите, что среди них найдутся 4 попарно знакомых.

16. (5-) Докажите, что сумма попарных расстояний между вершинами любого 25-вершинного дерева четна. (Расстояние – это число ребер в кратчайшем пути).
17. (5) На симпозиум приехали 100 человек: 15 французов, каждый из которых знаком хотя бы с 70 участниками симпозиума, и 85 немцев, каждый из которых знаком не более, чем с 10 участниками. Их расселили в 21 комнату. Докажите, что в какой-то из комнат нет ни одной пары знакомых

18. (5) В компании из n человек каждый знаком по крайней мере с m другими, причем 
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. Докажите, что можно выбрать из этой компании m пар знакомых людей.

19. (5) В графе 2003 вершины, степени всех вершин ненулевые и равны между собой. Вершины раскрашены в красный, синий и зеленый цвета так, что концы любого ребра – разноцветные. Докажите, что найдется красная вершина, которая соединена и с синей, и с зеленой.

20. (5+)В некотором поселке 1000 жителей. Ежедневно каждый из них делится узнанными вчера новостями со всеми своими знакомыми. Известно, что любая новость становится известной всем жителям. Докажите, что можно выбрать 90 жителей так, что если одновременно сообщить всем им какую-то новость, то через 10 дней она станет известной всем жителям поселка.
21. Из доски 4(4 вырезаны все угловые клетки. Может ли шахматный конь обойти всю доску и вернуться на исходную клетку, побывав в каждой клетке ровно один раз?

22. Можно ли на окружности расположить числа 1, 2, …, 9 так, чтобы сумма любых двух соседних чисел не делилась ни на 3, ни на 5, ни на 7?

23. В передаче “Любовь с первого взгляда” участвовали семь юношей и семь девушек. Во время передачи каждый юноша поссорился с шестью участниками передачи, а каждая девушка ― с двенадцатью. Докажите, что из участников можно составить семь пар, состоящих из непоссорившихся юноши и девушки.

24. Докажите, что в любой компании найдутся двое с одинаковым числом знакомых.

25. У каждого из 239 марсиан ( три руки. Смогут ли все они взяться за руки так, что свободных рук не осталось? А если бы марсиан было 238?
26. Докажите, что существует 200-вершинный граф, в котором две вершины степени 1, две вершины степени 2,… две вершины степени 100.
27. Город в плане выглядит как квадрат 3 на 3, каждая сторона квартала-квадратика – участок улицы длиной 100м (включая внешний контур квадрата). Какой наименьший путь придется проделать паровому катку, чтобы заасфальтировать все улицы?

28. а) Можно ли из проволоки длины 12 см сложить каркас кубика с ребром 1 см?

б) На какое наименьшее число частей надо разрезать эту проволоку, чтобы из них можно было сложить такой каркас?

29. В графе каждая вершина покрашена в синий или зеленый цвет. При этом каждая синяя вершина связана с пятью синими и десятью зелеными, а каждая зеленая с девятью синими и шестью зелеными. Каких вершин больше – синих или зеленых?
30. В ДОЦ “Вишкиль” приехало несколько школьников, каждый из которых имеет среди приехавших от 2 до 30 знакомых. Докажите, что опытный вожатый сможет расселить их по 60 комнатам так, чтобы никакие два знакомых не оказались в одной комнате и чтобы не было школьника, все знакомые которого живут в одной комнате.
31. В Столенград ведут 239 дорог, из Задворска – всего одна, а из всех остальных городов выходят 10 дорог. Докажите, что из Задворска можно доехать до Столенграда.

32. В стране любые два города соединены либо железной дорогой, либо авиалинией. Докажите, что одним из этих двух видов транспорта можно добраться из любого города в любой другой а) сделав несколько пересадок; б) сделав не более двух пересадок.

33. а) Докажите, что в связном графе существует остовное дерево. б) Существует ли граф, два остовных дерева которого не имеют общих ребер?

34. Докажите, что из любого связного графа можно убрать одну вершину вместе со всеми выходящими из нее ребрами так, чтобы граф остался связным.

35. Дан связный граф с n вершинами. Докажите, что а) в нем не меньше n-1 ребер; б) если в нем ровно n-1 ребер, то он дерево.

36. Хулиган Леша по одной разрезает ниточки, составляющие сетку от комаров размера 14x56 ячеек. Какое наибольшее число разрезов он может сделать так, чтобы сетка не распалась?

37. Можно ли раскрасить ребра куба в два цвета так, чтобы по ребрам каждого цвета можно было пройти из любой вершины в любую другую?

38. Может ли сумма попарных расстояний между вершинами 25-вершинного дерева быть нечетной?

39. а) Каким наименьшим числом авиалиний можно соединить 2005 городов так, чтобы из любого города можно было попасть в любой другой, сделав не более двух пересадок? б) Сколькими способами это можно сделать?

40. а) Вершины графа разбиты на две группы так, что все ребра соединяют вершины из разных групп. Докажите, что любой цикл в этом графе имеет четную длину. б) В графе любой цикл имеет четную длину. Докажите, что вершины можно разбить на две группы так, что все ребра соединяют вершины из разных групп.

41. В группе людей каждый имеет знакомого. Докажите, что эту группу можно разбить на две группы так, чтобы каждый человек имел знакомого из другой группы.

42. Докажите, что граф с n вершинами, в котором а) степень каждой вершины не больше k; б) сумма степеней любых двух соединенных ребром вершин не больше 2k+1 можно раскрасить в k+1 цвет так, чтобы вершины одного цвета не были соединены ребром.

43. Докажите, что можно выбрать не более половины вершин связного графа так, чтобы каждая из оставшихся вершин была соединена ребром с одной из выбранных.

44. В графе 2005 вершин, и степени всех вершин равны. Вершины раскрашены в красный, синий и зеленый цвета так, что концы любого ребра — разноцветные. Докажите, что найдется красная вершина, которая соединена и с синей, и с зеленой.

45. Ребра полного графа с 25 вершинами раскрасили в 24 цвета. Докажите, что найдется вершина, из которой выходят два ребра одного цвета.

46. Верно ли, что ребра графа степени 3 всегда можно правильно раскрасить в три цвета?

47. а) Докажите, что в компании из шести человек найдутся либо трое попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых. б) Докажите, что в компании из девяти человек найдутся либо четверо попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых.

48. В классе 17 учеников. Известно, что среди любых трех учеников найдутся хотя бы два друга. Докажите, что в классе есть ученик, у которого не менее 8 друзей.
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