Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Все, что тебя касается, все только начинается, 
Продолжается 21 июля

Многие задачи из этого листка – ваши старые знакомые, так что не удивляйтесь.

Зато у вас теперь появился отличный шанс решить их методом математической индукции.

1. Докажите равенство 
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Решение. Индукция.

База: n=1  
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Переход: Пусть равенство доказано для n=k, докажем его для n=k+1.

Воспользовавшись формулой 
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, получим 
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2. (Андрею Рыкову посвящается) Бином Ньютона. Докажите, что
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И при чем тут, интересно, треугольник Паскаля?
Решение. Индукция.

База: n=1 
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Переход: Пусть равенство доказано для n=k : 
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 . Докажем его для n=k+1.
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После приведения подобных получим:
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3. Из 3n монеты одна фальшивая. За какое минимальное число взвешиваний можно найти фальшивую монету, если известно, что она легче настоящих?

Решение. 

Фальшивой может быть одна из 3n монет. За k взвешиваний мы можем получить 3k исходов. Значит, чтобы найти фальшивую монету, нужно сделать не меньше чем n взвешиваний. Докажем по индукции, что можно найти фальшивую монету за n взвешиваний. 

База:  n=1. Взвешиваем любые две монеты. Если какая-то из них легче, то она фальшивая. Если они равны, то третья монета- фальшивая.
Переход: пусть при n=k мы умеем находить среди 3n монет одну фальшивую за  n взвешиваний. Докажем, что мы можем сделать тоже самое для n=k+1. Разделим все 3k+1 монеты на кучки по три. Всего таких кучек будет 3k , причём одна из них будет легче остальных, поскольку в ней будет фальшивая. По предположению индукции за  k взвешиваний мы можем найти среди этих 3k кучек ту, которая легче остальных, а за одно оставшееся взвешивание мы узнаем, какая из трёх монет в этой кучке- фальшивая(см. Базу).
Задачи для тех, кто любит обобщать

4. Имеется ровно одна фальшивая монета. Однако все множество из 3k монет разделено на 2 кучки. Если фальшивая монета находится в кучке А, то она легче настоящей, а если в кучке Б – то тяжелее. Докажите, что за k на чашечных весах без гирь можно гарантированно найти фальшивую монету.

Решение. Индукция по k.

База: k=1. Среди трёх монет есть хотя бы две монеты из одной кучки.Пусть из кучки А(Б). Взвесим эти две монеты. Если их веса равны, то третья – фальшивая. Если веса не равны, то фальшивая – та, которая легче(тяжелей).

Переход: Пусть при k=m можно за k взвешиваний найти фальшивую монету среди 3k монет. Докажем, что это можно сделать при k=m+1. Без нарушения общности можем считать, что в кучке А монет больше чем в Б(если в кучке Б монет больше, рассуждения абсолютно аналогичны). Пусть a и b- число монет в кучках А и Б, соответственно. a>b. a+b=3m+1.
1) Если 
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 , то возьмём две группы по 3m монет из кучки А и взвесим их. Если получили равенство, то фальшивая монета среди 3m невыбранных монет. Если какая-то группа легче, то фальшивая монета в ней.
2) Если 
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, то мы всегда сможем выбрать 4*3m-1 монет из кучки А и 2*3m-1 монет из кучки Б (т.к. в этом случае 
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 и 
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 ). Взвесим эти 2*3m монет следующим образом: положим на одну чашку весов 2*3m-1 монет из кучки А и 3m-1 монет из кучки Б, а на другую все оставшиеся (т.е. на обеих чашках весов будет по 2*3m-1 монет из кучки А и 3m-1 монет из кучки Б). Если при взвешивании получили равенство, то фальшивая монета среди 3m невыбранных монет. Если одна группа легче чем другая, то фальшивая монета либо среди монет кучки А в этой группе, либо среди монет кучки Б в другой группе. Всего таких монет 2*3m-1+3m-1=3m. 
Таким образом за одно взвешивание мы можем из 3m+1 монет выделить группу, сосотящую из 3m  монет, одна из которых – фальшивая. По предположению индукции в этой группе за m взвешиваний можно найти фальшивую монету, а это означает, что среди 3m+1 монет мы можем найти фальшивую за m+1 взвешивание. Переход доказан.
5. а) Если имеется несколько монет, из которых одна фальшивая, но неизвестно, легче она настоящей или тяжелее, и кроме этого, имеется хотя бы одна помеченная (заведомо настоящая) монета, то максимальное количество монет, при котором можно решить такую задачу за k взвешиваний, равно (3k–1)/2.
     б) Если помеченной монеты нет, то максимальное число монет, при котором       возможно решить задачу для k взвешиваний, равно (3k–3)/2.
Решение.

а) После k взвешиваний можем получить 3k различных последовательностей исходов. Если у нас есть n  монет, то фальшивую из них мы можем выбрать 2n способами, т.к. фальшивая монета может быть как легче, так и тяжелее настоящей. 
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. Докажем по индукции, что за k взвешиваний мы можем найти фальшивую среди 
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 монет.

База: k=1. 
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. Сравнив одну монету с настоящей мы за одно взвешивание убедимся, что она фальшивая.

Переход: Пусть при k=m можно за k взвешиваний найти фальшивую монету среди 
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 монет, если у нас есть настоящая монета. Докажем что это можно сделать при k=m+1. 
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. Возьмём 3m монет, добавим к ним одну настоящую, разделим эти (3m+1) монет на две, равные по количеству монет группы. Взвесим эти группы. Если получили равенство, то фальшивая монета среди 
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 невыбранных монет и по предположению индукции, имея настоящую монету, мы за m взвешиваний найдём среди них фальшивую. Если одна группа легче другой, то все монеты этой группы (кроме настоящей, если она в этой группе) поместим в кучку А, а все монеты другой группы (кроме настоящей, если она в этой группе)- в кучку Б. Таким образом мы получили 3m монет, среди которых ровно одна фальшивая, причём эти монеты разделены на  две кучки так, что если фальшивая монета в кучке А, то она легче настоящей, а если в кучке Б, то тяжелей. Таким образом мы пришли к условию задачи 4, в которой было доказано, что за m взвешиваний мы сможем найти фальшивую монету. Переход доказан.
б)

Пусть k=m+1. 
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. Возьмём (3m-1) монет, разделим их на две, равные по количеству монет группы и взвесим эти группы. Если получили равенство, то все эти монеты – настоящие, выберем одну из них. Согласно пункту а), имея настоящую монету, можно за m взвешиваний найти фальшивую монету среди оставшихся  
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. Если при взвешивании получили неравенство, то, добавив к выбранным одну монету из оставшихся 
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монет (которая заведомо настоящая), как и в пункте а), придём к задаче 4, и из полученных 3m монет за m взвешиваний найдём фальшивую монету.
6. На столе стоят чашечные весы и n гирь различных масс. Гири одна за другой ставят на весы, каждый раз записывая, какая из чаш перевесила. Получается слово из букв n букв Л, П.

1) Докажите, что при N = 2 можно получить любое слово (а можно ли найти еще более тривиальную базу?);

Допустим, что Ольга Сергеевна рассказала вам алгоритм, как с помощью  k гирек получать любое слово, причем в конце концов на левой чаше весов будут стоять гири с четными номерами, а на правой чаше – с нечетными. 

2) Рассмотрим слово из k+1 буквы, причем последние две в нем – …ЛП. Научитесь, пользуясь знаниями, полученными от ОС, получать это слово.
3) Аналогично, если слово из k+1 буквы оканчивается на буквы ЛЛ (или ПП).
Решение. Упорядочим гири по возрастанию

а)
ЛЛ (2;0), (2;1)

ЛП (1;0), (1;2)


ПП (0;2), (1;2)

ПЛ (0;1), (2;1)

б)Разложим первые k гирек так, чтобы получилось слово из первых k букв заданного слова, причем в конце концов на одной чаше весов будут стоять гири с четными номерами, а на другой чаше – с нечетными. 

Пусть k чётно. Тогда гири с чётными номерами находятся на левой чаше (т.к. предпоследняя буква итогового слова - это Л). Тогда, если мы положим (k+1)-ю гирю (с нечётным номером) на правую чашу весов, то она перевесит и мы получим искомое слово.
Пусть k нечётно. Тогда все нечётные гири лежат на левой чаше. Добавим (k+1)-ю гирю на правую чашу и получим искомое слово.

Аналогично можно получить слово, заканчивающееся на ПЛ.
в)Получим слово, оканчивающееся на ЛЛ. 
Отложим 1-ю гирю, а оставшиеся(со 2 по (k+1)‑ю) разложим так, чтобы получилось слово из первых k букв заданного слова, причем в конце концов на одной чаше весов будут стоять гири с четными номерами, а на другой чаше – с нечетными. 

Пусть k чётно. Тогда на левой чаше лежат нечётные гири. Положим первую гирю на левую чашу и получим искомое слово.

Пусть k нечётно. Тогда на левой чаше – чётные гири . Положим первую гирю на правую чашу и получим искомое слово.
Вспоминая про графы
7. Докажите, что связный граф является двудольным тогда и только тогда, когда все циклы  в нем имеют четную длину.

Решение. 
Допустим, что в двудольном графе некоторый цикл имеет нечётную длину. Тогда, если первая вершина этого цикла лежит в первой доле, то вторая – во второй доле, третья – снова в первой доле, и т.д. Последняя вершин – нечётная, и, следовательно, будет лежать в первой доле, и не может быть соединена с первой вершиной. Противоречие. Значит в двудольном графе все циклы имеют чётную длину.

Рассмотрим граф, в котором все циклы имеют чётную длину. Возьмём вершину и отнесём её к первой доле. Вершины, соединённые ребром с ней, будем относить ко второй доле. Вершины, соединённые ребром с этими, отнесём снова к первой доле, и т.д. Если не осталось вершин, соединённых ребром с уже помеченными, процесс начинаем сначала. Допустим, что в некоторый момент мы не сможем сделать очередной шаг. Это значит, что вершина, которую мы должны отнести к первой доле, уже отнесена ко второй (или наоборот). Пойдём от этой вершины двумя разными путями: первый – последовательность рёбер, которая относит данную вершину к первой группе, второй – ко второй группе. Эти пути встретятся, и образуется простой цикл. Цикл этот будет нечётной длины, ибо доли вершин в нём чередуются, исключая «проблемную» вершину. Противоречие.
8. Связный граф является эйлеровым тогда и только тогда, когда в нем не более двух нечетных вершин.  (Указание. Пусть в графе 2 нечетные вершины. Встанем в одну из них и пойдем вперед, пока можем проходить по новым ребрам. Но вот идти некуда. Из-за чего мы остановились? А если наш путь обошел не все ребра, то что делать?)

Решение. Утверждение 1.В связном графе существует эйлеров цикл тогда и только тогда, когда все вершины имеют чётную степень.

( (: Когда эйлеров цикл проходит по вершине, он использует два ребра с концом в этой вершине (чтобы войти в вершину и чтобы из неё выйти). Если при этом задействованы все рёбра, то степень вершины должна быть чётной. Следовательно, степени всех вершин чётны.

(: Докажем сначала, что в графе, в котором степени всех вершин чётны и не все равны нулю, существует цикл, содержащий любую наперёд заданную вершину степени не 0. Рассмотрим вершину x1 степени не 0.  Она соединена ребром с вершиной x2.  Так как степень x2 чётна, существует ребро {x2, x3}, и т.д. В конечном итоге, так как число рёбер конечно, мы придём снова к вершине x1.

Рассмотрим цикл наибольшей длины. Допустим, что он проходит не по всем рёбрам. Удалим из графа все рёбра, принадлежащие этому циклу. При этом степени всех вершин остались чётными и, по предположению, не все равны 0. Следовательно, существует цикл, причём проходящий через вершину, затронутую предыдущим циклом (иначе граф несвязен). Но в этом случае мы можем «слить» получившиеся два цикла, что противоречит тому, что изначально мы выбирали цикл наибольшей длины. (
Утверждение 2 . В связном графе существует эйлеров путь, не являющийся циклом, тогда и только тогда, когда существуют ровно две вершины с нечётной степенью. При этом путь должен начинаться и кончаться именно в этих вершинах.

( Построим новый граф. Введём ещё одну вершину * и два ребра {x,*} и {y,*}. При этом граф остался связным. По предыдущей теореме в новом графе существует эйлеров цикл тогда и только тогда, когда степени всех вершин чётны. Удаляя вершину * с прилегающими к ней рёбрами, получим, что эйлеров путь существует тогда и только тогда, когда степени всех вершин, кроме x и y, чётны (а степени двух последних нечётны). (
9. Формула Эйлера. Докажите, что для любого планарного графа справедлива формула В – Р + Г = 2. (а что тут служит базой?)
Решение. Если граф является деревом, то формула верна – n вершин, n-1 ребро и одна страна. Пусть теперь граф не является деревом. Найдём цикл и сотрём одно ребро. При этом мы объединим две страны, т.е. уменьшим количество стран и рёбер на 1. При этом формула останется в том же виде. Будем стирать рёбра до тех пор, пока не получим дерево, для которого мы уже проверили формулу.
10. Докажите, что 

а) если степени всех вершин графа не превосходят d, то все его вершины можно раскрасить в d+1 цвет так, чтобы любые две вершины, соединенные ребром, были разного цвета;

б) если степени всех вершин связного графа не превосходят d, и степень хотя бы одной из них меньше d, то все его вершины можно раскрасить в d цветов так, чтобы любые две вершины, соединенные ребром, были разного цвета. (Можно назвать его d-дольный граф).
Решение. Индукция по числу вершин.

а)База: одна вершина.

Переход: пусть мы доказали, что любой граф из k вершин, степени которых не превосходят d, можно раскрасить в d+1 цвет указанным способом. Докажем, что и любой граф из k+1 вершины, степени которых не превосходят d, тоже можно раскрасить в d+1 цвет. Удалим любую вершину с прилегающими к ней рёбрами. По индукционному предположению оставшийся граф можно раскрасить в d+1 цвет. Добавим удалённую вершину. Её нельзя красить не более чем в d цветов (это цвета вершин, соединённых с ней ребром), а значит, останется цвет, в который её можно покрасить.
б) База: одна вершина.

Переход: пусть мы доказали, что любой граф из k вершин, степени которых не превосходят d,  и степень хотя бы одной из них меньше d,  можно раскрасить в d цветов указанным способом. Докажем, что и любой граф из k+1 вершины, степени которых не превосходят d,  и степень хотя бы одной из них меньше d, тоже можно раскрасить в d цветов. Удалим вершину степень которой меньше d вместе с прилегающими к ней рёбрами(если вершина изолированная, то для оставшийся граф, согласно пункту а),  можно покрасить в d цветов). По индукционному предположению оставшийся граф можно раскрасить в d цветов, т.к. в нём найдётся вершина, степень которой меньше d (если удалённая вершина не была изолированной, то мы удалии хотя бы одно ребро) . Добавим удалённую вершину. Её нельзя красить не более чем в (d-1) цветов (это цвета вершин, соединённых с ней ребром), а значит, останется цвет, в который её можно покрасить.

11. В стране конечное число городов. Они связаны дорогами с односторонним движением. Известно, что для любых двух городов от одного можно добраться до другого. Доказать, что найдется город, из которого можно добраться до всех остальных.
Решение. Индукция по числу вершин n.

База: одна вершина.

Переход: пусть мы доказали, что в любом ориентированном графе из n( k вершин, таком что для любых двух вершин из одной можно добраться до другой, найдётся вершина, из которой можно добраться до любой другой. Докажем, что такую вершину можно найти и в любом графе из n=k+1 вершины. Удалим произвольную вершину вместе со всеми её входящими и выходящими рёбрами. Оставшиеся вершины разделятся на m(k областей, в каждой из которых не более k вершин и в каждой области для любых двух вершин из одной можно добраться до другой. Тогда по предположению индукции в каждой из этих областей можно выбрать вершину, из которой можно добраться до любой вершины этой области. Покрасим такие вершины в красный цвет. Добавим удалённые вершины и рёбра. Добавленную вершину покрасим в красный цвет, в итоге получим (m+1) красную вершину. Рассмотрим два случая.

1) (m+1)<(k+1). Тогда по предположению индукции можно выбрать такую красную вершину,  из которой можно добраться до всех красных, но из каждой красной вершины можно добраться до каждой вершины соответствующей области. Значит из этой вершины можно добраться до любой вершины.
2) (m+1)=(k+1). Значит в каждой из получившихся областей было ровно по одной вершине и каждая из этих вершин соединялась ребром только с удалённой вершиной. В удалённую вершину входит не более одного ребра(если входит хотя бы два ребра, то для вершин из которых эти рёбра выходят нельзя добраться из одной в другую, т.к. нет рёбер, входящих в эти вершины). Если входящее ребро одно, то вершина, из которой оно выходит- искомая. Если входящих рёбер нет, то удалённая вершина- искомая.
12. В некоторой стране каждый город соединён с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдется город, из которого можно добраться в любой другой не более чем с одной пересадкой. 
Решение. Индукция по числу вершин n.
База: две вершины.

Переход: пусть доказано, что при n=k  в графе из n вершин, в котором каждая вершина соединена с каждой ориентированным ребром, есть вершина из которой можно добраться в любую другую не более чем с одной пересадкой. Докажем, что такая вершина существует при n=k+1. Удалим произвольную вершину вместе с её рёбрами(назовём её вершиной А). В оставшемся графе из k вершин существует вершина из которой можно добраться в любую другую не более чем с одной пересадкой(вершина Б). Множество вершин, в которые входят рёбра из Б, назовём группой 1, а множество вершин, из которых ребра в Б выходят- группой 2. В каждую вершину группы 2 входит хотя бы одно ребро из вершин группы 1. Добавим вершину А и её рёбра. Если в А входит хотя бы одно ребро из группы1 или вершины Б, то Б- искомая вершина. Если А связана с группой 1 и вершиной Б только рёбрами выходящими из А, то А – искомая вершина, т.к. из А  можно без пересадки добраться до вершины Б и любой из вершин группы1, а для любой вершины группы2 существует ребро входящее в неё из вершины группы1.
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