Двадцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27 июля 2006 г.


Делимость–1 (деление с остатком, сравнения, свойства, признаки делимости), 13 июля

Определение 1: Разделить целое число [image: image1.wmf]N

 на целое число [image: image2.wmf]m

 с остатком означает представить [image: image3.wmf]N

 в виде [image: image4.wmf]r
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. При этом неотрицательное число [image: image6.wmf]r

 называется остатком от деления, а целое число [image: image7.wmf]k

 неполным частным.

Задачи для обсуждения.

1. x = 100·k – 16, k – целое. Чему равны частное и остаток при делении x а) на 100; б) на 5?
2. Делимое и делитель увеличили в 7 раз. Как изменятся неполное частное и остаток?

3. Число 100 разделили на некоторое число, меньшее 50, с остатком 6. На какое число могло произойти деление? Ответ: [image: image8.wmf]94
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4. Пусть число a1 дает при делении на b остаток r1, число a2 – остаток r2, тогда, используя определение, докажите основные свойства остатков:


а) («Сложение» остатков) Число a1 
[image: image9.wmf]±

 a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1 [image: image10.wmf]±

 r2.


б) (Умножение остатков) Число a1·a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1 r2.

5. Найдите остаток от деления числа 2004·2005·2006 + 20073 на 7. Решение. 2004 дает остаток 2, тогда ответом будет остаток от деления  
[image: image11.wmf]234630
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 на 7. Остаток равен 2.

6. Докажите, что n3 + 2n делится на 3 при любом натуральном n. А если n – целое число?  Идея решения. Имеем выражение 
[image: image12.wmf](
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. Утверждение очевидно, при 
[image: image13.wmf]n

 кратном 3. Если  
[image: image14.wmf]n

 не кратно 3, то остаток от деления его квадрата на 3 равен 1. Тогда 
[image: image15.wmf]2
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 делится на 3.
Задачи для решения

1. Докажите, что n3 + 2 не делится на 9 ни при каком натуральном n. Идея: рассмотреть остатки n3 при делении на 9. Остатка 7 там нет.
2. Натуральные числа x, y, z таковы, что x2 + y2 = z2. Докажите, что одно из них делится а) на 2; б) на 3. а) Пусть это не так, тогда все три числа и их квадраты нечетны, но в этом случае x2 + y2 четно, а z2​​​ (по предположению) – нет. Противоречие. б) Аналогично, пусть 
[image: image16.wmf]x

 и 
[image: image17.wmf]y

 не кратны 3, тогда их квадраты делятся на 3 с остатком 1. Но тогда z2 должен давать остаток 2 при делении на 3, а это невозможно.
3. Три простых числа p, q и r, больших 3, образуют арифметическую прогрессию: p = p, q = p + d, r = p + 2d. Докажите, что d делится на 6. 
4. Найдите p, если:


а) 
[image: image18.wmf],10,14
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– простые числа;


б) 
[image: image19.wmf],21,41
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– простые числа.

Определение 2: целые числа a и b называются сравнимыми по модулю m, если они имеют одинаковые остатки при делении на m. Это обозначается так 
[image: image20.wmf](
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Задачи для обсуждения.

1. (Альтернативное определение) Докажите, что 
[image: image21.wmf](
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 тогда и только тогда, когда 
[image: image22.wmf]ab
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кратно 
[image: image23.wmf]m
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Используя любое из определений, докажите основные свойства сравнений: 

а) Если [image: image24.wmf](
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б) Если [image: image27.wmf](
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в) Если [image: image30.wmf](
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 – натуральное число, то [image: image32.wmf](
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2. Найдите остаток от деления 62000 на 7. Решение. Находим период 
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)

7

mod

1

6

-

º

, тогда 
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. Ответ:  остаток равен 1.
Задачи для решения

1. Докажите, что любое натуральное число сравнимо с его суммой цифр: а) по модулю 9;
б) по модулю 3. (Разобрать!)
2. Докажите, что любое натуральное число сравнимо со знакопеременной суммой его цифр по модулю 11. (Разобрать! Раскладываем десяток, сотню, тысячу и т.д. шариков в ящики по 11 штук. От единиц, сотен, десятков тысяч остается лишняя штука, от десятков, тысяч – дырка в ячейке. Это и будет знакопеременная сумма цифр.)
3. Сумма двух цифр 
[image: image36.wmf]a

 и 
[image: image37.wmf]b

 делится на 7. Докажите, что число 
[image: image38.wmf]aba

 также делится на 7. Идея: 
[image: image39.wmf](
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4. a) Дано шестизначное число 
[image: image40.wmf]abcdef

, причем 
[image: image41.wmf]abcdef
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 делится на 7. Докажите, что и само число делится на 7.


b) Сформулируйте и докажите признак делимости на 7.


c) Сформулируйте и докажите признак делимости на 13.

5. Сумма цифр числа a равна 13, сумма цифр числа b равна 29. Найдите остатки от деления числа 19a3+22b5 на 3 и на 9.
6. У числа 19992000 нашли сумму цифр. У результата опять нашли сумму цифр. И т.д., пока не получили однозначное число. Найдите это число.

7. В десятизначном числе все цифры встречаются по разу. Может ли оно делиться на 11?

8. Суммы цифр чисел A и 2A равны. Докажите, что A ( 0 (mod 9).

9. Найдите все трехзначные числа, каждая натуральная степень которого оканчивается на три цифры, оставляющие первоначальное число.

10. К числу справа приписывают тройки. Докажите, что когда-нибудь получится составное число.
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