Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

 Задачи к зачету для группы БЯК (не геометрия)

Индукция

1. Найдите сумму  13+33+53+…+(2n-1)3
2. Последовательность a1, a2, a3, … , an называется арифметической прогрессией, если разность любых двух соседних членов этой последовательности постоянна. Пусть ak+1-ak=d для любого k. Найдите сумму первых n членов арифметической прогрессии:
 
 a1+(a1+d)+…+(a1+(n-1)d) = ?
3. На какое наибольшее число областей могут разбить плоскость n окружностей?

4. Пусть
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5. Из квадрата клетчатой бумаги размером 32(32 вырезали ровно одну клетку, не обязательно угловую. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на "уголки" из трех клеток.

6. Плоскость поделена на области несколькими окружностями. Докажите, что эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета. (Соседние – это области, имеющие общий участок границы.)

7. Докажите, что 62n+3n+2+3n делится на 11.

8. Докажите, что два последовательных числа Фибоначчи всегда взаимно-просты.

9. (*) Докажите, что  (n+1)(n+2)…(n+n)=2n(1(3(5(…( (2n-1)  для любого натурального n.
10. (**) На кольцевой автодороге в некоторых местах расположены бензоколонки, причем суммарный запас бензина на всех бензоколонках достаточен для того, чтобы автомашина смогла проехать все кольцо. Полная емкость бензобака этой машины позволяет залить в него такое количество бензина, что его также хватает для того, чтобы проехать по всему кольцу. Докажите, что можно выбрать такую бензоколонку, что машина с пустым бензобаком сможет проехать по всему кольцу.

Делимость и остатки

1. Докажите, что для любого натурального числа n можно найти такое число, которое было бы кратно числу n и в десятичной записи которого использовались только цифры 0 и 1.

2. n2+1 – десятизначное число. Докажите, что оно имеет две одинаковые цифры.

3. Докажите, что у любого составного числа n есть собственный делитель, не превосходящий 
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4. Докажите, что число
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 - иррациональное (не представимо в виде несократимой дроби m/n).

5. Пусть pn -  n-е простое число. Докажите, что при n>12 выполняется неравенство: pn>3n.

6. Является ли 
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7. Является ли число 210+512 простым?
8. Найдите НОД чисел из m единиц и из n единиц

9. Найдите 
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10. Докажите, что если 2k -1 – простое число, то k – простое число.

11. Найдите 
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12. Докажите, что если 2n+1 – простое число, то n – степень двойки.

13. Докажите, что разность числа, имеющего нечетное число цифр, и числа, записанного теми же цифрами, но в обратном порядке, делится на 99.

14. Докажите, что натуральное число, десятичная запись которого состоит из одной единицы, двух двоек, трех троек, … , девяти девяток, не может быть точным квадратом.

15. Каждое из натуральных чисел a, b, c и d делится на число ab-cd. Докажите, что тогда  ab-cd равно +1 или –1.

16. На доске записано число 1. Каждую секунду к числу на доске прибавляют сумму его цифр. Может ли в некоторый момент получиться число 1998?

17. Существует ли натуральное число, произведение цифр которого равно 1998?

18. (*) Пусть n – натуральное число такое, что n+1 делится на 24. Докажите, что сумма всех натуральных делителей n делится на 24.

19. К числу 15 припишите слева и справа по одной цифре так, чтобы полученное четырехзначное число делилось на 15.

20. Из трехзначного числа вычли сумму его цифр, затем с полученным числом проделали то же самое, и так далее, всего 100 раз. Докажите, что в результате получится нуль.

21. Докажите, что не существует натуральных чисел a и b таких, что a2-3b2=8
22. Найдите остаток от деления 31998 на 7.

23. Натуральные числа a и b таковы, что число a2+b2 делится на 21. Докажите, что тогда это число делится на 441.

Комбинаторика

1. Докажите, что 
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2. (Бином Ньютона) Докажите, что 
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3. Найдите  
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4. Сколькими способами можно разбить 10 хоккеистов на две пятерки?

5. Сколькими способами можно разбить отряд из 15 человек на три группы по пять человек в каждой?

6. Сколькими способами можно выбрать из 15 человек две группы по пять человек в каждой?

7. Сколькими способами можно выбрать из полной колоды в 52 карты 13 карт так, чтобы среди них был ровно один туз?

8. Сколькими способами можно выбрать из полной колоды в 52 карты 13 карт так, чтобы среди них был хотя бы один туз?

9. Сколькими способами можно разделить колоду из 36 карт на две равные части так, чтобы в каждой из них было ровно по два туза?

10. Докажите, что в треугольнике Паскаля каждое число на единицу больше суммы всех чисел, заполняющих параллелограмм, ограниченный "диагоналями", на пересечении которых стоит это число (сами "диагонали" в параллелограмм не включаются).

Разное

1. (**) На дискотеке собрались 20 юношей и 20 девушек. Известно, что для каждой группы из k юношей количество девушек, знакомых хотя бы с одним из юношей из этой группы, не меньше k. Докажите, что все присутствующие на танцах могут разбиться на пары так, что каждый из юношей танцевал со знакомой ему девушкой.

2. (*) В правильном пятиугольнике провели диагонали, и в его трех соседних вершинах поставлены три фишки – красная, синяя и белая. Разрешается перемещать любую фишку вдоль диагонали на любое свободное поле. Можно ли получить такую позицию, в которой одна из фишек оказалась бы на прежнем месте, а две другие поменялись местами?

3. Автобус назовем переполненным, если в нем едут более 50 пассажиров. Из Вишкиля идет колонна автобусов, увозящая школьников из ЛМШ. Что больше – процент переполненных автобусов или процент пассажиров, едущих в переполненных автобусах?

4. Каких шестизначных чисел больше: тех, которые представляются в виде произведения двух трехзначных чисел, или остальных?
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