Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.
Геометрия. Список разобранных задач первой группы.

1. a, b, c – стороны треугольника. Докажите, что 
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2.  Внутри треугольника АВС выбрана точка Е. Докажите, что АЕ+ЕС< АВ+ВС.

3.  Докажите неравенство ломанной.

4.  a) Докажите, что перпендикуляр короче наклонной.

       b) Докажите, что из двух наклонных короче та, которая ближе к перпендикуляру.

5. a) Докажите, что в треугольнике против большей стороны лежит больший угол.

      b) Докажите, что в треугольнике против большего угла лежит большая сторона.

6. a) На стороне АС треугольника АВС выбрана точка Е. Докажите, что ВЕ меньше одной из сторон АВ или ВС.

      b) Докажите, что наибольший отрезок, содержащийся в треугольнике – его большая      

       сторона.

7.  Точку М, лежащую внутри угла, отразили симметрично относительно сторон этого угла, в результате чего получились точки М1 и М2. Докажите, что внутри угла содержится не более половины отрезка М1М2.

8. В квадрат со стороной 1 вписан четырехугольник. Докажите, что его периметр

a) больше 2;

      b) не меньше удвоенной диагонали квадрата.

9. Докажите, что площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения катетов.

10. Докажите, что площадь остроугольного треугольника равна половине произведения основания на высоту.

11. Докажите, что площадь тупоугольного треугольника равна половине произведения основания на высоту.

12. Докажите, что площадь параллелограмма равна произведению основания на высоту.

13. Докажите, что площадь трапеции равна половине произведения суммы двух оснований на высоту.

14. В прямоугольном треугольнике АВС точка D – середина стороны ВС. Угол С равен 300. На стороне АС взята точка Е такая, что ЕD перпендикулярно ВС. Докажите, что ЕD равно ВС/3.

15. Внутри квадрата отметили две точки, каждую из которых соединили со всеми вершинами.

      Могут ли все получившиеся девять частей быть равновеликими ?

16.  (Отношение площадей треугольников с равными углами)

      а) На луче АС выбрана точка С1. Докажите, что
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     b) На луче АС выбрана точка С1, а на луче АВ выбрана точка В1. Докажите,     

          что
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     с) На луче АВ выбрана точка В1,а на прямой АС точка С1  выбрана так, что А лежит между С    

         и   С1. Докажите, что
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17.  (Теорема Фалеса.) Три параллельные прямые пересекают стороны угла в точках A и D, 

       B и E, C и F соответственно. Докажите, что

       а) если АВ=ВС, то DE=EF;

       b) если 
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       с) Докажите равенство  
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 в произвольном случае.

18. (Дополнение к теореме Фалеса.) Две параллельные прямые пересекают стороны угла с вершиной  O в точках A и C,  B и D соответственно (то есть, 
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19.  Пусть S – площадь треугольника со сторонами a, b и c. Докажите, что 

       а) 
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20. Внутри выпуклого четырехугольника выбрали точки A1, B1, C1 и D1 так, что вершины четырехугольника A, B, C и D лежат на прямых A1B1,  B1C1, C1D1 и D1A1 соответственно, причем  AA1 =A1B1,  BB1=B1C1,  CC1=C1D1,  DD1=D1A1. Найдите отношение площадей 

      четырехугольников ABCD и A1B1C1D1.

21. (Обратная теорема Фалеса) Стороны угла с вершиной O пересечены n прямыми в точках
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 соответственно, причем    
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 (то есть, отношения отрезков, высекаемых  

      прямыми на сторонах угла равны). Докажите, что все эти прямые параллельны.

22.  Пусть АВ и АС – касательные к одной окружности. Докажите, что АВ=АС. 

23.  Докажите, что вписанный в окружность угол равен половине дуги, на которую он опирается.

24.  Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся точкой пересечения в отношении 2 : 1 от вершины.

25.  а) Две хорды окружности пересекаются внутри нее. Докажите, что угол между ними равен 

       полусумме двух дуг окружности, на которые он опирается.

       b) Две хорды окружности пересекаются вне нее. Докажите, что угол между ними равен 

      половине разности  большей и меньшей дуг окружности, на которые он опирается.

      с) Докажите, что угол между хордой и касательной равен  половине дуги, на которую он 

      опирается.

26. а) Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. 

      b) Докажите, что серединные перпендикуляры треугольника пересекаются в одной точке.

27. Докажите, что в треугольнике существуют и единственны:

a) вписанная окружность;

b) описанная окружность;

 с) для каждой из сторон треугольника – вневписанная окружность.

28. (Теорема Вариньона) 

      а) Докажите,  что фигура, образованная серединами сторон четырехугольника –  

      параллелограмм.

      b)Докажите, что площадь этого параллелограмма  равна половине площади исходного 

      четырехугольника.

     (Исходный четырехугольник не обязательно выпуклый.)\

29.  а) Докажите, что во вписанном четырехугольнике сумма противоположных углов равна 1800.

       b) Докажите, что четырехугольник, сумма противоположных углов которого равна 1800 –

       вписанный.

30.  а) Докажите, что в описанном четырехугольнике суммы длин противоположных сторон равны.

      b) Докажите, что четырехугольник, суммы противоположных сторон которого равны –

      описанный.

31. В треугольнике АВС проведена 

а) биссектриса BD 

      b) биссектриса внешнего угла BD (где D – точка пересечения этой биссектрисы со стороной 

      AС). 
     Докажите, что 
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32. Пусть p – полупериметр  треугольника со сторонами a, b и c, r – радиус вписанной в него окружности, а ra – радиус вневписанной окружности со стороны a. Докажите, что

      а) 
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33. Докажите, что середины оснований и точка пересечения боковых сторон трапеции лежат на одной прямой.

34. Пусть 
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 –  высоты  треугольника со сторонами a, b и c, r – радиус вписанной в него окружности, а ra – радиус вневписанной окружности со стороны a. Докажите, что

      а) 
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35.  Можно ли разрезать квадрат на несколько тупоугольных треугольников?
36.  Докажите, что высоты треугольника пересекаются в одной точке.

37.  (Теорема Пифагора) Докажите, что в прямоугольном треугольнике сумма квадратов длин катетов равна квадрату длины гипотенузы.

      а) при помощи площадей;   b) при помощи подобия.

38. Известно, что 
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, точка М – середина отрезка BD. Докажите, что АМ = МЕ.

39. Докажите, что круги, построенные на сторонах выпуклого четырехугольника, как на диаметрах, покрывают этот четырехугольник целиком.

40. Три внутренних угла невыпуклого четырехугольника равны по 450. Докажите, что середины его сторон образуют 

      а) прямоугольник;     b) ромб.

41. Точка  О лежит внутри треугольника ABC, а точки 
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 соответственно. Известно, что четырехугольники 
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42. Постройте циркулем и линейкой трапецию по данным основаниям и боковым сторонам.

43. Докажите, что четырехугольник ABCD является центральновписанным с центром А тогда и только тогда, когда 
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44. В выпуклом четырехугольнике ABCD окружности, вписанные в треугольники ABC и ADC касаются друг друга. Докажите, что окружности , вписанные в треугольники ABD и BDC также касаются друг друга.
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