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Задачи на нахождение множеств

04 июля
1. Сколько среди чисел 1, 11, 111, …, 11…11 (2002 единицы) таких, которые делятся на 7?

Обсуждение. Надо найти среди данных чисел все, которые делятся на 7. Для этого нужно сделать три вещи:

1) понять, из каких чисел состоит искомое множество;

2) доказать, что все входящие в него числа делятся на 7;

3) показать, что все не входящие в него числа не делятся на 7.

Первая называется анализом, вторая и третья образуют доказательство.

Множеством называется всякая совокупность каких-либо объектов. Объекты, из которых состоит множество, называются его элементами. Если объект х является элементом множества Х, пишут х(Х. Задать множество – значит, указать правило, по которому для всякого объекта можно проверить, принадлежит он этому множеству или нет (такое правило называется характеристическим свойством данного множества). Обычно, задавая множество, его элементы отбирают не из всех объектов на свете, а из элементов некоторого большего универсального множества. Какое множество считается универсальным, зависит от задачи. Скажем, в школьной алгебре универсальным чаще всего считается множество R всех действительных чисел, в планиметрии – множество всех точек плоскости.

2. (упр) Укажите подходящие универсальные множества и характеристические свойства для: а) отрезка [-1;1]; б) луча (0,+(); в) множества {1, 3, 5,…}; г) серединного перпендикуляра к отрезку АВ; д) пары прямых, параллельных данной и отстоящих от нее на 1.

3. (упр) Укажите хотя бы два характеристических свойства в п. д) и хотя бы три – в п. а) упражнения 2.

В задаче 1 универсальным было множество М = {1, 11, 111, …, 1…1 (2002 единицы)}, а сама задача состояла в нахождении множества всех чисел из М, делящихся на 7. В подобных задачах "найти" означает не просто "задать": ведь "число из М, делящееся на 7" (*) – это уже характеристическое свойство искомого множества. "Найти" тут означает "задать наглядно". Что значит "наглядно", понимается по-разному, в зависимости от задачи. В данном случае это означает перечислить элементы искомого множества, что мы и сделали.

Разберемся подробнее, как мы искали множество в задаче 1. Сначала было только искомое множество И, заданное свойством (*). Проведя анализ, мы заподозрили, что искомым является множество всех чисел из М, у которых число единиц в записи делится на 6. Назовем его подозреваемым и обозначим буквой П. Дальнейшее решение (доказательство) состояло в проверке того, что множества И и П равны, то есть состоят из одних и тех же элементов. Мы делали ее в два этапа. Попробуем понять, почему.

Если каждый элемент множества Х является в то же время и элементом множества Y, говорят, что множество Х содержится в множестве Y и пишут Х(Y. Еще эта запись читается как "Х включается в Y" или "Х – подмножество Y" Понятно, что два множества равны тогда и только тогда, когда каждое из них содержится в другом: Х = Y ( Х(Y и Y(Х. Именно этим мы и пользовались, когда доказывали, что П = И: на первом этапе проверили, что П(И, а на втором (от противного) – что И(П. Эта схема решения – анализ и двухэтапное доказательство – типична для всех ЗНМ.

4. Найдите все прямые на плоскости, равноудаленные от трех данных различных точек. Исследуйте, как число решений зависит от расположения точек.

5. Улитка ползла 6 часов. В конце каждого часа она поворачивала на 90(, а в промежутках ползла прямолинейно. За час она проползала 1 м. На какое расстояние она могла удалиться от начальной точки (укажите все возможные значения)?

ГМТ

05 июля

6. а) Доказать, что ГМТ, равноудаленных от точек A и B, является серединным перпендикуляром к отрезку AB.

б) Найдите ГМТ, равноудаленных от двух заданных прямых.

в)  Дан отрезок AB. Найдите ГМТ C таких, что (ACB – прямой.

7. Дан треугольник АВС. Найти ГМТ Х плоскости, для которых АХ ≥ ВХ ≥ СХ.

8. Дан прямоугольник ABCD. Найдите ГМТ X, для которых AX + BX = CX + DX.

Найдите геометрическое место точек M, лежащих внутри ромба ABCD и обладающих тем свойством, что (AMD + (BMC = 180(.

9. Дан квадрат ABCD. Найдите ГМТ, сумма расстояний от которых до прямых AB и CD равна сумме расстояний до прямых AD и BC.

10. На сторонах AB и BC треугольника ABC берутся точки D и E (по одной на каждой). Найдите геометрическое место середин отрезков DE.

11. Даны две точки – А и В. Две окружности касаются прямой АВ, одна – в точке А,  другая – в точке В и друг друга в точке М. Найти геометрическое место таких точек М. 

12. Докажите, что ГМТ M, для которых разность квадратов длин отрезков AM и BM постоянна, представляет прямую, перпендикулярную AB.
13. Даны окружность с центром в точке O и точка P внутри окружности. Докажите, что ГМТ середин хорд окружности, проходящих через точку P, является окружность, у которой PO – диаметр.

14. Найдите ГМТ X, из которых можно провести касательные к данной дуге окружности.

15. Пусть О – центр правильного треугольника ABC. Найдите ГМТ М, удовлетворяющих следующему условию: любая прямая, проведенная через точку М, пересекает либо отрезок AB, либо отрезок CO.

16. На плоскости даны две непересекающихся окружности. Найдите ГМТ М, удовлетворяющих условию: каждая прямая, проходящая через точку М, пересекает или касается хотя бы одной из окружностей. 

17. Даны точки А и В. Найдите ГМТ М таких, что (ВАМ – наименьший угол треугольника АВМ; (АМВ – средний по величине угол треугольника АВМ; (АВМ – наибольший угол треугольника АВМ.

18. Найдите геометрическое место центров всевозможных окружностей, которые пересекают данный отрезок ровно в двух точках.

19. Даны горизонтальная прямая l и точки А и В по одну сторону от нее. Найдите ГМТ М таких, что прямая АМ пересекает прямую l левее, чем прямая ВМ.

Вписанные углы

6 июля
Центральным углом в окружности называется любой угол с вершиной в центре этой окружности.

Градусной мерой дуги окружности называется величина соответствующего центрального угла. 

Вписанным углом окружности называется угол, вершина которого расположена на окружности, а стороны пересекают окружность.
20. Точки А и В лежат на окружности с центром О. Точка С расположена на окружности так, что:

а) АС – диаметр. Докажите, что (АОВ = 2(АСВ.

б) точка О внутри (АСВ. Докажите, что (АОВ = 2(АСВ.

с) точка О снаружи (АСВ. Докажите, что (АОВ = 2(АСВ.

Теорема. Вписанный угол равен половине дуги, на которую опирается.

21. Найдите ГМТ, из которых отрезок АВ виден под данным углом (.
22. Докажите, что угол, опирающийся на диаметр, прямой.
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Две окружности пересекаются  в точках A и B. К точке  B  проведены диаметры  в обеих окружностях BC и BD. Докажите, что точки  C, A, D лежат на одной прямой. 

23. На окружности отмечены точки: А1, А2, А3, А4, А5, А6, А7. Эти точки соединены так, как показано на рисунках. Чему равны суммы отмеченных семи углов в каждом случае?

24. Постройте треугольник по стороне, противолежащему углу и высоте, опущенной на данную сторону.

25. Вокруг треугольника ABC описана окружность. Докажите, что биссектриса угла BAC делит дугу BC пополам.

26. Из точки Р, расположенной внутри острого угла ВАС, опущены перпендикуляры РС1 и РВ1 на прямые АВ и АС. Докажите, что.(C1AP = (C1B1P.
Две хорды AB и CD пересекаются в точке М. Докажите, что величина угла AMC равна полусумме дуг AC и BD.

27. Окружности пересекаются в точках M и K. Через M и K проведены прямые AB и CD соответственно, пересекающие первую окружность в точках A и C, вторую в точках B и D. Докажите, что AC || BD.

28. Из точки М, расположенной внутри острого угла ВАС, опущены перпендикуляры МР и МQ на прямые АВ и АС. Из точки А опущен перпендикуляр АК на отрезок РQ. Докажите, что (PAK = (MAQ.
29. Вершина A остроугольного треугольника ABC соединена отрезком с центром O описанной окружности. Из вершины A проведена высота AH. Докажите, что (BAH = (OAC.

30. Из точки A, лежащей вне окружности, выходят лучи AB и AC, пересекающие эту окружность. Докажите, что величина угла BAC равна полуразности угловых величин дуг окружности, заключенных внутри этого угла.

31. Докажите, что угол между хордой и касательной к окружности, проведенной через конец хорды, равен полусумме дуги, заключенной внутри этого угла.

32. В параллелограмме АВСЕ  угол А – острый. На луче АВ отмечена точка Н  так, что СН = ВС. На луче СВ отмечена  точка К так, что АК = АВ. Докажите, что а) ЕК = ЕН; б) (EHK = (CHA.
33. Доказать, что угол между касательными к окружности, проведенными из одной точки, равен полуразности дуг, ограниченных точками касания.
Вписанные углы-2

09 июля
34. а) Докажите, что вокруг четырехугольника можно описать окружность тогда и только  тогда, когда сумма его противоположных углов равна 180(.

б) Докажите, что если в четырехугольнике ABCD (ABD = (ACD, то вокруг четырехугольника можно описать окружность.

35. Диагонали четырехугольника ABCD, вершины которого расположены на окружности, пересекаются в точке М. Известно, что (АВС = 72(, (ВСD = 102(, (АMD = 110(. Найдите (ACD.
36. Диагонали вписанного четырехугольника равны.  Докажите, что этот четырехугольник либо прямоугольник, либо трапеция.
37. В треугольнике ABC проведены медианы AA1 и BB1. Докажите, что если (CAA1 = (CBB1, то AC = BC.
38. В окружность с центром O вписан треугольник ABC. Пусть BK – его высота. Докажите, что (ABK = (OBC.

39. Каждая из четырех окружностей внешне касается двух других. Докажите, что точки касания лежат на одной окружности.

40. В треугольник ABC вписана окружность, касающаяся сторон AB и AC в точках D и E. Докажите, что центр окружности, вписанной в треугольник ADE, принадлежит первой окружности.

41. Две окружности касаются внутренним образом в точке S. Хорда AB большей окружности касается меньшей окружности в точке P. Докажите, что луч SP делит угол ASB пополам.

42. На описанной окружности  треугольника ABC на дуге AB взята точка M. На стороны AB и AC опущены перпендикуляры MF и ME. Доказать, что (BMC = (EMF.

43. а) Докажите, что основание D высоты AD треугольника ABC лежит на окружности, проведенной через середины сторон треугольника. 

б) Высоты треугольника ABC пересекаются в точке H. P – середина AH. Докажите, что P лежит на окружности, проведенной через середины сторон треугольника. 

в) Докажите, что середины сторон треугольника, основания высот и середины отрезков, соединяющих точку пересечения высот с вершинами, лежат на одной окружности (окружность девяти точек), причем центром этой окружности является середина отрезка OH (O – центр описанной окружности, H – точка пересечения высот треугольника.

44. Внутри квадрата ABCD взята точка M так, что (MAC = (MCD = (. Найти угол ABM.

45.  Продолжение биссектрисы угла B треугольника ABC пересекает описанную окружность в точке M. O – центр вписанной окружности, OB – центр вневписанной окружности, касающейся стороны AC. Докажите, что точки A, C, O и OB лежат на окружности с центром M. (Вневписанная окружность касается одной стороны треугольника и продолжений двух других его сторон.)

46.  В треугольнике ABC проведены высоты AA1 и BB1; M – середина стороны AB. Докажите, что MA1 = MB1.

Построения

10 июля
47. Постройте треугольник ABC по стороне a, углу A и высоте ha. 

Постройте треугольник ABC по стороне a, высоте ha и R – радиусу  описанной окружности.

48. Постройте прямую, проходящую через данную точку и касающуюся данной окружности.

49. Даны прямая и окружность, не имеющие общих точек. Постройте окружность данного радиуса R, касающуюся этой прямой и окружности.

50. Даны окружность и две точки A и B внутри ее. Впишите в окружность прямоугольный треугольник так, чтобы его катеты проходили через данные точки.

51. Постройте треугольник ABC по стороне a, углу A и медиане ma.

52. Постройте треугольник ABC по стороне a, высоте hb и медиане mb.

53. Постройте треугольник ABC по стороне a, углу A и высоте hc.

54. Постройте треугольник по биссектрисе, медиане и высоте, проведенным из одной вершины.

55. Постройте треугольник ABC по высоте hb, высоте hc и медиане ma.

56. Внутри угла даны две точки A и B. Построить окружность, проходящую через эти точки, которая высекает на сторонах угла равные отрезки.

57. Постройте, проведя не более трех линий (т.е. третья проведенная линия и должна быть искомой): а) прямую, проходящую через данную точку вне прямой и перпендикулярную данной прямой; б) прямую, проходящую через данную точку и параллельную данной прямой; в)* прямую, проходящую через данную точку на прямой и перпендикулярную данной прямой.

58. Постройте треугольник ABC по стороне a, углу A и радиусу вписанной окружности r.

59.  Постройте треугольник ABC по высоте ha, медиане ma и высоте hb.

60.  Постройте треугольник ABC по медиане ma, углу A и высоте ha.

61. Дана окружность и прямая, проходящая через ее центр (центр неизвестен). С помощью только линейки постройте перпендикуляр к данной прямой через данную точку P, если a) P лежит вне окружности, б) P внутри окружности, в)* P на окружности, г)** P на данной прямой.
Симметрия

11 июля
62. Через данную точку A проведите прямую так, чтобы отрезок, заключенный между точками пересечения ее с данной прямой и данной окружностью, делился точкой A пополам.

Определение: симметрией относительно точки A (центральной симметрией) называют преобразование плоскости, переводящее точку X в такую точку X', что A – середина отрезка XX'.

63. Через общую точку A окружностей S1 и S2 проведите прямую так, чтобы эти окружности высекали на ней различные хорды одинаковой длины. 

64. Даны две концентрические окружности S1 и S2. Проведите прямую, на которой эти окружности высекают три равных отрезка.

65. Дана прямая l и точки A и B по одну сторону от прямой. Найдите на прямой l такую точку С, что сумма AC + BC минимальна.

Определение: симметрией относительно прямой l (осевой симметрией) называют преобразование плоскости, переводящее точку X в такую точку X', что l – серединный перпендикуляр к отрезку XX'.

66. Постройте треугольник ABC, если даны точки A, B и прямая, на которой лежит биссектриса угла C.

67. Постройте треугольник ABC по стороне a, углу C и сумме сторон b и c.

Дан параллелограмм ABCD и точка M. Через точки A, B, C и D проведены прямые, параллельные прямым MC, MD, MA и MB соответственно. Докажите, что они пересекаются в одной точке.

68. На биссектрисе внешнего угла C треугольника ABC взята точка M, отличная от C. Докажите, что MA + MB > CA + CB.

69. Вписанная окружность треугольника ABC касается сторон AC и BC в точках B1  и A1. Докажите, что если AC > BC, то AA1 > BB1.

70. Постройте четырехугольник ABCD, у которого диагональ AC является биссектрисой угла A, зная длины его сторон.

71. Постройте четырехугольник ABCD, в который можно вписать окружность, зная длины двух соседних сторон AB и AD и углы при вершинах B и D.

72. Даны две окружности и точка B. Постройте отрезок с концами на данных окружностях, середина которого находилась бы в точке B.

73. Даны угол ABC и точка D внутри него. Постройте отрезок с концами на сторонах данного угла, середина которого находилась бы в точке D.

74. Даны четыре попарно непараллельные прямые и точка O, не лежащая на этих прямых. Постройте параллелограмм с центром O и вершинами, лежащими на данных прямых, – по одной на каждой.

75. Постройте треугольник ABC, если даны точки HA, HB – основания высот, проведенных из вершин A и B, и прямая, на которой лежит биссектриса угла C.

76. Постройте треугольник ABC по стороне a, углу C и разности сторон b и c.

Движения

12 июля
77. Докажите, что при центральной симметрии а) прямая переходит в прямую; б) окружность переходит в окружность.

78. Докажите, что при осевой симметрии а) прямая переходит в прямую; б) окружность переходит в окружность.

Определение: Движение – преобразование плоскости, при котором расстояния между точками не изменяются. (Если точки A и B при движении переходят в точки A( и B(, то AB = A(B()

79. Докажите, что центральная симметрия – движение.

80. Докажите, что осевая симметрия – движение.

81. Докажите, что при движении прямая переходит в прямую.

Определение: Поворотом вокруг точки O на угол ( против часовой стрелки называется преобразование плоскости, при котором любая точка X переходит в точку X( так, что OX = OX( и (XOX( = ( (угол откладывают против часовой стрелки).

82. Докажите, что поворот – движение. 

Определение: если фигура переходит в себя при симметрии относительно точки A, то A называют центром симметрии этой фигуры.

83. Докажите, что ограниченная фигура не может иметь более одного центра симметрии.

84. Докажите, что никакая фигура не может иметь ровно двух центров симметрии.

Определение: если фигура переходит в себя при симметрии относительно прямой l, то l называют осью симметрии этой фигуры.

85. Докажите, что если фигура имеет две перпендикулярные оси симметрии, то она имеет центр симметрии.

Поворот

14 июля
86. Даны точка А и прямая l. Рассмотрим всевозможные правильные треугольники АВС, у которых В(l. Найдите множество всех возможных положений точки С.

87. Ромб (но не квадрат) повернули вокруг его центра на 90(. Докажите, что стороны повернутого ромба пересекаются со сторонами исходного в вершинах квадрата.

88. Дана точка A. Постройте равносторонний треугольник ABC так, чтобы B и C лежали на двух данных параллельных прямых.

Обсуждение. Почему получаются две окружности, равные исходной? Потому что они получаются из исходной поворотами на (60( вокруг точки А, а поворот – движение. Обсуждаем общее определение отображения, определения движения и равных фигур.

89. а) Через центр квадрата проведены две взаимно перпендикулярные прямые. Докажите, что они делят квадрат на равновеликие части.

б) Фигура образована пересечением трех квадратов с общим центром. Через этот центр проведены две взаимно перпендикулярные прямые. Докажите, что они делят фигуру на равновеликие части.

Обсуждение. Задача 3а еще решается традиционно, задача 3б – уже практически нет. А поворотом обе решаются одинаково просто. Приемы ДРО и ИИ.

90. Через центр правильного треугольника провели две прямые, угол между которыми равен 60(. Докажите, что они пересекаются с треугольником по равным отрезкам.

91. Даны точка A и окружность S. Проведите через точку A прямую так, чтобы хорда, высекаемая окружностью S на этой прямой, имела данную длину d.

Обсуждение. Прием ТКП.

Обсуждение. Два поворота на 90(, выполненные подряд – это поворот на 180( (= центральная симметрия). Ромб центрально симметричен.
92. Точка B лежит на отрезке AC. Правильные треугольники ABM и BCN находятся по одну сторону от прямой АВ. Точки P, Q – середины отрезков AN, MC. Докажите, что треугольник BPQ – правильный.

93. На сторонах выпуклого четырехугольника ABCD построены правильные треугольники ABM и CDP во внешнюю сторону, а BCN и ADK – во внутреннюю. Докажите, что MN = PK.

Построить квадрат ABCD, если задано положение вершины B, а точки A и C лежат на двух данных окружностях.                                 

94. Равносторонний треугольник  АВС вписан в окружность. На дуге ВС взяли произвольную точку Р. Докажите, что АР = ВР + СР.
95. Построить равносторонний треугольник с вершинами в данной точке и на двух данных окружностях.

96. Даны точки A и B и окружность S. Найдите на окружности S такие точки C  и D, что AC || BD и дуга CD равна 90o.

97. На плоскости проведена окружность радиуса 1 с центром O. Две соседние вершины квадрата лежат на этой окружности. На каком наибольшем расстоянии от точки O могут лежать две другие его вершины?

Метод спрямления и сближения

15 июля
98. а) Докажите, что сумма боковых сторон трапеции больше разности ее оснований; б) сумма диагоналей больше суммы оснований.

99. Дорога AB пересекает под острым углом, меньшим 45(, реку BC. Человек находится в точке M внутри угла ABC.

а) как человеку быстрее попасть на дорогу?

б) а если ему надо сначала напиться в реке?

Внутри прямого угла находятся бильярдные шары A и B. Постройте траекторию шара A, чтобы после двух отражений относительно сторон угла он попал в B, если это возможно.

100.  Внутри угла дана точка M. Найдите на сторонах этого угла точки A и B такие, чтобы периметр треугольника ABM был минимален.

101. а) Две деревни A и B расположены по разные стороны от реки ширины a. Где выбрать место для моста CD, чтобы маршрут ACDB был минимален.

б) Две деревни A и B расположены по одну сторону от прямолинейной железной дороги. Где выбрать на дороге место для платформы CD данной длины a, чтобы маршрут ACDB был минимален.

Параллельный перенос

Определение. Параллельным переносом на вектор 
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 называют преобразование, переводящую точку X в такую точку X', что 
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102. Постройте отрезок данной длины с концами на сторонах данного угла и параллельный данной прямой.

103. Две окружности радиуса R пересекаются в точках M, N. Точки P, Q этих окружностей принадлежат их линии центров и лежат по одну сторону от MN. Докажите, что MN 2 + PQ2 = 4R2.

104. Построить параллелограмм ABCD по двум заданным вершинам A и B, если две другие вершины принадлежат заданной окружности.

105. В четырехугольнике ABCD точки M и N – середины сторон AB и CD. Известно, что MN = (BC + AD)/2. Докажите, что BC || AD.
Даны две окружности и прямая m. Проведите прямую n параллельно m, чтобы

а) расстояние между точками пересечения с окружностями имело заданную величину a;

б) окружности высекали на n равные хорды.

106. Найдите ГМТ M, сумма расстояний, от которых до двух данных прямых l1 и l2 имеет заданную величину a.

107. Две равные окружности пересекаются в точках P и Q. Прямая, параллельная их линии центров, пересекает их соответственно в точках A и B, C и D. Доказать, что величина угла APC не зависит от выбора этой прямой.

108. В трапеции ABCD c основаниями BC и AD биссектрисы углов A и B пересекаются в точке N, а биссектрисы углов C и D пересекаются в точке M. Докажите, что 
[image: image4.wmf].
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109. Построить четырёхугольник по четырём сторонам и углу между прямыми, содержащими две противоположные стороны.

Композиция движений

17 июля
Определение Последовательное выполнение двух или нескольких движений называется композицией этих движений. Движение, оставляющее на месте все точки плоскости, называется тождественным

110. Докажите, что композиция двух движений – движение.

111. Чем является композиция двух осевых симметрий относительно прямых a и b, если а) a и b параллельны; б) a и b пересекаются в точке O под углом α.
112. Что из себя представляет композиция: а) двух параллельных переносов; б) двух поворотов вокруг общего центра; в) двух центральных симметрий.

113. а) Докажите, что если два движения совпадают в точках А и В, то они совпадают в каждой точке прямой АВ.

б) Докажите, что всякий отрезок AB можно перевести в равный ему отрезок A'B' композицией осевых симметрий. Какого наименьшего количества симметрий заведомо достаточно?

114. Есть два разносторонних треугольника, симметричных относительно некоторой прямой. Возможен ли случай, когда их можно совместить параллельным переносом или поворотом?

Пусть треугольники ABC и A'B'C' равны. Будем говорить, что они одинаково ориентированы, если направление обходов A→B→C→A и A'→B'→C'→A' совпадают. Можно показать (мы не будем этого делать), что всякое движение либо сохраняет ориентации всех треугольников, либо меняет их (тоже у всех треугольников). В первом случае говорят, что оно сохраняет ориентацию плоскости, во втором, что оно меняет ориентацию плоскости.

115. а) Докажите, что если два движения совпадают в трех точках, не лежащих на одной прямой, то они совпадают во всех точках плоскости.

б) Докажите, что всякий треугольник можно перевести во всякий равный ему композицией осевых симметрий. Какого наименьшего количества симметрий заведомо достаточно?

в) Докажите, что всякое движение плоскости является композицией не более, чем трех осевых симметрий.

116. Сохраняют или меняют ориентацию плоскости перенос, поворот, осевая симметрия, композиция двух осевых симметрий, композиция осевой симметрии и переноса?

117. Докажите, что всякое движение, сохраняющее ориентацию плоскости, является композицией двух осевых симметрий и, следовательно, переносом или поворотом.

118. Докажите, что всякий перенос можно представить в виде композиции двух осевых симметрий с параллельными осями, перпендикулярными направлению переноса, а всякий поворот – в виде композиции двух осевых симметрий с осями, пересекающимися в центре поворота.

119.  Докажите, что композиция осевой симметрии с осью l и переноса на вектор p(l, является осевой симметрией с осью m || l. Каково расстояние между прямыми l и m?

Гомотетия

19 июля
120. Дан треугольник ABC и точка M. Найдите ГМТ середин отрезков MD, если точка D двигается по сторонам треугольника.

121. Дана окружность S и точка M. Точка A движется по окружности. Найдите ГМТ R таких, что AR : RM = 1 : 2.
Определение: Гомотетией называют преобразование плоскости, переводящее точку X в точку X( такую, что 
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 (точка O и число k фиксированы). Точка O называется центром гомотетии, а число k – коэффициентом гомотетии.

122. Докажите, что точки, симметричные произвольной точке относительно середин сторон квадрата, являются вершинами некоторого квадрата.

123. На окружности S1 дана точка A, проведите хорду с началом в точке A так, чтобы ее середина лежала на данной окружности S2.

124. а) На окружности S1 дана точка A, проведите хорду с началом в точке A так, чтобы она делилась данной окружностью S2 в отношении 1:2, считая от A. 

б) Не на окружности S1 дана точка A, проведите отрезок с началом в точке A и концом на окружности S1 так, чтобы он делился данной окружностью S2 в отношении 1:2, считая от A. 
125. Четырехугольник разрезан диагоналями на четыре треугольника. Докажите, что их точки пересечения медиан образуют параллелограмм. 

126. На окружности фиксированы точки A и B, а точка C движется по этой окружности. Найдите геометрическое место точек пересечения медиан  треугольника ABC. 

127. Две окружности касаются в точке K. Прямая, проходящая через точку K, пересекает эти окружности в точках A и B. Докажите, что касательные, проведенные через A и B, параллельны.

128. Две окружности касаются в точке K. Через точку K проведены две прямые, пересекающие первую окружность в точках A и B, вторую – в точках C и D. Докажите, что AB || CD.

129. На плоскости дано две непараллельные прямые и точка M вне этих прямых. Найти на одной из прямых такую точку X, чтобы отрезок MX делился второй прямой пополам.

Продолжения боковых сторон AB и CD трапеции ABCD пересекаются в точке K, а ее диагонали – в точке L. Докажите, что точки K, L, M и N, где M и N – середины оснований BC и AD, лежат на одной прямой.

130. Окружность S касается равных сторон AB и BC равнобедренного треугольника ABC в точках P и K, а также касается внутренним образом описанной окружности треугольника ABC. Докажите, что середина отрезка PK  является центром вписанной окружности треугольника ABC.

Гомотетия-2, построения.

20 июля
131. Дан угол ABC и точка M внутри него. Постройте окружность, касающуюся сторон угла и проходящую через точку M.

132. Впишите в треугольник две равные окружности, каждая из которых касается двух сторон треугольника и другой окружности.

133. В данной окружности проведены два радиуса. Постройте хорду, которая делится этими радиусами на три равные части.

134. Дан остроугольный треугольник ABC. Постройте точки X и Y на сторонах AB  и BC так, что BX = XY = YC.

135. Построить окружность, касающуюся данной окружности в данной ее точке и данной прямой.

136. На данной прямой l найти точку, равноудаленную от данной прямой a и от данной точки M.

137. Построить квадрат, одна сторона которого касалась бы данной окружности, а противоположная сторона служила бы хордой этой окружности.

138. Построить треугольник по двум углам и периметру. 

139. Дан угол ABC и окружность S. Найдите на стороне угла AB точки X и Z, а на стороне BC точку Y так, что BX = XY = YZ и прямая YZ касается окружности S.

140. Постройте на стороне BC данного треугольника ABC такую точку, что прямая, соединяющая основания перпендикуляров, опущенных из этой точки на стороны AB и AC, параллельна BC.

141. Построить окружность, касающуюся данной окружности и данной прямой в данной точке этой прямой.

142. В данный круговой сектор вписать окружность, касающуюся боковых радиусов сектора и его дуги.

143. Построить треугольник по двум углам и радиусу описанной окружности. 

144. Построить окружность, касающуюся данной окружности и двух непараллельных прямых.

145. Дан ромб ABCD у которого угол B – тупой. Постойте внутри ромба три равных окружности S1, S2 и S3, вписанных в углы A, B и C соответственно так, что S2 касается S1 и S3.

Последовательности и периодичность.

05 июля
Говорят, что задана последовательность чисел a1, a2,…, an, …, если по каждому номеру n можно определить  число an.

Способы задания последовательности:

I) Аналитический: формула общего члена.

II) Рекуррентный: следующий член выражается через один или несколько предыдущих.

III) Конструктивно-алгоритмический: указан способ, как за конечное число действий найти любой член последовательности.

IV) Неконструктивно-описательный.

146. Каким из способов заданы следующие последовательности:

а) числа Фибоначчи f1 = f2 = 1, fn+2 = fn + fn+1; 

б) φ(n) - количество чисел меньших n в десятичной записи которых есть единица.

в) 
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г) наибольшее число частей, на которые могут разбить плоскость n прямых. 

а) Последовательность задана общей формулой 
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. Sn - это сумма n первых членов последовательности an. Напишите рекуррентную формулу для последовательности Sn.
б) Сумма первых n членов последовательности задана формулой Sn = n2. Найдите ak. 

147. Какими из вышеперечисленных способов можно задать последовательность, у которой первые 100 членов совпадают со своим номером, а все остальные – не совпадают?

148. Известно, что бесконечная последовательность задана формулой и известно что, a4 – a3 = a3 – a2 = a2 – a1. Верно ли, что an – an-1= a2 – a1?

Периодичность.

149. Найдите сотую цифру после запятой в десятичной записи числа 
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Определение. Рациональное число - это число, которое можно представить в виде отношения целого и натурального чисел.



Иррациональное число – это число, которое нельзя  представить в виде отношения целого и натурального чисел.

150. Докажите, что всякое рациональное число записывается либо конечной десятичной дробью, либо бесконечной периодической десятичной дробью.

151. Докажите, что всякая периодическая дробь представляет рациональное число.

152. Докажите, что дробь 0,1101001000100001000001000000… непериодическая десятичная дробь.

153. Докажите, что 
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 записывается непериодической десятичной дробью.

Определение. Последовательность a1, a2,…, an, … называется периодической с периодом  T, если начиная с некоторого n = n0  an+T = an для всех n. Начало последовательности a1, a2, …, an-1 называется предпериодом.

154. Докажите, что сумма двух периодических числовых последовательностей – периодическая последовательность.

155. Складываются почленно две последовательности с наименьшими периодами 3 и 4. Может ли длина наименьшего периода суммы быть а) 12; б) 24; в) 5; г) 6; д) 1; е) 4?

156. Складываются почленно две последовательности с наименьшими периодами k и n. Какой может быть длина наименьшего периода суммы?

157. Докажите, что сумма двух периодических десятичных дробей - периодическая дробь.

158. Докажите, что число 0,123456789101112…20012002… – иррационально.

159. Последовательность периодична с периодом 5 и с периодом 13, однако не все ее члены равны. Какое наибольшее число членов может быть в этой последовательности.

160. Последовательность задана рекуррентным соотношением 
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 и 0 < x1 < 1. Докажите, что последовательность периодична тогда и только тогда, когда число x1 рационально.

Принцип зацикливания

06 июля
161. Найдите 2002-ую цифру после запятой в десятичном разложении дроби 1/14.

162. Один преподаватель оставил на дверях всех комнат записки следующего содержания: "Я в комнате номер…" и исчез в неизвестном направлении. (Разные записки могут сообщать разную информацию). Некоторый школьник начал поиски преподавателя, руководствуясь этими указаниями. Докажите, что с некоторого момента он начнет двигаться по циклу.

Принцип зацикливания. Если система может находиться лишь в конечном числе состояний, и каждое следующее состояние однозначно определяется по предыдущему, то система с некоторого момента зациклится.

163. Последовательность натуральных чисел задана рекуррентным соотношением an+1 = s(an)2 + 1 , где s – сумма цифр. Докажите, что эта последовательность периодична.

164. В последовательности {an} а1 = 7 и аn+1 = an3 + 3 при всех n ( 1. Найдется ли в ней число, делящееся на 8?

165. Каждое следующее число в последовательности целых чисел получается из предыдущего так: число возводится в квадрат, и из него вычеркиваются все цифры, кроме последних четырех. Докажите, что последовательность периодическая, и длина периода не больше 10000. 

166. Следующий член последовательности натуральных чисел равен последней цифре произведения двух предыдущих. Докажите что последовательность а) периодична; б) с периодом длины не больше 26; в) меньше 17.

167. В тридесятом королевстве у каждого замка и каждой развилки сходятся три дороги. Рыцарь, Любящий Разнообразие, выехал из своего замка и по очереди поворачивает то направо, то налево. Докажите, что его маршрут зациклится.

168. Докажите, что если в задаче про комнаты все записки указывают на разные комнаты, то школьник рано или поздно вернется в ту комнату, с которой начал.

Принцип зацикливания назад (обратный ход). Если в условиях принципа зацикливания каждое предыдущее состояние однозначно восстанавливается по фиксированному числу последующих, то система зацикливается без предпериода.
169. В последовательности 20013486… каждая цифра, начиная с пятой, равна последней цифре суммы четырех предшествующих цифр. Доказать, что в этой последовательности снова встретится четверка 2001.

170. Докажите, что в последовательности Фибоначчи есть член с номером, большим 1000, дающий остаток 5 при делении на 2002.

171. Несколько точек соединены стрелками, причем из каждой точки исходит одна стрелка и входит тоже одна. Тогда все стрелки ( и точки ) образуют несколько циклов.

172. Кубик Рубика выведен из первоначального состояния некоторой комбинацией поворотов. Докажите, что всегда можно вернуть его в первоначальное состояние, выполнив эту комбинацию еще несколько раз.

173. В задаче про рыцаря докажите, что он вернется в замок, из которого начинал движение.

174. Доказать, что в последовательности Фибоначчи найдется число, делящееся на 2001.

Зацикливание-2

07 июля
175. Несколько точек соединены стрелками, причем из каждой точки исходит одна стрелка и входит тоже одна. Тогда все стрелки (и точки) образуют несколько циклов.

Лемма о хороводах: В некоторой компании каждый человек имеет ровно двух друзей.  Докажите, что если все друзья возьмутся за руки, то они образуют один или несколько хороводов.

176. В городе X имеется 1000 коттеджей,  в каждом из которых живет по одному человеку. В один прекрасный день каждый переезжает из своего дома в какой-то другой.  После переезда в каждом доме  по прежнему живет ровно один жилец.  Докажите,  что можно так раскрасить все коттеджи в три цвета,  чтобы у каждого хозяина цвет нового дома отличался от цвета старого.

177. На конкурсе по математике в институте МИМИНО предлагалось 20 задач. На закрытие пришло 20 школьников. Каждый из них решил две задачи, причем оказалось, что среди пришедших каждую задачу решили два школьника. Докажите, что можно так организовать разбор задач, чтобы каждый школьник рассказал одну из решенных им задач и все задачи были бы разобраны.

178. 20 футбольных команд проводят первенство.  В первый день все команды сыграли по одной игре. Во второй день также все команды  сыграли по одной игре.  Докажите,  что после второго дня можно указать такие 10 команд, что никакие две из них не играли друг с другом.

179. В некотором городе разрешаются только парные обмены квартир. Докажите, что любой сложный обмен квартирами можно осуществить за два дня.

180. На шахматной доске расставлено несколько фишек. Фишка за один  ход  сдвигается на соседнее (по вертикали или горизонтали) поле.  После нескольких ходов оказалось,  что каждая фишка побывала  на  всех  полях по разу и вернулась на исходное поле. Докажите,  что был момент,  когда ни одна из фишек не стояла на своем исходном поле.

181. Докажите, что найдутся две различные степени 2, разность которых делится а) на 1000; б) на 2001.

182. Докажите, что если натуральное число n не делится ни на 2, ни на 5, то десятичное разложение дроби 1/n не имеет предпериода.

183. Установлено, что погода на Сириусе в данный день полностью определяется предыдущей неделей. Варианты погоды: магнитная буря, метеоритный дождь, штиль. Последнюю неделю шел метеоритный дождь. Докажите, что "дождливые" недели всегда были и будут.

184. По кругу стоит несколько коробочек. В каждой из них может быть пусто, один или несколько шариков. Ход: из какой-то коробочки берутся все шарики и раскладываются по одному по часовой стрелке, начиная со следующей коробочки. На следующем ходу  раскладывают шарики из той коробочки, в которую попал последний шарик на предыдущем ходу, и т.д. Докажите, что в какой-то момент повторится начальное расположение шариков.

185. Незнайка составил программу для компьютера с ограниченной внешней памятью, которая печатает по 100 цифр каждую секунду. Незнайка утверждает, что если компьютеру позволить работать бесконечно долго, то он напечатает в точности десятичную запись числа 
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Бесконечность

16 июля
186. Можно ли разместить внутри квадрата несамопересекающуюся ломаную а) с бесконечным числом звеньев; б) бесконечной длины?

187. а) Есть бесконечно много квадратов площади 1. Верно ли, что ими можно накрыть любой прямоугольник? б) То же, если квадраты не обязательно площади 1.

Определение. Последовательность (конечная или бесконечная) называется монотонно возрастающей, если в ней каждый следующий член больше предыдущего. Последовательность называется монотонно убывающей, если в ней каждый следующий член меньше предыдущего.

188. а) Докажите, что в бесконечной монотонно убывающей последовательности целых чисел всегда есть отрицательные числа.

б) То же, но числа не обязательно целые?
189. На плоскости отмечено конечное число точек. Докажите, что можно провести прямую так, чтобы расстояния от всех точек до нее были различными.

190. а) Докажите, что в десятичной записи числа 
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 какая-то ненулевая цифра встречается бесконечно много раз. бесконечной шахматной доски, побывав на каждой клетке ровно по одному разу? 
б) Докажите, что из любых 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе позиций.

191. Две шайки гангстеров охотятся друг за другом. Каждый гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не более одного противника. Главарь одной из шаек обнаружил, что не за  всеми противниками охотятся. Докажите, что обе шайки бесконечны.

192. а) Может ли шахматный король обойти все клетки

б) Можно ли занумеровать натуральными числами все точки плоскости, у которых обе координаты целые? 

в) Можно ли занумеровать натуральными числами все рациональные числа?

193. Кузнечик прыгает по целым точкам числовой прямой и длина его прыжка не превышает 100. Может ли он побывать в каждой целочисленной точке ровно один раз.

194. Две шайки гангстеров охотятся друг за другом. Каждый гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не менее одного противника. Все гангстеры первой шайки одновременно выстрелили в своих противников, все попадания разили наповал, но каждый 10-й промахнулся. После этого каждый уцелевший гангстер второй шайки выстрелил в своего противника. Могло ли случиться, что первая шайка была в результате уничтожена?

195. Для любого n сумма n первых членов последовательности больше n. Докажите, что в последовательности бесконечно много положительных членов.

196. На плоскости отмечено конечное число точек (но не менее двух). Докажите, что можно провести окружность а) не проходящую ни через одну из этих точек; б) проходящую ровно через одну из этих точек; в) проходящую ровно через две из этих точек.

197. а) Можно ли покрыть прямую конечным числом кругов радиуса 1?

б) Есть бесконечно много кругов различного радиуса. Верно ли, что ими всегда можно накрыть прямую? 
198. Можно ли вычеркнуть из последовательности 
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часть чисел так, чтобы осталась арифметическая прогрессия а) бесконечная; б) из 10 членов?

199. Бесконечно много гангстеров охотятся друг на друга так, что каждый охотится не более чем за одним другим. Докажите, что можно выбрать из них бесконечную банду, в которой никто ни за кем не охотится.

Двудольные графы.

10 июля
Определение. Граф называется  двудольным, если его вершины можно раскрасить в два цвета так, что не будет ребер с концами одинакового цвета.

200. Во время соревнований по автогонкам некоторые автомобили сталкивались между собой. Оказалось, что их можно разделить на две группы, так что автомобили, вошедшие в  одну группу, друг с другом не сталкивались. Докажите, что суммарное количество вмятин у автомобилей первой группы равно суммарному количеству вмятин у автомобилей второй группы.

201. Докажите, что в двудольном графе сумма степеней вершин каждого цвета равны между собой.

202. При ближайшем рассмотрении оказалось, что на всех автомобилях равное количество вмятин. Докажите, что в группы входит равное число автомобилей.

203. Если в двудольном графе степени всех вершин одинаковы, то вершин каждого цвета поровну.

Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе с b белыми и r черными вершинами?

204. Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе: а) с 2n вершинами; б) с 2n+1 вершиной?

205. Докажите, что в двудольном графе нет нечетных циклов.

206. Пусть Г – двудольный граф с черными и белыми вершинами. 

а) Если в Г есть замкнутый цикл, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то вершин каждого цвета – поровну.

б) Если в Г есть путь, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то число белых вершин отличается от числа черных вершин не более чем на 1.

207.  Докажите, что дерево – двудольный граф.

208.  Критерий двудольного графа:  Граф – двудольный ( в графе нет нечетных циклов.
Формула Эйлера
11 июля
209. Докажите, что в дереве есть вершина, из которой выходит ровно одно ребро (такая вершина называется висячей или листом).

210. Докажите, что в дереве число вершин В на 1 больше числа ребер Р. (В – Р = 1).

Определение: Граф называется планарным, если его можно нарисовать на плоскости так, чтобы его ребра не пересекались.

211. На плоскости изображен плоский граф, не являющийся деревом. Докажите, что если при удалении какого-либо ребра граф остается связным, то количество областей, на которые делят плоскость его ребра, уменьшится на 1.

212. Докажите, что для любого планарного графа справедлива формула В – Р + Г = 2 (Г – количество граней).

213. Докажите, что на плоскости нельзя нарисовать полный граф с пятью вершинами и непересекающимися ребрами. 

214. а) Обитатели трех домов, в совместном владении которых находятся три колодца, перессорились друг с другом и решили проложить к своей   собственности  непересекающиеся тропки —  от каждого дома к  каждому колодцу. Докажите, что это им не удастся.                                                                                                                                      б) устав от имущественных споров, три соседа переселились на планету в форме бублика. Здесь в их собственности также оказались три колодца.   Смогут ли соседи разрешить на бублике задачу, которую не разрешили на земле?

215. Можно ли десять городов соединить друг с другом непересекающимися дорогами так, чтобы из каждого города выходило по 5 дорог, ведущих в пять других городов?

216. Докажите, что для планарного графа справедливо неравенство 2Р ≥ 3Г.

217. Докажите,  что для планарного графа справедливо неравенство Р ≤ 3В – 6.

218. (Задание для биологов)  Один из простейших многоклеточных организмов —  водоросль "вольвокс" —  представляет собой сферическую оболочку, сложенную семиугольными,  шестиугольными и пятиугольными клетками (в каждой "вершине"  сходятся три клетки). Биологи заметили, что пятиугольных клеток всегда ровно  на 12 больше, чем семиугольных (всего клеток может быть несколько сотен и даже тысяч). Не можете ли вы объяснить этот странный факт? 

219. На плоскости без самопересечений изображен граф, степени всех вершин которого четны. Докажите, что его страны можно раскрасить в два цвета правильным образом. 

220. Докажите, что в любом плоском графе существует вершина степени не более чем пять.  

221. Докажите, что в любом плоском графе есть либо грань не более, чем с тремя ребрами, либо вершина, из которой выходит не более, чем три ребра.

Комбинаторика

09июля
222. У Пети есть 10 разных конфет. Он хочет подарить 7 конфет своей лучшей подруге Маше. При этом самую вкусную конфету он хочет оставить себе. Сколькими способами он может собрать подарочный набор для Маши?

223. Тут Петю загрызла совесть, и он решил, что самую вкусную конфету надо подарить Маше. Сколькими способами теперь он сможет собрать подарочный набор?

224. Но пришла Маша, и Петя предложил ей самостоятельно взять себе любые 7 конфет. Сколькими различными способами Маша может выбрать себе эти конфеты?

225. Докажите формулу 
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226. Том Сойер красит забор у тетушки Полли, состоящий из 7 досок, причем некоторые доски Том может забыть покрасить. Сколькими способами изобретательный маляр может окрасить этот забор?

227. У Тома Сойера хватает терпения ровно на 3 доски. Сколькими способами на этот раз он может покрасить забор?

228. У Тома хватает терпения не более, чем на 3 доски. Сколькими способами на этот раз он может покрасить забор?

229. Тетушка Полли при помощи хворостины добавила Тому терпения, которого теперь может хватить даже на весь забор. Вопрос тот же.

230. Докажите формулу: 
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231. Сколькими способами в книжку из 48 листов можно положить 5 закладок? (закладки кладутся между листами и две не могут лежать рядом).

232. Сколькими способами можно разложить 48 яиц по 6 различным корзинам, чтобы пустых корзин не осталось?

233. Сколькими способами можно разложить 48 яиц по 6 различным корзинам? Корзины можно оставлять пустыми.

234. Сколькими способами в книжку из 48 листов можно положить 5 закладок? Две закладки могут лежать рядом.

235. Сколько решений имеет уравнение 
[image: image16.wmf]k
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 а) в натуральных числах; б) в целых неотрицательных числах?

Сколько решений имеет уравнение 
[image: image17.wmf]18
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, если числа a, b, c, d – однозначные неотрицательные целые числа (цифры)?
236. Сколькими способами можно разложить 48 яиц по 6 корзинам, стоящим в ряд так, что пустыми могут остаться только две крайние корзины.

237. На книжной полке стоят в ряд 12 книг. Сколькими способами можно выбрать 5 из них, чтобы никакие две книги не стояли рядом?

238. Доказать формулу: 
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Счастливые билеты
16 июля
Определение. Билет с шестизначным номером от 000000 до 999999 называется счастливым, если сумма его первых трех цифр равна сумме последних трех цифр.

Наша цель - найти количество счастливых билетов (КСБ).

239.  Докажите, что КСБ не более 100000.

Обозначение. ak - количество трехзначных номеров с суммой цифр k, bk - количество шестизначных номеров с суммой цифр k.

 Докажите, что КСБ с суммой цифр 2k равно ak2.

240. Найдите a) a4; б) a9.

241. Докажите, что 
[image: image19.wmf]2
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242. Докажите, что КСБ равно 
[image: image20.wmf]2
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243. Докажите, что ak= a27-k.

244. Докажите, что КСБ равно 2(
[image: image21.wmf]2
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Определение. Рассмотрим все тройки неотрицательных целых чисел, удовлетворяющих уравнению x + y + z = k. Назовем нарушением слагаемое больше 9. Назовем тройку хорошей, если в ней нет нарушений и плохой в противном случае. Аналогично определяются плохие и хорошие шестерки.

245. Найдите количество плохих троек при k = 10 и k = 11.

246. Докажите, что при 10<k<19 а) зачеркнув цифру десятков в нарушении, мы получим хорошую тройку с суммой k–10; б) количество плохих троек равно 3ak-10 ; в) Из хорошей тройки с суммой k–10 добавлением 10 можно сделать три плохих.

247.  Найдите все ak при k = 0, 1, 2, …, 12, 13 и вычислите КСБ.

248. КСБ = 
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Схема доказательства:

a) КСБ равно количеству шестизначных номеров с суммой цифр 27;

б) плохих и хороших шестерок с суммой k вместе 
[image: image23.wmf]5
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в) плохая шестерка с суммой 27 имеет не более двух нарушений; 

г) при 10(k количество плохих шестерок с одним нарушением в данном месте равно 
[image: image24.wmf]5
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д) при k ( 20 количество плохих шестерок с двумя нарушениями в данных местах равно 
[image: image26.wmf]5
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е) при k < 30 количество хороших шестерок равно 
[image: image28.wmf]5
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Арифметика остатков. Малая Теорема Ферма.
14 июля
249. По колесу целочисленной длины m катится колесо целочисленной длины n. В обод катящегося колеса вбит гвоздь, оставляющий на неподвижном колесе отметки. Докажите, что:

а) Начиная с некоторого момента отметки будут повторяться.

б) В этот момент расстояния между соседними отметками будут равны одному и тому же числу d.

в) Число d – общий делитель чисел m и n.

г) Число d равно некоторой линейной комбинации чисел m и n, то есть представляется в виде am+bn, где а и b – целые числа.

д) d = НОД(m,n).

е) Путь, пройденный подвижным колесом между двумя последовательными попаданиями гвоздя в одно и то же место, равен НОК(m,n).

250. Числа m и n взаимно просты. Докажите, что существуют целые числа a и b, что an + bm = 1.

251. mn делится на простое число p. Докажите, что одно из чисел m или n делится на p.

252. Составьте таблицу умножения ненулевых остатков по модулю 4, 5, 6, 7.   Почему в одних таблицах встречаются нули, а в других – нет?

253. Докажите, что если модуль – простой, то в каждой строке и в каждом столбце таблицы умножения остатков все числа различны. ( То есть каждая строка таблицы содержит все ненулевые остатки,  переставленные в другом порядке.)

254. a целое число, которое не делится на простое число p. То: 

а) числа a, 2a, 3a, …, (p – 1)a дают различные остатки по модулю p.

б) 
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в) (Малая Теорема Ферма)   Докажите, что если  р – простое число и а  не делится на р, то 
[image: image30.wmf])
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255.  Пусть р – простое число.

а) Сколькими способами можно покрасить вершины правильного p-угольника в n  цветов?

б) А если способы, отличающиеся друг от друга поворотом многоугольника вокруг его центра, считаются одинаковыми?

с) Выведите из пункта б) малую теорему Ферма.

Определение: Графом умножения на остаток n по модулю m называется ориентированный граф, вершинами которого служат остатки от деления на m, а из каждой вершины k единственное ребро ведет в вершину kn.

256. а) Постройте графы умножения на 2, 3 и 5 по модулю 10, на 3 по модулю 9, на 1, 2, 3, 4, 5, 6 по модулю 7 [эту работу можно сделать коллективной].

б) Докажите, что граф умножения на ненулевой остаток по простому модулю разлагается на циклы равной длины.

в) Используя результат п. б), докажите малую теорему Ферма.
257. Найдите остаток от деления а) 2100 на 101; б) 7102 на 101; в) 8900 на 29.

258. Докажите, что 162п+1 +(2п+1)16 делится на 17, если  (2п+1)  на 17 не делится. 

259. Докажите, что число 30123+12330 делится на 31.

260. Докажите, что если п – натуральное число не кратное 17, то одно из чисел 
(п8  +1), (п4  +1), (п2  +1), (п  +1), (п  - 1) делится на 17.

261. Докажите, что (17120 - 1)  делится на 143

262. Докажите, что 33000 – 1 делится на 1001

263. Математические хулиганы Гриша и Вова катаются на лифте 17-этажного дома. Они садятся в лифт на этаже с номером n,
[image: image31.wmf])
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 и едут на этаж, номер которого равен остатку от деления 
[image: image32.wmf]2
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на 17. После этого  они умножают на n номер этажа, на котором оказались, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления на 17 полученного произведения. На каком этаже может закончиться пятнадцатая  поездка?

264. Вове и Грише надоело вспоминать, с какого этажа они начали путешествие, и теперь они просто возводят в квадрат номер этажа, на котором находятся, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления результата на 17. Какое максимальное количество поездок удастся им совершить таким способом?

265. Р – простое число большее 5. Докажите, что 11111…11 ( р-1  единица ) делится на р.

Теорема Эйлера
15 июля
Определение. Пусть m – натуральное число. Количество чисел, взаимно простых с m и не больших m, обозначается ((m). Функция ((m) называется функцией Эйлера.

266. Вычислите a) ((1); б) ((6); в) ((25)
267. Пусть p  - простое число. а) Найдите ((p); б) Докажите, что ((pn)=pn-1(p-1).
268. Докажите, что ((m) четна при m > 2.

269. Пусть a и b — взаимно простые натуральные числа. Запишем все числа от 1 до ab в таблицу a(b:

1
2
3
…
b–1
b

b+1
b+2
b+3
…
2b–1
2b

…
…
…
…
…
…

(a–1)b+1
(a–1)b+2
(a–1)b+3
…
ab–1
ab

а) Сколько в этой таблице чисел, взаимно простых с b и  где они располагаются?

б) Докажите, что в каждом столбце есть ровно ((a) чисел, взаимно простых с a. 

в) Где находятся в таблице числа взаимно простые с ab.
г) Докажите, что функция Эйлера — мультипликативна:

     при взаимно простых a  и b   ((ab)=((a)((b).

270. Пусть 
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 Докажите, что 
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271. Постройте графы умножения на 2, 3,и 5 по модулю 14, на 2, 3, 4 по модулю 9[эту работу можно сделать коллективной].
272. Пусть  М – множество, состоящее из всех чисел, меньших m и взаимно простых с ним.  Рассмотрим один из элементов этого множества a и остатки по модулю m его различных степеней  a 2, a 3, …, a n ...  Докажите, что :  а) все эти остатки являются элементами множества  М;   б) для каждого a  существует такое свое наименьшее d, что 
[image: image35.wmf](
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;  в) граф умножения на a по модулю m  на множестве М распадается на несколько циклов равной длины;  г) d является делителем ((m). 
Теорема Эйлера. Для любых натуральных взаимно простых a и m: а((m)(1(mod m).

а) Миша выписал все правильные дроби со знаменателем  30 и привел их все к несократимому виду.  Сколько и каких дробей он получил? Докажите, что  
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. б) Докажите, что любое натуральное число равно сумме значений функции Эйлера для всех его делителей.

273. Пусть а >1,  НОД(a,b)=1. Докажите,  что найдется такое n, что 1+a+a2+a3+...+an делится на b.
274. Рациональное число 
[image: image37.wmf]q
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 (q взаимно просто с 10) представили в виде периодической  десятичной дроби. Докажите, что, ее период является делителем числа ((q).

275. Докажите, что последовательность an=x+nd при любых натуральных x и d содержит бесконечно много членов, разложение которых на простые множители состоит из одних и тех же простых чисел, взятых  в различных степенях.

Неравенства

19 июля
276. Первую треть дороги крокодил Гена с чемоданами и Чебурашка шли рядом,  вторую треть пути Чебурашка толкал Гену с чемоданами в спину и поэтому Гена шел на 1 км/ч быстрее, на оставшемся участке крокодил нес Чебурашку и поэтому шел на 1 км/ч медленнее, чем вначале. Если бы Чебурашка с Геной всю дорогу шли рядом, больше или меньше времени они бы потратили?

277. Основные неравенства. Докажите, что:

а) для произвольных x и y выполняется 
[image: image38.wmf]xy
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б) для неотрицательных x и y выполняется 
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в) для положительных x и y выполняется 
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г) для положительных x и y выполняется 
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278. Сумма двух чисел a и b равна единице. Найдите:

а) наибольшее значение ab;
б) наименьшее значение 
[image: image42.wmf]b
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в) наименьшее значение a2 + b2;

г) наименьшее значение a4 + b4.

279. Для неотрицательных чисел a, b и c докажите 
[image: image43.wmf]abc
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Докажите неравенство: 
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280. Для неотрицательных чисел a, b и c докажите 
[image: image45.wmf]ab
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281. Неравенство Бернулли: при x >-1 и натуральном n выполняется 
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282. Докажите, что а) 1,1100(10, б) 1,1100(1000.

283. Для произвольного натурального n >1  докажите, что 
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284. Какой наибольший объем может быть у прямоугольного параллелепипеда с площадью поверхности 600 кв.см.? 

285.  Докажите, что для любых a, b и c верно 
[image: image48.wmf](

)

c

b

a

abc

c

b

a

+

+

³

+

+

4

4

4

.
286. Докажите двойное неравенство: 
[image: image49.wmf](
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287. Докажите неравенства: а) 
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288. Докажите неравенство для отличных от нуля a, b и c: 
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Неравенства –2
20 июля

289. Докажите неравенство: 
[image: image54.wmf]3
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Неравенства о средних (среднее гармоническое не больше среднего геометрического не больше среднего арифметического не больше среднего квадратичного):
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290. а) Докажите, что если сумма нескольких положительных чисел постоянна, то их произведение достигает наибольшего значения при равенстве этих чисел.                           б) Выведите из предыдущего пункта неравенство о средних. 

291. а)  Докажите, что если произведение нескольких чисел постоянно, то сумма их обратных величин достигает наименьшего значения при равенстве этих чисел.

б) Выведите из предыдущего пункта неравенство о среднем геометрическом и  среднем гармоническом.

292. Докажите, что для положительных a, b и c: 
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293. Докажите неравенство 
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294. Докажите, что для положительных a, b и c верно неравенство 
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295. Известно, что a1,a2,…,an>0,  a1+a2+…+an=1. Докажите, что 
[image: image59.wmf]
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296. а)  Докажите, что если сумма нескольких чисел постоянна, то сумма их квадратов величин достигает наименьшего значения при равенстве этих чисел.

б) Выведите из предыдущего пункта неравенство о среднем арифметическом и  среднем квадратичном.

297. Пусть b1, b2, …, bn произвольная перестановка положительных чисел a1, a2, …, an. Докажите, что 
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298. Десять восьмиклассников стоят с ведрами в очереди перед краном. Все ведра имеют различный объем. В каком порядке должны располагаться школьники очереди, чтобы суммарное время ожидания было: а) наименьшим? б) наибольшим?

299.  (Транснеравенство) Пусть a1(a2(…(an(0, b1(b2(…(bn(0, c1, c2, …, cn — некоторая перестановка чисел b1, b2, …, bn.  Докажите, что тогда a1b1+a2b2+…+anbn ( a1c1+a2c2+…+ancn ( a1bn+a2bn–1+…+anb1.   (Обратите внимание, что в отличие от многих других неравенств здесь числа не обязаны быть положительными.)

300. Докажите, что  
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301. Для положительных чисел x, y, z докажите неравенство


[image: image64.wmf]y

x

z

x

z

y

z

y

x

x

z

z

z

y

y

y

x

x

+

+

+

+

+

£

+

+

+

+

+

.

302. Докажите, что для любых положительных чисел a, b и c выполнено неравенство 


[image: image65.wmf]
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Докажите, что при любых положительных числах a, b, c и d выполнено неравенство: 
[image: image67.wmf]1<
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Неравенства -3

21 июля
303.  (неравенство Чебышёва) Докажите, что для чисел a1(a2(…(an(0, b1(b2(…(bn(0 выполнено неравенство (a1+a2+…+an )(b1+b2+…+bn) ( n(a1b1+a2b2+…+anbn).

304. Используя неравенство Чебышева, докажите, что среднее арифметическое нескольких действительных чисел не превосходит их среднее квадратичное: 
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305. Докажите при  помощи транснеравенства неравенство Коши о среднем арифметическом и среднем геометрическом. (Введите вспомогательные переменные 
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 , где G – среднее геометрическое чисел 
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Докажите, используя транснеравенство, неравенство о среднем геометрическом и среднем гармоническом:  
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 для положительных чисел 
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306. Найдите положительное x, при котором  выражение 
[image: image77.wmf]5
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307. При каком положительном x выражение 
[image: image78.wmf]m
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принимает наименьшее значение, если a и b – положительны, а  m и n – натуральные числа?

308. Докажите неравенство Коши-Буняковского: для любых действительных чисел  a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn:

(a1b1+a2b2+...+anbn)2 ( (a12+a22+...+an2)(b12+b22+...+bn2).
309. Докажите с помощью КБ неравенство о среднем арифметическом и среднем квадратичном.

310. Докажите с помощью КБ неравенство о среднем арифметическом и среднем гармоническом.

Полуинвариант

21 июля

311. Двое по очереди ходят шахматным королем. Можно ходить влево, вниз или по диагонали вниз-влево. Докажите, что игра закончится за конечное число ходов, где бы не стоял король вначале на доске, бесконечной вверх и вправо.

312. А если король может еще ходить по диагонали вправо-вниз?

313. На столе лежат несколько кучек спичек (но не менее трех). Во всех кучках число спичек разное. Каждым ходом можно переложить одну спичку из самой большой кучи в самую маленькую, если при этом не образуется равных кучек. Докажите, что при любом начальном наборе кучек можно будет сделать лишь конечное число перекладываний.

314. В парламенте у каждого депутата не больше трех врагов. Докажите, что парламент можно разделить на две палаты так, что у каждого парламентария будет не больше одного врага в своей палате.

315. На доске написаны числа 1,2,…,1999. Разрешается заменять любое число на произведение его цифр, и любые два числа на их сумму. Можно ли такими заменами добиться чтобы среди чисел на доске появилось 2000000?

316. Сумасшедший путешественник едет из родного города A в самый удаленный от него город B, затем в самый удаленный от города B город C и так далее. Оказалось, что C не совпадает с A. Докажите, что путешественник никогда не вернется домой.

317. По окружности выписаны несколько натуральных чисел. Между каждыми двумя выписывается их НОД, затем прежние числа стираются. Докажите, что через некоторое время все числа на окружности будут равны.

318. а) В прямоугольной таблице записаны целые числа. Разрешается менять знак сразу у всех чисел одной строки или одного столбца. Докажите, что можно добиться того, чтобы в каждой строке и в каждом столбце сумма чисел была бы неотрицательна. б) То же, но числа могут быть не целыми.

319. На плоскости дано 2n точек общего положения. n из них окрашены в красный цвет, остальные – в синий. Докажите, что эти точки можно соединить n непересекающимися отрезками, каждый из которых будет соединять красную точку с синей.

320. В ряд лежит 100 монет: орел, решка, орел, решка... Можно одновременно переворачивать несколько подряд. За какое наименьшее число операций можно перевернуть все монеты на одну сторону? А для произвольного числа монет? А если они лежат произвольным образом?

321. В городе живут алкоголики и трезвенники. Назовем человека странным, если более половины его друзей ведут не такой образ жизни, как он сам.  С течением времени, если остались в городе странные люди, то какой-либо из них поддается влиянию друзей и меняет образ жизни. Докажите, что когда-либо в городе не останется ни одного странного человека.

322. Из каждой вершины конечного графа выходит ровно три ребра. Докажите, что ребра такого графа всегда можно раскрасить в два цвета так, чтобы из каждой вершины выходили ребра обоих цветов.
323. * Докажите, что если в графе с 2n вершинами степень каждой вершины не меньше n, то существует цикл, в который входят все вершины (гамильтонов цикл).

Вступительная олимпиада

04 июля
324. [image: image82.wmf]Самолет вылетел из Москвы в час ночи 15 декабря по московскому времени и прибыл в город N в семь утра того же дня по местному времени. В полдень 15 декабря по N-скому времени он вылетел в город P и прибыл туда в 13.00 того же дня по P-скому времени. Через два часа он вылетел в Москву и вернулся туда в 18.00 15 декабря по московскому времени. Сколько времени самолет находился в воздухе?

325. Два равносторонних треугольника, периметр одного из которых равен 6 см, а периметр другого – 9 см, ограничивают шестиугольник, противоположные стороны которого попарно параллельны (см. рис.). Найдите периметр шестиугольника.

326. В конкурсе по решению задач участвовали шесть учеников. Катя решила 3/4 всех задач и еще 2/3 от того, что решил Петя. Лена решила 1/2 всех задач и еще 1/10 того, что решил Вася. Маша решила 3/5 всех задач и еще 1/7 от того, что решил Федя. Первенство определялось по числу решенных задач. Две девочки показали одинаковый результат, а больше одинаковых результатов не было. Определите, кто какое место занял.

327. В предложении "В …равных треугольниках против …равных сторон лежат …равные углы" вместо каждого из многоточий можно ставить или не ставить приставку "не".

а) Выпишите все утверждения, которые можно получить таким образом.

б) Для каждого из них выясните, верно оно всегда, только иногда (а иногда неверно) или не верно никогда. Не забудьте обосновать ответы.

328. Учитель записал в ряд 91 число. Каждое из записанных чисел равно 1 или –1. Ученик может назвать любые 19 мест ряда, и учитель сообщит ему произведение чисел, стоящих на этих местах. Какое наименьшее количество вопросов необходимо задать ученику, чтобы найти произведение всех чисел ряда?

329. n столбиков, составленных из шашек, расставили по кругу. После этого каждый час выбирали какой-то столбик и перекладывали из него по одной шашке в каждый из двух соседних столбиков. Через k часов оказалось, что в каждом столбике столько же шашек, сколько было вначале. Докажите, что k делится на n.

Внутренний математический бой

07 июля
330. Натуральные числа от 1 до N сложили, а затем в полученном результате зачеркнули три последние цифры. Получилось N. Найдите N. 

331. Егор, Дима и Вадик соревновались в нескольких видах спорта. За первое место в каком-либо виде спорта каждый из них получал a баллов,  за второе –  b баллов, а за третье – c баллов (a, b, c – натуральные числа и a > b > c). Егор набрал 22 балла, а Вадик с Димой по 9 баллов. Причем Вадик был первым в прыжках с обрыва. Кто был вторым в плавании по течению?

332. В таблице 10(10 по порядку расставлены  числа от 0 до 99. После этого у некоторых чисел поменяли знак так, что в каждой строке и в каждом столбце оказалось по 5 отрицательных чисел. Какие значения может принимать сумма всех чисел таблицы.

333. В группе 30 человек. Каждому нравится ровно m человек из группы. При каком наименьшем  m наверняка найдутся два человека, которые нравятся друг другу?     
334. В волейбольном турнире участвовало 14 команд. Докажите, что всегда   найдутся три такие команды, что любая из оставшихся проиграла хотя бы одной из них. Ничьих в волейболе не бывает.

335. Стороны произвольного выпуклого четырехугольника продлены и построены четыре окружности, каждая из которых касается одной стороны и продолжения двух соседних с нею сторон. Докажите, что центры этих окружностей лежат на одной окружности.

336. Целые числа a и b таковы, что  произведение (25a + 26b)(26a + 25b) делится на 17. Докажите, что это произведение делится на 289.

337. Трое велосипедистов ездят с различными постоянными скоростями по круглому велотреку. У них есть фляжка, которая обязательно передается от одного к другому при встрече или обгоне (ситуаций, когда все трое оказываются одновременно в одном месте, не случается). Может ли оказаться, что как бы долго они ни ездили, к одному из них фляжка так и не попадет?

Межгрупповой математический бой

12 июля
338. Семь точек в круге единичного радиуса расположены так, что расстояние между любыми двумя из них не меньше единицы. Доказать, что одна из точек совпадает с центром круга.

339. Какое максимальное количество фишек можно расставить на шахматной доске так, чтобы на всякой вертикали, горизонтали и диагонали их стояло четное число? (Диагональю называется любой прямой путь шахматного слона от одного края доски до другого; одна угловая клетка тоже считается диагональю.)

340. Решите уравнение в натуральных числах: 
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341. Двое играют в следующую игру. Игроки красят по очереди узлы клетчатой бумаги в свой цвет. Выигрывает тот, кто первым покрасит своим цветом четыре узла, являющиеся вершинами квадрата. Кто победит при правильной игре?

342. Прямоугольник площади 
[image: image80.wmf]S

 двумя перпендикулярными прямыми разбит на четыре прямоугольника. Доказать, что площади по крайней мере двух из  них не превосходят 
[image: image81.wmf]S
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343. Три одинаковые колоды карт положили друг на друга, предварительно каждую перетасовав. Оказалось, что между дамами пик первой и второй колоды лежит столько же карт, сколько между дамами пик второй и третьей колоды; то же верно для любых трех одинаковых карт из всех трех колод. Докажите, что во всех трех колодах карты легли в одинаковом порядке.

344. В акционерном обществе «Елки-палки»  1999 акционеров. Известно, что любые 1000 акционеров вместе обладают не менее, чем половиной всех акций.     Какую наибольшую долю акций может иметь один акционер?

345. Пусть K – середина стороны BC треугольника ABC. На лучах AB и AC взяты точки X и Y соответственно таким образом, что AX = AY и точка K лежит на отрезке XY. Докажите, что BX = CY.

Математический бой 7(профи) – 8

17 июля
346. Известно, что уравнения x2+p=n2y2 и u2+p2=n2v2, где p — некоторое простое, имеют решения в натуральных числах x, y, u, v. Чему может быть равно натуральное число n? 

347. N человек не знакомы между собой. Нужно так познакомить друг с другом некоторых из них, чтобы не было трех человек с одинаковым числом знакомых. Докажите, что это можно сделать при любом N.

348. Дана замкнутая самонепересекающаяся ломаная на поверхности единичного куба. Ее вершины лежат на ребрах куба, а все ее звенья на каждой грани параллельны между собой. Может ли длина ломаной быть больше 100?

349. На прямоугольном листе клетчатой бумаги расположено несколько прямоугольных карточек 1(2, стороны которых лежат на линиях сетки. Карточки покрывают лист в два слоя, (то есть каждую клетку листа покрывают в точности две карточки). Докажите, что можно убрать часть карточек так, чтобы оставшиеся покрывали лист в один слой (передвигать карточки нельзя).

350. [image: image83.png]


Точку А симметрично отразили относительно четырех прямых. При этом оказалось, что ее образы попали на некоторую окружность с центром О. Затем точку О симметрично отразили относительно тех же прямых. Докажите, что образы точки O принадлежат одной окружности.

351. [image: image84.wmf]Одинаковые прямоугольники ABCD и KLMN имеют соответственно параллельные стороны и расположены как показано на рисунке. Докажите, что площади четырехугольников ALCN и KBMD равны. 

352. Двое играют в такую игру. Первый пишет число 1. Второй прибавляет к нему 1 или 2 и пишет результат. Затем первый прибавляет к результату 1, 2 или 3 и пишет новый результат. Второй прибавляет к этому новому результату 1, 2, 3 или 4 и пишет результат и так далее. Побеждает тот, кто первым напишет число 100. Кто победит независимо от игры противника?

353. По четырем одинаковым окружностям с центрами в вершинах квадрата с постоянными равными скоростями бегают спортсмены, не переходя с окружности на окружность. Известно, что из любых трех спортсменов хотя бы двое иногда встречаются. Каково наибольшее возможное число спортсменов? (Спортсмены могут встретиться, если они бегут по одной окружности в противоположных направлениях или если они бегут по разным окружностям, но одновременно оказываются в точке касания окружностей.)

Заключительная олимпиада
22 июля
Довывод
354. В турнире участвовало 10 шахматистов, и каждый сыграл с каждым по одной партии. Могли ли какие-то три участника вместе набрать на 4 очка больше, чем остальные семеро? За победу в шахматах дают 1 очко, за ничью – 1/2 очка, за поражение – 0 очков.

355. На острове Буяне, где живут только рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут, объявлен конкурс на должность мэра. Каждый из п претендентов на эту должность сделал заявление, а именно: k-ый претендент (1 ( k ( n) сказал: “Не считая меня, среди претендентов лжецов на k больше, чем рыцарей”. Сколько человек претендуют на должность мэра (найдите все возможности)?

356. Дан треугольник АВС, в котором АВ = ВС. На стороне АВ выбрана точка Е, а на продолжении стороны АС за точку А выбрана точка D так, что углы BDC и ECA равны. Докажите, что площади треугольников DEC и АВС равны.

357. Назовём десятизначное число интересным, если оно делится на 11111, и все его цифры различны. Сколько существует интересных чисел?

358. В ряд выписали несколько натуральных чисел (не обязательно различных). Затем под каждым числом подписали, сколько раз оно встречается в этом ряду. Получился второй ряд чисел. По нему таким же образом построили третий ряд, и т.д. Докажите, что на некотором шаге получатся два идущих подряд одинаковых ряда.

Вывод

359. Незнайка написал на доске несколько различных натуральных чисел и поделил (в уме) их сумму на их произведение. После этого он стёр самое маленькое число и поделил (опять в уме) сумму оставшихся чисел на их произведение. Второй результат оказался втрое больше первого. Какое число стёр Незнайка?

360. Верно ли, что внутри любого выпуклого пятиугольника найдется точка, соединив которую с вершинами пятиугольника, мы разобьем его площадь на пять равных частей?

361. Имеется квадрат клетчатой бумаги размером n(n клеток и связная фигура неизвестной формы, состоящая из n – 1 клетки. Докажите, что из этого квадрата можно с гарантией вырезать четыре таких фигуры. Фигура, составленная из клеток, называется связной, если любые две её клетки можно соединить цепочкой её клеток, в которой любые две соседние клетки имеют общую сторону.
362. Есть два сосуда емкостью 1 и 2 литра без делений, два крана – с горячей и холодной водой и раковина для слива воды. Докажите, что для любой наперед заданной температуры можно отмерить 1 л воды, температура которой отличается от заданной не более чем на 1/2002 градуса.

363. В прямоугольнике провели n линий, параллельных одной из его сторон и m линий, параллельных другой его стороне. Каждый их (n + 1)(m + 1) образовавшихся прямоугольников покрыт карточкой, на нижней стороне которой написана его площадь. Какое наименьшее число карточек надо перевернуть, чтобы наверняка узнать площадь всего прямоугольника?
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