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Окружности, радикальные оси
и другие геометрические места

13 июля. Профи
1. Даны точки A и B на плоскости и положительное число k≠1. Докажите, что геометрическое место точек X, для которых |AX|:|BX|=k, является окружностью. Эта окружность называется окружностью Аполлония.
2. Через точку O, находящуюся на расстоянии d от центра окружности S радиуса r, проведена прямая, пересекающая окружность в точках A и B. Докажите, что |AO|∙|OB|=|d2-r2|. Данная величина называется степенью точки O относительно окружности S.
3. На плоскости даны две неконцентрические окружности S1 и S2. Докажите, что геометрическое место точек, для которых степень относительно S1 равна степени относительно S2 ― прямая. Эта прямая называется радикальной осью окружностей S1 и S2.
4. На плоскости даны три попарно пересекающиеся окружности, центры которых не лежат на одной прямой. Докажите, что прямые, содержащие три общие хорды этих окружностей, пересекаются в одной точке.

5. Даны окружность и точка A вне ее. Пусть окружность, проходящая через A, касается данной в произвольной точке B, а касательные к ней, проходящие через точки A и B, пересекаются в точке M. Найдите геометрическое место точек M.
6. На прямых AB и AC взяты точки M и N соответственно. Докажите, что общая хорда окружностей с диаметрами CM и BN проходит через точку пересечения высот треугольника ABC.

7. Внутри выпуклого многоугольника расположено несколько непересекающихся кругов. Докажите, что этот многоугольник можно разрезать на несколько выпуклых многоугольников так, чтобы в каждом из них располагался ровно один круг.
8. а) Через точку P, лежащую на общей хорде AB двух пересекающихся окружностей, проведены хорда A1B1 первой окружности и хорда A2B2 второй окружности. Докажите, что четырехугольник A1A2B1B2 вписанный. б) (Теорема о бабочке.) Через середину P хорды AB окружности проведены секущие A1B1 и A2B2. Хорды A1A2 и B1B2 пересекают хорду AB в точках M и N. Докажите, что PM=PN. (Указание: используйте центральную симметрию с центром
в точке P.)
