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1. а) На сторонах треугольника взяли по точке и соединили их отрезками с некоторой точкой внутри треугольника. Докажите, что если два из трех получившихся четырехугольников ― вписанные, то третий ― тоже вписанный. б) На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC взяты точки C1, A1 и B1 соответственно. Докажите, что описанные окружности треугольников AB1C1, BA1C1 и CA1B1 проходят через одну точку.

2. На плоскости даны две пересекающиеся окружности. Через одну из точек их пересечения проводится произвольная прямая l, вторично пересекающая окружности в точках A и B. Докажите, что а) угол между прямыми, касающимися окружностей в точках A и B, не зависит от выбора прямой l;
б) этот угол равен углу между касательными к этим окружностям в точке пересечения.

3. Два угла на плоскости, пересекаясь в четырех точках, образуют четырехугольник. Докажите, что он является вписанным тогда и только тогда, когда биссектрисы исходных углов перпендикулярны.

4. На стороне AB равнобедренного треугольника ABC (AB=BC) выбрана точка D. Через точку D провели касательную к описанной окружности треугольника ADC. Она пересекла описанную окружность треугольника BDC в точке M. Докажите, что BM параллельна AC.

5. Четыре прямые общего положения образуют четыре треугольника. Докажите, что описанные окружности этих треугольников пересекаются в одной точке (она называется точкой Микеля этих четырех прямых).

6. a) На описанной окружности треугольника ABC отмечена точка‎‎‏ P. Пусть A1, B1 и C1 ― основания перпендикуляров, опущенных из точки P на прямые BC, AC и AB соответственно. Докажите, что точки A1, B1 и C1 лежат на одной прямой. Эта прямая называется прямой Симсона. б) Докажите, что если основания перпендикуляров, опущенных из точки X на прямые BC, AC и AB лежат на одной прямой, то точка X лежит на описанной окружности треугольника ABC.
Для самостоятельного решения

7. AA1 и BB1 ― высоты треугольника ABC, H ― его ортоцентр. Описанная окружность треугольника ABC вторично пересекается с описанной окружностью треугольника CA1B1 в точке P. Докажите, что прямая PH делит сторону AB пополам.

