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Многочлены с целыми коэффициентами
8 июля. Профи
1. Найдите все целые значения a, b и c такие, что 
(x-a)(x-10)+1=(x+b)(x+c).

2. Пусть f(x) — многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что для любых целых a и b число f(b)–f(a) делится на b–a.

3. Докажите, что полином f(x) с целыми коэффициентами не имеет целых корней, если f(0) и f(1) ( нечетные числа.

4. Докажите, что если P(x) — многочлен с целыми коэффициентами, то P(P(P…P(n)…))–n делится на P(n)–n.
5. Докажите, что если p/q – несократимая дробь, являющаяся корнем полинома f(x)=anxn+(+a1x+a0 с целыми коэффициентами, то а) q делит an; б) p делит a0.

Определение. Многочлен называется неприводимым над Z (над Q, над R,…), если он не раскладывается на множители с целыми (рациональными, вещественными,…) коэффициентами, отличные от константы.

6. (Критерий Эйзенштейна.) Пусть f(x)=xn+an–1xn–1+…+a0 — многочлен с целыми коэффициентами и p — простое число. Докажите, что если p|a0, p|a1,…, p|an–1, но a0 не делится на p2, то многочлен f(x) неприводим (как многочлен с целыми коэффициентами). 

7. Пусть P(x) — многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что в последовательности P(n) бесконечно много составных чисел.
Для самостоятельного решения

8. Многочлен x2n+a1x2n-2+a2x2n-4+…+an-1x2+an делится на x-1. Докажите, что он делится на x2-1.
9. Все коэффициенты многочлена P(x)=a0xn+…+an-1x+an, ― целые числа. Известно, что уравнения P(x)=1, P(x)=2, P(x)=3 имеют целые корни. Докажите, что уравнение P(x)=5 не может иметь двух или более целых корней.

