Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Квадратичные вычеты
15 июля
1. Коля перемножил три подряд идущих целых числа, а Вася – два числа, идущие через 2. Может ли Васино число быть больше Колиного на 10?
Далее p ― это нечётное простое число.
Напоминание. Для каждого ненулевого вычета a по простому модулю p существует единственный обратный вычет, т.е. такой вычет b, что ab≡1 (mod p).

Определение. Число r называется квадратичным вычетом по модулю p если существует такое целое a, что a2≡r (mod p). В противном случае r называется квадратичным невычетом.
2. Докажите следующие свойства квадратичных вычетов:

10. Среди чисел 1, 2, … (p-1) поровну вычетов и невычетов.

20. Если r1 и r2 ― вычеты, то r1r2 тоже вычет.

30. Если r1 ― вычет, а r2 ― невычет, то r1r2 ― невычет.

40. Если r1 и r2 ― невычеты, то r1r2 ― вычет.
Определение. Символом Лежандра вычета a по модулю p называется число 
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3. Докажите, что 
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 (mod p).
4. Решите в натуральных числах уравнение 4ху-х-у=z2.
5. Решите уравнение x2+1≡0 (mod p), если a) p=4k+3; b) p=4k+1 для некоторого целого k.
6. Докажите, что для любого простого p существуют такие два многочлена P(x) и Q(x) с целыми коэффициентами, не равные константе, что 
P(x)∙Q(x)≡x4+1 (mod p). 
Для самостоятельного решения

7. Докажите, что простых чисел вида 4k+1 бесконечно много.
8. Последовательности xi и yi заданы x1=1, y1=100, xn+1=xn237+yn, yn+1=yn237+xn. Докажите, что ни при каком n число xnyn не делится на 239.
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