Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Заключительная олимпиада

Решения задач

1. Жюри составляет варианты олимпиады для 6, 7, 8, 9 и 10 классов.  Члены жюри договорились, что в каждом варианте должно быть 7 задач, ровно 4 из которых не встречаются ни в одном другом варианте. Какое максимальное число различных задач можно включить в такую олимпиаду?

Решение. Ответ: 27. Всего 4
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5 задач, уникальных для какого-то класса. Осталось некоторое количество задач, которые встречаются 3
[image: image2.wmf]´

5 = 15 раз. Так как каждая задача используется по меньшей мере два раза, то повторяющихся задач не более семи. (Если бы их было 
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8, то встречались бы они не менее 16 раз). Пример (в каждом столбце под классом указаны номера задач, включённых в вариант – всего 27):

	Включенные задачи
	6 класс
	7 класс
	8 класс
	9 класс
	10 класс

	
	1
	8
	12
	19
	24

	
	2
	9
	13
	20
	25

	
	3
	10
	14
	21
	26

	
	4
	11
	15
	22
	27

	
	5
	5
	16
	16
	17

	
	6
	6
	17
	17
	18

	
	7
	7
	18
	23
	23


2. Пусть х0 – корень уравнения х3 + px + q =0. Докажите, что p2 ≥ 4x0q.

Первое решение. р2 – 4х0q = p2 – 4x0(– x03 – px0) = (2x02 + p)2 ≥ 0.

Второе решение. Если х0 = 0, то неравенство выполняется. Если х0 ≠ 0, рассмотрим квадратное уравнение х0х2 + рх + q = 0, оно имеет корень х0, поэтому дискриминант уравнения D = p2 – 4x0q неотрицателен.
3. Хорда АВ окружности радиуса R пересекает диаметр в точке P и образует с ним угол 450. Найдите АР2 +ВР2.
Решение. Пусть В1 – точка, симметричная В относительно данного в условии диаметра СD. Тогда 
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APB1 = 900. Нетрудно видеть, что градусная мера дуги АВ1 составляет 900. Отсюда имеем: AP2 + BP2 = AP2 + B1P2 = AB12 = 2R2.

4. На прямой отмечены n различных точек A1, A2, …, An. Пусть M – множество середин всевозможных отрезков с концами в данных точках. Какое наименьшее количество различных точек может быть в M?
Решение. Ответ: 2n – 3. Пример: n точек с координатами 2, 4, 6,…, 2n (тогда множество M состоит из точек с координатами 3, 4,…, 2n – 1 – всего 2n – 3 точки). Доказательство оценки проведем по индукции. База индукции (n = 2): для двух точек множество M состоит ровно из одной точки – середины отрезка с концами в этих точках. Предположим, что для n отмеченных точек в множестве M содержится не менее 2n – 3 точек. Докажем, что множество M для n + 1 отмеченной точки содержит не менее 2n – 1 точки. Обозначим отмеченные точки A1, A2,…, An + 1 слева направо. Удалим точку An + 1. Тогда множеству M перестанут принадлежать, по крайней мере, 2 точки – середины отрезков с концами в точках An + 1 и An и в точках An + 1 и An – 1, так как левый конец любого из оставшихся отрезков не правее An – 1, а правый его конец не правее An. По предположению индукции множество M для точек A1, A2, …, An содержит не менее 2n – 3 точек. Значит, множество M для точек A1, A2, …, An + 1 содержит как минимум на две точки больше, то есть оно содержит не менее 2n – 1 точки.

5. Дана клетчатая полоска 
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´

. Два игрока ходят поочередно. За один ход игрок либо выставляет новую фишку в одну из свободных клеток, либо передвигает ранее выставленную фишку до ближайшей справа фишки. В начальной позиции все клетки свободны. Игра заканчивается, когда все клетки будут заняты фишками, причем победителем считается игрок, сделавший последний ход. Кто победит при правильной игре: начинающий или его соперник?
Решение. Выигрывает первый. Занумеруем клетки слева направо 1, 2, …, 25. Первым ходом первый пойдет в клетку номер 25. Разобьем оставшиеся клетки на пары 1 и 2, 3 и 4, 5 и 6 и т. д. 23 и 24. Если второй ставит новую фишку в одну из клеток пары, первый ставит новую фишку в другую клетку пары. Если второй не ставил новую фишку, то он сдвигал фишку из правой клетки пары (2k – 1, 2k) в правую клетку пары (2n – 1, 2n). Тогда первый передвигает фишку клетки с номером 2k – 1 в клетку с номером 2n – 1.

Вывод

6. Докажите, что каждое натуральное число можно представить в виде разности двух взаимно простых составных чисел.
Первое решение Пример: n = ((3n)! + 2n + 1) – ((3n)! + n + 1). Число (3n)! + 2n + 1 составное, так как но делится на 2n + 1. Число (3n)! + n + 1 тоже составное, так как оно делится на n + 1. Так как разность чисел (3n)! + 2n + 1 и (3n)! + n + 1 равна n и они взаимно просты с n, то они взаимно просты друг с другом.
Второе решение. Выберем простые числа p > n, q > n. Найдем такие натуральные x, y, что xp – yq = 1 (это возможно по теореме о линейном представлении наибольшего общего делителя). Тогда подходят числа p(yn+q) и q(xn+p). Их разность равна n, а общих делителей у них и n быть не может из-за того, что (n, pq) = 1.
Третье решение. Выберем простое число p > n. Тогда (n + p)p и (n + p)p – n подходят (второе из них делится на p в силу малой теоремы Ферма).
7. Дан треугольник АВС. На продолжении отрезка ВС за точку В отмечена точка D так, что BD = BA, точка М – середина АС. Биссектриса угла АВС пересекает прямую DM в точке Р. Докажите, что 
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Решение. Проведем через точку Р прямую, параллельную АС, она пересекает лучи DA и DC в точках Y, X соответственно. Тогда YP = XP, ВР||DY, отсюда BX = BD = BA. Треугольники ABP и XBP равны, отсюда 
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8. Выпуклый n – угольник разделен непересекающимися диагоналями на треугольники так, что каждая вершина n – угольника является вершиной нечетного числа треугольников. Докажите, что n кратно трем.
Решение. Покрасим треугольники в два цвета (например, черный и белый) так, чтобы любые два смежных треугольника были смежных цветов. Возможность такой раскраски можно доказать по индукции. Очевидно, что при данном разбиении каждая диагональ многоугольника является общей стороной для каких-то двух смежных треугольников, поэтому можно считать, что она покрашена двумя цветами.
Поскольку каждая вершина многоугольника является вершиной нечетного количества треугольников, то крайние треугольники с общей вершиной покрашены в один цвет. Поэтому все треугольники, которые имеют с многоугольником хотя бы одну общую сторону, покрашены в один цвет (например, белый). Тогда все стороны многоугольника покрашены в белый цвет. Пусть а – количество белых треугольников, b – количество. Тогда n = 3a – 3b.

Послевывод
9. Докажите, что если x + y + z = 0, то x2y2 + y2z2 + z2x2 + 3 ≥ 6xyz.

Решение. Перенесем все в одну часть и прибавим к ней (x + y + z)(x + y + z – 2) (это выражение равно нулю). Тогда неравенство превратится в очевидное:

(xy – z + 1)2 + (yz – x + 1)2 + (zx – y + 1)2 ≥ 0.
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