Решения, указания по задачам «Карусели».
Исходные задачи.

1. Расставьте в записи 4(12 + 18:6 + 3 скобки так, чтобы получился наименьший возможный результат.
(4*12+18):(6+3) – число, на которое делим, должно быть максимальным из всех возможных, а число на которое умножаем, должно быть минимальным из всех возможных при наших условиях.
2. В равнобедренной трапеции со взаимно перпендикулярными диагоналями основания равны a и b. Чему равна высота трапеции?

Проведя высоту через точку пересечения диагоналей, замечаем, что каждый из двух получившихся кусочков равен половине соответствующего основания (это высоты из вершин прямых углов в равнобедренных прямоугольных треугольниках). Следовательно, высота равна (a+b)/2.

3. Найдите все двузначные числа, у которых четвертая степень суммы цифр равна сумме цифр четвертой степени самого числа.
Четвертая степень двузначного числа меньше 1004, т.е. содержит не более 8 знаков, а значит, ее сумма цифр не превышает 8(9=72. Тогда сумма цифр самого двузначного числа не более 
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, а это либо 1, либо 2. Проверяя варианты чисел 10, 11, 20, находим два ответа – 10 и 11.

4. Две стороны треугольника равны 2 и 3. Какую длину должна иметь третья сторона, чтобы самый большой угол треугольника был как можно меньше?
В случае равнобедренного треугольника со сторонами 2, 3, 3, два наибольших угла будут равны между собой, а в любом другом случае угол либо напротив стороны длины 3, либо напротив третьей стороны ( если она окажется больше 3) будет еще больше.

5. Какое число стоит на 2004 месте в последовательности чисел: 1; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; 4; 5;…?
Число n стоит на местах с (n - 1)(n/2 + 1  по  n((n+1)/2. Значит, на 2004 месте стоит число 63.
6. Средний возраст членов гимнастической секции - 11 лет, старосте секции - 17 лет, а средний возраст остальных членов секции - 10 лет. Сколько детей занимается в секции?
Пусть в секции N детей. Тогда получим уравнение: 11N=10(N-1)+17. Отсюда N=7.

7. В первый сплав два металла входят в отношении 1:2, а в другой сплав – в отношении 2:3. Из скольких частей обоих сплавов можно получить третий сплав, содержащий эти же металлы в отношении 17:27 ?  (Ответ дать в виде отношения долей этих двух сплавов)
Пусть взяли 3А частей первого сплава и 5В частей второго сплава. Тогда получим систему из двух уравнений с двумя неизвестными: А+2В=17 и 2А+3В=27. Решая ее, находим А=3, В=7. Соответственно количества частей относятся как 3А:5В=9:35.

8. Сумму двух трехзначных натуральных чисел поделили на модуль их разности. Получилось четное число. Какое наибольшее значение оно могло принимать?
Модуль разности не может равняться 1, так как иначе получаются числа разной четности и отношение не может быть равным четному числу. Следовательно, делили максимум 999+997 на минимум 2, т.е. наибольшее значение отношения равно 998.

9. Цена за вход на стадион 30 рублей. Для увеличения дохода были снижены цены, при этом количество посетителей увеличилось наполовину, а доход – на четверть. На сколько рублей была снижена цена на билет?
Доход увеличился в 5/4 раза, а посещаемость в 3/2 раза, значит, цена билета изменилась в 5/4:3/2=5/6 раза, т.е. уменьшилась на шестую часть, равную 5 рублям.

10. Сколько существует четырехзначных чисел, которые при зачеркивании первой цифры уменьшаются в 9 раз?
Обозначив число за 
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[image: image3.wmf]bcd

abcd

9

=

, из которого следует, что 


[image: image4.wmf]bcd

bcd

a

9

1000

=

+

, а значит, 
[image: image5.wmf]bcd

a

=

125

. При значениях числа а от 1 до 7 и будут получаться трехзначные числа 
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. Таким образом, существуют 7 чисел с нужным свойством.
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11. Разделить прямоугольник размером 18(8 на две части так, чтобы из них можно было составить квадрат.
                                                                                                                                                                                                                                         6                  12         
12. Решите ребус:    БАРС=(Б+А+С)4

Б+А+С не меньше 
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 и не больше 
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, т.е. больше 5 и меньше 10. Проверяя в качестве суммы этих трех цифр числа 6, 7, 8, 9, находим только один подходящий вариант    2401=(2+4+1)4.

13. Студент за пять лет учебы сдал 31 экзамен. В каждом следующем году он сдавал больше экзаменов, чем в предыдущем, а на пятом курсе – втрое больше, чем на первом. Сколько экзаменов он сдал на четвертом курсе?
Если студент на первом курсе сдал не более 2 экзаменов, то за пять лет он сдал не более 2+3+4+5+6=20 экзаменов – противоречие. Если студент на первом курсе сдал не менее 4 экзаменов, то за пять лет он сдал не менее 4+5+6+7+12=34 – противоречие. Значит, на первом курсе он сдал – 3 экзамена, на пятом – 9, а за три остальных курса –19 экзаменов. При этом возможны следующие варианты 4+5+10, 4+6+9, 4+7+8, 5+6+8, из которых условию удовлетворяют только два последних, а следовательно, на четвертом курсе он сдал 8 экзаменов.
14. Найти наибольшее трехзначное число, которое при делении на 43 дает остаток,  равный частному.
Надо найти наибольшее трехзначное число, делящееся на 44, а это – 968.

Зачетные задачи.

1. Обезьяны несли Маугли орехи. По дороге они поссорились, и каждая обезьяна бросила в каждую по ореху. В результате Маугли досталось только 103 ореха. Известно, что каждая обезьяна несла одинаковое количество орехов. Сколько?

Пусть k – число обезьян, x – количество орехов у каждой обезьяны. Тогда общее число орехов равно kx, с другой стороны, каждая обезьяна бросила по (k - 1) ореху, после чего осталось еще 103 ореха. Получим уравнение kx - k((k - 1) = 103. Т.к. 103 – простое, то либо k = 103 и x – k + 1 = 1, либо k = 1, x – k + 1 = 103. В обоих случаях получаем, что
 x = 103.
2. Сколько вершин может иметь выпуклый многоугольник, если известно, что число его диагоналей делится на число его вершин?
Пусть N(3– количество вершин многоугольника, тогда число диагоналей N(N-3)/2 должно делиться на N. А это возможно только при четном  числе N-3, а значит, нечетном N, которое не меньше 3.

3. Какое слово зашифровано в числе 222122111121, если каждая буква заменена ее номером в русском алфавите?
ФУФАЙКА
4. Муха в полдень села на секундную стрелку часов и поехала, придерживаясь следующих правил: если она обгоняет какую-то стрелку или ее обгоняет какая-то стрелка (кроме секундной у часов есть часовая и минутная стрелки), то муха переползает на эту стрелку. Сколько кругов проедет муха в течение часа?
Замечаем, что 1, 4, 7 и т.д. обороты секундная стрелка заканчивает с сидящей мухой, а таких оборотов – 20. Кроме того, в конце 60-го оборота секундная стрелка догоняет минутную стрелку, на которой сидит муха, т.е. муха проедет 21 круг.

5. Из единичных кубиков составлен кубик размером 5х5х5. Какое наибольшее число кубиков можно из него удалить так, чтобы при взгляде на оставшуюся фигуру вдоль любого ребра был виден квадрат размером 5х5 без просветов? (Привести пример и объяснить, почему это наибольшее число.)

С одного направления надо видеть 25 кубиков, значит, убрать можно не более 100 кубиков. Приведем пример, как оставить ровно 25 кубиков. Раскрасим квадрат 5(5 в 5 цветов по диагоналям, тогда номер цвета клетки показывает, в каком слое должен находиться соответствующий единичный кубик в столбце, если смотреть на большой куб, например, сверху.
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6. Вычислить 
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Заменим 2000 буквой А, тогда 1999(2000(2001(2002+1 = (А-1)А(А+1)(А+2) = (А2+А)(А2+А(2)+1 = ((А2+А(1)+1)((А2+А(1)(1)+1 = ( (А2+А(1)2(12)+1 = (А2+А(1)2 = 40019992.

7. Какие натуральные числа нельзя представить в виде суммы двух взаимно простых чисел, больших 1?
Перебором убеждаемся, что числа 1, 2, 3, 4, 6 нужным образом представить нельзя. Остальные же натуральные числа так представить можно. Четные числа N=2К представим в виде N=(K+1)+(K(1) при четном К и в виде N=(K+2)+(K(2) при нечетном К, где К(4 – натуральное число. Нечетные числа N=2K+1 представим в виде N=K+(K+1), где К(2 – натуральное число.

8. В треугольнике АВС сторона АС – наибольшая. На ней (а не на ее продолжении) отложены отрезки АК=АВ и СМ=СВ. Угол МВК равен 20(. Найдите угол АВС.
Так как треугольники АВК и СВМ равнобедренные, то (АВС = 180((((ВАС+(ВСА) = 180(((180((2(АКВ+180((2(СМВ) = 2((АКВ+(СМВ)(180( = 2(180(((МВК)(180( = 2(180((20()(180( = 140(.
9. Сколько существует трехзначных чисел, у которых сумма любых двух цифр делится на третью?
Пусть у трехзначного числа цифры А(В(С>0, тогда В+С делится на А ( и 2А(В+С), значит, В+С либо равно 2А, либо равно А. В первом случае А=В=С и получается 9 трехзначных чисел с нужным свойством ( 111, 222, …, 999). Во втором случае А+С=В+2С делится на В, следовательно, 2С делится на В(С, значит, В=С или В=2С. Получаем еще два случая. Наборы вида 2С, С, С (их 4) дают 4(3=12 чисел. Наборы вида 3С, 2С, С (их 3) дают 3(6=18 чисел. Всего получается 9+12+18=39 чисел.

10. Сто туристов из ста городов (по одному из каждого города) путешествуют по этим городам.  Каждые два из них знакомятся во время пребывания в городе, чужом для обоих. Турист Вася посетил городов не меньше, чем каждый из остальных. Какое наименьшее число чужих городов мог посетить Вася, если любые два туриста познакомились между собой? (Привести пример и объяснить, почему это наименьшее число).
Посетив один город, не познакомишься с туристом из этого города. Значит, каждый должен посетить не менее двух городов. Приведем пример, когда каждый посетил ровно два города. Все туристы посещают два города А и В, при этом между собой не познакомятся только туристы из этих двух городов, но они и побывали только в одном городе. Тогда они оба едут в третий город С, где и знакомятся.

11. Какое наибольшее число ненулевых цифр можно выбрать так, чтобы  разность любых двух выбранных была невыбрана?
Выбрать больше пяти цифр нельзя, так как иначе для  шести из выбранных цифр А1>А2>…>А6 пять разностей (А1(А2), (А1(А3), …, (А1(А6) принимают различные значения, а значит, какие-то из них равны цифрам из выбранных, чего быть не должно. Приведем пример выбора пяти цифр – 1, 3, 5, 7, 9. Разность любых двух четна, а значит, не выбрана.
12. Доску 8(8 замостили 21 плиткой 1(3 без наложений. Сколько различных положений могла иметь непокрытая клетка?
Раскрасив доску в три цвета по диагоналям в двух направлениях, получим что свободная клетка должна быть одновременно цвета 2 и цвета 4, а таких клеток на доске 4 штуки.
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13. Несколько (больше одного) шахматистов провели между собой матч-турнир в несколько кругов (в одном круге каждый с каждым сыграл по одной партии). Во сколько кругов прошло это соревнование, если всего было сыграно 224 партии?
Пусть в К-круговом турнире участвовало А шахматистов, тогда они сыграли К(А((А(1)/2 = 224 партии. Следовательно, К(А((А(1) = 448 = 26(7.Так как либо К, либо А, либо А(1 делится на 7 и А, А(1 взаимно простые числа, то первый случай дает К=224 (турнир среди двух шахматистов), второй случай невозможен, а третий случай дает А=8 и К=8 (турнир среди восьми шахматистов).

14. На берегу реки отгорожено забором место с трех сторон в форме прямоугольника. Длина всего забора – 10 км. Какую наибольшую площадь может иметь этот участок?
Пусть два равных участка забора равны Х км, тогда третий участок равен (10(2Х) км, а площадь равна Х(10(2Х) = (2(Х2(5Х+6,25)+12,5 = (2(Х(2,5)2+12,5 ( 12,5 (км2). При этом значение 12,5 достигается при Х=2,5.

15. Даны натуральные числа  А и В. Известно, что из следующих четырех утверждений:  а). A+1 делится на В,  б). А=2В+5,  в). А+В делится на 3,  г). А+7В – простое число;   три верных, а одно – неверное.  Найти все возможные пары чисел А и В.

Так как А+7В = (А+В)+6В > 3 и делится на 3, если А+В делится на 3, то неверным является либо третье, либо четвертое утверждения. Значит, первые два верны. Из первого следует, что А+1 = В(К, где К – натуральное число. Из второго В(К = А+1 = 2В+6, т.е. 6 делится на В. Проверяя варианты 1, 2, 3 и 6 для числа В, находим, что А=9, В=2  и  А=17, В=6.

16. В треугольнике АВС средняя по величине сторона отличается от каждой из остальных сторон на 1см. Найдите эти стороны, если известно, что биссектриса угла С пересекается с медианой угла В под прямым углом.
Пусть медиана ВМ пересекает биссектрису угла С в точке О. Прямоугольные треугольники ВОС и МОС равны ( катет СО – общий, угол ВСО равен углу МСО ), значит, ВС = СМ = а. Тогда стороны треугольника равны либо ВС = а, АВ = а – 1, АС = а + 1 = 2а, либо ВС = а, АВ = а+1, АС = а + 2 = 2а, либо ВС = а, АС = а + 1 = 2а, АВ = а + 2. Первый вариант не подходит, т.к. получаем АВ = 0, в третьем варианте не выполняется неравенство треугольника ( стороны равны соответственно 1, 2, 3). Следовательно, возможен только третий вариант, стороны треугольника равны соответственно 2, 3, 4.
17. В кружки буквы М впишите все цифры от 1 до 9 так, чтобы все суммы из трех чисел, стоящих по линиям буквы, были равными и наименьшими из возможных. (Приведите пример и укажите сумму) 
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Сумма всех девяти чисел от 1 до 9 равна 45, а с учетом двойного повтора чисел в углах сумма уже двенадцати чисел S ( 45+1+2+3=51. Кроме того, так как все четыре

суммы на отрезках равны, то S должна делиться на 4, т.е. минимальное значение S равно 52 и на каждом отрезке сумма равна 13, при этом числа 1, 2 и 4 стоят в углах. В качестве примера можно привести следующий ( 3, 9, 1, 8, 4, 7, 2, 6, 5, если идти по порядку по кружкам в данной букве М.

18. Найдите значения параметра а, при котором уравнения  х3+ах+1=0  и  х4+ах2+1=0 имеют общий корень.
Так как Х=0 не является корнем этих уравнений, то умножив на Х первое уравнение и приравняв левые части, получим, что Х=1 – единственный претендент на общий корень. Тогда подставив его в уравнение, найдем а =(2.

19. Найдите угол А треугольника АВС, если он в три раза меньше угла ВОС, где О – центр вписанной в треугольник окружности.
Обозначим углы треугольника А=2(, В=2(, С=2(, тогда 2(+2(+2(=180(. Кроме того, из условия получаем (ВОС=6(, а сумма углов треугольника ВОС равна 6(+(+(=180(, так как О – точка пересечения биссектрис. Из этих двух равенств найдем (=18(, а угол А равен 36(.
20. Найдите наименьшее значение функции 
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Исследовав функцию на различных интервалах, найдем, что наименьшее значение ((3) она принимает в точке х=2.
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