Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  8 класс

Программа теоретического зачета

1. Докажите, что для любого натурального М существует такое натуральное число N, что верно неравенство 
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2. (Неравенство Коши.) Для произвольных положительных чисел a1, a2, ... an справедливо неравенство Коши 
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, причём равенство достигается только тогда, когда все числа равны между собой. Доказательство по индукции. 
3. (Неравенство Коши.) Для произвольных положительных чисел a1, a2, ... an справедливо неравенство Коши 
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, причём равенство достигается только тогда, когда все числа равны между собой. Доказательство методом Штурма.

4. (Транснеравенство) Пусть a1 ( a2 ( …( an, b1 ( b2 (…( bn, c1, c2, …, cn — некоторая перестановка чисел b1, b2, …, bn. Докажите, что тогда
a1b1 + a2b2 +…+ anbn ( a1c1 + a2c2 +…+ ancn ( a1bn + a2bn–1 +…+ anb1.
5. (Неравенство Бернулли) Докажите, что при всех натуральных n и при x > – 1 выполняется неравенство (1 + x)n ( 1 + nx.

6. (Неравенства о средних) Для положительных чисел a1, a2, …, an докажите неравенства
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7. Докажите, что правильная дробь со знаменателем n выражается десятичной дробью с периодом не более n – 1.

8. Докажите, что если натуральное число n не делится ни на 2, ни на 5, то десятичное разложение дроби 1/n не имеет предпериода.

9. (Бином Ньютона). Докажите, что (a + b)n = 
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10. (Бином Ньютона). Докажите, что (a + b)n = 
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 с помощью определения 
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11. Докажите, что 
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12. Докажите, что 
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 с помощью определения 
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13. Докажите, что 
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 с помощью определения 
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14. Докажите, что если сумма двух положительных чисел фиксирована, то при их сближении произведение возрастает, а сумма квадратов и сумма обратных величин убывает.

15. Докажите, что НОД любых двух чисел a и b можно представить в виде: НОД(a, b) = ax + by.
16. Решите в целых числах уравнение ax + by = с.
17. Докажите, что каждое внутреннее число в треугольнике Паскаля равно сумме двух чисел, стоящих над ним. Докажите, что каждое число в треугольнике Паскаля равно количеству путей, ведущих к нему из вершины треугольника, если каждый ход ведет вправо вниз или влево вниз.
18.  (Малая теорема Ферма) Докажите, что если р – простое число и а не делится на р, то
ap – 1 ≡ 1 (mod p).

19. (теорема Вильсона) (р – 1)! +1 делится на р тогда и только тогда, когда р – простое число.

20. (Формула Бине) Докажите, что 
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21. Докажите, что НОД
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, в частности, если 
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22. Докажите, что в игре с конечным числом позиций, которая не может продолжаться бесконечно и не может заканчиваться ничьей, существует выигрышная стратегия у одного из игроков.

23. Геометрическое место точек, из которых данный отрезок виден под данным углом.
24. (Теорема Мора-Маскерони) Любое построение, выполнимое на плоскости при помощи циркуля и линейки, можно выполнить одним циркулем.
25. На плоскости даны точки A, B, C и O. Доказать, что а) C лежит на прямой AB тогда и только тогда, когда 
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, для некоторого вещественного числа (; б) C лежит на отрезке AB тогда и только тогда, когда 
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, для некоторого вещественного числа (([0; 1].
26. Определение движения. Свойства движений: прямая переходит в прямую, угол - в равный угол, окружность – в окружность).
27. Определение параллельного переноса. Доказать, что параллельный перенос является движением. Образуют ли параллельные переносы группу?
28. Определение поворота. Доказать, что поворот является движением. Доказать, что если прямая а при повороте на угол ( переходит в прямую а1, то один из углов между а и а1 равен ( при 0 ( ( < 180o и ( – 180o при 180 ( ( < 360o. Образуют ли повороты группу?
29. Определение осевой симметрии. Доказать, что осевая симметрия является движением. Образуют ли осевые симметрии группу?
30. Найдите композицию осевых симметрий относительно параллельных прямых a и b.
31. Найдите композицию осевых симметрий относительно пересекающихся прямых a и b.
32. (Теорема Шаля) Любое движение является либо параллельным переносом, либо поворотом, либо симметрией, либо композицией симметрии и параллельного переноса на вектор, параллельный оси симметрии (скользящей симметрией).
33. Найдите композицию поворота на угол ( и параллельного переноса.
34. Найдите композицию двух поворотов с различными центрами.
35. В треугольнике, все углы которого меньше 120о, найти точку, сумма расстояний от которой до вершин треугольника минимальна.
36. На сторонах ВС, СА, АВ остроугольного треугольника АВС выбрать точки А1, В1, С1 так, чтобы периметр треугольника А1В1С1 был наименьшим.
37. На сторонах треугольника вне его построены равносторонние треугольники. Докажите, что центры этих треугольников являются вершинами равностороннего треугольника.

38. Докажите, что любое движение можно представить в виде композиции не более чем трех осевых симметрий.

39. Определение гомотетии, доказательство сохранения углов, изменения расстояний в ( k ( раз.

40.  Свойства гомотетии: прямая переходит в параллельную прямую или в себя; угол – в равный угол, окружность – в окружность.
41. (Прямая Эйлера) Доказать, что в произвольном треугольнике точка М пересечения медиан, ортоцентр Н и центр описанной окружности О лежат на одной прямой (прямая Эйлера), причем М расположена между О и Н и МН = 2ОМ.
42. Пусть R и r – радиусы описанной и вписанной окружностей треугольника. Тогда R ( 2r, причем равенство достигается только для равностороннего треугольника.

43. Докажите, что для двух неравных окружностей существуют две гомотетии, переводящие первую окружность во вторую.

44. Докажите, что ортоцентр остроугольного треугольника является центром окружности, вписанной в его ортотреугольник.
45. (Окружность девяти точек) Докажите, что в любом треугольнике середины сторон, основания высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами, лежат на одной окружности с центром в середине отрезка ОН (О – центр описанной окружности, Н – ортоцентр) и радиусом, равным половине радиуса описанной около треугольника окружности.
46. (Прямая Симсона) На описанной окружности треугольника ABC отмечена точка‎‎‏ P. Пусть A1, B1 и C1 ― основания перпендикуляров, опущенных из точки P на прямые BC, AC и AB соответственно. Докажите, что точки A1, B1 и C1 лежат на одной прямой.
47. Найти треугольник наибольшей площади с заданным периметром.
48. Найти четырехугольник наибольшей площади с заданным периметром.
49. Среди n-угольников, вписанных в данный круг, найти n-угольник наибольшей площади.
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