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Вступительная проверка знаний

Разделите с остатком число –10 на 3.
Число сравнимо с 10 по модулю 7. Какой остаток оно может давать при делении на 21? При делении на 2?
Автомат «Евклид» умеет делить с остатком любое натуральное число на любое другое натуральное число. Больше он не умеет ничего. Как, используя только этот автомат, найти НОД(1026, 722)?
n – натуральное число. Какие остатки может давать n4 при делении на 5?
В отряде 14 мальчиков умеют играть в футбол и 8 девочек умеют играть в волейбол. Сколькими способами можно выбрать пару команд: футбольную мужскую команду из 11 человек и женскую волейбольную команду из 5 человек?
Что представляет собой совокупность всех точек плоскости, из которых данный отрезок АВ виден под углом 60(?

Сформулируйте теорему, обратную теореме Пифагора. Верна ли она?
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Какие из графов, изображенных на рисунке справа, являются:

а) связными? б) эйлеровыми? в) деревьями? г) двудольными?

В парламенте каждый депутат враждует с тремя или пятью своими коллегами. Журналист Петров сообщил, что парламент состоит из 101 депутата. Докажите, что пресса в данном случае ошиблась.

В трёх ящиках лежит 10 яблок. Возьмём ящик, где яблок больше всего. Сколько, самое меньшее, в нём может быть яблок?

Методом математической индукции докажите, что сумма всех натуральных чисел от 1 до n равна n(n+1)/2.

Есть две кучки конфет: 25 и 30 штук. Двое играют в следующую игру. Каждый игрок может своим ходом съесть произвольное ненулевое число конфет, но только из одной кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?
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9.10 – 10.20. Множества.

Задача 1. Решите в натуральных числах уравнение 2n = n2.

Задача 2. Дан угол. Какую фигуру образуют середины всевозможных отрезков с концами на его сторонах?

Что общего между задачами 1-2? То, что во всех надо найти некоторое множество. Множеством называется всякая совокупность каких-либо объектов. Объекты, из которых состоит множество, называются его элементами. Если объект х является элементом множества Х, пишут х(Х. Задать множество – значит, указать правило, по которому для всякого объекта можно проверить, принадлежит он этому множеству или нет (такое правило называется характеристическим свойством данного множества). Обычно, задавая множество, его элементы отбирают не из всех объектов на свете, а из элементов некоторого большего универсального множества. Какое множество считается универсальным, зависит от задачи. Скажем, в школьной алгебре универсальным чаще всего считается множество R всех действительных чисел, в планиметрии – множество всех точек плоскости. Если множество U принято за универсальное, то множество всех его элементов M, обладающих свойством С, записывают так:

{M(U | M обладает свойством С}

Упражнение 3. Укажите подходящие универсальные множества и характеристические свойства для: а) отрезка [–1;1]; б) луча (0,+(); в) множества {1, 3, 5,…}; г) серединного перпендикуляра к отрезку АВ; д) пары прямых, параллельных данной и отстоящих от нее на 1.

Упражнение 4. Укажите хотя бы ещё по одному характеристическому свойству в пунктах г) и д) и хотя бы ещё два — в пункте а) упражнения 3.

В задаче 1 универсальным было множество N всех натуральных чисел, а сама задача состояла в нахождении множества {n(N | 2n = n2}. В подобных задачах "найти" означает не просто "задать": ведь "натуральное число n, для которого 2n = n2" (*) — это уже характеристическое свойство искомого множества. "Найти" тут означает "задать наглядно". Что значит "наглядно", понимается по-разному, в зависимости от задачи. Если искомое множество конечно и невелико, как в задаче 1, это обычно означает просто перечислить все его элементы. Если же оно бесконечно и является геометрической фигурой, как в задаче 2, "задать наглядно" означает описать фигуру так, чтобы её при желании можно было нарисовать.
Разберемся подробнее, как мы искали множество в задаче 1. Сначала было только искомое множество И, заданное свойством (*). Проведя анализ, мы заподозрили, что искомым является множество {2, 4}. Назовем его подозреваемым и обозначим буквой П. Дальнейшее решение (доказательство) состояло в проверке того, что множества И и П равны, то есть состоят из одних и тех же элементов. Мы делали ее в два этапа. Попробуем понять, почему.

Если каждый элемент множества Х является в то же время и элементом множества Y, говорят, что множество Х содержится в множестве Y и пишут Х(Y. Еще эта запись читается как "Х включается в Y" или "Х – подмножество Y" Понятно, что два множества равны тогда и только тогда, когда каждое из них содержится в другом: Х = Y ( Х(Y и Y(Х. Именно этим мы и пользовались, когда доказывали, что П = И: на первом этапе проверили, что П(И, а на втором (от противного) – что И(П. Эта схема решения – анализ и двухэтапное доказательство – типична для всех ЗНМ.
Упражнение 5. В конечном множестве — n элементов. Сколько у него различных подмножеств?
В упражнении 3а отрезок [–1,1] задавался двойным неравенством –1 ( x ( 1, которое представляет собой сокращённую запись системы неравенств –1 ( x и x ( 1. Эти неравенства задают лучи (–(,1] и [–1,+ (), а множество точек, для которых выполнены они оба — пересечение этих лучей. Этот факт записывают так: [–1,1] = (–(,1]([–1,+ ().

Упражнение 6. Найдите (опишите наглядно) множество всех чисел, квадрат которых а) больше 1; б) меньше 0.

Пересечением двух множеств, у которых нет общих элементов, служит пустое множество (, которое по определению не содержит ни одного элемента. Наконец, объединение А(В множеств А и В — это совокупность всех элементов, входящих хотя бы в одно из этих двух множеств. Например, [0,3] = [0,2]([1,3].
Задача 7. Пусть дана окружность. Рассмотрим касательную к ней и ту из двух заданных этой касательной полуплоскостей, в которой лежит окружность. Найдите пересечение всех таких полуплоскостей.
Задача 8. По плоскости со скоростью u км/ч прямолинейно движется заражённая точка. Каждая точка, через которую прошла заражённая, тоже заражается, и от каждой заражённой точки зараза распространяется во все стороны со скоростью v < u км/ч . Как будет выглядеть множество всех заражённых точек через час после начала процесса?

Обсуждение. Закон распространения света таков же. Выводим отсюда законы отражения и преломления света, включая случай полного внутреннего отражения.
Для самостоятельного решения.

Задача 9. Даны четыре точки, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Найдите все окружности, равноудалённые от этих точек. Расстояние от точки до окружности — это расстояние от неё до ближайшей точки окружности.

Задача 10. Дана окружность. Найдите: а) объединение всех её хорд данной длины;
б) пересечение всех вписанных в неё правильных многоугольников.
Реально успели разобрать материал до упражнения 5 включительно. Задачи 7 и 8 (вместе с законами отражения и преломления света) разобраны на третьей паре 5 июля.
10.30 – 13.30. Вступительная олимпиада.
1. У Пети в бутылке было на 10% больше "Фанты", чем у Васи. Петя отпил из своей бутылки 11% ее содержимого, а Вася из своей – 2% содержимого. У кого после этого осталось больше "Фанты"?
2. Качалка, имеющая форму сектора круга радиуса R, качается на горизонтальном столе. По какой траектории движется её вершина?
3. ABCD — равнобедренная трапеция с углами по 60( при основании AD и боковыми сторонами, равными основанию BC. На боковых сторонах AB и CD выбраны точки E и F так, что AE = CF. O — середина основания AD. Найдите угол EOF.

4. Три атлета участвовали в забеге. В ходе забега Олег, выбежавший последним, 16 раз менялся местами с другими участниками, а Петя, выбежавший первым, — 15 раз. Кроме того, известно, что Ваня финишировал раньше Пети. В каком порядке финишировали спортсмены?
5. Назовем натуральное число n полезным, если любое натуральное число, меньшее n, можно представить в виде суммы нескольких различных делителей n. Докажите, что произведение двух полезных чисел – полезное число.
6. В начале игры в "делёжку-15" на столе лежит кучка из 15 спичек. Играют двое, ходят по очереди. За один ход можно разделить любую из имеющихся кучек на две, но так, чтобы после этого все имеющиеся кучки состояли из различного числа спичек (например, если на столе кучки из 6 и 2 спичек, то ход 6 ( 5+1 возможен, а ходы 6 ( 3+3 и 6 ( 4+2 — нет). Проигрывает тот, кто не может сделать очередного хода без нарушения правил. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнер?
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9.00 – 11.00 Отображения.
На пути к определениям
Задача 1. Имеются три автомата. Первый прибавляет к любому введённому в него числу единицу, второй — возводит введённое в него число в квадрат, третий — вычитает 3. В первый автомат ввели число x, результат y ввели во второй автомат, а новый результат z — в третий. Получилось число t.
а) Выразите t через x. б) Можно ли по известному t восстановить x? в) Тот же вопрос, если второй автомат возводит не в квадрат, а в куб.
Задача 2. Вершины A и C параллелограмма ABCD жестко закреплены, а вершина B пробегает прямую l. Какую фигуру "вычерчивает" вершина D?

Задача 3. Проказница Мартышка, Осел, Козел и косолапый Мишка, а также Коза с баяном расселись, чтобы сыграть концерт. Играли они отвратительно, и потому дважды менялись местами. Сначала Мартышка села на место Осла, Осел —  на место Козла, Козел — на место Козы, а Коза — на место Мишки, а Мишка — на оставшееся место. Затем Коза поменялась местами с Ослом, а Козел — с Мартышкой. Выясните, кто на чьем месте в итоге оказался.

Определения и примеры
У очень разных задач 1-3 есть одна общая черта: в каждой одним объектам (музыкантам, числам, точкам) по какому-то правилу сопоставляются другие (места, числа, точки).

Определение. Отображением f: A ( B множества А в множество В называется правило, которое каждому элементу а из множества A ставит в соответствие ровно один элемент f(a) из множества B. Множество А называется областью определения отображения f, множество В — областью значений, а элемент f(a) называют образом элемента a при отображении f (сам элемент a при этом называется аргументом). Множество f(C), составленное из образов всех точек множества C ( A, называется образом множества С.

Пусть заданы отображения f: A ( B и g: B ( C. Сопоставим каждому элементу x(A элемент y = f(x) ( B, а тому — элемент z = g(y) ( C. Получится "сквозное" отображение h: A ( C, заданное правилом h(x) = g(f(x)). Оно называется композицией отображений g и f. Операция композиции обозначается кружочком: пишут h = g(f (объяснить, почему первым пишется не f, а g.) 
В задаче 1 речь идёт об отображениях из R в R. Такие отображения обычно называют числовыми функциями. В условии задачи 1 функции были заданы описаниями. Решая задачу, Вы заменили эти описания формулами. Именно так числовые функции чаще всего и задают: из школьного курса Вам известны линейные функции f(x) = ax+b, квадратичная функция f(x) = x2, обратная пропорциональность f(x) = 1/x. У функций, заданных формулами, легко искать композицию: достаточно подставить одну формулу в другую, как Вы уже делали, решая задачу 1.

Ещё одна разновидность числовых функций — числовые последовательности. Так называются отображения из N в R. Например, арифметическая прогрессия — это последовательность, заданная формулой a(n) = a1 + (n–1)d. Задавая последовательности, аргумент n по традиции обычно записывают в виде индекса, то есть вместо a(n) пишут an.

Упражнение 1. Построим график арифметической прогрессии, то есть отметим на координатной плоскости все точки вида (n, a1 + (n–1)d), где n ( N. Докажите, что все точки этого графика лежат на одной прямой. (цель этого упражнения — путем сравнения арифметической прогрессии с линейной функцией показать, что при задании отображения важен не только закон, но и область определения, а также, возможно, ввести понятие сужения функции) 
Упражнение 2. Задайте формулами последовательности: а) 2, 5, 8, 11, …; б) 2, 5, 10, 17, …; в) 1, 2, 6, 24, …; г) 1, 2, 3, …

Последовательность г) — пример тождественного отображения, при котором каждый элемент переходит в себя, а область определения совпадает с областью значений. Тождественное отображение множества А обозначается idA.

Упражнение 3. Пусть f: A ( B — произвольное отображение. Найдите композиции idB(f и f(idA. <обсуждение того, что тождественное отображение по отношению к композиции играет роль единицы>
Задача 2 решается с помощью отображения ZO прямой l в плоскость, переводящего каждую точку B ( l в точку D, симметричную B относительно середины O отрезка AC. Такое отображение называется центральной симметрией относительно точки О. Решая задачу 2, мы доказали одно из важнейших свойств центральной симметрии: образом прямой является прямая, параллельная исходной.

Центральная симметрия сохраняет расстояния между точками. Отображения плоскости в себя, обладающие таким свойством, называются, как Вы, конечно, знаете, движениями плоскости. Именно с их помощью определяется главное в элементарной геометрии понятие равенства фигур. <обсуждение определения равенства фигур> 

А что куда отображается в задаче 3? Можно считать, что множество музыкантов в множество мест для сидения. Но как тогда устраивать композицию пересаживаний — куда отображать места?! Чтобы можно было задать композицию, будем считать, что множество мест для сидения (промаркированных музыкантами, которые сидели на них вначале: "стул Осла" и т.п.) отображается в себя, а пересевшие музыканты показывают, какое место куда отобразилось. Поскольку мест всего пять, отображения из множества в себя удобно задавать графом, где стрелочки показывают, что куда перешло, или табличкой из двух строк, где вверху написано, что переходит, а внизу — куда. (тут предлагается нарисовать графы и составить таблички, если это не было сделано раньше) 

Отображения в задаче 3 обладают интересной особенностью: если развернуть все стрелочки на задающих их графах, то снова получатся отображения <обсудить, что это значит>. Такие отображения называются обратимыми, а отображение f–1: B ( A, получающееся из обратимого отображения f: A ( B "разворотом всех стрелочек" — обратным к отображению f. Чтобы быть обратимым, отображение f: A ( B должно, очевидно, обладать двумя свойствами: 1) в каждый элемент множества B "входит стрелочка", то есть каждый элемент из B является образом какого-то элемента из A; 2) ни в какой элемент множества B не входит двух стрелочек, то есть разные элементы множества A переходят в разные элементы множества B. Первое свойство называется сюръективностью, второе — инъективностью, а оба вместе — биективностью или взаимной однозначностью данного отображения. 

Упражнение 4. Является ли отображение из задачи 2 инъективным? Сюръективным?

Обсуждение: еще раз о роли выбора областей определения и значений.
Задача 4. Докажите следующие свойства обратных отображений:

а) Если отображение f обратимо, то обратимо и отображение f–1, и обратным к нему является отображение f.
б) Отображения g: B ( A и f: A ( B являются взаимно обратными тогда и только тогда, когда g(f = idA и f(g = idB.
в) Если отображения f: A ( B и g B ( C обратимы, то обратима и их композиция, причём (g(f)–1 = f–1(g–1.

Задача 5. Докажите, что при инъективном отображении f: A ( B для любых двух подмножеств X, Y множества А f(X(Y) = f(X)(f(Y) и f(X(Y) = f(X)(f(Y). Останутся ли эти утверждения верными для произвольных отображения?
Отображения конечных множеств.
Задача 6. Множества A и В состоят из n элементов каждое. Сколько существует биективных отображений множества A в множество В?
Задача 7. Множество А состоит из n элементов, а множество В состоит из m элементов. Сколько существует различных а) отображений; б) инъективных отображений из А в В?

После решения этих задач обсуждается их комбинаторный смысл: биекции — перестановки, инъекции — размещения, произвольные отображения — размещения с повторениями, сюръекции — размещения с повторениями при условии, что каждый элемент использован хотя бы раз. Затем берём прошлогодний листок "Комби-1" и обсуждает, какие там при решении задач возникают отображения. Возможно, часть этой работы лучше оставить на дом.

Задача 8. Сведите каждую из помещённых ниже задач к задаче 3, одному из пунктов задачи 4 или задаче 14 (часть из задач взята из прошлогоднего листочка "Комбинаторика-1").
а) Среди 12 школьников требуется выбрать дежурных на ближайшие шесть дней — на каждый день по дежурному. Сколько существует различных выборов?

б) У скольких 10-значных чисел все цифры различны?

в) Преподаватели распределяют 70 школьников по 4 аудиториям. Найдите число способов.

г) Сколько подмножеств у n-элементного множества?
Для самостоятельного решения.

Задача 9. Назовём шестизначное число вогнутым, если его цифры до некоторого места убывают, а потом возрастают и выпуклым, если его до некоторого места возрастают, а потом убывают. Каких чисел больше: вогнутых или выпуклых?

Задача 10. Электронный секундомер показывает время от 0.00.00 до 9.59.59. Его включили, и он проработал 10 часов подряд. Сколько времени на его табло горели числа с суммой цифр, большей 18?
Задача 11. Установите биективное соответствие между клетками бесконечной (во все стороны) шахматной доски и натуральным рядом.
Задача 12. Докажите, что разбиений числа n на не более чем k слагаемых столько же, сколько разбиений числа 
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 на k попарно различных слагаемых.

Задача 13. Придумайте задачу о подсчёте числа отображений, где ответом было бы число сочетаний из n по k.

Задача 14. Сколько существует сюръективных отображений из n-злементного множества в m-элементное?

Реально на занятии разобрали всё до задачи 4 включительно, а также задачи 6, 7 и часть задачи 8. Задача 5 разобрана на разборе 5 июля.
11.15 – 13.00. Воспоминания о делимости.
Теорминимум.

1) Деление с остатком.

2) Сравнения по модулю, их свойства (рефлексивность, симметричность, транзитивность, совместимость с операциями).

3) Алгоритм Евклида.

4) Линейное представление НОД (с док-вами), линейные диофантовы уравнения.

5) Основная теорема арифметики.

6) Китайская теорема об остатках (с док-вами).

7) Малая теорема Ферма.

Задача 1. a и b — натуральные числа. Сумма a6 + b6 делится на 9. Докажите, что a6 + b6 делится на 729.

Задача 2. Какое наибольшее количество натуральных чисел можно выбрать так, чтобы ни сумма, ни разность никаких двух из них не делились на 101?

Задача 3. Найдите НОД двух соседних чисел Фибоначчи.

Задача 4. Натуральные числа b и c взаимно просты. а) Докажите, что для любого целого a найдутся такие целые d и e, что 
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. б) Докажите единственность чисел d и e при условии, что |a| < bc, |d| < b, |e| < c.
Соль в том, что факт б) неверен, хоть и очень похож на правду. Хорошо ловит тех, кто не любит честно доводить рассуждение до конца – что реально и произошло. Потом был содержательный разговор об интеллектуальной честности и использовании возникающих при решении задачи препятствий.
Задача 5. а) Совокупность целых чисел такова, что вместе с любыми двумя числами она содержит также их сумму и разность. Докажите, что она состоит из всех целых чисел, кратных некоторому числу d. б) Выведите из доказанного теорему о линейном представлении НОД для случая любого конечного количества чисел.

Задача 6. В Космической Империи выпущена бесконечная серия сувенирных монет достоинствами в a1, a2 и т.д. кредитов. Докажите, что найдётся такое n, что любую сумму, которую можно уплатить, используя все монеты серии, можно уплатить и используя только первые n её монет.

Для самостоятельного решения

Задача 7. Найдите все такие пары натуральных чисел (a,b), что a–b — простое число, а ab — точный квадрат.

Задача 8. У Феди есть неограниченного количество гирь весом m и n граммов. Гири разрешается класть только на одну чашу чашечных весов. Докажите, что если m и n взаимно просты, то Федя сможет отвесить любой целочисленный вес, начиная с (m–1)(n–1) граммов, а вес (m–1)(n–1) – 1 граммов отвесить не сможет.

Задача 9. Назовем правильную дробь хорошей, если ее знаменатель это степень простого числа, а ее числитель меньше этого простого числа. Докажите, что всякую правильную дробь можно представить в виде суммы хороших дробей и притом единственным образом.

Задача 10. Докажите, что при любом простом p разность 1...12...2...9...9 – 123456789 делится на p без остатка (в уменьшаемом каждая цифра повторяется p раз).
13.45 – 15.45. Векторы.
1. а) Докажите, что из медиан треугольника можно построить треугольник.

б) Докажите, что если из медиан одного треугольника построить другой, а из медиан этого другого — третий, то третий треугольник будет подобен первому с коэффициентом 3/4.

Что такое вектор? Сумма и разность векторов. Правило замкнутой цепочки. Умножение вектора на число. Коллинеарные векторы, признак коллинеарности двух векторов.

2. Взяли несколько точек и нарисовали некоторые из соединяющих их векторов. Оказалось, что в каждой из взятых точек начинается столько же векторов, сколько и кончается. Докажите, что сумма всех нарисованных векторов равна 0.

Два решения: через разбиение на циклы и через представление каждого вектора в виде разности.

3. а) Докажите, что если М — середина отрезка АВ, то для любой точки О ОМ = (ОА+ОВ)/2.

б) Докажите, что если M и N — середины отрезков AB и CD соответственно, то МN = (AC+ВD)/2.

в) Пусть M и N — середины сторон AB и CD соответственно четырёхугольника ABCD. Докажите, что прямые BC и AD параллельны тогда и только тогда, когда |МN| = (|AC|+|ВD|)/2.
4. Докажите, что если точка М медианы AA1 треугольника ABC делит её в отношении 2:1, считая от вершины A, то для любой точки О ОМ = (ОА+ОВ+OC)/3. Выведите отсюда теорему о пересечении медиан треугольника в одной точке.
5. У выпуклого пятиугольника отметили середины сторон, а потом стёрли всё, кроме отмеченных точек. Восстановите пятиугольник.

6. Докажите, что если векторы a и b неколлинеарны, то всякий вектор c можно представить в виде xa+yb, причём числа x и y определены однозначно.

Упорядоченная пара {a, b} неколлинеарных векторов на плоскости называется базисом, а числа x  и y — координатами вектора с в этом базисе.

Возвращаемся к задаче 1 и решаем ее с помощью базиса.

7. На стороне АВ треугольника АВС отметили такую точку M, что AM = 2MB, на стороне ВС – такую точку N, что BN = 3NC, на стороне CA – её середину P. Затем треугольник стёрли, оставив только три отмеченные точки. Как восстановить треугольник?
Для самостоятельного решения.

8. Сумма нескольких (не менее, чем трёх) векторов равна 0. Докажите, что из этих векторов можно составить выпуклый многоугольник.

9. Докажите, что на сторонах и диагоналях многоугольника с нечетным числом сторон можно расставить стрелки так, чтобы сумма всех полученных векторов была равна нулю.
10. Стороны треугольника Т параллельны медианам треугольника Т1. Докажите, что стороны треугольника Т1 параллельны медианам треугольника Т.

11. Пусть точка С не лежит на прямой АВ. Докажите, что точка М лежит на прямой АВ тогда и только тогда, когда в разложении СМ = хСА+уСВ сумма x+y равна 1. При этом xMA+yMB = 0.
12. Дано 2n векторов на плоскости, двое по очереди берут себе по одному вектору. Выигрывает тот, у кого длина суммы его векторов будет больше. Кто выиграет при правильной игре, начинающий или его противник?
5 июля. 

9.00 – 11.30. Зацикливание.

Причина зацикливания.
Задача 1. В последовательности {an} а1 = 7 и аn+1 = an3+3 при всех n ( 2. Найдется ли в ней число, делящееся на 8?

Обсуждение. Граф процесса. Зацикливание. Другие примеры зацикливания (сами). Переформулировка на языке отображений множества в себя.
Теорема о пeриoдичнoсти. Пусть А – конечное множество, а f – отображение из А в А. Тогда для любого а ( А последовательность состояний а, f(а), f(f(а)), f(f(f(а))), ... начиная с некоторого момента станет периодичной.

Задача 2. Докажите теорему о периодичности.
Обратный ход.
Задача 3. Кубик Рубика вывели из исходного состояния некоторой последовательностью поворотов граней. Докажите, что если повторять эту последовательность поворотов достаточно долго, то кубик в конце концов вернется в исходное состояние.
Обсуждение. Обратный ход и чистое зацикливание. На языке отображений: обратный ход = инъекция. В случае конечного множества это все равно, что биекция.

Определение. Пусть дано отображение f: А ( А конечного множества в себя. Орбитой элемента а ( А называется множество {а, f(а), f(f(а), …}.
Упражнение. Найдите орбиты всех элементов в задаче 1.
Задача 4. Докажите, что орбита любого элемента при инъекции конечного множества на себя – это цикл. Сформулируйте полученный результат на языке отображений (как дополнение к теореме о периодичности).

Обсуждение. Понятие предпериода.
Задача 5. а) Как могут выглядеть орбиты элементов при инъекции бесконечного множества на себя? б) Докажите, что для любого бесконечного множества найдётся инъекция его в себя, не являющаяся биекцией.

Это позволяет определить конечные множества как «неуплотняемые». Чтобы не потерять темпа, решаем задачу коллективным обсуждением.

Вспоминаем доказательство малой теоремы Ферма с помощью зацикливания. Почему циклы равной длины? Потому что они совмещаются биекциями (умножениями на остатки, не являющиеся степенями изучаемого). Такая ситуация нам в будущем встретится еще не раз.
Пространство состояний.
Задача 6. На острове Швамбрания каждый день – либо солнечный, либо дождливый. Учёные обнаружили, что с незапамятных времён погода каждого дня полностью определяется тем, какими были семь предыдущих дней. Последние три дня шёл дождь. Докажите, что в будущем такая ситуация обязательно повторится.

Обсуждение. "Прогнозное состояние", пространство состояний. "С незапамятных времен" = уже в цикле.

Говорят, что последовательность {an} задана рекуррентно, если задана функция, выражающий каждый её член, начиная с некоторого, через n предыдущих: ak = f(ak-1,…, ak-n) (члены до места, с которого начинает действовать эта формула, задаются перечислением). Примером такой последовательности являются числа Фибоначчи: Ф1 = Ф2 = 1, Фn = Фn(1+Фn(2 при n > 2.
Задача 7. Докажите, что если рекуррентно заданная последовательность состоит из целых чисел и функцию f можно задать формулой, содержащей только операции сложения, вычитания и умножения, в которой все коэффициенты – целые числа, то остатки от деления членов этой последовательности на данное число m повторяются периодически. Оцените наибольшую возможную длину периода.
Задача 8. Докажите, что в ряде Фибоначчи есть член с номером, большим 2005, дающий остаток 8 при делении на 2005.
Задача 9. На бесконечной в обе стороны ленте записан текст на русском языке. Известно, что в этом тексте число различных кусков из 15 символов равно числу различных кусков из 16 символов. Докажите, что на ленте записан "периодический" текст, например: ...мамамыларамумамамылараму...

Задача 10. На столе лежат 2005 спичек. За один ход можно взять из кучи 1, 10 или 11 спичек. Выигрывает тот, кто взял последнюю спичку. Кто выиграет при правильной игре?
Для самостоятельного решения.

Задача 11. Натуральное число заменяют суммой квадратов его цифр. Докажите, что для любого натурального числа после некоторого количества таких операций процесс зациклится.

Для зацикливания достаточно конечности множества значений отображения.

Задача 12. а) Докажите, что всякая обыкновенная дробь процессом деления числителя на знаменатель обращается в бесконечную периодическую десятичную дробь.

б) Докажите, что если натуральное число n не делится ни на 2, ни на 5, то десятичное разложение дроби 1/n не имеет предпериода (то есть зацикливание начинается с первого же знака после запятой).
в) Докажите, что длина периода десятичной дроби 1/р, где число p — простое, есть делитель числа p–1.

Задача 13. На столе лежат 27 спичек. За один ход можно взять от 1 до 4 спичек. Выигрывает тот, у кого в конце игры на руках оказывается чётное число спичек. Кто выиграет при правильной игре?
Задача 14. Можно ли написать компьютерную программу, которая будет последовательно вычислять все знаки десятичного разложения числа 
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?

Задача 15. На проволоку, имеющую форму окружности, насажено несколько стальных шариков одинакового размера. В некоторый момент шарики начинают двигаться с одинаковыми скоростями, но некоторые – по часовой стрелке, а некоторые – против. Сталкиваясь, шарики разлетаются с теми же скоростями в противоположные стороны. Докажите, что через некоторое время расположение шариков на окружности совпадет с исходным, если: а) шарики неразличимы; б) все шарики различны (скажем, разного цвета).

12.00 – 13.00 Движения-1.
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Задача 1. Фигура инь получается, если из полукруга вырезать полукруг вдвое меньшего радиуса и приставить его к получившейся фигуре, повернув на 180( вокруг центра круга (см. рис.). Докажите, что два иня, полученных из полукругов равных радиусов, равны.

ОБСУЖДЕНИЕ. Признаков равенства иней нет. Поэтому надо пользоваться определением равенства фигур. В процессе совмещения двух иней придётся использовать и перенос, и поворот, и осевую симметрию. «Хочешь доказать, что фигуры равны – совмести их!»

Задача 2. Дайте определения переноса, поворота и осевой симметрии и докажите, что это движения плоскости.

Обсуждение определений – в беседе с аудиторией. Доказательства сначала на местах, потом – разбор у доски. Обязательно рассмотреть доказательства для симметрии и переноса методом координат. Далее решаем с помощью поворота задачу про трапецию из вступительной олимпиады.

Задача 3. Фигура образована пересечением трех квадратов с общим центром. Через этот центр проведены две взаимно перпендикулярные прямые. Докажите, что они делят фигуру на равновеликие части.

Идеи ТКП и ИИ.
Задача 4. Каждую вершину правильного 2005-угольника соединили с серединой стороны, следующей по часовой стрелке за той, которой принадлежит вершина. Докажите, что если провести разрезы по всем полученным отрезкам, то оставшаяся часть 2005-угольника будет снова правильным 2005-угольником.

Задача 5. а) Докажите, что всякое движение переводит прямую в прямую, параллельные прямые – в параллельные, полуплоскость – в полуплоскость, луч – в луч, отрезок – в отрезок, угол – в угол, окружность – в окружность того же радиуса.

б) Докажите, что при движении равные векторы переходят в равные, сумма векторов – в сумму их образов, а произведение вектора на число – в произведение его образа на то же число.

Решаем коллективно, чтобы побыстрее добраться до задач.

Задача 6. Через середины отрезков, соединяющих вершины треугольника с точкой пересечения медиан, провели прямые, параллельные противолежащим сторонам треугольника. Докажите, что они ограничивают треугольник, равный исходному.

Мы воспользовались специальным свойством центральной симметрии: прямая переходит в параллельную прямую. Отсюда необходимость изучения специальных свойств движений. Кроме того, мы находили образы точек как пересечения образов линий, пересекающихся в этих точках. Этот приём часто применяется.

Задача 7. а) (Основное свойство переноса) При переносе всякий вектор переходит в равный вектор (то есть в себя!).

б) (Основное свойство поворота) Угол между вектором и его образом при повороте равен углу поворота.

в) (Основное свойство центральной симметрии) При центральной симметрии всякий вектор переходит в противоположный вектор.

Обсуждение: поведение прямых при переносе, повороте и центральной симметрии.

Задача 8. Точка B лежит на отрезке AC. Правильные треугольники AMB и BNC находятся по одну сторону от прямой АВ. Найдите угол между прямыми AN и MC.

Задача 9. Диагонали параллелограмма ABCD пересекаются в точке O. Докажите, что окружности, описанные около треугольников ABO и CDO, касаются.

Задача 10. Окружность пересекает каждую сторону треугольника в двух точках, одна из которых покрашена в красный, а другая – в синий цвет. Докажите, что если перпендикуляры к сторонам треугольника, восставленные в синих точках, пересекаются в одной точке, то если перпендикуляры к сторонам треугольника, восставленные в красных точках, также пересекаются в одной точке.

Задача 11. К окружности, вписанной в треугольник, проведены касательные, параллельные его сторонам. Они ограничивают некоторый треугольник. Докажите, что шестиугольник, получающийся пересечением этого треугольника с исходным, можно разрезать на параллелограммы.

Для самостоятельного решения.

Задача 12. O — точка квадрата ABCD. Через точку A провели прямую a, перпендикулярную BO, через B – b, перпендикулярную CO, через C – c, перпендикулярную DO, через D – d, перпендикулярную AO. Докажите, что прямые a, b, c, d пересекаются в одной точке.

Задача 13. Рабочий идёт по кольцевой дороге и через каждый километр пути ставит веху. В некоторый момент оказалось, что там, где надо ставить очередную веху, веха уже стоит. Докажите, что в этот момент все поставленные вехи образуют правильный многоугольник.

Задача 14. Многоугольник переходит в себя при некотором повороте. Докажите, что угол этого поворота равен 360((m/n, где m и n – некоторые натуральные числа. 

Задача 15. Докажите, что если при движении всякая прямая переходит в себя или параллельную прямую, то это движение – перенос или центральная симметрия.

Задача 16. Докажите, что если выпуклый многоугольник можно разрезать на центрально симметричные выпуклые многоугольники, то он сам центрально симметричен.
Времени было мало, и разобрали только задачи 1-4. Завтра продолжим.

13.50 – 14.50 Разбор задач из тем «Множества» и «Отображения»
Разобраны задачи 3 и 4 из темы «Множества». Из результата задачи 4 выведены законы отражения и преломления света. Разобрана задача 5 из темы «Отображения» (кроме случая образа пересечения при неинъективном отображении).

6 июля. 

9.00 – 11.10. Перестановки.

Задача 1. Мартышка, Осел, Козел, Мишка и Коза, пытаясь улучшить игру своего оркестра, зачислили в него Лебедя, Рака, Щуку, Ворону и Лисицу. Оркестр расселся на десяти пронумерованных стульях, но игра опять не пошла. Поэтому каждые пять минут они пересаживались по такой схеме:

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	7
	9
	6
	2
	8
	5
	1
	10
	4
	3


Через какое время все музыканты впервые одновременно окажутся на своих исходных местах?

Определение. Перестановкой конечного множества называется биективное отображение этого множества на себя.
Обсуждение. Вспоминаем способы задания перестановки: таблицей (подстановкой) и орграфом. Учимся находить композицию подстановок и обратную подстановку.
Задача 2. Докажите, что любая перестановка разбивается на непересекающиеся циклы.

Обсуждение. В сущности, мы уже решили эту задачу, когда занимались зацикливанием. Перестановка как композиция циклов. Постановка задачи разложения, система образующих. 

Определение. Системой образующих совокупности всех перестановок данного множества называется набор перестановок, композициями которых можно получить любую перестановку данного множества.
Задача 3. Докажите, что любую перестановку можно получить композицией: а) транспозиций; б) элементарных транспозиций.

Задача 4. а) Найдите две перестановки, композициями которых можно получить любую перестановку. б) Придумайте головоломку, которая была бы основана на полученном Вами результате.
Задача 5. Дана перестановка n, n–1, … , 2, 1. Каким наименьшим количеством элементарных транспозиций можно переставить все числа по возрастанию?

Обсуждение. Число беспорядков.
Задача 6. Докажите, что композиция чётного числа элементарных транспозиций не может равняться композиции нечётного их числа.
Определение. Перестановка называется чётной (нечётной), если её можно представить в виде композиции чётного (нечётного) числа элементарных транспозиций.

Задача 7. Каких перестановок больше: чётных или нечётных?

Задача 8. В городе N разрешены только тройные обмены квартир (по циклу). Однажды выяснилось, что горожане Дилер и Брокер хотят поменяться своими квартирами, а все остальные жители при этом не хотят никуда переезжать. Докажите, что этот план невыполним.

Задача 9 (Игра "15"). На клетках таблицы 4(4, кроме правой нижней, расставлены (слева направо в строчках и сверху вниз) квадратики с написанными на них числами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 14. Разрешается передвинуть на свободную клетку квадратик из любой клетки, примыкающей к ней по стороне. Докажите, что с помощью таких операций нельзя поменять местами числа 14 и 15, оставив все остальные числа на своих местах.

Для самостоятельного решения.
Задача 10. По кольцевой автостраде в одном направлении стартовали 25 автомобилей. Время от времени они обгоняют друг друга (двойные обгоны запрещены). Через два часа оказалось, что машины располагаются на круге в том же порядке, что и на старте. Докажите, что за это время было совершено четное число обгонов.

Задача 11. После переименования города N в город Маклерск любой обмен квартир, который можно совершить, проделав нечетное число парных обменов, стал казаться гражданам противоестественным. а) Докажите, что любой благопристойный обмен можно осуществить, совершая лишь тройные обмены с участием гражданина Дилера. б) Докажите, что того же можно добиться, совершая лишь тройные обмены с одновременным участием Дилера и Брокера. в) Сформулируйте полученные результаты как утверждения о системах образующих.

11.30 – 13.00. Движения-2.

Сначала – разбор оставшихся аудиторных задач из листка «Движения-1». Затем – новые задачи.

Изменение расположения частей чертежа.
Задача 1. Постройте трапецию по двум диагоналям, углу между ними (тому, напротив которого лежит основание) и одному из оснований.

Задача 2. Две окружности радиуса R касаются в точке K. На одной из них взята точка A, на другой— точка B, причем (AKB=90○. Докажите, что AB=2R.

Задача 3. В точках A и B, лежащих на разных сторонах угла, восставлены перпендикуляры к сторонам, которые пересекают биссектрису в точках C и D. Докажите, что середина отрезка CD равноудалена от точек A и B.

Задача 4. На гипотенузе АВ равнобедренного прямоугольного треугольника АВС взяты точки М и N (N – между М и В) так, что (MCN = 45(. Докажите, что AM2 + NB2 = МN2.

Задача 5. ABC – правильный треугольник. Докажите, что для произвольной точки M выполнено неравенство AМ+CМ ( ВM.

Для самостоятельного решения

Задача 6. Внутри прямоугольника ABCD взята точка M. Докажите, что существует выпуклый четырехугольник с перпендикулярными диагоналями длины AB и BC, стороны которого равны AM, BM, CM и DM.

Задача 7. На сторонах квадрата ABCD со стороной 1 взяты точки P, Q, M, N такие, что AP + AN + CQ + CM = 2 (см. рис.). Докажите, что отрезок РМ перпендикулярен отрезку QN.
Задача 8. Постройте четырехугольник по четырем данным сторонам и углу между двумя данными противоположными сторонами.

13.50 – 15.30. Осада и штурм трудных задач.
Задача 1. По окружности расставлено 2048 целых чисел. Каждую секунду каждое число заменяется суммой двух соседних (это делается одновременно со всеми числами). Докажите, что через некоторое время все числа будут делиться на 2048.

Обсуждение. «Причёсывание»: замена делимости на 2048 делимостью на 2, переход к остаткам по модулю 2 [это придумали сами], использование линейности – сведение к базисной конфигурации из единицы и 2047 нулей [тут я сильно подсказывал: сначала разобрали доказательство китайской теоремы об остатках с помощью разложения по базису, потом заметили, что при  сложении конфигураций свойство не портится…]. Затем изучение треугольника Паскаля по модулю 2 [это целиком сами].
Задача 2 = задаче 12 из листка «Векторы». 
Успели только придумать идею проектирования на прямую и разобрать одномерный случай.

8 июля. 

9.00 – 11.20. Разложения отображений.

Разложение числовых функций.
Задача 1. Фирма "Вася Пупкин и Ко" производит автоматы двух видов. Автомат первого вида умеет возводить введённое в него число в квадрат. Автомат второго вида умеет прибавлять к введённому в него числу зашитую в автомат константу (указываемую клиентом при заказе автомата). Докажите, что

а) У Васи можно заказать такие три автомата, что с их помощью можно будет вычислить значение квадратного трёхчлена x2+4x+3 при любом данном x.

б) Такие три автомата можно заказать для квадратного трёхчлена вида x2+px+q при любых данных p и q.

Определение. Разложением отображения называется его представление в виде композиции двух или нескольких отображений.

Результат задачи 1 означает, что каждую функцию вида f(x) = x2+px+q можно представить в виде композиции функции y = x2 и двух линейных функций вида y = x+a. Такое представление отображения в виде композиции двух или нескольких отображений называется его разложением. Обычно эти отображения проще исходного, что и определяет полезность разложения. Например, в нашем случае с его помощью можно строить графики.

Задача 2. а) Как из графика функции y = f(x) получается график функции y = f(x)+a? y = f(x+b)?

б) Как из графика y = x2 получить график y = x2+px+q?

в) Покажите, что график любого квадратного трёхчлена x2+px+q равен графику y = x2.
Задача 3. а) Докажите, что дробно-линейную функцию f(x) = 
[image: image4.wmf]axb
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 (a/c ( b/d) при любых данных a, b, c и d можно разложить в композицию линейных функций и функции y = 1/x.

б) Покажите, что график этой функции равен графику функции вида y = k/x.
Какие ещё бывают разложения? Вспоминаем о разложении преобразований на транспозиции. 

Разложение движений.
Задача 4. Докажите, что если движения f и g совпадают в трёх точках A, B и C, не лежащих на одной прямой (то есть f(A) = g(A), f(B) = g(B), f(C) = g(C)), то f = g (то есть для любой точки M плоскости f(M) = g(M)).

Задача 5. Докажите, что всякое движение плоскости либо является осевой симметрией, либо раскладывается в композицию двух или трёх осевых симметрий.

Задача 6. Докажите, что всякое движение плоскости биективно, и отображение, обратное к движению — тоже движение.

Задача 7. Докажите, что не существует такого движения D, что D(D — осевая симметрия.

Задача 8. Докажите, что композиция чётного числа осевых симметрий не может равняться композиции нечётного числа осевых симметрий.

Определение. Движение, разлагающееся в композицию чётного числа осевых симметрий, называется движением первого рода, а разлагающееся в композицию нечётного числа осевых симметрий – движением второго рода.

Упражнение. Как определить род композиции движений?
Для самостоятельного решения.

Задача 9. Существуют ли движения второго рода, отличные от осевой симметрии?
11.35 – 13.00. Неравенства-1: основные приёмы.
Квадрат всегда неотрицателен.
Задача 1. Докажите, что для любых чисел a, b выполнено неравенство 
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Задача 2. Докажите, что x2+4xy+8y2+4x ( –1.
Увидел бяку – обозначь!

Задача 3. Докажите, что 
[image: image6.wmf]2
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, при a,b (0.

Задача 4. Какое наименьшее значение может принимать выражение 
[image: image7.wmf]x
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 при x > 0 (a, b > 0)?
Задача 5. Квадрат со стороной 1 разделили отрезками, параллельными его сторонам, на четыре прямоугольника. Какое наибольшее значение может принимать произведение их площадей? А если отрезки не обязательно параллельны сторонам?

Сложение и умножение.
Задача 6. Докажите, что a2+b2+c2 ( ab+bc+ac. Сложение неравенств. Учёт симметрии. 

Задача 7. Докажите неравенство 
[image: image8.wmf]abbccaabcbcacab
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 (a,b,c > 0).
Задача 8. Докажите, что (a+b)(b+c)(c+a) ( 8abc (a,b,c > 0). Умножение неравенств. 

Цепочки неравенств.
Задача 9. Докажите, что a2+b2+c2 ( 
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c

ca

b

bc

a

+

+

 (a,b,c > 0).
Задача 10. Докажите, что a+b+c+d ( 4
[image: image10.wmf]4
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(a,b,c,d > 0).
Задача 11. Докажите неравенство 
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 Цепочка неравенств. 
Ещё о бяке: подстановки.
Задача 12. Докажите, что если x, y и z – длины сторон треугольника, то xyz ( (x+y–z)(y+z–x)(x+z–y).
Указание: Как ни странно, эта задача сводится к задаче 8. Надо только подобрать удачную подстановку.
Задача 13. Докажите, что 
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 (a,b,c > 0).

Указание: А тут попробуйте опереться на задачу 12.
Для самостоятельного решения.

Задача 14. Докажите, что 7a+5b( ab+35, если a, b([5, 7].

Задача 15. Разделим правильный шестиугольник со стороной 1 произвольной прямой на две части с площадями s1 и s2. Каково наибольшее возможное значение произведения s1s2?
Задача 16. Докажите неравенство между средним квадратическим и средним арифметическим для положительных чисел a1, a2, …, ak: 
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Задача 17. Докажите, что неравенство 
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 выполнено при любом натуральном n.

Задача 18. Неравенство о среднем арифметическом и среднем геометрическом для n чисел гласит, что при a1,...,an ( 0  
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. Докажите неравенство о средних а) для n = 2k; б)* для любого n.

Указание к в): Попробуйте научиться переходить от n = k к n = k–1.

13.50 – 15.30. Теорема Эйлера

Определение. Функцией Эйлера называется отображение, сопоставляющее каждому натуральному числу n количество ((n) чисел, меньших n и взаимно простых с n.

Теорема Эйлера. Если числа a и n взаимно просты, то a((n) ( 1 (mod n).

Перед выдачей листочка подробно разобрали доказательство малой теоремы Ферма через зацикливание на языке отображений, а затем ученики должны были сами перенести его на случай составного модуля и сформулировать получившийся результат.
Теорема о мультипликативности. Если числа m и n взаимно просты, то ((mn) = ((m)((n).

На занятии теорема о мультипликативности была разобрана у доски. Опирались на доказательство КТО, основанное на том, что всякая пара остатков от деления на m и n реализуется на отрезке от 1 до mn ровно один раз.
Упражнение 1. Пусть p — простое число. Докажите, что ((pn) = (p – 1)pn–1.

Упражнение 2. Пусть n = 
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Задача 1. Докажите, что при любом нечётном n число 2n! – 1 делится на n.
Задача 2. Найдите три последние цифры числа 32005.

Задача 3. Докажите, что длина периода десятичного разложения дроби 1/n является делителем числа ((n).
Задача 4. Докажите, что если число n не делится ни на 3, ни на 5, то n60–1 делится на 225.
Для самостоятельного решения.

Задача 5. (Тождество Гаусса) Для каждого делителя числа n (включая само это число) нашли значение функции Эйлера и все полученные результаты сложили. Докажите, что сумма равна n.
Задача 6. Докажите, что при любом нечётном n, большем 3, число 2n! – 1 делится на n3 – 4n.
9 июля.

9.00 – 11.00 Варьирование.
Варьирование – это поиск решения последовательным продвижением от произвольной начальной ситуации к искомой, в ходе которого нужные нам характеристики "не ухудшаются"

Задача 1. Пять деревень расположены друг за другом на прямой дороге. Все расстояния между соседними деревнями равны. Где надо выкопать колодец, чтобы сумма расстояний от него до деревень была минимальной?

Задача 2. Треугольник целиком содержится в параллелограмме. Докажите, что его площадь не превышает половины площади параллелограмма.

Разобрали три решения: кустарным варьированием, через выбор самой удалённой от продолжения основания треугольника вершины и через линейность площади (позволяющей двигать вершину по любой проходящей через неё прямой).
Задача 3. а) Известно, что x1>x2 и y1>y2. Что больше: x1y1+x2y2 или x1y2+x2y1?

б) Докажите транс-неравенство: если a1(a2(…(an(0, b1(b2(…(bn(0 и c1, c2, …, cn – некоторая перестановка чисел b1, b2, …, bn, то
a1b1+a2b2+…+anbn ( a1c1+a2c2+…+ancn ( a1bn+a2bn–1+…+anb1.
Задача 4. а) Докажите, что если сумма двух положительных чисел постоянна, то их произведение будет наибольшим, когда эти числа равны.

б) Докажите, что если сумма n положительных чисел постоянна, то их произведение будет наибольшим, когда эти числа равны.

Этот пункт обсуждался на доске, идея «доведения до упора» была сообщена, ибо самим детям придумать её «на заказ» практически невозможно.
в) Опираясь на результат пункта б), докажите неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим: при a1,...,an ( 0  
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Задача 5. а) Докажите, что среди всех треугольников с данным периметром наибольшую площадь имеет равносторонний. Два док-ва: через формулу Герона и геометрическое. Геометрическое доказательство разобрано не было. Надо бы разобрать его, когда будет занятие на геометрические экстремумы.
б) Докажите, что среди всех треугольников с данной площадью наименьший периметр имеет равносторонний.

Задача 6. Докажите, что среди всех n-угольников, вписанных в данную окружность, наибольшую площадь имеет правильный.
Разобрали задачи до шестой включительно. Дальше не успели.
Задача 7. На плоскости даны несколько многоугольников и прямая. Среди всех прямых, параллельных данной, выбирается та, которая пересекает данные многоугольники по отрезкам с наибольшей суммой длин. Докажите, что она проходит через одну из вершин многоугольника.

При обсуждении не забыть поговорить о существовании максимума.
Задача 8. На кольцевой дороге стоят бензоколонки. Общего количества бензина в них достаточно, чтобы объехать весь круг. Докажите, что автомобиль с пустым баком может стартовать от одной из бензоколонок и, заправляясь по дороге, объехать весь круг.

Задача 9. В парламенте у каждого не более трех врагов. Докажите, что парламент можно разбить на две палаты так, что у каждого парламентария в его палате будет не более одного врага.

Для самостоятельного решения
Задача 10. Каждый ученик одного класса ходил хотя бы в один из двух походов. В каждом походе мальчиков было не более, чем 2/5. Докажите, что в классе мальчиков не более 4/7.

Задача 11. Параллелограмм целиком содержится в треугольнике. Докажите, что его площадь не превышает половины площади треугольника.

Задача 12. Докажите, что среди всех четырёхугольников с данным периметром наибольшую площадь имеет квадрат.

Задача 13. Найдите наименее отклоняющийся от 0 на отрезке [–2,2]  а) линейный двучлен вида x+a; б) квадратный трехчлен вида x2+ax+b.
Задача 14. При дворе короля Артура собрались 100 рыцарей. Среди собравшихся у каждого – не более 49 врагов. Докажите, что Мерлин, советник Артура, сможет рассадить рыцарей за круглым столом так, чтобы никакие два врага не сидели рядом.

11.15 – 13.00, 13.50 – 15.15 Задачи на подсчет числа классов.
Задача 1. Сколько разных слов можно получить перестановками букв в слове
ВЫСОКОПРЕВОСХОДИТЕЛЬСТВО?
Задача 2. Сколькими способами можно написать по окружности слово, содержащее каждую из данных n различных букв ровно по 1 разу? Слова, совпадающие при повороте окружности, считаются одинаковыми.

Эти две задачи обсуждаются до выдачи листочка.
Задача 3. Сколькими способами можно раскрасить: а) грани куба в шесть данных цветов?
б) грани правильного тетраэдра в четыре данных цвета?

Обсуждение. Сначала считаем общее число раскрасок без учёта совмещений, потом «склеиваем» совмещающиеся раскраски и считаем число получившихся классов. Пока нам везло: классы получались одинакового размера, и достаточно было поделить число раскрасок на число классов. Но не всегда все так просто.
Задача 4. Наташа получила в подарок 10 бусинок – 5 белых, 2 красных и 3 голубых. Сколько различных ожерелий она может получить, используя все 10 бусинок? Ожерелья, совпадающие при повороте или перевороте, считаются одинаковыми.

Эта задача вызвала огромный интерес и породила множество лип. Но всё же многие в конце концов решили её сами. Затем был подробный разбор.
Задача 5. Сколько есть различных ожерелий из 4 бусин, если каждая может быть одного из четырех цветов?

Задача 6. Дана таблица n(n. Назовём узором раскраску её клеток в два цвета. Разрешается выбрать любой столбец или строку и перекрасить все его (её) клетки в противоположный цвет. Назовём узор А эквивалентным узору Б, если Б можно получить из А такими перекрашиваниями.

а) Докажите, что все узоры разбиваются на непересекающиеся классы таким образом, что в каждом классе любой узор эквивалентен любому другому, а никакие два узора из разных классов не эквивалентны.

б) Докажите, что во всех этих классах поровну узоров.

в) Найдите количество этих классов.

Пункты а) и б) были разобраны на доске. В процессе решения пункта а) с неизбежностью возникли понятия транзитивности и симметричности, а также групповые свойства соответствующих наборов преобразований, как их причина. После этого были в первом чтении введены понятия отношения эквивалентности и группы преобразований.
Для самостоятельного решения.

Задача 7. Решите задачу 5 для случая n цветов.

Задача 8. Сколькими способами можно раскрасить ребра правильного тетраэдра в 6 данных цветов?

Задача 9. В квадрате проведена диагональ. Сколькими способами можно раскрасить пять отрезков (стороны квадрата и диагональ) в пять данных цветов?

10 июля.

9.00 – 11.00 Многочлены-1.

Определения. Многочленом называется выражение вида P(x) = anxn +…+ a1x + a0, где a0, …, an – действительные числа, причем an ( 0. Число n ( 0 называется степенью многочлена P и обозначается degP. Числа аn, …, a0 называются коэффициентами многочлена Р. Два многочлена называются равными, если их степени равны и одноименные коэффициенты попарно совпадают.
Многочлен P(x) порождает функцию x ( anxn +…+ a1x + a0. Значение этой функции в данной точке а называется значением многочлена в этой точке и обозначается Р(а). Если Р(а) = 0, то число а называется корнем многочлена Р.

Понятно, что равные многочлены задают одну и ту же функцию. Позднее мы докажем, что верно и обратное.

Вводные задачи. Дан многочлен f(x) = (1–3x+2x2)743(1+3x–2x2)744. а) Найдите сумму коэффициентов многочлена f(x); б) Найдите сумму коэффициентов при четных степенях многочлена f(x).
Пусть f(x)=anxn+ an–1xn–1 +…+a0 — многочлен с целыми коэффициентами, а несократимая дробь p/q — его корень. Докажите, что a0 делится на p, а an делится на q.
Деление многочленов с остатком. В школе учат складывать и умножать многочлены. А еще их можно делить друг на друга с остатком: "уголком", как целые числа. Деление продолжается до тех пор, пока степень остатка не станет меньше степени делителя.

Задача 1. Разделите с остатком: а) х2+5х+2 на х–2,5; б) х5+2х+1 на х2–3х+5;
в) xn–1 на х–1; г) xn+1 на х+1.

Задача 2. Найдите все натуральные n, при которых число 3n3+2n2+3n+4 делится на число n2+1.

При делении "уголком" многочлена Р(х) на многочлен Q(x) кроме остатка R(x) получается еще неполное частное D(x). При этом выполняется равенство Р(х) = D(x)Q(x) + R(x), где, как мы уже отмечали, степень остатка R(x) меньше степени делителя Q(x). Это равенство с таким условием обычно принимают за определение деления многочленов с остатком. Если остаток равен 0, то говорят что многочлен Р(х) делится на многочлен Q(x).

Задача 3. Докажите, что неполное частное и остаток от деления данного многочлена Р(х) на данный многочлен Q(x) (в смысле данного только что определения) всегда существуют и определены однозначно.

Теорема Безу и ее следствия. Задача 4 [Безу]. Докажите, что остаток от деления многочлена Р(х) на двучлен х–а равен Р(а).

Задача 5. Докажите, что многочлен Р(х) делится на двучлен х–а тогда и только тогда, когда число а – корень многочлена Р(х).

Задача 6. Пусть а1, …, ak – различные действительные числа. Докажите, что многочлен Р(х) делится на произведение (х–а1)(…((х–аk) тогда и только тогда, когда все числа а1, …, ak – его корни.

Если многочлен делится на (х–а)k, но не делится на(х–а)k+1, то говорят, что его корень а имеет кратность k.

Задача 7. Докажите, что число корней многочлена, даже с учетом их кратности, не превосходит его степени.

Задача 8. Докажите, что если значения двух многочленов, степень каждого из которых не превосходит n–1, совпадают в n различных точках, то эти многочлены равны.

Задача 9. Докажите, что если два многочлена задают одну и ту же функцию, то они равны.

Задача 10. Придумайте два квадратных трехчлена, ни один из которых не делится на х2–3х+2, а их произведение делится на х2–3х+2.

Задача 11. Многочлен P(x) дает остаток 5 при делении на x–2 и остаток 7 при делении на x–3. Какой остаток многочлен P(x) дает при делении на (x–2)(x–3)?

Задача 12. Многочлен P(x) дает остаток a2 при делении на x–a, остаток b2 при делении на x–b и остаток c2 при делении на x–c, где a, b, c – попарно различные действительные числа. Найдите остаток от деления P(x) на (x–a)(x–b)(x–c).

Задача 13. Многочлен Р(х) таков, что Р(7) = 11, а Р(11) = 13. Докажите, что хотя бы один из его коэффициентов – не целое число.

Для самостоятельного решения.

Задача 14. Пусть P(x) = anxn +…+ a1x + a0 – многочлен и а – число. Докажите, что P(x) можно представить в виде bn(x–a)n+…+b1(x–a)+b0, причем если а и все ai – целые числа, то и все bi – целые числа.

Задача 15. Дан многочлен P(x) такой, что многочлен P(xn) делится на многочлен
x–1. Докажите, что многочлен P(x) также делится на многочлен x–1.

Задача 16. P(x) — многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что если уравнение P(x) = 1 имеет больше трёх целочисленных корней, то уравнение P(x) = –1 не имеет целочисленных корней.

Задача 17. Многочлены Р(х) и Q(х) с целыми коэффициентами таковы, что при любом целом k Р(k) делится на Q(k). Докажите, что Р(х) делится на Q(х).
11.15 – 13.00, 13.50 – 14.10 Бесконечность.

Капля камень точит.
Задача 1. Плоскость раскрашена в два цвета. Докажите, что найдутся две разноцветные точки на расстоянии 1 микрон.

Задача 2. Два зеркала образуют угол. Луч света падает на один из них. Докажите, что луч света отразится от зеркал конечное число раз (даже если угол очень маленький).
Ковшом моря не вычерпаешь.
Задача 3. Можно ли покрыть прямую конечным числом кругов?

Задача 4. Можно ли покрыть плоскость конечным числом полос (между параллельными прямыми)?

Задача 5. Есть несколько геометрических прогрессий, состоящих из натуральных чисел. Докажите, что найдётся натуральное число, не входящее ни в одну из них.

Задача 6. Дана последовательность, в которой для любого n сумма n первых членов больше n. Докажите, что в этой последовательности бесконечно много положительных членов.
Дирихле на бесконечности.
Задача 7. Докажите, что из любых 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе позиций.
Задача 8. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков блохи, прыгающей по прямой в одном и том же направлении, постоянна и равна 
[image: image19.wmf]2

. Докажите, что блоха рано или поздно попадет в яму.

Задача 9. Известно, что человечество бессмертно, а каждый человек смертен. Число людей в каждом поколении конечно. Докажите, что найдется бесконечная мужская цепочка, начинающаяся с Адама.
Не торопись – впереди вечность!
Задача 10. Два бога по очереди выписывают цифры бесконечной десятичной дроби. Первый своим ходом приписывает в хвост любое конечное число цифр, второй – одну. Если в итоге получится периодическая дробь, выигрывает первый, иначе – второй. Кто выиграет при наилучшей игре сторон? 

Задача 11. Можно ли переставить числа натурального ряда в другом порядке так, чтобы сумма любых первых k чисел делилась на k?

Для самостоятельного решения. 
Задача 12. Можно ли покрыть плоскость конечным числом внутренностей парабол?

Задача 13. В круге радиуса 1 расположено бесконечно много кругов радиуса 0,1. Докажите, что найдётся круг радиуса 0,01, содержащийся в бесконечном числе этих кругов.

Задача 14. Докажите, что бесконечной последовательности попарно различных натуральных чисел, больших единицы, найдется бесконечное количество чисел, больших своего номера в этой последовательности.

Задача 15. Круг разделен на 1997 секторов, и в каждом написано натуральное число. В один из секторов ставится фишка. Каждым ходом прочитывается число в секторе где фишка, фишка сдвигается на это число секторов по часовой стрелке, и там, где она остановилась, число увеличивается на 1. Докажите, что через некоторое число ходов все числа станут больше миллиона.
14.10 – 15.15 Разбор задач.

Разобраны задачи 2, 6, 12 из листка «Векторы», 5 из листка «Отображения», 5 из листка «Воспоминания о делимости», 7 и 8 из листка «Зацикливание».
11 июля.

9.00 – 11.10 Композиции движений.
Композиции и классификация движений.
Задача 1. Найдите композицию двух осевых симметрий: а) с пересекающимися осями;
б) с параллельными осями.

Задачу а) разбираем на доске, задачу б) – самостоятельно с последующим разбором. Метод пробного треугольника.

Задача 2. а) Докажите, что всякий перенос можно представить в виде композиции двух осевых симметрий с параллельными осями, перпендикулярными направлению переноса, причем в качестве первой оси можно взять произвольную прямую, перпендикулярную вектору переноса а вторая прямая получается из нее переносом на половинный вектор (поворотом на половинный угол). б) Сформулируйте и докажите аналогичный результат для поворота.

Метод разложения. Пункт а) – на доске, б) – самостоятельно с последующим разбором.

Задача 3. Докажите, что для всякой композиции 
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 поворота и осевой симметрии можно подобрать такие ось m и вектор 
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Задача 4. Докажите, что композиция осевой симметрии с осью l и переноса на вектор p(l, является осевой симметрией с осью m || l. Каково расстояние между прямыми l и m? 

Указание: Разложите перенос в композицию двух подходящих осевых симметрий.

Задача 5. Докажите, что композиция осевой симметрии и переноса на ненулевой вектор, параллельный оси симметрии, не является ни переносом, ни поворотом, ни осевой симметрией.

Определение. Движение, описанное в задаче 5, называется скользящей симметрией.

Задача 6. Докажите, что композиция осевой симметрии и переноса на вектор, не перпендикулярный оси, есть скользящая симметрия.

Задача 7 (теорема Шаля). Докажите, что всякое движение плоскости есть перенос, поворот, осевая или скользящая симметрия.

Задача 8. Докажите, что композиция двух поворотов есть поворот, если сумма их углов не кратна 360( и перенос, если кратна. В первом случае найдите угол и центр композиции.

Сопряжённые преобразования.
Сначала – беседа о сопряжённых преобразованиях (на примере двух образующих группы перестановок и двух осей симметрии одного многоугольника).
Напомним, что преобразованием множества называется биективное отображение этого множества на себя.
Определение. Пусть f и g – преобразования одного и того же множества. Говорят, что преобразование g сопряжено с преобразованием f, если существует такое преобразование h, что g = h(f(h–1. Композицию h(f(h–1 иногда коротко записывают в виде fh.

Упражнение 1. Докажите следующие свойства сопряжения: а) если g = fh, то f = 
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-

h

g

;
б) (f2(f1)h = f2h(f1h; в) (fg)h = f h(g; г) (fh)–1 = (f–1)h.

Определение. Пусть f – преобразование множества M. Преобразование f называется самосовмещением подмножества Ф множества M, если множество Ф переходит в себя при этом преобразовании, то есть f(Ф) = Ф.
Упражнение 2. Докажите, что если f и g – cамосовмещения подмножества Ф, то g(f и f–1– тоже cамосовмещения подмножества Ф.
Задача 8. Докажите, что множество Ф переходит в себя при преобразовании f, то множество h(Ф) переходит в себя при преобразовании fh.

Задача 9. Пусть f – движение плоскости. Тогда: а) 
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, где выбирается плюс, если f – перенос или поворот и минус, если f – осевая или скользящая симметрия.

Внутренний матбой.
Задача 1. Можно ли без наложений покрыть плоскость треугольниками, никакие два из которых не подобны.

Задача 2. Пусть S(n) — сумма цифр числа n, T(n) — сумма всех чисел, получаемых отбрасыванием у числа n одной, двух, и так далее цифр справа. Доказать, что 
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Задача 3. На стороне AB остроугольного треугольника ABC как на диаметре построена окружность. Пусть M1 и M2 — точки пересечения окружности со сторонами AC и BC. Через точки M1 и M2 проведены касательные к окружности. Докажите, что точка пересечения этих касательных лежит на высоте CD треугольника ABC.

Задача 4. Докажите, что для любых различных натуральных чисел n1, n2, …, nk, больших 1, выполнено неравенство 
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Задача 5. Три прямые, пересекающиеся в одной точке, делят правильный шестиугольник на шесть частей равной площади. Докажите, что любые две из этих прямых пересекаются под углом 60(.

Задача 6. На доске написано n выражений вида …х2+…х+… = 0. Играют двое, ходят по очереди. За один ход можно вписать на место любого многоточия число, не равное 0. Играют двое, ходят по очереди. Игра заканчивается, когда все многоточия заменяются числами. Тот, кто ходит первым, стремится, чтобы среди получившихся квадратных уравнений было как можно больше таких, которые имеют корни, а второй стремится ему помешать. Какое наибольшее число уравнений, имеющих корни, может гарантировать себе первый независимо от игры второго?

Задача 7. Решите в целых числах уравнение 
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Задача 8. 2n простых чисел выписаны в строчку. Известно, что среди них менее n различных. Докажите, что можно выбрать группу из рядом стоящих чисел, произведение которых является полным квадратом.

Задача 9. Каждому из 30 человек нравятся ровно m остальных. При каком наименьшем m можно гарантировать, что найдутся два человека, нравящихся друг другу?

Задача 10. Квадрат разбит прямыми на 25 одинаковых квадратиков — клеток. В некоторых клетках нарисована одна из диагоналей так, что никакие две диагонали не имеют общей точки (даже общего конца). Каково наибольшее возможное число нарисованных диагоналей?

13 июля.

9.00 – 11.00. Отношения эквивалентности и группы преобразований.

Отношения эквивалентности.
Задача 1. В стране М (население которой, возможно, бесконечно) некоторые граждане дружат между собой. При этом выполнены такие правила: (1) каждый друг сам себе; (2) если А дружит с Б, то и Б дружит с А; (3) друг моего друга – мой друг. Докажите, что все жители этой страны разбиваются на кланы таким образом, что любые двое из одного клана дружат, а любые двое из разных кланов – нет.

Эта задача уже, по сути дела, была решена в конце занятия про подсчет классов. Поэтому она должна быть достаточно быстро разобрана на доске. Сказать о роли рефлексивности (недостаточно подчеркнутой в прошлый раз): без неё некоторые жители могут не попасть ни в какие кланы, ибо могут найтись мизантропы, которые ни с кем не дружат.
Определение 1. Говорят, что на множестве М задано отношение (, если для любых двух элементов а,b(М известно, находится элемент а в отношении ( к элементу b (пишут: а(b) или нет.

Примеры. На множестве R всех действительных чисел задано отношение порядка « > ». На множестве всех прямых на плоскости заданы отношения параллельности и перпендикулярности, на множестве всех плоских фигур – отношения их равенства и подобия, на множестве всех феодалов – отношение вассальной зависимости, на множестве всех людей – отношения "быть отцом", "быть сыном", "быть братом", "иметь общего отца" и т.д.

Определение 2. Отношение ( называется транзитивным, если из a(b и b(c всегда следует, что a(c и симметричным, если из а(b следует, что b(a. Отношение ( называется рефлексивным, если всегда а(а. Рефлексивное, симметричное и транзитивное отношение называется отношением эквивалентности.

Заменим в задаче 1 страну произвольным множеством, а дружбу – произвольным заданным на этом множестве отношением эквивалентности. Получится такая

Теорема о разбиении. Если на непустом множестве задано отношение эквивалентности, то все элементы этого множества разбиваются на непустые непересекающиеся классы таким образом, что любые два элемента из одного класса находятся в данном отношении (то есть, короче говоря, эквивалентны), а любые два элемента из разных классов – нет.

Верно, очевидно, и обратное: если произвольное множество разбито на непустые непересекающиеся классы, то отношение «лежать в одном классе» будет отношением эквивалентности. Получается, что разбить множество на непустые классы и задать на нём отношение эквивалентности – это, по сути, одно и то же.

Упражнение 1. Являются ли отношениями эквивалентности: а) отношение «больше» на множестве R? б) параллельность прямых? в) перпендикулярность прямых? г) сравнимость целых чисел по данному модулю; д) подобие плоских фигур? е) отношение «быть братом» на множестве всех людей? ж) отношение «a делится на b» на множестве всех натуральных чисел? з) отношение сопряжённости преобразований данного множества.

Упражнение 2. Какие Вы еще знаете отношения эквивалентности?
Упражнение 3. Какими отношениями разбиваются: а) фигуры на классы равновеликих;
б) вершины графа на компоненты связности? в) обыкновенные дроби на классы равных? 
Группы преобразований и их орбиты. 
Пусть G – некоторый набор преобразований множества M. Будем говорить, что элемент x ( M сравним с элементом y ( M по модулю G, если существует преобразование f ( G, переводящее x в y. Элементы, сравнимые с x по модулю G, образуют орбиту элемента x относительно G.
Задача 1. Назовём сдвигом на число a преобразование множества R всех действительных или множества Z всех целых чисел, переводящее каждое число x в число x+a. Пусть G1 – совокупность сдвигов множества R на всевозможные положительные числа, G2 – совокупность сдвигов множества R на всевозможные неотрицательные числа, G3 – совокупность сдвигов множества R на всевозможные целые числа, G4 – совокупность сдвигов множества Z на всевозможные числа, кратные данному целому числу n. Что означает сравнимость двух действительных чисел по модулю G1? Модулю G2? Модулю G3? Сравнимость двух целых чисел по модулю G4? Как выглядят орбиты чисел относительно этих наборов.
Определение. Непустой набор G преобразований множества M называется группой преобразований этого множества, если он обладает следующими двумя групповыми свойствами: (1) если f, g ( G, то и g(f ( G; (2) если f ( G, то и f–1 ( G.

Задача 2. Докажите, что любая группа преобразований содержит тождественное преобразование.
Теорема. Сравнимость элементов множества по модулю группы его преобразований является отношением эквивалентности. Иными словами, группа преобразований множества разбивает все его элементы на непустые непересекающиеся орбиты.

Транзитивность тут вытекает из свойства (1), симметричность – из свойства (2), а рефлексивность – из результата задачи 2.

Задача 3. Какими группами преобразований порождены следующие отношения эквивалентности: а) равенство остатков целых чисел от деления на данное число m?
б) равенство плоских фигур? в) параллельность прямых на плоскости? г) равенство направленных отрезков.

Задача 4. Найдите группы преобразований, орбитами которых являются классы, которые мы подсчитывали в задачах 2-6 листка «Задачи на подсчет числа классов».
Определение. Группа преобразований, состоящая из всех степеней одного и того же преобразования, называется циклической.

Очевидно, циклические группы – это те, у которых есть система образующих, состоящая из единственного элемента.

Упражнение 4. Приведите примеры циклических групп.

Задача 5. Орбитами какой группы преобразований являются циклы, возникающие при доказательстве малой теоремы Ферма?

Для самостоятельного решения.
Задача 6. Опишите орбиты, возникающие при действии на плоскости: а) группы всех переносов на векторы, кратные данному ненулевому вектору а; б) группы всех поворотов вокруг данной точки на углы, кратные 60(; в) группы всех самосовмещений правильного треугольника.
Задача 7. Придумайте группы преобразований, орбитами которых были бы: 
а) окружности с данным центром; б) вершины правильных k-угольников с данным центром; в) лучи с данным началом (не включая само начало); г) спирали, исходящие из данной точки (не включая саму эту точку).

11.15-13.00. Гомотетия.

Задача 0 Даны окружность ( и точка А. Найдите множество всех точек, симметричных точке А относительно точек окружности.

Определение и свойства.
Определение. Гомотетией 
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 с центром О и коэффициентом k (k(0) называется отображение 
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 плоскости в себя, переводящее каждую точку М в точку М(, для которой выполнено равенство ОМ( = kОМ. 

Упражнение 1. Опишите все гомотетии, которые являются движениями.

Упражнение 2. Какое отображение является обратным к гомотетии 
[image: image31.wmf]k
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Докажите следующие свойства гомотетии (С1-С6):

С1 При гомотетии ее центр переходит в себя.

С2 Точка и её образ при гомотетии лежат на одной прямой с центром гомотетии.
С3 (Основное свойство гомотетии). Если при гомотетии с коэффициентом k А ( А', а 
В ( В', то А'В' = kАВ.
С4 Гомотетия с коэффициентом k является подобием с коэффициентом |k|. Окружность ((О,r) переходит при гомотетии в окружность ((О',|k|r).

С5 Прямая при гомотетии переходит в себя, если она проходит через центр гомотетии и в параллельную прямую, если не проходит.

С6 Если даны два параллельных и неравных отрезка, то существуют ровно две гомотетии, переводящие первый во второй: одна — с положительным коэффициентом, другая — с отрицательным.

Определение. Две фигуры называются гомотетичными, если одна является образом другой при некоторой гомотетии.
Задачи.
Задача 2. Две окружности касаются внешним образом в точке А, а их общая внешняя касательная касается их в точках В и С соответственно. Докажите, что угол ВАС — прямой.

Разбираем на доске как пример решения задачи с помощью гомотетии.
Задача 3. Через точку касания двух окружностей провели две различные прямые. Докажите, что прямая, соединяющая вторые точки пересечения этих прямых с одной окружностью, параллельна прямой, соединяющей вторые точки пересечения этих прямых с другой окружностью.

Задача 4. Диагонали трапеции ABCD (AB||CD) пересекаются в точке О. Докажите, что окружности, описанные около треугольников ABO и CDO, касаются.
Задача 5. Две окружности касаются внутренним образом в точке А. Хорда ВС большей окружности касается меньшей в точке D. Докажите, что АD — биссектриса угла ВАС.
Задача 6. Дан сектор окружности. Впишите в него окружность, касающуюся обоих ограничивающих его радиусов и дуги.

Задача 7. Докажите с помощью гомотетии, что прямая, делящая пополам основания трапеции, проходит через точку пересечения его диагоналей и точку пересечения продолжений его боковых сторон.

Задача 8. (Прямая Эйлера и окружность девяти точек) а) Докажите, что точка пересечения медиан треугольника лежит на отрезке, соединяющем центр его описанной окружности с точкой пересечения его высот и делит его в отношении 2:1. б) Докажите, что середина того же отрезка равноудалена от середин сторон треугольника. в) Докажите, что середины сторон треугольника, основания его высот и середины отрезков высот от точки их пересечения до вершин лежат на одной окружности.
Задача 9. Отрезок AB пересекает две равные окружности и параллелен прямой, проходящей через их центры, причем все точки пересечения отрезка с окружностями лежат между A и B. Через точку A проводятся касательные к окружности, ближайшей к A, через точку B – касательные к окружности, ближайшей к B. Оказалось, что эти четыре касательные образуют четырехугольник, содержащий внутри себя обе окружности. Докажите, что в этот четырехугольник можно вписать окружность.
Для самостоятельного решения.
Задача 10. Основание треугольника фиксировано, а его вершина движется по окружности. По какой траектории движется точка пересечения его медиан?
Задача 11. В данный треугольник впишите прямоугольник с отношением сторон 2:1, одна длинная сторона которого лежит на данной стороне треугольника, а концы другой длинной стороны — на двух других сторонах треугольника.

Задача 12. Докажите, что если стороны одного из двух неравных треугольников соответственно параллельны сторонам другого, то эти треугольники гомотетичны.

Задача 13. Докажите, что отношение радиуса описанной окружности треугольника к радиусу его вписанной окружности не меньше 2, причем равенство достигается только для равностороннего треугольника.

Задача 14. Докажите, что в любом выпуклом многоугольнике можно разместить два не налегающих многоугольника, подобных ему с коэффициентом 1/2.

Задача 15. Докажите, что если преобразование плоскости обладает основным свойством гомотетии, то оно – гомотетия или перенос.

Задача 16. Найдите композицию двух гомотетий
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13.50 – 15.30. Неравенства между средними и следствия из них.

Если даны числа a1,...,ak, то число [image: image33.wmf]12
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 — средним гармоническим. Классические неравенства между средними выглядят так:
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причём равенство во всех трёх случаях достигается только когда a1 = ... = ak.
1. Первое и второе неравенства из этих трёх мы уже доказывали. Докажите третье.

2. Пусть b1, b2, …, bn произвольная перестановка положительных чисел a1, a2, …, an. Докажите, что a1/b1 + a2/b2 +a3/b3 + …+an/bn (n . Установите, когда достигается равенство.

3. Докажите, что если числа a1, …, an неотрицательны, то 
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4. Докажите, что если числа a1, …, an неотрицательны, а S – их сумма, то выполнено неравенство
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5. В арифметической и геометрической прогрессиях, составленных из положительных чисел, поровну членов, а первые и последние члены соответственно равны. Докажите, что любой из остальных членов геометрической прогрессии не превосходит соответствующего члена арифметической прогрессии.

6. Докажите, что при любых натуральных n и m  
[image: image43.wmf]n

m

n

m

n

m

2

2

n

m

n

m

+

+

£

+

.

7. Докажите, что при любых натуральных a, b и c выполняется неравенство 
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Для самостоятельного решения.

8. Докажите, что (1+x2+…+x100)(1+x102)(102x101.

9. Докажите, что 
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 при любых натуральных a, b и c.

14 июля

9.15 – 11.30 Самосовмещения.
Группы самосовмещений.
Определение. Пусть X – подмножество множества M. Преобразование множества M, переводящее множество X в себя, называется самосовмещением множества X.
Теорема. Пусть X – подмножество множества M, а G – группа преобразований множества M. Тогда совокупность StG(X) всех преобразований из G, являющихся самосовмещениями множества X, также является группой преобразований множества M.

Определение. Группа StG(X) называется стабилизатором множества Х в группе G или группой G-самосовмещений множества X.

Если ясно, о какой группе G идёт речь, указание на неё обычно опускают и говорят просто о группе самосовмещений множества X.

Задача 1. Найдите стабилизатор StG(X), если: а) G – группа всех поворотов, переводящих в себя правильный n-угольник M, X – правильный m-угольник, все вершины которого лежат в вершинах M; б) M – множество всех остатков от деления на n, G – группа сложений с остатками из M, X – совокупность всех остатков из M, кратных данному остатку d, являющемуся делителем числа n.

Задача 2. Какими бывают стабилизаторы ожерелий из задачи 4 листка «Задачи на подсчёт числа классов»?

Задача 3. Пусть преобразование f из группы G переводит подмножество X множества M в подмножество Y. Как связаны между собой стабилизаторы StG(X) и StG(Y)?

Указание. Вспомните свойства сопряжённых преобразований. Одно из них поможет.
Тут при удаче надо будет дать определения сопряжённых подгрупп и изоморфизма групп преобразований.
Самосовмещения геометрических фигур.
Отсюда и до конца листочка G – группа всех движений плоскости.

Задача 4. Найдите группу самосовмещений: а) прямой; б) полуплоскости; в) луча; г) отрезка; д) полосы между двумя параллельными прямыми; е) окружности.
Определение. Фигура на плоскости называется ограниченной, если она целиком содержится в некотором круге.

Задача 5. Докажите, что ограниченная фигура не может переходить в себя при: а) переносе на ненулевой вектор; б) скользящей симметрии.

Таким образом, если ограниченная фигура переходит в себя при движении, то это движение – поворот или осевая симметрия.

Задача 6. а) Докажите, что ограниченная фигура не может переходить в себя при поворотах на один и тот же угол вокруг двух различных точек. б) Докажите, что если ограниченная фигура переходит в себя при двух различных поворотах (даже на разные углы), то центры этих поворотов совпадают.

Указание к б). Рассмотрите сопряжение одного из поворотов при помощи другого. Каков угол сопряжённого поворота? Сопряжение поможет и при решении задачи 7.
Определение. Прямая называется осью симметрии плоской фигуры, если эта фигура переходит в себя при симметрии относительно этой прямой.
Задача 7. Докажите, что если ограниченная фигура переходит в себя при повороте и имеет ось симметрии, то центр поворота лежит на оси.

Задача 8. Докажите, что если ограниченная фигура имеет две или более осей симметрии, то все они пересекаются в одной точке.

Задача 9. Докажите, что если ограниченная фигура имеет конечное число осей симметрии, то они (если их больше одной) делят полный угол при точке, в которой пересекаются, на равные части.

Самосовмещения многоугольников.
Задача 10. Докажите, что у n-угольника может быть не более 2n различных самсовмещений, а если их ровно 2n, то многоугольник – правильный.

Задача 11. Найдите группу самосовмещений правильного n-угольника. Есть ли у нее система образующих из одного самосовмещения? Из двух самосовмещений?
Задача 12. Докажите, что число поворотов, переводящих многоугольник в себя, является делителем числа его вершин.
Для самостоятельного решения.
Задача 13. Сколько осей симметрии может быть у 2005-угольника (перечислите все возможности)?

Задача 14. Две оси симметрии n-угольника пересекаются под углом 35(. При каком наименьшем n это возможно?

Задача 15. Может ли ограниченная фигура иметь центр симметрии и ровно одну ось симметрии?
Задача 16. Пусть множество X состоит из всех узоров (см. задачу 6 листка «Задачи на подсчёт числа классов»), у которых первый столбец – целиком белый. Из каких перекрашиваний состоит стабилизатор этого множества. Тот же вопрос про множество всех узоров, у которых целиком белые первый столбец и первая строка.

Примечание. Если Вы решили задачу 15, попробуйте, опираясь на полученные результаты, решить задачу 6в листка «Задачи на подсчёт числа классов».

11.50 – 13.00, 13.50 – 15.30 Многочлены: НОД.
Задача 1. Найдите все общие корни многочленов х4+3х3–х2+3х–2 и х4+2х3–6х2–х+2.

Обсуждение. Надо найти НОД и его корни. Для этого применим алгоритм Евклида – он работает и для многочленов. Только деление с остатком уже не сводится к вычитанию, как в случае чисел.

Задача 2. Докажите равносильность трех определений НОД двух многочленов:

а) Общий делитель наибольшей возможной степени.

б) Общий делитель, делящийся на все остальные общие делители.

в) Результат работы алгоритма Евклида (с точностью до умножения на константу).

Обсуждение. Первые два определения ученики должны дать сами по аналогии с определениями для целых чисел. Третье определение выдается как подсказка к доказательству. По ходу дела объясняется, почему НОД определяется с точностью до умножения на константу.

Задача 3. Докажите теорему о линейном представлении НОД для многочленов. Какие из доказательств, данные для случая чисел, переносятся на случай многочленов?

Задача 4. Опираясь на теорему о линейном представлении НОД, докажите, что если произведение многочленов P(x)Q(x) делится на многочлен S(x), а многочлены Р и S взаимно просты, то многочлен Q делится на многочлен S.

Определение. Многочлен называется неприводимым, если его нельзя разложить на два множителя степени не ниже 1.

Задача 5 (Основная теорема арифметики для многочленов). Докажите, что всякий многочлен можно разложить на неприводимые множители единственным образом с точностью до умножения на константу.
Обсуждение. Сначала вспомним, как доказывается ОТА для целых чисел.

Определение. Отношение двух многочленов называется алгебраической дробью. Алгебраическая дробь, у которой степень числителя меньше степени знаменателя, называется правильной.
Задача 6. Рассмотрим алгебраическую дробь 
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, где Q1 и Q2 взаимно просты. Докажите, что эту дробь можно представить в виде суммы двух дробей со знаменателями Q1 и Q2.

Задача 7. У правильной алгебраической дроби знаменатель имеет степень n и n различных действительных корней. Докажите, что эту дробь можно представить в виде суммы алгебраических дробей, числители которых равны константам.

Задача 8. Покажите, что результат задачи 5 из листка «Воспоминания о делимости» не переносится на многочлены. Измените формулировку этой задачи так, чтобы результат стал справедлив и для многочленов, и докажите его.

Задача 9. Сформулируйте и докажите аналоги результатов задач 6 и 9 из листка «Воспоминания о делимости» для многочленов.
15 июля
9.00 – 11.20 Формула Бернсайда.

Вывод формулы.
Пусть G – группа преобразований множества M. Число элементов в группе G называется её порядком и обозначается |G|.
Напомним, что неподвижной точкой преобразования называется всякий элемент, который это преобразование переводит в себя. Докажите следующие утверждения:

Утверждение 1. Если все преобразования из группы G, кроме тождественного, не имеют неподвижных точек, то длина каждой ее орбиты равна |G|.
В ситуации, описанной в утверждении 1, найти число орбит очень легко: надо поделить число элементов множества M на порядок группы G. Но мы знаем, что орбиты бывают и разной длины. Очевидно, это случается, когда в группе G есть нетождественные преобразования, имеющие неподвижные точки. Подсчет числа классов в таких случаях был, как Вы помните, не слишком прост. Облегчить его нам поможет введенное вчера понятие стабилизатора. Стабилизатор точки x в группе G мы будем обозначать через St(x).
Утверждение 2. а) Пусть точки x и y лежат в одной орбите группы G. Тогда преобразований из G, переводящих x в y, столько же, сколько преобразований в стабилизаторе элемента x (то есть |St(x)|). б) Длина орбиты точки х равна |G|/|St(x)|. в) Порядки стабилизаторов у всех точек одной орбиты одинаковы.

Утверждение 3. а) Если сложить порядки стабилизаторов всех точек множества M, то получится число орбит группы G, умноженное на |G|. б) У каждого преобразования из группы G найдем число неподвижных точек. Тогда сумма всех полученных чисел будет равна сумме порядков стабилизаторов всех точек множества M.
Теорема. Для преобразования g из G обозначим через N(g) число его неподвижных точек. Тогда справедлива формула Бернсайда: число орбит группы G равно 
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Задачи.
Приложения формулы Бернсайда к решению задач основаны на том, что находить число неподвижных точек преобразования часто бывает легче, чем длины орбит.

Задача 1. Решите с помощью формулы Бернсайда задачу 4 листка «Подсчет числа классов».

Задача 2. Сколько есть различных ожерелий из 4 бусин, если каждая может быть одного из n цветов?

Задача 3. Сколькими различными способами можно раскрасить грани куба, если каждую можно красить любой из данных n красок?

Маленькие хитрости. 1) У сопряжённых преобразований неподвижных точек поровну, поэтому их можно учитывать суммарно. 2) Если мы считаем число раскрасок множества M, то при подсчете числа неподвижных раскрасок данного преобразования f все элементы, множества M входящие в одну орбиту f, красятся в один цвет, поэтому достаточно подсчитать число раскрасок орбит.
Задача 4. Сколько попарно различных шестиугольников можно вписать в правильный 15-угольник?
В задачах 5-8 одинаковыми считаются раскраски, которые получаются друг из друга поворотом.
Задача 5. а) Сколькими способами можно покрасить вершины правильного p-угольника, если каждая может быть одного из n цветов (p – простое число). б) Выведите из полученного результата малую теорему Ферма.

Задача 6. Тот же вопрос, если цветов n, а вершин – p2 (p – простое число).

Задача 7. Тот же вопрос, если цветов n, а вершин – p1p2 (p1, p2 – простые числа).

Задача 8. Тот же вопрос, если цветов n, а вершин – k.
Для самостоятельного решения.
Задача 9. Сколькими различными способами можно раскрасить вершины куба, если 4 из них должны быть черными, а 4 – белыми?

Задача 10. Сколько есть различных ожерелий можно составить из p красных и q синих бусин?
Задача 11. Решите с помощью формулы Бернсайда задачу 6в листка «Подсчет числа классов».

Задача 12 (Теорема Лагранжа). Докажите, что порядок любой подгруппы конечной группы является делителем порядка группы.
Успели разобрать только задачи 1-3, дальше не пошел никто. Доказательство поняли все.
11.40 – 13.00 Поворот вектора

Задача 1. На сторонах AB и BC треугольника ABC построены квадраты вершинами наружу. BM и BQ – их стороны, E – середина отрезка AC. Докажите, что MQ ( BE и MQ = 2BE.

Идея: Образ вектора при повороте зависит только от угла поворота и не зависит от центра поворота. Поэтому чтобы найти образ вектора при повороте, можно разложить его в сумму нескольких векторов и найти образ каждого слагаемого в отдельности, каждый раз выбирая свой, наиболее удобный для этого слагаемого центр поворота.

Задача 2. ОА1А2, ОВ1В2, ОС1С2 – одинаково ориентированные правильные треугольники. Докажите, что середины отрезков А2В1, В2С1, С2А1 – вершины правильного треугольника.

Задача 3. На сторонах четырехугольника вне его построены квадраты. Докажите, что отрезки, соединяющие центры противоположных квадратов, перпендикулярны и равны.

Задача 4. На сторонах треугольника вне его построены правильные треугольники. Докажите, что их центры – вершины правильного треугольника.
Еще полезно было бы разобрать решение задачи 4 через композицию поворотов.
Для самостоятельного решения
Задача 5. На сторонах АВ, ВС, СА треугольника АВС построены квадраты с центрами О1, О2, О3 соответственно. Докажите, что отрезки О1О2 и О3В равны и перпендикулярны.
Пошло туго. Дальше второй задачи продвинулись только 4-5 человек.
13.50 – 15.15 Неравенства-3.

Неравенство КБШ.
Задача 1. Докажите, что для любых действительных чисел a1, a2, ..., an и b1, b2, ..., bn выполнено неравенство (a1b1+a2b2+...+anbn)2((a12+a22+...+an2)(b12+b22+...+bn2) (неравенство Коши – Буняковского – Шварца, сокращённо — КБШ).
Указание. Рассмотрите дискриминант кв. трехчлена (a1+tb1)2+(a2+tb2)2+…+(an+tbn)2.
Задача 2. Докажите неравенство 

[image: image48.wmf]222222222

11221212

()()...()......

nnnn

abababaaabbb

-+-++-£+++++++

.
Какой геометрический смысл оно имеет при n = 2 (если Вы поймёте это, то легко догадаетесь, как называется это неравенство).

Следствия из транс-неравенства.
Задача 3. Докажите, что для положительных действительных чисел a, b и c выполняется неравенство 
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Задача 4. Для произвольных чисел a, b, c докажите неравенство: a4+b4+c4(a3b+b3c+c3a.

Задача 5. Для положительных чисел x, y, z докажите неравенство
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Задача 6. Если a1(a2(…(an(0 и b1(b2(…(bn(0, то выполнено неравенство Чебышёва:
(a1+a2+…+an)(b1+b2+…+bn)(n(a1b1+a2b2+…+anbn).

Для самостоятельного решения.
Задача 7. Пусть a, b и c — длины сторон треугольника; (, ( и ( — величины противоположных углов. Докажите, что (a+(b+(c(1/2((b+(c+(a+(c+(a+(b).
Задача 8. Докажите, что для любого набора неотрицательных чисел a1, a2, ..., an  выполнено неравенство 
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Задача 9. Докажите тождество Лагранжа: (x1y1+…+xnyn)2 = (x12+…+xn2)(y12+…+yn2) – (x1y2–x2y1)2 – (x1y3–x3y1)2 – ... – (x1yn–xny1)2 – (x2y3–x3y2)2 – (x2y4–x4y2)2 – ... – (x2yn–xny2)2 – ... – (xn–1yn–xnyn–1)2 и выведите из него неравенство КБШ.
А неравенства перещелкали быстро.

16 июля
9.15 – 11.00 Области притяжения. Эллипс.

Области притяжения.
Пусть на плоскости даны точка А и фигура Ф. Назовём областью притяжения точки А относительно фигуры Ф ГМТ плоскости, находящихся от точки А не дальше, чем от любой из точек фигуры.

Упражнение 1. Найдите область притяжения центра а) квадрата; б) правильного треугольника относительно множества его вершин.

Упражнение 2. Докажите, что любой треугольник является областью притяжения некоторой точки относительно каких-то трёх других точек.

Упражнение 3. Какие четырёхугольники могут быть областями притяжения какой-либо точки относительно какой-либо фигуры?

Эллипс.
Обозначим через U область притяжения точки F1, лежащей внутри окружности с центром F2 и радиусом r, относительно этой окружности, а через Э — линию, ограничивающую эту область.

Задача 1. а) Докажите, что всякая точка М линии Э равноудалена от точки F1 и ближайшей к М точки окружности. б) Пусть М — точка на линии Э. Докажите, что фигура U целиком лежит по одну сторону от биссектрисы той пары вертикальных углов, образованных прямыми МF1 и МF2, которая не содержит отрезка F1F2.

По поводу задачи а) состоялся содержательный разговор о граничных и внутренних точках. Но и с 1б почему-то тормозили, как и с 3.
Определение. Прямая, проходящая через точку на границе фигуры таким образом, что фигура целиком лежит с одной стороны от этой прямой, называется опорной прямой фигуры. Если через данную точку на границе фигуры проходит ровно одна опорная прямая, эта прямая называется касательной к фигуре в данной точке.
Задача 2. Докажите, что линия Э, ограничивающая область U, есть множество всех точек М, обладающих тем свойством, что МF1+МF2 = r.

Определение. Линия Э, состоящая из всех таких точек М, что МF1+МF2 = r, где F1 и F2 — данные точки, а r — данное положительное число, называется эллипсом, а точки F1 и F2 — его фокусами. 
Задача 3. Докажите, что у эллипса в каждой его точке М есть касательная, и она образует равные углы с отрезками МF1 и МF2.

Задача 4. а) Постройте с помощью циркуля несколько точек эллипса с данными фокусами (если у Вас нет циркуля – возместите непредусмотрительность изобретательностью: подумайте, чем его можно заменить). Попытайтесь описать его форму. б) Как нарисовать эллипс с помощью двух гвоздей, нитки и карандаша?
Задача 5. Покажите, что окружность — тоже эллипс.

Задача 6. Покажите, что у эллипса есть две оси симметрии и центр симметрии.

Задача 7. Докажите, что множество точек, симметричных данному фокусу эллипса относительно всевозможных касательных к эллипсу, есть окружность. Каковы её центр и радиус?

Для самостоятельного решения.

Задача 8. Одна окружность лежит внутри другой. Найдите область притяжения первой относительно второй.
Задача 9. Внутри выпуклого многоугольника отметили конечное число точек. Докажите, что его можно разрезать на выпуклые многоугольники так, чтобы внутри каждого оказалось ровно по одной отмеченной точке.

Задача 10. Докажите, что множество всех точек плоскости, из которых эллипс виден под прямым углом (то есть точек пересечения взаимно перпендикулярных касательных к эллипсу), есть окружность. Каковы её центр и радиус?
Матбой профи 8 – профи 7.
1. В коробке 2005 спичек. Играют двое, ходят по очереди. За один ход можно взять из коробки любое число спичек с одним лишь ограничением: все оставшиеся в коробке спички можно взять только тогда, когда их число не больше количества спичек, взятых соперником на предыдущем ходу. Побеждает тот, кто взял последнюю спичку. Кто выиграет при правильной игре? с
2. В треугольнике центры вписанной и описанной окружностей симметричны относительно одной из сторон. Найти углы треугольника. лс
3. Докажите, что между любыми двумя отличными от единицы точными квадратами найдутся такие различные натуральные числа a, b и c, что  a2+b2 делится на c. т
4. Докажите, что частное от деления восьмизначного числа, в десятичной записи которого нет нулей, на произведение его цифр всегда больше 2,005. с
5. Клетки доски 100(100 раскрашены в черный и белый цвета в шахматном порядке. На каждой клетке лежит по камешку. Известно, что на каждой горизонтали и на каждой вертикали общий вес камешков – один и тот же. Докажите, что все камешки, находящиеся на черных клетках, можно разложить на две кучки равного веса. с
6. Король обошёл доску 9(9, побывав на каждом ее поле ровно один раз. Длина хода по горизонтали или вертикали равна 1, а по диагонали – 
[image: image52.wmf]2

. Какова наибольшая возможная длина маршрута? (Маршрут может быть произвольным, в том числе – незамкнутым и самопересекающимся). ст
7. Можно ли в записи 20052 – 20042 –… 22 – 12 некоторые минусы поменять на плюсы так, что значение получившегося выражения будет равно 2005? с
8. Прямоугольник разрезан k горизонтальными и m вертикальными линиями на (k+1)(m+1) прямоугольничков. Каждый прямоугольничек накрыт карточкой, на обороте которой написана его площадь. Какое наименьшее число карточек надо перевернуть, чтобы с гарантией найти площадь большого прямоугольника? г
9. Существуют ли шесть шестизначных чисел, состоящих из цифр от 1 до 6 без повторений, таких, что любое трехзначное число, в записи которого участвуют лишь цифры от 1 до 6 без повторений, можно получить из одного из этих чисел вычеркиванием трех цифр? т
10. Точки A и B высекают на окружности с центром O дугу величиной 60o. На этой дуге взята точка M. Докажите, что средние линии четырехугольника AMBO взаимно перпендикулярны. лс
Матбой профи 9 – профи 8.
соз — Горбачев. Сборник олимпиадных задач по математике.

змо — Зарубежные математические олимпиады.

мэ — Бронштейн. Математические этюды.

1. Докажите, что у уравнения 
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 нет решений в целых числах. (соз 13.119)
2. Можно ли при любой раскраске плоскости в два цвета выбрать один из них, точками которого реализуются все расстояния? (мэ 8, с. 8)
3. В равнобедренном треугольнике АВС проведена биссектриса АL. На луче СА отложен отрезок СK = ВL. Докажите, что точки A, В, L, K лежат на одной окружности.

4. На собрании присутствовало k рыцарей и хитрецов, причем рыцарей было больше, чем хитрецов (рыцари всегда говорят правду, а хитрецы могут и соврать). Путешественник хочет выяснить  про каждого, кто он. Для этого он может задать вопрос «Кем является такой-то: рыцарем или хитрецом?» (в частности, он может спросить, кем является сам отвечающий.) Доказать, что путешественник может установить это, задав 2k – 3 вопроса. (соз 2.60)
5. Окружность, вписанная в треугольник АВС, касается сторон АВ и АС в точках С1 и В1, а окружность, касающаяся стороны ВС и продолжений сторон АВ и АС, касается прямых АВ и АС в точках С2 и В2. Пусть D – середина ВС. Прямая АD пересекает отрезки С1В1 и С2В2 в точках E и F. Докажите, что ВEСF – параллелограмм.

6. При каждом натуральном n решите уравнение 
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7. На окружности расположены n действительных чисел, сумма которых равна нулю. Одно из этих чисел равно 1. Докажите, что есть число, отличающееся от среднего арифметического двух своих соседей не менее, чем на 
[image: image55.wmf]2
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8. В круговом турнире не было ничьих, за победу давалось 1 очко, за поражение — 0. Затем был определен коэффициент каждого участника. Он равнялся сумме очков, набранных теми, кого победил данный спортсмен. Оказалось, что у всех участников коэффициенты равны. Число участников турнира больше двух. Докажите, что все спортсмены набрали одинаковое количество очков. (соз 7.64)
9. Дано множество X, состоящее из n элементов. Какое наибольшее число трёхэлементных подмножеств можно выбрать из X так, чтобы любые два выбранных множества пересекались ровно по одному элементу?

10. Задано правило, которое каждой паре чисел (x, y) ставит в соответствие некоторое число x ( y, причем для любых x, y, z выполняются тождества:

1) x # y = 0,

2) x # (y # z) = (x # y) + z.

Найдите 5002 # 2005.
(14 тур.гор 3, стр. 8)
18 июля

9.00 – 11.30 Группы.

Операции.
Определение 1. Говорят, что на множестве А задана операция (, если каждой упорядоченной паре элементов (а,b) этого множества сопоставлен элемент а(b этого же множества, называемый результатом операции.

Часто операцию называют “сложением” или “умножением” (хотя она при этом может быть никак не связана с обычными сложением и умножением чисел). Тогда результат операции называют “суммой” или “произведением” соответственно. Множество упорядоченных пар элементов множества А называется декартовым квадратом этого множества и обозначается А2. Таким образом, операция на множестве А – это отображение из А2 в А.

Мозговой штурм №1. Коллективно приведите как можно больше примеров операций. Для каждой указывайте множество, на котором она задана.

Например: сложение и умножение чисел; сложение и умножение многочленов; возведение положительного натурального числа в натуральную степень; сложение и умножение остатков от деления на целое число; композиция преобразований данного множества; композиция движений; пересечение и объединение подмножеств данного множества.

Обычно требуют, чтобы рассматриваемые операции обладали некоторыми хорошими свойствами. Важнейшими из них являются:

· ассоциативность:  (a(b)(c = a((b(c) для любых а,b,c(A;

· коммутативность:  a(b = b(а для любых а,b(A;

· наличие нейтрального элемента е такого, что е(а = а(е = а для любого элемента а(А. 
Если есть нейтральный элемент, то элементы а и b называются взаимно обратными, если a(b = b(а = е. Элемент, обратный к а, обозначается а–1.

Упражнение 1. Испытайте найденные при штурме операции на наличие указанных выше свойств.

Задача 1. Докажите, что если операция ассоциативна, то ее результат не зависит от способа расстановки скобок не только для трёх, но и для любого конечного числа сомножителей.

Подсказка. Индукция по числу сомножителей. База очевидна. Переход: рассмотрите два способа расстановки скобок и операции, которые в первом и втором случаях выполняются последними, а затем воспользуйтесь предположением индукции.

Таким образом, если операция ассоциативна, то произведение любого числа сомножителей можно записывать просто как а1(а2(...(ап. Коммутативность вместе с ассоциативностью означает дополнительную возможность произвольным образом переставлять сомножители, не изменяя результата.

Группы.

Определение 2. Непустое множество G с заданной на нём операцией ( на нем называется группой, если эта операция ассоциативна, имеет нейтральный элемент и у каждого элемента из G есть обратный. Подгруппой группы G называется ее подмножество, которое само является группой с той же операцией. Если групповая операция коммутативна, группа называется коммутативной или абелевой.
У произвольной группы операцию чаще всего называют «умножением», а нейтральный элемент – «единицей». Но если группа коммутативна, то групповую операцию обычно называют “сложением” и обозначают знаком “+”, нейтральный элемент называют “нулем”, а вместо обратных элементов говорят о “противоположных”.
Упражнение 2. Докажите, что всякая группа преобразований является группой в смысле определения 2, где операцией является композиция.
Мозговой штурм №2. Коллективно приведите как можно больше примеров групп. Если какие-то из них являются подгруппами других приведённых, указывайте на это.

Целые числа с операцией сложения. Рациональные числа, не равные 0, с операцией умножения. Действительные числа с операцией сложения. Положительные действительные числа с операцией умножения. Остатки по модулю m с операцией сложения. Ненулевые остатки по простому модулю с операцией умножения. Остатки, взаимно простые с модулем, с операцией умножения. Многочлены с операцией сложения. Перестановки конечного множества с операцией композиции. Движения плоскости с операцией композиции. Векторы с операцией сложения. Параллельные переносы с операцией композиции. Самосовмещения геометрической фигуры с операцией композиции. Повороты плоскости, переводящие данный правильный треугольник в себя. Все четные перестановки данного конечного множества. Переносы и повороты плоскости с операцией композиции.

Задача 2. Докажите, что: а) нейтральный элемент в любой группе – ровно один; б) у каждого элемента группы есть единственный обратный; в) в любой группе уравнения а(х = b и х(а = b однозначно разрешимы для любых данных а и b.
Подсказки. а) Пусть единиц две. Перемножим их. Что получится? б) Пусть есть два обратных к x. Умножим x на один из них справа, а на другой – слева. Что получится? в) Сами думайте!

Циклические группы. Порядок группы.
Задача 3. Пусть a – элемент группы G. Положим a2 = a(а, a–2 = a–1(а–1, a3 = a(а(а,
a–3 = a–1(а–1(а–1 и т.д. Положим также a0 = e. Покажите, что все определенные таким образом целочисленные степени элемента a образуют подгруппу группы G.

Подгруппа, описанная в задаче 3, называется циклической подгруппой группы G, порождённой элементом a. Группа, совпадающая с какой-либо своей циклической подгруппой, называется циклической группой. Очевидно, это то же самое, что группа, которую можно задать одной образующей.

Порядком |G| конечной группы G, как и в случае групп преобразований называется число ее элементов. Порядком элемента группы называется наименьшая положительная степень, в которой этот элемент равен e (если такой степени нет, порядок элемента считается равным бесконечности).
Задача 4. Докажите, что всякий элемент конечной группы имеет конечный порядок, равный порядку порождённой этим элементом циклической подгруппы.
Изоморфные группы.

Определение 3. Пусть даны группы (G1,() и (G2,*). Изоморфизмом групп называется биективное отображение (: G1(G2, сохраняющее операцию то есть удовлетворяющее условию ((a(b) = ((a)*((b). Группы, связанные изоморфизмом, называются изоморфными.

Упражнение 3. Докажите, что при изоморфизме нейтральный элемент переходит в нейтральный, взаимно обратные – во взаимно обратные.

Упражнение 4. Докажите, что изоморфность групп – отношение эквивалентности.

Группу остатков от деления на n с операцией сложения мы будем обозначать Zn, группу остатков от деления на m, взаимно простых с m, с операцией умножения – Zn*, а группу перестановок n-элементного множества – Sn.
Задача 5. Докажите изоморфность следующих групп: а) группы поворотов вокруг данной точки на углы, кратные 360(/n и группы Zn; б) группы самосовмещений правильного треугольника и группы S3; в) группы всех векторов на плоскости с операцией сложения, группы всех параллельных переносов плоскости с операцией композиции и группы всех многочленов степени не выше 1 с операцией сложения; г) группы всех целочисленных степеней двойки с операцией умножения и группы всех целых чисел с операцией сложения.

Разговор об изоморфности R,+ и R+,(.
Задача 6. Докажите, что всякая конечная циклическая группа порядка n изоморфна группе Zn.

Для самостоятельного решения.

Задача 7. Докажите, что всякая циклическая группа коммутативна.

Задача 8. Составьте таблицы умножения для групп S2 и S3.
Задача 9. Докажите, что группа Z6 не изоморфна группе самосовмещений правильного треугольника.

Задача 10. Докажите, что группа Z5* изоморфна группе Z4.
11.50 – 13.00, 13.50 – 15.30 Гипербола. Парабола.
Гипербола. 

Обозначим через V область притяжения точки F1, лежащей вне окружности с центром F2 и радиусом r, относительно этой окружности. Линия Г, ограничивающая эту область, называется гиперболой (точнее, ветвью гиперболы, но для нас это сейчас несущественно).
Задача 1. Сформулируйте и докажите для гиперболы утверждение, аналогичное утверждению задачи 1а листка про эллипс.

Задача 2. Измените условие задачи 1б листка про эллипс так, чтобы оно стало справедливо ля гиперболы. Докажите полученное утверждение.

Задача 3. Как надо изменить условие МF1+МF2 = r из задачи 2 листка про эллипс, чтобы вместо эллипса оно задавало гиперболу? Изменив условие, докажите полученный результат.

Задача 4. Докажите, что у гиперболы в каждой её точке М есть касательная, и она образует равные углы с отрезками МF1 и МF2.

Задача 5. а) Докажите, что гипербола – неограниченная фигура. б) Постройте с помощью циркуля несколько точек гиперболы с данными фокусами. Попытайтесь описать её форму.

Задача 6. Покажите, что график функции y = 1/x (x > 0) — это гипербола с фокусами F1(
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,
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), F2(–
[image: image58.wmf]2

,–
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). Используйте метод координат.

Парабола.
Параболой называется линия, ограничивающая область притяжения точки относительно прямой, не проходящей через эту точку. Точка при этом называется фокусом, а прямая — директрисой параболы.
Задача 7. Есть ли у параболы ось симметрии? Если да, то какая?

Ось симметрии параболы обычно называют просто осью параболы.
Задача 8. Пусть М — точка на параболе с фокусом F и директрисой d, а H — основание перпендикуляра, опущенного из точки M на прямую d. Докажите, что прямая, делящая пополам угол FMH, является касательной к параболе.

Указание. Сравните с задачей 1.

Задача 9. а) Докажите, что все если в фокусе параболы поместить точечный источник света, то после отражения от параболы все лучи света станут параллельными её оси (а по какому, собственно, закону отражается свет от параболы?). б) Как это свойство параболы можно применять на практике?

Задача 10. а) Методом координат докажите, что график функции y = ax2 является параболой с фокусом F(0, 1/4a) и директрисой, заданной уравнением y = –1/4a. б) Докажите, что всякую параболу можно задать, как график функции y = ax2 в подходящей системе координат.

Для самостоятельного решения.

Задача 11. Докажите, что если у эллипса и гиперболы – общие фокусы, то эти кривые пересекаются под прямым углом.

Задача 12. Докажите, что график любого квадратного трёхчлена является параболой.

Задача 13. Докажите, что у параболы нет центра симметрии.

Задача 14. Как изменится в случае гиперболы результат задачи 7 листка про эллипс?
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9.00 – 11.15 Теорема Лагранжа.

Левые сдвиги. Теорема Кэли.
Возьмем произвольную группу G и её элемент a. Отображение (a: G(G, переводящее каждый элемент x(G в элемент ax, называется левым сдвигом группы G на элемент a.

Упражнение 1. а) Докажите, что всякий левый сдвиг является преобразованием множества G. б) Докажите, что (ab = (a((b.

Упражнение 2. Докажите, что у всех преобразований (a, кроме тождественного, нет неподвижных точек.
Задача 1. Пусть отображение ( из группы G сопоставляет каждому элементу a(G левый сдвиг (a. Докажите, что ( – изоморфизм между группой G и группой всех ее левых сдвигов с операцией композиции (по пути, естественно, надо доказать, что все левые сдвиги действительно образуют группу).

Из результата задачи 1 вытекает

Теорема Кэли. Каждая группа G изоморфна некоторой группе преобразований. Каждая конечная группа порядка n изоморфна некоторой подгруппе группы перестановок Sn.

Теорема Лагранжа.
Возьмем группу G и её подгруппу H и будем рассматривать только левые сдвиги на элементы из H. Получится группа преобразований TH, действующая на множестве G. Как и всякая группа преобразований, она разбивает множество G на орбиты, называемые смежными классами, порождёнными подгруппой H.
Задача 2. Докажите, что все смежные классы, порождённые данной подгруппой H конечной группы, содержат поровну элементов, причём одним из этих классов является сама подгруппа H.

Задача 3. Докажите теорему Лагранжа: порядок любой подгруппы конечной группы является делителем порядка этой группы. 

Задача 4. Докажите, что порядок любого элемента конечной группы является делителем порядка этой группы.

Задача 5. Выведите из полученных выше результатов малую теорему Ферма и теорему Эйлера. Покажите, что доказывая их с помощью циклов, мы фактически доказывали теорему Лагранжа для соответствующих группы и подгруппы (каких?).

Задачи.
Задача 6. Докажите, что если порядок группы – простое число, то она циклическая.

Задача 7. Докажите, что любые две группы порядка 101 изоморфны.

Задача 8*. Найдите некоммутативную группу наименьшего возможного порядка.

11.35 – 13.00, 13.50 – 14.30 Намотки и склейки.

Задача 1. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков блохи, прыгающей по прямой в одном и том же направлении, постоянна и равна 
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. Докажите, что блоха рано или поздно попадет в яму.
Обсуждение. Идея намотки. Связь с факторизацией.
Задача 2. На числовой прямой отметили несколько отрезков, суммарная длина которых меньше 1. Докажите, что их можно одновременно сдвинуть в одном направлении на одно и то же расстояние так, чтобы после этого они не покрывали ни одной целочисленной точки.

Задача 3. На координатной плоскости нарисовали несколько многоугольников, суммарная площадь которых меньше 1. Докажите, что их можно одновременно сдвинуть на один и тот же вектор так, чтобы после этого они не покрывали ни одной точки с целочисленными координатами.

Задача 4. На координатной плоскости в начале координат сидит стрелок, а в остальных точках с целочисленными координатами – круглые зайцы радиуса r. Стрелок палит наугад, пуля летит по прямой бесконечно далеко. Докажите, что она обязательно попадёт в какого-то зайца, как бы ни было мало r.

Задача 5. В углах прямоугольного бильярда находятся лузы ширины (. Из одного из углов вылетает точечный шарик, который в дальнейшем движется прямолинейно, отражаясь от бортов по закону «угол падения равен углу отражения». Докажите, что шарик рано или поздно попадет в лузу.
Задача 6. а) В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Две блохи одновременно начинают прыгать по прямой из начала координат в одном и том же направлении, совершая по одному прыжку в секунду. Длины прыжков постоянны и равны 
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 у одной блохи и 
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 у другой. Докажите, что наступит момент, когда обе блохи одновременно попадут в ямы. б) Тот же вопрос, если блохи начинают прыгать из двух произвольных точек прямой.
Разобрано до этот места (последняя задача – далеко не со всеми). Минковский – завтра.
Задача 7 (Теорема Минковского). Плоскость разлинована на равные параллелограммы площади 1. Дан выпуклый многоугольник M площади 4, центр симметрии которого находится в одной из вершин сетки. Докажите, что внутри этого многоугольника или на его границе найдется еще одна вершина сетки.

После разбора теоремы Минковского показать, как можно добиться приближения иррационального числа дробью m/n с точностью до 1/n2.
14.30 – 15.45 Решение задач 4-7 из листка «Формула Бернсайда»
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9.00 – 11.30 Теорема Ван дер Вардена для натуральных чисел.

Раскраской множества в n цветов называют разбиение его на n непересекающихся подмножеств, точки каждого из которых считаются покрашенными в определённый цвет.

Вводные задачи.
Задача 1. Прямая раскрашена в 2 цвета. Докажите, что найдутся три точки одного цвета, одна из которых делит пополам отрезок между двумя другими.
Задача 2. Плоскость раскрашена в 2 цвета. Докажите, что найдутся: а) две одноцветные точки на расстоянии 1; б) правильный треугольник с одноцветными вершинами.

Задача 3. Плоскость раскрашена в конечное число цветов. Докажите, что найдется прямоугольник с одноцветными вершинами.

Теорема.
Теорема Ван дер Вардена для натурального ряда. Если натуральный ряд раскрашен в конечное число цветов, в нем найдётся одноцветная арифметическая прогрессия любой заданной длины.

Схема доказательства. Индукция по длине прогрессии, а внутри неё – по числу цветов. Пусть цветов n. База: прогрессию длины 2, то есть две одноцветные точки, можно найти уже на любом отрезке из n+1 числа. Заметим, что при этом третий член той же прогрессии будет другого цвета и все три члена будут умещаться на отрезке длины 2n+1. Нарежем натуральный ряд на такие отрезки и объявим каждый «блоком», который мы будем при необходимости рассматривать как точку. Цветом блока будем считать способ его раскраски. Различных цветов блоков (2n+1)n – много, но конечное число! Вот первая идея доказательства – идея блочности.

Порассуждаем от противного. Выберем два одноцветных блока. В каждом из них есть по одинаково расположенной паре одноцветных чисел (пусть белых), причем третий член той же прогрессии находится в том же блоке и окрашен в другой цвет (пусть красный). Пусть первая тройка состоит из чисел a и a+k и красного числа a+2k, а вторая – из белых чисел a+m и a+k+m и красного числа a+2k+m, где k – расстояние между числами, а m – расстояние между одноименными точками блоков. Рассмотрим число a+2k+2m Если оно белое, имеем белую прогрессию a, a+k+m, a+2k+2m, если красное – красную прогрессию a+2k, a+2k+m, a+2k+2m. Для n = 2 доказательство перехода этим заканчивается. Если же n > 2, то число a+2k+2m должно быть какого-нибудь третьего цвета – пусть синего. Вот вторая идея доказательства – идея «вилки».

Заметим, что конфигурация «Б (k) Б (k) К (m) Б (k) Б (k) К (m) С» с гарантией встретится на отрезке из 2(2n+1)n блоков. Нарежем натуральный ряд на такие куски и объявим их «блоками второго порядка». Работая с ними, докажем теорему Ван дер Вардена для прогрессии длины 3 и раскраски в 4 цвета. Затем определим «блоки третьего порядка», докажем теорему Ван дер Вардена для прогрессии длины 3 и раскраски в 5 цветов и т.д. В итоге теорема будет доказано для прогрессий длины 3 и любого конечного числа цветов, причем для каждого n будет указано такое число L(n,3), что при раскраске в n цветов одноцветная прогрессия длины 3 найдется уже на любом отрезке натурального ряда длины L(n,3). Для перехода к прогрессиям длины 4 снова нарезаем натуральный ряд на блоки, на этот раз длины 2L(n,3), повторяем рассуждения с блоками и вилками и т.д. Разумеется, это «и т.д.» надо уметь проводить подробно.
11.50 – 15.30 Линии уровня и экстремумы
Задача 1. В математическом анализе рассматривается теорема Ферма: если числовая функция, заданная на отрезке [a,b], достигает на этом отрезке максимума или минимума в точке a< c < b, и у ее графика в точке (c, f(c)) есть касательная, то она параллельна оси абсцисс. Докажите эту теорему.

Задача 2. а) Пусть M – точка данной окружности с центром O, сумма расстояний от которой до данных точек A и B – наименьшая. Докажите, что либо точка M лежит на отрезке AB, либо углы OMA и OMB равны. б) Докажите, что если внутри треугольника ABC есть точка T, сумма расстояний от которой до вершин треугольника наименьшая из возможных, то углы ATB, BTC и CTA равны.
Разговор о линиях уровня и принципе касания

Задача 3. Даны отрезок и не пересекающая его прямая. Найдите на прямой точку, из которой данный отрезок виден под наибольшим возможным углом.

Задача 4. На данной окружности найдите такую точку, что разность квадратов расстояний от нее до двух данных точек – наименьшая из возможных.
Задача 5. Между двумя пересекающимися прямыми дорогами расположено круглое озеро. Где на его берегу надо построить причал, чтобы сумма расстояний от него до этих дорог была наименьшей?

Задача 6. Докажите, что точка, сумма расстояний от которой до сторон данного выпуклого многоугольника минимальна — это одна из вершин этого многоугольника.
Задача 7. Докажите, что выпуклый четырехугольник, сумма перпендикуляров на стороны которого из точки внутри четырехугольника не зависит от выбора этой точки – параллелограмм.

Задача 8. На стороне АВ данного треугольника АВС найдите такую точку М, что расстояние между её проекциями на прямые АС и ВС минимально: а) при условии, что угол С – прямой; б) в общем случае.

Указание. А что представляет собою множество всех таких точек, лежащих внутри данного угла, что расстояние между их проекциями на его стороны равно данному числу?
Задача 9. Докажите, что сумма площадей пяти треугольников, отсекаемых от выпуклого пятиугольника его диагоналями, больше площади пятиугольника.
Для самостоятельного решения.
Задача 10. На данной окружности найдите такую точку, что сумма квадратов расстояний от нее до двух данных точек – наименьшая из возможных.

Задача 11. Докажите, что если АВС — треугольник наибольшей площади среди всех треугольников, вершины которых принадлежит данному многоугольнику (не обязательно выпуклому!), то точки А, В и С можно выбрать так, чтобы они были вершинами этого многоугольника.

Задача 12 (точка Торричелли). Докажите, что если стороны треугольника видны из точки внутри него под равными углами, то сумма расстояний от этой точки до вершин треугольника – наименьшая из возможных.
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9.00 – 11.10, 13.50 – 14.30 Теорема Ван дер Вардена для прямой и плоскости.

Вводные задачи.

Плоскость раскрашена в конечное число цветов. Докажите, что на ней найдутся:
Задача 1. Равнобедренный прямоугольный треугольник с одноцветными вершинами.

Задача 2. Треугольник, подобный (произвольному) данному, с одноцветными вершинами.

Задача 3. Квадрат с одноцветными вершинами.

Теорема Ван дер Вардена для прямой.

Задача 4. Прямая раскрашена в конечное число цветов. Докажите, что на ней найдутся три такие одноцветные точки A, B, C, что точка C делит отрезок AB в отношении AC : CB = 1 : 
[image: image63.wmf]2

.

Идея решения: перейти от раскраски прямой к раскраске плоскости так, чтобы на плоскости задача свелась к построению треугольника с одноцветными вершинами, подобного некоторому данному.

Разобрали только до этого места.
Задача 5 (теорема Ван дер Вардена для прямой). Прямая раскрашена в конечное число цветов. Докажите, что на ней найдутся такие одноцветные точки A1, …, An, что
A1A2 : A2A3 : … : An–1An = a1 : a2 : … :an, где a1, a2, …, an – произвольные данные положительные числа.
Теорема Ван дер Вардена для плоскости.
Задача 6. Трехмерное пространство раскрашено в конечное число цветов. Докажите, что в нам найдется тетраэдр с одноцветными вершинами, подобный произвольному данному.

Задача 7. Плоскость раскрашена в конечное число цветов. Докажите, что на ней найдется четырехугольник с одноцветными вершинами, подобный данному.

Идея решения: перейти от раскраски плоскости к раскраске трехмерного пространства так, чтобы в пространстве задача свелась к построению тетраэдра с одноцветными вершинами, подобного некоторому данному.

Задача 8 (теорема Ван дер Вардена для плоскости) Если плоскость раскрашена в конечное число цветов, то для всякой конечной конфигурации точек найдётся подобная ей одноцветная.

11.20 – 13.00 Тест.
1. На стороне AB треугольника ABC лежит точка M такая, что AM : MB = 1 : 2. Точка N — середина медианы BC. Выразите вектор MN через вектора AB и AC.

2. Приведите пример неинъективного и несюрьективного отображения.

3. Постройте трапецию по двум боковым сторонам, углу между ними и одному из оснований.

4. Последовательность 
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, где x, y — некоторые целые числа. Рассмотрим последовательность 
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 остатков от деления чисел 
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 на 2005. Оцените максимально возможную длину периода.

5. Найдите композицию 2005 перестановок 
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6. Найдите 
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 — функция Эйлера.

7. Найдите НОД многочленов 
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8. Может ли группа 
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 содержать подгруппу порядка 500?

9. Каким движением будет композиция 
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10. Определим на прямой отношение ( следующим образом: a ( b, если |a-b| < 1. Будет ли отношение ( а) рефлексивным, б) симметричным, в) транзитивным?

11. Квадрат разбит на 9 одинаковых квадратиков. Сколькими способами можно раскрасить квадратики в n цветов, если квадраты, получающиеся друг из друга поворотами, считаются одинаковыми.

12. Дан правильный шестиугольник. Точка M лежит на стороне шестиугольника и делит ее в отношении 1 : 5. Найдите орбиту точки M под действием группы всех самосовмещений шестиугольника (включая повороты и симметрии).

13. При гомотетии 
[image: image78.wmf]2
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 треугольник ABC перешел в треугольник A1B1C1. Пусть A2 — середина AA1, B2 — середина BB1, C2 — середина СС1. Укажите гомотетию, которая переводит треугольник ABC в треугольник A2B2C2.

14. Что больше 
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Заключительная олимпиада
Довывод
1. Рыбаки ловили рыбу два дня. В первый день каждый рыбак поймал столько рыб, сколько все остальные вместе во второй день. Докажите, что все рыбаки поймали поровну рыб. Колм 2, личная, №1
2. Как разрезать правильный 36-угольник по непересекающимся диагоналям на равнобедренные треугольники?

3. В треугольнике АВС проведены биссектрисы углов А и С. Из вершины В на них опущены перпендикуляры. В каком отношении прямая, соединяющая основания этих перпендикуляров, делит сторону ВС?
4. Даны числа a2, b2, c2 (a, b и с – положительные числа). Разрешается выполнять операции сложения, вычитания и умножения, а также запоминать любое количество промежуточных результатов и сравнивать их между собой. Можно ли, используя только эти операции, проверить справедливость равенства a + b = c? Колм 1, личная
5. В конкурсе участвуют 10 супружеских пар. Некоторые из образующих их 20 человек враждуют между собой, но никто не враждует со своим супругом (супругой). По заданию ведущего каждый написал на карточке, сколько у него врагов среди участников конкурса. Оказалось, что если убрать карточку мистера Смита, то на всех остальных карточках будут написаны попарно различные числа. Сколько врагов у миссис Смит? (П.В. Семенов)
Вывод
6. Пятизначное число с суммой цифр, равной 37, делится на 37. Докажите, что его третья цифра равна 9. (А.И.Храбров)
7. По окружности записано 201 натуральное число. Сумма всех записанных чисел равна 500. Докажите, что из них можно выбрать одно или несколько идущих подряд с суммой 100.
8. Учитель написал на доске квадратный трехчлен x2+10x+20, после чего по очереди каждый из учеников либо увеличил, либо уменьшил на 1 либо коэффициент при x, либо свободный член, но не оба сразу. В итоге на доске оказался квадратный трехчлен x2+20x+10. Можно ли наверняка утверждать, что в некоторый момент на доске был написан квадратный трехчлен с целочисленными корнями?
9. В четырехугольнике ABCD углы BAD и ADC равны 100(. Диагонали AC и BD образуют со стороной AD углы 50( и 60( соответственно. Найдите углы, образованные диагоналями со стороной BC.
Программа зачета профи-8
Множества. Множество, его элементы и подмножества. Включение, объединение и пересечение множеств. Задание множества характеристическим свойством, универсальное множество. Задачи на нахождение множеств, схема их решения, метод двойного включения. Задача о заразе. Волновые фронты, доказательство законов отражения и преломления света.

Отношения эквивалентности. Примеры. Теорема о разбиении на классы.

Отображения. Отображение (функция), области определения и значений, образы элемента и подмножества области определения. Примеры отображений. Композиция отображений, тождественное отображение, обратное отображение. Обратимость, биективность, сюръективность, инъективность отображений. Сведение некоторых комбинаторных задач к задачам о подсчете числа отображений конечных множеств.

Разложения квадратичной и дробно-линейной функций в композиции линейных и y=x2 (y=1/x). Их приложение к построению графиков. 
Зацикливание, бесконечность. Зацикливание, орбиты, теорема о периодичности. Условие отсутствия предпериода, обратный ход. Идея пространства состояний, задачи о погоде в Швамбрании и игре со спичками. Периоды бесконечных десятичных дробей. Доказательство малой теоремы Ферма и теорема Эйлера с помощью зацикливания. 
Задача о бесконечной мужской цепочке. Задача о двух богах.

Задачи о сдвиге фигуры. Задача о блохе. Задача о стрелке. Задача о двух блохах.

Теорема Ван дер Вардена для натурального ряда. Одноцветные треугольники и квадрат на раскрашенной плоскости. Теорема Ван дер Вардена для прямой.

Преобразования. Группы. Понятие преобразования множества. Перестановки, их запись в виде подстановок. Понятие о системе образующих. Циклы, разложение перестановки в композицию непересекающихся циклов. Разложение перестановки в композицию транспозиций и элементарных транспозиций. Система из двух образующих в группе всех перестановок данного множества. Число беспорядков, четные и нечетные перестановки, теорема о том, что четная перестановка не может быть нечетной, поведение четности при композиции перестановок. Игра в «15».

Сопряженные преобразования. Свойства операции сопряжения. Группы самосовмещений. Стабилизаторы, сопряженность стабилизаторов двух точек из одной орбиты. Группы самосовмещений некоторых геометрических фигур (задача 4 листка «Самосовмещения»). Свойства самосовмещений ограниченных фигур и многоугольников (задачи 5-12 листка «Самосовмещения»).

Группа преобразований и ее действие на множестве. Разбиение на орбиты. Задача об ожерелье из 5 белых, 3 голубых и 2 красных бусинок. Формула Бернсайда. Задача о раскраске вершин k-угольника в n цветов.

Операции: определение, примеры. Ассоциативность, коммутативность, нейтральный и обратные элементы. Определение группы, подгруппы, примеры, группы Zn, Zn*, Sn. Простейшие свойства групп (задача 2 листка «Группы»). Изоморфизмы групп, примеры; логарифм. Циклические группы, порядок элемента группы. Коммутативность циклической группы. Изоморфность двух циклических групп одного порядка. Элементы конечной группы имеют конечные порядки. Действие подгруппы на группе посредством левых сдвигов. Теорема Кэли. Смежные классы, их свойства, теорема Лагранжа. Малая теорема Ферма и теорема Эйлера как следствия теоремы Лагранжа. Цикличность группы простого порядка. Некоммутативная группа наименьшего возможного порядка
Числа и многочлены. Теорема о линейном представлении НОД (три доказательства). Задача о разложении дроби: 
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. Функция Эйлера и ее свойства. Малая теорема Ферма и теорема Эйлера.

Многочлен и заданная им функция. Нахождение рациональных корней многочлена с целыми коэффициентами. Деление многочленов с остатком. Теорема Безу и следствия из нее (задачи 5-9 листка «Многочлены-1»). НОД двух многочленов, равносильность трех определений. Теорема о линейном представлении НОД для многочленов (два доказательства). Неприводимые многочлены, разложение многочлена на неприводимые множители. Разложение правильной алгебраической дроби в сумму дробей.

Векторы и гомотетия. Операции над векторами. Векторное доказательство теоремы о пересечении медиан треугольника. Базис на плоскости, координаты вектора в базисе, применение к решению задач. Игра с 2n векторами. Приложения поворота вектора к решению задач (примеры).

Определение и свойства гомотетии. Применение гомотетии к решению задач (примеры).

Движения плоскости. Определение движения и равных фигур. Поведение векторов и основных геометрических фигур при движениях. Перенос, поворот, осевая и скользящая симметрии. Основные свойства переноса, поворота, центральной симметрии. Основные приемы применения движений к решению задач, примеры.

Совпадение движений, совпадающих в трех неколлинеарных точках. Разложение движения в композицию осевых симметрий. Композиция двух осевых симметрий. Композиция осевой симметрии и переноса. Композиция осевой симметрии и поворота. Композиция двух поворотов. Классификация движений плоскости (теорема Шаля). 

Поведение движений при сопряжении.

Эллипс, гипербола, парабола. Области притяжения. Определения эллипса. Внутренние и граничные точки фигуры, эллипс как граница области притяжения. Биссектриса угла F1МF2 – опорная прямая эллипса в точке M. Существование касательной в данной точке эллипса. Множество всех точек плоскости, из которых эллипс виден под прямым углом – окружность. Гипербола как граница области притяжения. Фокальное свойство гиперболы. Задание гиперболы как ГМТ через постоянство разности расстояний. Существование касательной в данной точке гиперболы. Неограниченность гиперболы. График y = 1/x (x > 0) как гипербола. Парабола как граница области притяжения. Центры и оси симметрии эллипса, гиперболы и параболы. Фокальное свойство параболы. Существование касательной к параболе. График квадратичной функции как парабола.
Неравенства и экстремумы. Метод варьирования. Транс-неравенство. Неравенство Чебышева. Доказательство методом варьирования неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим. Задача о треугольнике наибольшей площади при данном периметре. Задача о вписанном в окружность n-угольнике наибольшей площади. Задача о квадратном трехчлене, наименее отклоняющемся от 0 на отрезке [–2,2]. Неравенство Бернулли. Неравенство КБШ. Классические неравенства между средними. Задача об арифметической и геометрической прогрессиях.

Линии уровня, примеры. Примеры применения линий уровня к поиску максимумов и минимумов. Точка Торричелли. Использование линейности (примеры). Задача о пятиугольнике и пяти треугольниках.
Разное. Задача о 2048 числах по кругу.
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