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Вступительная проверка знаний
02 июля
1. Разделите с остатком число –10 на 3.
2. Число сравнимо с 10 по модулю 7. Какой остаток оно может давать при делении на 21? При делении на 2?

3. Автомат «Евклид» умеет делить с остатком любое натуральное число на любое другое натуральное число. Больше он не умеет ничего. Как, используя только этот автомат, найти НОД(1026, 722)?

4. n — натуральное число. Какие остатки может давать n4 при делении на 5?

5. В отряде 14 мальчиков умеют играть в футбол и 8 девочек умеют играть в волейбол. Сколькими способами можно выбрать пару команд: футбольную мужскую команду из 11 человек и женскую волейбольную команду из 5 человек?

6. Что представляет собой совокупность всех точек плоскости, из которых данный отрезок АВ виден под углом 60(?
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Сформулируйте теорему, обратную теореме Пифагора. Верна ли она?

8. Какие из графов, изображенных на рисунке, являются: а) связными? б) эйлеровыми? в) деревьями? г) двудольными?
9. В парламенте каждый депутат враждует с тремя или пятью своими коллегами. Журналист Петров сообщил, что парламент состоит из 101 депутата. Докажите, что пресса в данном случае ошиблась.

10. В трёх ящиках лежит 10 яблок. Возьмём ящик, где яблок больше всего. Сколько, самое меньшее, в нём может быть яблок?

11. Методом математической индукции докажите, что сумма всех натуральных чисел
от 1 до n равна n(n+1)/2.

12. Есть две кучки конфет: 25 и 30 штук. Двое играют в следующую игру. Каждый игрок может своим ходом съесть произвольное ненулевое число конфет, но только из одной кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?
Вступительная олимпиада
03 июля
1. У Пети в бутылке было на 10% больше «Фанты», чем у Васи. Петя отпил из своей бутылки 11% ее содержимого, а Вася из своей — 2% содержимого. У кого после этого осталось больше «Фанты»?
2. Качалка, имеющая форму сектора круга радиуса R, качается на горизонтальном столе. По какой траектории движется её вершина?
3. ABCD — равнобедренная трапеция с углами по 60( при основании AD и боковыми сторонами, равными основанию BC. На боковых сторонах AB и CD выбраны точки E и F так, что AE = CF. O — середина основания AD. Найдите угол EOF.
4. Три атлета участвовали в забеге. В ходе забега Олег, выбежавший последним, 16 раз менялся местами с другими участниками, а Петя, выбежавший первым, — 15 раз. Кроме того, известно, что Ваня финишировал раньше Пети. В каком порядке финишировали спортсмены?
5. Назовем натуральное число n полезным, если любое натуральное число, меньшее n, либо является делителем n, либо его можно представить в виде суммы нескольких различных делителей n. Докажите, что произведение двух полезных чисел — полезное число.
6. В начале игры в «делёжку-15» на столе лежит кучка из 15 спичек. Играют двое, ходят по очереди. За один ход можно разделить любую из имеющихся кучек на две, но так, чтобы после этого все имеющиеся кучки состояли из различного числа спичек (например, если на столе кучки из 6 и 2 спичек, то ход 6 ( 5+1 возможен, а ходы 6 ( 3+3 и 6 ( 4+2 — нет). Проигрывает тот, кто не может сделать очередного хода без нарушения правил. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнер?
Множества

03 июля
1.  Решите в натуральных числах уравнение  
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2.  Найдите ГМТ середин хорд, различные концы которых лежат на  данной окружности.

Что общего между задачами 1 и 2? В обоих случаях решение состоит в отыскании некоторого множества. Множества задаются или перечислением своих элементов, или указанием (описанием) характеристического свойства. . Например, 
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- множество корней уравнения из №1, заданное перечислением, а 
[image: image3.wmf]...

},

10

,

{

},

0

8

6

:

{

},

2

:

{

2

2

меньшие

двойки

степени

все

x

x

R

x

n

N

n

n

=

+

-

Î

=

Î

 - это разные способы описания множества 
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3. Задайте следующие множества перечислением их элементов:  а)  различные цифры годов рождения и гибели М. Ю. Лермонтова; б) корни уравнения  
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4. Укажите характеристические свойства для:  а)  луча  
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[image: image10.wmf]...}

,

7

,

5

,

3

,

1

{

; г) серединного перпендикуляра к отрезку 
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5.  а) Сколько у множества из 10 элементов трехэлементных подмножеств?  б)  В комнате 3 лампочки. Сколько имеется способов освещения?  в)  Множество состоит из  
[image: image12.wmf]n

 элементов. Сколько у него разных подмножеств?
6. Проверить равенство 
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 - круг без границы,  
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- середины всех отрезков, концы которых принадлежат границам данного угла;
б)  
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7. а) Опишите подмножества числовой прямой, которые можно получить, пересекая два луча; б) то же для трех лучей; г) как  из полуплоскостей можно получить трапецию, используя операцию пересечения?
8. а) Для каждого  
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 множество тех точек числовой прямой, которые удалены от 
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 множество тех точек числовой прямой, которые удалены от 
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Для самостоятельного решения
9. Как  из полуплоскостей можно получить круг, используя операцию пересечения?

10. а) В пространстве расположен прямолинейный стержень. В каждой его точке расположен источник света, освещающий шар единичного радиуса. Какое множество освещает весь стержень? б) То же для источников света, расположенных на окружности радиуса 2.
11. Человек стоит на прямой дороге, вокруг – поле. По дороге он идет со скоростью  5 км/час, а по полю – 2 км/час. Найдите множество точек, до которых он может добраться за час.
Окружность - ликбез
03 июля

Т1  Если точки C и D расположены по одну сторону от прямой AB и AC = CB, (ACB = 2(ADB, то C – центр окружности, описанной около треугольника ABD.

Т2  (признак вписанного четырёхугольника) Если точки C и D расположены по одну сторону от прямой АВ и (AСВ =(ADB, то точки A, C, B и D расположены на одной окружности.

Т3 (признак вписанного четырёхугольника) Если точки C и D расположены по разные стороны от прямой АВ и (AСВ + (ADB= 180о, то точки A, C, B и D расположены на одной окружности.

Т4  Если отрезки АС и ВD пересекаются в точке Р и AP · PC = BP · PD. то точки A, B, C и D расположены на одной окружности
1. В остроугольном треугольнике проведены высоты AP, ВQ и CR. Докажите, что (ABQ =(APR.

2. Из произвольной точки М внутри данного угла опущены перпендикуляры  MP и  MQ на стороны угла. Из вершины угла A опущен перпендикуляр AK на отрезок PQ. Докажите, что (KAP = (MAQ.
3. В треугольнике АВС (A = 30о, (B = 70о. На стороне ВС построен равносторонний треугольник ВМС так, что точки М и А расположены по одну сторону от прямой ВС. Найти  (МАС.
4. Из основания Н высоты СН треугольника АВС опущены на стороны АС и ВС перпендикуляры НМ и НN. Докажите, что треугольник СМN подобен треугольнику АВС.

5. На боковой стороне АВ трапеции ABCD взята точка К. Докажите, что вторая точка пересечения окружностей, описанных около треугольников АКD и ВКС, лежит на прямой CD.

6. Две окружности имеют общую хорду CD. Через точку М этой хорды проведены хорды АВ и ЕF , принадлежащие различным окружностям и не лежащие на одной прямой. Доказать, что концы этих двух хорд лежат на одной окружности.

7. Докажите, что прямая, соединяющая вершину прямого угла прямоугольного треугольника с центром квадрата, внешне построенного на гипотенузе, делит прямой угол треугольника пополам. 

8. АВ – основание равнобедренного треугольника АВС. Докажите, что окружность, касающаяся сторон угла АСВ в точках А и В, проходит через точку М – центр вписанной в треугольник АВС окружности.

Окружность
04 июля
1. Докажите, что отрезок, соединяющий основания двух высот остроугольного треугольника, отсекает от него треугольник, подобный данному.

2. [image: image550.emf]A
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На сторонах АВ, ВС, СА треугольника АВС взяты соответственно точки С1, А1 и В1, отличные от его вершин. Докажите, что окружности, описанные около треугольников А1В1С, А1ВС1, АВ1С1 имеют общую точку. 

3. Высоты остроугольного треугольника пересекаются в точке Н. Известно, что АВ = СН. Найдите угол АСВ. 

4. В произвольном треугольнике АВС отложим за точку А два отрезка, равных по длине противолежащему основанию ВС, и получим две точки А1 и А2, лежащие на лучах ВА и СА соответственно. Построим аналогично ещё четыре точки. Докажите, что тогда все шесть точек расположены на одной окружности. 

5. Докажите, что в треугольнике АВС середины сторон М1, М2, М3, основания высот Н1, Н2, Н3 и середины отрезков, соединяющих ортоцентр Н с вершинами, Е1, Е2, Е3, лежат на одной окружности (Указание: определите вид четырёхугольников, Е3Е1М3М1, Е1Е2М1М2.)

6. Докажите, что центр окружности, построенной в задаче 4 совпадает с центром вписанной окружности, причём радиус её 
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, где r – радиус вписанной окружности, p - полупериметр треугольника АВС. 

7. Постройте треугольник, если известна прямая, на которой лежит основание, и даны две точки – основания боковых высот.
8. Докажите, что если два противоположных угла четырехугольника тупые, то диагональ, соединяющая вершины этих углов, короче второй диагонали.

9. Докажите, что квадрат биссектрисы треугольника равен разности между произведением заключающих ее сторон и произведением отрезков третьей стороны, на которые она делится биссектрисой.

10. Постройте равносторонний треугольник так, чтобы его вершины лежали соответственно на трех данных параллельных прямых.
Для самостоятельного решения.
11. В треугольнике АВС (A = 70о, (B = 80о. Внутри треугольника взята точка М такая, что (ACМ = 10о, (МВС = 20о. Докажите, что СМ = АВ.
12. Биссектрисы углов выпуклого четырехугольника ABCD образуют выпуклый четырехугольник KLMN. Доказать, что около него можно описать окружность.

13. Из произвольной точки М, лежащей на стороне АВ треугольника АВС (или на ее продолжении), проведены перпендикуляры МР и МQ к сторонам АС и ВС. При каком условии отрезок РQ будет наименьшим?

14. Из произвольной точки, лежащей на окружности, описанной около треугольника, опущены перпендикуляры на его стороны (или на продолжения сторон). Докажите, что основания этих перпендикуляров лежат на одной прямой. (Эта прямая называется прямой Симпсона.)

Делимость, остатки, сравнения…

04 июля

Шкура неубитого медведя делится на любое число частей без остатка…

                Народная мудрость.

Необходимо вспомнить: свойства делимости; деление с остатком; основная теорема арифметики; сравнения и их свойства.

1.  Доказать, что 22225555+55552222 делится на 7.
2.  Докажите, что 212005+1672005 делится на 47.
3. Двузначные числа от 19 до 80 выписаны подряд. Делится ли полученное число 192021…7980 на 1980?
4.  Докажите, что 
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 не делится на 121 при любом целом n.
5.  а) Доказать, что сумма квадратов пяти последовательных целых чисел не может быть квадратом целого числа; б) Доказать, что сумма одинаковых чётных степеней трёх последовательных целых чисел не может равняться чётной степени целого числа; 
6.  Докажите, что: а)112n+1+122n+1
[image: image31.wmf]M

23; б)11n+2+122n+1
[image: image32.wmf]M

133 при всех натуральных n.
7.  Из каких чисел состоит множество: {p| p и 8p2+1 – простые числа}.
8.  Существует ли такое натуральное число, которое при делении на 5 дает в остатке 4, при делении на 6 даёт в остатке 5, при делении на 7 даёт в остатке 6, при делении на 8 – в остатке 7, при делении на 9 – в остатке 8?
9. Решите систему сравнений: 
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. (Решить систему сравнений – это значит указать множество всех чисел, для которых сравнения, входящие в систему, являются верными).
10.  Докажите, что среди тройки натуральных чисел, являющихся решениями уравнения 
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 хотя бы одно число кратно 3, хотя бы одно кратно 5 и хотя бы одно кратно 4.
Для самостоятельного решения
11. Найдётся ли такое натуральное n, что n2+n+1 делится на 2005?
12.  Какие натуральные числа при делении на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 10 дают остаток, не меньший, чем половина делителя?

13.  Доказать, что сумма одинаковых чётных степеней девяти последовательных целых чисел не может равняться никакой степени целого числа (разумеется, с показателем, большим 1). 
14.  25 натуральных чисел выписаны в ряд. Известно, что сумма любых восьми из них не превосходит 14. Докажите, что можно выбрать несколько подряд стоящих чисел, сумма которых равняется 23.

Индукция
05 июля
Пусть мы умеем доказывать, что в цепочке утверждений У1, У2, У3,…:

· (база индукции) первое утверждение (У1 ) истинно;

· (шаг индукции) из истинности любого утверждения Уk    следует истинность  следующего за ним  утверждения Уk+1.

Тогда все утверждения верны – это принцип математической индукции.
1. Доказать, что для всех натуральных 
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 верно, что 
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2. Найти наименьшее 
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3. Чему равна сумма 
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4. Пусть 
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 и т.д.). Начиная с какого 
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5. В компании из 
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 человек у каждого есть новость, известная только ему одному. В результате телефонного разговора каждый из собеседников узнает все новости, известные другому. Доказать, что за 
[image: image47.wmf]4
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 телефонных звонка все могут узнать все новости.

6. Доказать, что при любом натуральном 
[image: image48.wmf]n

 можно составить из цифр 1 и 2 число, делящееся на 
[image: image49.wmf]n
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7. Доказать, что любой четырехугольник можно разрезать на 2005 равнобедренных треугольников.

8. Докажите, что квадрат можно разрезать на любое число квадратов, большее 5.

9. Поселок Шивкиль окружен круговым кольцом с односторонним движением. Его пересекают несколько прямых улиц, на каждой из которых тоже введено одностороннее движение. Докажите, что в Шивкиле найдется  микрорайон,  который можно объехать по периметру, не нарушая правил движения.
Для самостоятельного решения
10. Доказать, что из любого числа квадратов можно сложить один квадрат, разрезая данные квадраты на части прямолинейными разрезами.
11. Имеются две последовательности: 
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. Сколько одинаковых чисел содержат эти последовательности?

12. В шахматном турнире каждый участник сыграл со всеми участниками по одной партии. Доказать, что можно так занумеровать всех участников, что ни один не проиграл непосредственно следующему за ним по номеру.

Ориентированные углы
05 июля
Многие вещи нам не понятны не потому, что наши понятия слабы, а потому, что сии вещи не входят в круг наших понятий.

                         Козьма Прутков.

Величины углов, опирающихся на одну хорду, могут быть равны, а могут составлять в сумме 180о. Для того, чтобы не рассматривать различные варианты расположения точек на окружности, рассматривают понятие «ориентированный угол между прямыми». Величиной ориентированного угла между прямыми AB и СD (обозначение ((AB,CD)), будем называть величину угла, на который нужно повернуть против часовой стрелки прямую AB так, чтобы она стала параллельна прямой CD.  При этом, углы, отличающиеся на n(180o, считаются равными. Следует заметить, что ориентированный угол между прямыми AB и СD не равен ориентированному углу между CD и AB (Они составляют в сумме 180о или, что по нашему соглашению то же самое, 00).

Свойства ориентированных углов:

а) ((AB,CD)= –((CD,AB);

б) ((AB,CD)+((CD,EF)=((AB,EF);

в) точки A, B, C и D, не лежащие на одной прямой, принадлежат одной окружности тогда и только тогда, когда ((AB,BC)= ((AD,DC);

г) Прямая AD является касательной к окружности, проходящей через точки A, B и С тогда и только тогда, когда ((AD,AC)=((AB,BC);
д) AB||CD тогда и только тогда, когда ((AB,CD)=0о .
1. Две окружности пересекаются в точках M и K. Через M и K проведены прямые AB и СD соответственно, пересекающие первую окружность в точках A и C, вторую – в точках B и D. Докажите, что AC||BD.
2.  Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и P. Через точку A проведена касательная AB к окружности S1, а через точку P – прямая CD, параллельная AB (точки B и C лежат на S2, точка D – на S1). Докажите, что ABCD – параллелограмм.
3. Четыре прямые образуют четыре треугольника. Докажите, что описанные окружности этих треугольников имеют общую точку (точка Микеля). 
4. Точки A, B, C и D лежат на окружности с центром в точке O. Прямые  AB и СD пересекаются в точке E, а описанные окружности треугольников AEC и BED пересекаются в точках E и P. Докажите, что: а) точки A, D, P и O лежат на одной окружности; б) (EPO=90о.

Для самостоятельного решения
5. А – общая точка окружностей S1 и S2. Через точку A проведена прямая, пересекающая S1 в точке B, S2 – в точке C. В точках B и C проведены касательные к окружностям, пересекающиеся в точке D. Докажите, что угол BDC не зависит от выбора прямой, проходящей через A. 
6. Треугольники ABC и A1B1C1 имеют соответственно параллельные стороны, причём стороны AB и A1B1 лежат на одной прямой. Докажите, что прямая, соединяющая точки пересечения описанных окружностей треугольников A1BC и AB1C, содержит точку C1. 
7. Постройте треугольник по медиане, биссектрисе и высоте, проведённым из одной вершины.
Комбинаторика - ликбез
05 июля

1. Сколькими способами 4 вора могут по одному разбежаться на все 4 стороны?

2. Из 15-ти мальчиков и 10-ти девочек нужно составить команду из трех мальчиков и четырех девочек. Сколькими способами это можно сделать?

3. На книжной полке у Арсения кроме трехтомника Пушкина стоят еще 15 книг по математике. Сколькими способами Арсений может расставить книги так, чтобы все 3 тома стояли рядом ("рядом" не значит, что "в порядке возрастания номеров")?

4. Сколько существует шестизначных чисел, цифры в которых стоят в порядке возрастания?

5.  Сколько существует перестановок цифр 1, ..., 9 таких, что тройка стоит на четвертом месте и единица не стоит на первом месте?
6. В семье  6 человек, а за столом в кухне 6 стульев. В семье решили каждый вечер, ужиная, рассаживаться на эти шесть стульев по-новому. Сколько лет члены семьи смогут  делать это без повторений?
7. У Пети имеется 10 карманов и 5 различных предметов. Сколькими способами он может рассовать 3 предмета по карманам, не более чем по одному предмету в каждый?

8. Сколькими способами Вася может выбрать из 15 книг по математике несколько штук, чтобы подарить их своему другу?
9. Из цифр от 1 до  9  составляются  всевозможные  пятизначные числа, не содержащие одинаковых цифр. Определить количество чисел, в которых есть цифры 2, 4, 5 одновременно.

10. Даны две параллельные прямые. На каждой прямой отмечено по 7 точек. Сколько можно построить треугольников с вершинами в этих точках?

11. Сколькими способами можно выложить в ряд 10 красных и 3 синих шара так, чтобы 2 последних шара были одного цвета?

12. В группе из 16 детей 7 – жители Кирова, 4 – жители Снежинска и 5 – жители Екатеринбурга. Сколькими способами можно выбрать из них четверых так, чтобы среди них оказались жители всех трех городов?

13. Сколькими способами можно переставить буквы слова МАТЕМАТИКА так, чтобы никакие две гласные не стояли рядом?

14. У бабушки четыре апельсина, три мандарина и два киви. Каждый день она выдает любимому внуку по 1 фрукту. Сколькими способами она может организовать такую выдачу?

15.  Сколькими способами можно разбить 12 человек на пары?
16. Докажите, что число выборов 
[image: image56.wmf]k

 элементов из 
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 данных: а) с учетом порядка их выбора равно 
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Комбинаторика

06 Июля
Когда человек не понимает проблемы, он пишет много формул…

                          Нильс Бор

1. Сколькими способами можно выбрать из n школьников k для участия в олимпиаде? А сколькими способами можно выбрать из этих же n школьников n – k  школьников, в этой олимпиаде не участвующих?
2. а) Имеется n «нормальных» различных конфет и одна отравленная. Буратино хочет выбрать из них m конфет для Мальвины так, чтобы отравленная конфета не попала в набор. Сколькими способами он может это сделать? 
б) А если он выбирает m конфет для Карабаса-Барабаса и хочет, чтобы отравленная конфета оказалась в наборе. Сколькими способами он может выбрать набор на этот раз?
в) Сколько у него вариантов выбрать m конфет, не задумываясь о том, попадёт ли туда отравленная?
3. Доказать двумя способами следующие свойства сочетаний:
а) 
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4. [image: image551.emf]A
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 План города имеет схему, изображенную на рисунке. На всех улицах введено одностороннее движение: можно ехать только «вправо» или «вверх». Водитель автомобиля перед поездкой из пункта A в пункт B получает «маршрутный лист», в котором указано, в каком из двух направлений он должен ехать после каждого перекрёстка: вверх (В) или вправо (П). Составьте «маршрутный лист» для траектории, показанной на рисунке. Сколько есть различных маршрутов, ведущих из точки A в точку B? А если план города - прямоугольник (n-k)(k? 
5. [image: image552.emf]1 1
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План города представляет собой квадрат n(n. Улицы называются: 0-ая вертикальная, …, n-ая вертикальная, 0-ая горизонтальная, …, n-ая горизонтальная. На пересечении k-ой горизонтальной улицы и (n-k)-ой вертикальной улицы находится автозаправка, а на пересечении (k-1)-ой горизонтальной улицы и (n-k+1)-ой вертикальной улицы находится станция техобслуживания. Сколькими способами можно составить маршрут из A в B (по правилам предыдущей задачи), чтобы он проходил: а) через автозаправку; б) через станцию техобслуживания? 
6. Докажите формулу 
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7. Михаил Михайлович, придя в ресторан, обнаружил в меню n различных блюд. Сколькими способами он может сделать заказ, если там никакое блюдо не должно встречаться более одного раза (ничего не заказывать или заказывать всё тоже разрешается).
8. Чему равна сумма 
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Для самостоятельного решения

[image: image553.wmf]A

9. Сколькими способами можно пройти из левой нижней клетки в правую верхнюю на  рисунке слева, ни разу не побывав ни на одной закрашенной клетке и двигаясь только вверх или вправо?

10. Чему равна сумма 
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11. Придумайте задачу, моделирующую формулу 
[image: image71.wmf]2

2

2

1

2

+

+

+

+

=

+

+

k

n

k

n

k

n

k

n

C

C

C

C

 и докажите формулу, решив придуманную задачу.

Матбой
06 июля

1. Найдите наименьшее натуральное число 
[image: image72.wmf]n

, такое, что сумма цифр числа 
[image: image73.wmf]n

 равняется сумме цифр числа 
[image: image74.wmf]n
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2. В однокруговом футбольном турнире участвуют шестнадцать команд. Могло ли после окончания турнира у каждой команды оказаться пять выигрышей и пять проигрышей?
3. В круге единичного радиуса расположены 7 точек. Расстояние между двумя любыми больше либо равно единице. Доказать, что одна из точек совпадает с центром.
4. На шахматной доске стоят 15 фишек – по фишке в каждой клетке нижней строки и левого столбца. Каждым ходом передвигается одна из фишек на соседнюю (по вертикали или горизонтали) клетку. Запрещено ходить на клетки, где стоит или ранее побывала какая-нибудь фишка. Какое наибольшее количество фишек сможет через несколько ходов оказаться в клетках верхней строки и правого столбца?

5. Натуральные числа 
[image: image75.wmf]m

 и 
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 таковы, что 
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6. На складе лежит 27 деталей, промаркированных первым или вторым сортом. Детали одинакового сорта весят одинаково, и каждая деталь второго сорта немного легче детали первого сорта. Известно, что ровно одна из деталей промаркирована неправильно. Покажите, что ее наверняка можно выявить за три взвешивания на чашечных весах без гирь. 

7. Дана ведомость 8 класса размером 
[image: image81.wmf]77
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. Любовь Владимировна и Антон Сергеевич по очереди ставят в ведомость плюсики, причем Любовь Владимировна может ставить плюсик в клетку только если в столбце и строке в сумме стоит четное количество плюсиков, а Антон Сергеевич в противном случае. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?

8. Дан равносторонний треугольник ABC со стороной 1. Через вершину A с помощью циркуля и линейки провести такую прямую, что сумма расстояний от точек B и С до этой прямой равна 
[image: image82.wmf]2

.
Неравенства-1

08 Июля
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 - это среднее арифметическое (геометрическое) чисел 
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Ниже, по умолчанию все числа неотрицательны, а если надо, то и положительны.
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;  б) Геометрические доказательства, см. рис.
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Докажите неравенства.

2.     
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3.     
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4.     
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5.     
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6. Докажите, что среднее арифметическое  
[image: image97.wmf]3
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 трех неотрицательных чисел не меньше их среднего геометрического  
[image: image98.wmf]3
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7. Найдите наибольшее значение функции  
[image: image99.wmf]1
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Для самостоятельного решения
8. В отряде восьмого класса было 70 человек. Разъехавшись по домам, каждая девочка отправила открытку каждому мальчику отряда. Какое наибольшее число открыток могло быть отправлено?

9. Среди всех прямоугольных параллелепипедов, площадь поверхности которых равна 
[image: image100.wmf]2
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, найдите тот, у которого объем наибольший.

Докажите неравенства.

10.  
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Ортотреугольник
08 июля
 Ортоцентр – точка пересечения высот треугольника.

Треугольник, вершинами которого являются основания высот треугольника АВС, называется ортоцентрическим для треугольника АВС.

1. В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты АН1, ВН2, СН3. Докажите, что треугольник АН2Н3 подобен треугольнику АВС с коэффициентом подобия – cos (. Докажите, что треугольники АН2Н3, ВН3Н1, СН1Н2 подобны треугольнику АВС  и в том случае, когда он тупоугольный.

2. Найдите углы ортотреугольника для треугольника АВС с углами (, (, (.

3. Докажите, что ортоцентр остроугольного треугольника АВС является центром вписанной окружности его ортотреугольника   Н1Н2Н3 . А если АВС  – тупоугольный?

4. Докажите, что расстояние от вершины треугольника до ортоцентра вдвое больше, чем расстояние от центра описанной окружности до противолежащей выбранной вершине стороны. 

5. Докажите, что прямые ОС и Н1Н2 перпендикулярны, где О – центр описанной окружности.  
6. Радиус окружности, описанной около остроугольного треугольника равен R, периметр ортотреугольника 2р. Найдите площадь данного треугольника.

7. Радиус описанной окружности треугольника и высота, выходящие из одной и той же вершины, образуют равные углы со сторонами, пересекающимися  в той же вершине. (Доказать для остроугольного, прямоугольного и тупоугольного треугольников.)
Для самостоятельного решения.
8. Найдите угол В остроугольного треугольника АВС, если известно, что   АС = 2 Н1Н3.
9. Медиана, биссектриса и высота, проведённые из вершины одного и того же угла треугольника, делят его на четыре равные части. Найдите углы этого треугольника.
10. Докажите, что расстояние от вершин треугольника АВС до его ортоцентра равно расстоянию между центрами описанной окружности треугольника АВС и окружности, проходящей через две другие вершины и ортоцентр.

Комбинаторика-2

09 июля
Всякая задача кажется простой после того, как вам её растолкуют…

1. Сколько существует различных последовательностей из пяти нулей и двадцати единиц? А если при этом последовательность не должна начинаться с нуля, оканчиваться нулём, и никакие два нуля не должны стоять рядом?
2. Шесть ящиков занумерованы числами от 1 до 6. Сколькими способами можно разложить по этим ящикам 20 одинаковых шаров, если
а) некоторые ящики могут оказаться пустыми;
б) в каждом ящике должен лежать хотя бы один шар?
3. Найдите количество решений уравнения 
[image: image107.wmf]100
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 а) в целых неотрицательных числах; б) в натуральных числах.
4. Сколькими способами можно выложить в ряд 5 красных, 5 синих и 5 белых шаров так, чтобы никакие два синих шара не лежали рядом?
5. Сколькими способами можно представить 1 000 000 в виде произведения трёх натуральных множителей, если произведения, отличающиеся порядком множителей, считаются различными?
6. Павел Владимирович и Ирина Александровна решили всех учащихся своей подгруппы (16 человек) рассортировать по трём группам («белый список», «серый список» и «чёрный список»). Сколькими способами они могут это сделать, если: а) возможно наличие «пустых» списков; б) в каждом списке должен быть по крайней мере один ученик?
Для самостоятельного решения
7. Найдите количество решений уравнения 
[image: image108.wmf]n
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 а) в натуральных; б) в целых неотрицательных числах.

8. На полке стоят 12 книг. Сколькими способами можно выбрать из них 5 книг, никакие две из которых не стоят рядом?

9. Ладья стоит на крайнем левом поле клетчатой полоски 1(30 и за один ход может сдвинуться на любое количество клеток вправо. а) Сколькими способами она может добраться до крайнего правого поля? б) Сколькими способами она может добраться до крайнего правого поля ровно за  7 ходов?

10.  В семье – мама, папа, дочь. В гости пришла другая семья – мама, папа, сын. За круглым столом 6 стульев. Сколько есть способов рассаживания, при которых: а)   дети не сидят рядом;  б)  жены сидят рядом с мужьями.

Центр масс-1

09 Июля
Материальная точка  
[image: image109.wmf]mA

– это точка 
[image: image110.wmf]A

 вместе с размещенной в ней массой  
[image: image111.wmf]0
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. Правило рычага (Архимед): для двух материальных точек 
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 их центр масс – это  материальная точка 
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[image: image115.wmf]Z

 – точка отрезка 
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Для трех материальных точек   
[image: image118.wmf]2
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[image: image119.wmf]3
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 сначала находят центр двух точек, а затем – центр между третьей точкой и уже найденным центром для двух точек. Из физических соображений следует, что центр масс – единственен.

1. 1. Изобразите центр масс (ц.м.) материальных точек:  а)  
[image: image120.wmf]1
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 и   
[image: image121.wmf]2
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;  б)  
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; г) Докажите, что любая точка отрезка может быть центром масс, расположенных в его концах.

2. Изобразите множество всех возможных центров масс для материальных точек 
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3. Пусть 
[image: image132.wmf]l

 – расстояние между 
[image: image133.wmf]1
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 и ц. м. 
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 точек 
[image: image135.wmf]1

mA

  и 
[image: image136.wmf]2

1

A

×
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Для вершин треугольника 
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4. а) 
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5. а) ГМТ а) 
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6. Используя единственность ц.м., докажите теорему Чевы: если 
[image: image149.wmf]O

 точка в треугольнике 
[image: image150.wmf]ABC

 и точки С1, А1, В1 – это точки пересечения лучей  
[image: image151.wmf]BO
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 со сторонами  АВ, ВС и СА , то 
[image: image152.wmf].
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 Сформулируйте и докажите теорему, обратную теореме Чевы.
Для самостоятельного решения
7. Прямая проходит через вершину А треугольника АВС и середину L медианы ВВ1. В каком отношении эта прямая делит медиану СС1? 

8. На стороне АC треугольника ABC взята точка М такая, что АМ:МС=1:2, а на продолжении стороны СВ (за вершиной В) – точка N  такая, что NB=CB. Прямая NM пересекает сторону AB в точке P. В каком отношении эта точка делит сторону AB и отрезок MN?
9. Пусть 
[image: image153.wmf],,
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 - стороны треугольника. В каком отношении биссектрисы делятся центром вписанной окружности?

10. Пусть 
[image: image154.wmf]O

 точка треугольника 
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. Найдите 
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11. а) Докажите теорему Чевы без использования ц. м. б) Докажите, что ц. м. 
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 действительно не зависит от того с каких именно двух точек начинать его построение.

Делимость-2 (МТФ)

10 июля
Множество всех возможных остатков по модулю 
[image: image159.wmf]m

 будем обозначать 
[image: image160.wmf]}
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. Остатки можно складывать и перемножать.

1. Составьте таблицы сложения и умножения в 
[image: image161.wmf]5
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2. Решите уравнения 
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3. Найдите все натуральные 
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 такие, что        а) 
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4. Заполните следующие таблицы:

5. Пусть 
[image: image174.wmf]p

 – простое число и 
[image: image175.wmf]a

 взаимно просто с 
[image: image176.wmf]p
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6. Докажите, что в условиях предыдущей задачи имеет место сравнение 
[image: image181.wmf])
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7. (Малая теорема Ферма) Докажите, что если 
[image: image182.wmf]p

 – простое число и 
[image: image183.wmf]a

 взаимно просто с 
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Следствием малой теоремы Ферма является сравнение 
[image: image186.wmf])
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 – простое, 
[image: image188.wmf]a

 – произвольное натуральное число.
8. Найдите остаток от деления а) 
[image: image189.wmf]100
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 на 101; б) 
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 на 101; в) 
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9. Пусть 
[image: image192.wmf]p

 – простое число и 
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 не делится на 
[image: image194.wmf]p

. Докажите, что найдется такое натуральное число 
[image: image195.wmf]b

, что 
[image: image196.wmf])

(mod

1

p

b

a

º

×

.
Для самостоятельного решения

10. Докажите, что число 
[image: image197.wmf]30
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 составное, и имеет простой делитель, отличный от тройки.

11. Докажите, что 
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12. Пусть 
[image: image200.wmf]p

 и 
[image: image201.wmf]q

 – различные простые числа. Докажите, что 
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Центр масс-2

10 Июля
Центр тяжести треугольника – это  центр одинаковых масс, расположенных в вершинах треугольника.
1. Точки 
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. Докажите, что центры тяжести треугольников 
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2. В вершинах треугольника сидят мухи одинаковой массы. Могут ли они проползти по сторонам в соседние вершины так, что бы центр их масс все время оставался на месте?

3. Точки 
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. Найдите в каком отношении отрезки   
[image: image211.wmf]1
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 делятся точкой их пересечения.

4. В треугольнике АВС точки А1 и А2 делят сторону ВС на три равные части (считая от вершины В), точка В1 – сторону АС в отношении 2:1 (от вершины А). ВВ1 пересекает АА1 и АА2 в точках N и M соответственно. Какую часть от площади треугольника АВС составляет площадь четырехугольника А1А2MN? 

5. Докажите теорему Ван-Обеля:  Если точки 
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 треугольника так, что АА1, ВВ1, СС1 пересекаются в точке О, то 
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6. Докажите теорему Менелая:  а) через центр масс;  б) из подобия треугольников; в) проектированием на вспомогательную ось.     
Для самостоятельного решения
7. Три мухи равной массы ползали по сторонам треугольника так, что одна из мух проползла по всей границе треугольника, а центр их масс все время оставался на месте. Докажите, что он все время совпадал с центром тяжести треугольника.

8. Как определить центр масс четырех материальных точек? Проверьте корректность определения.

9. Докажите, что центр масс четырехугольника, в вершинах которого расположены одинаковые массы – точка пересечения средних линий.

10. Докажите, что точка пересечения средних линий четырехугольника и середины его диагоналей лежат на одной прямой

11. Точки  
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 – середины сторон  
[image: image217.wmf]FA
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 выпуклого шестиугольника. Докажите, что центры тяжести треугольников 
[image: image218.wmf]1
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 и 
[image: image219.wmf]1
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 совпадают.
Векторы – ликбез
10 июля 

Определения. Вектором 
[image: image220.wmf]AB

 называется направленный отрезок от А к B. 
Точка A называется началом вектора 
[image: image221.wmf]AB

, а точка B – концом.
Нулевой вектор, это вектор, у которого начало совпадает с концом. 
Он обозначается 
[image: image222.wmf]0

.


[image: image223.wmf]AC
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Два вектора 
[image: image224.wmf]AB

 и 
[image: image225.wmf]CD

 называются коллинеарными, если AB||CD.
Два вектора называются сонаправленными, если они коллинеарны и их
направления совпадают. Нулевой вектор сонаправлен с любым. 
Умножение на число: вектором k(
[image: image226.wmf]a

 называется вектор 
[image: image227.wmf]b

, такой что 
[image: image228.wmf]k
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 и
вектор 
[image: image229.wmf]b

 сонаправлен с 
[image: image230.wmf]a

, если k>0 и противоположно направлен при k<0.
Модулем вектора 
[image: image231.wmf]AB

 называется длина отрезка AB. Он обозначается
[image: image232.wmf]AB

.
Векторы называются равными, если они сонаправлены и их длины равны.
1. Докажите 
[image: image233.wmf]a
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 для любых векторов 
[image: image234.wmf]a

 и 
[image: image235.wmf]b

.
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2. Преобразуйте а)
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     б) 
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3. Докажите, что 
[image: image239.wmf]a

 коллинеарен вектору, 
[image: image240.wmf]b

 ( когда существует 
такое 
[image: image241.wmf]k

, что 
[image: image242.wmf]b
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. Причём 
[image: image243.wmf]a

 и 
[image: image244.wmf]b

 сонаправлены, если 
[image: image245.wmf]0
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и противоположно направлены если 
[image: image246.wmf]0
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[image: image247.wmf]AC
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4. M – Середина BC. Докажите, что 
[image: image248.wmf]2
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.
5. Показать, что 
[image: image249.wmf]b
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. Когда достигается равенство?

6. Сумма 3 векторов равна 
[image: image250.wmf]0

. Докажите, что из них можно составить треугольник.

7. Дан треугольник ABC. Точка N взята на AB так, чтобы 
[image: image251.wmf]3
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, точка M взята на BC
так, чтобы 
[image: image252.wmf]2
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. T - середина MN. Выразите через 
[image: image253.wmf]AB

 и 
[image: image254.wmf]AC

 следующие векторы:
а) вектор 
[image: image255.wmf]AM

 ; б) вектор 
[image: image256.wmf]AT

.

Определение. Зафиксируем на плоскости точку O. 

Радиус-вектором точки A будем называть вектор 
[image: image257.wmf]OA

.

8. M – делит AB в отношении 2 : 1 считая от точки A. 
Докажите, что 
[image: image258.wmf]3
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9. M – делит AB в отношении n : m.
Докажите, что 
[image: image259.wmf]n
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.
10. Вектор 
[image: image260.wmf]a

 лежит в первой четверти и составляет с осью OX угол 60o.
Вектор 
[image: image261.wmf]b

 лежит во второй четверти и также составляет с осью OX угол 60o.

[image: image262.wmf]2
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. При каких k вектор 
[image: image263.wmf]b
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лежит в первой четверти?
Векторы-1  
11 июля
1. а) Выразите через векторы 
[image: image264.wmf]AB

a
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 и 
[image: image265.wmf]AC
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 векторы 
[image: image266.wmf]1

CC

 и 
[image: image267.wmf]B

B

1

, где C1 – середина AB и B1 – середина AC. б) Докажите, что медианы в треугольнике пересекаются и точкой пересечения делятся в отношении 2 : 1.

2. Докажите, что для произвольной точки D и точки M пересечения медиан 
треугольника ABC верно равенство    
[image: image268.wmf]3

DC

DB

DA

DM

+

+

=

.

3. Докажите, что 
[image: image269.wmf]2
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, где 
[image: image270.wmf]M

 и 
[image: image271.wmf]N

 - середины BC и AD соответственно.
4. Докажите, что 
[image: image272.wmf]OC
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, где O – центр описанной окружности, а H - ортоцентр треугольника ABC.

5. Докажите, что  в любом треугольнике 
[image: image273.wmf]OM
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  (М, O, H см. задачи 2 и 4).

6. Пусть D – произвольная точка плоскости. Докажите, что точка C лежит на отрезке AB тогда и только тогда, когда 
[image: image274.wmf]D
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[image: image276.wmf]DB
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 для некоторого числа t([0; 1].
7. Точки 
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1

1

,

,

C

B

A

 расположены на сторонах 
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. Докажите, что центры тяжести треугольников 
[image: image280.wmf]ABC

 и 
[image: image281.wmf]1
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 совпадают.

8. Докажите, что следующие условия равносильны: а) Z – центр масс материальных точек m1A1 и m2A2; б)
[image: image282.wmf]0
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 для любой точки D.
Для самостоятельного решения

9. M1, M2, M3, M4, M5, M6 — середины последовательных сторон некоторого шестиугольника. Докажите, что существует треугольник, стороны которого параллельны и равны соответственно отрезкам M1M2, M3M4, M5M6.
10. На плоскости даны несколько невертикальных векторов. Известно, что любые 2 из них можно пересечь вертикальной прямой. Докажите, что есть вертикальная прямая, пересекающая все вектора.

11. На прямой лежит одиннадцать точек M1, …,  M11. Вне прямой дана точка F. Можно ли на отрезках FM1, …,  FM11 расставить стрелки так, чтобы сумма получившихся векторов была равна 
[image: image284.wmf]0

?
Определение. Центром масс материальных точек m1A1, ..., mnAn называется точка 
Z, для которой 
[image: image285.wmf]0
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12. Докажите, что центр масс всегда существует и единственен.
Гомотетия
13 июля
Определение. Гомотетией с центром в точке О и коэффициентом k называется преобразование плоскости, переводящее точку каждую Х в точку Х1 такую, что 
[image: image286.wmf]1
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. Точку О называют центром гомотетии, а число k – коэффициентом гомотетии. 

1. Докажите, что если при гомотетии с коэффициентом k  точка А переходит в точку А1, а точка В – в точку В1, то А1В1 = 
[image: image287.wmf]k

АВ. 

2. Докажите, что при гомотетии окружность переходит в окружность.

3. Даны окружность ( и точка А. Найдите ГМТ, симметричных точке А относительно точек окружности.

4. Докажите, что при гомотетии отрезок переходит в отрезок, прямая переходит в параллельную прямую или в себя.
5. Диагонали трапеции ABCD (AB||CD) пересекаются в точке О. Докажите, что окружности, описанные около треугольников ABO и CDO, касаются.

6. Найдите гомотетии, переводящие один из двух данных параллельных отрезков в другой. В какую точку переходит при этом середина отрезка? 

7. В данный треугольник впишите квадрат, одна сторона которого лежит на данной стороне треугольника, а две оставшиеся вершины — на двух других сторонах треугольника.
8. Две окружности касаются внешним образом. Точки касания общих внешних касательных последовательно соединены. Докажите, что в получившийся четырёхугольник можно вписать окружность. 
Для самостоятельного решения

9. На плоскости заданы окружность и две точки А и В на ней. Пусть N – произвольная точка этой окружности. М – центр тяжести треугольника АВN. Найдите множество точек М. 
10. Дан угол АВС и точка М внутри его. Постройте окружность, касающуюся сторон угла и проходящую через точку М.

11. Две окружности касаются в точке К. Прямая, проходящая через точку К, пересекает эти окружности в точках А и В. Докажите, что касательные к окружностям, проведенные через точки А и В, параллельны.

12. Докажите, что любой выпуклый многоугольник Ф содержит два непересекающихся во внутренних точках многоугольника Ф1 и Ф2, подобных Ф с коэффициентом ½. 

Неравенства-2 
13 Июля
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 – это среднее квадратическое неотрицательных чисел 
[image: image289.wmf]a

 и 
[image: image290.wmf]b
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–  это среднее гармоническое положительных чисел 
[image: image292.wmf]a

 и 
[image: image293.wmf]b
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1. Проверьте, что  
[image: image294.wmf]b
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[image: image296.wmf]a

 и 
[image: image297.wmf]b

 хотя бы одно из неравенств становится равенством?

2. Пусть  
[image: image298.wmf]b
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. Отложите на прямой отрезки  
[image: image299.wmf]a
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между 
[image: image302.wmf]C

 и 
[image: image303.wmf]B

. На отрезке 
[image: image304.wmf]AB

, как на диаметре постройте окружность с центром 
[image: image305.wmf]O

. Пусть  
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3. 3.а) Докажите, что 
[image: image312.wmf]4
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. Когда возможно равенство? б) Пусть в п. а)  
[image: image314.wmf]d

 – среднее арифметическое чисел  
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4. Докажите, что
[image: image316.wmf]7

7

2

1

7

2

1

...

7

...

a

a

a

a

a

a

³

+

+

+

 для неотрицательных чисел.

5. Неравенство Коши. Для любых неотрицательных чисел их среднее арифметическое больше или равно их среднего геометрического. Равенство возможно, только если все числа равны между собой.

6. Докажите, что: а) 
[image: image317.wmf]3
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Для самостоятельного решения
7. В трапеции с основаниями  
[image: image323.wmf]a

 и  
[image: image324.wmf]b

 проведите четыре секущие, параллельные основаниям: через точку пересечения диагоналей, разбивающую трапецию на две подобные трапеции, среднюю линию, и разбивающую трапецию на две равновеликие трапеции. Проверьте, что их длины равны 
[image: image325.wmf]Q
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 соответственно.

Докажите неравенства для натуральных чисел.
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Докажите неравенства для неотрицательных чисел.

9. а)
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10. Пусть 
[image: image332.wmf]0
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.  Докажите, что: а) 
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;  б)  последовательности  
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Прямая Эйлера. Окружность Эйлера
14 июля

В задачах 1 – 8  треугольник АВС - остроугольный.

М – точка пересечения медиан, Н – ортоцентр, О – центр описанной окружности. 

1. Постройте образ треугольника АВС при гомотетии с центром в точке М, и коэффициентом 
[image: image338.wmf]2
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2. Найдите образ ортоцентра треугольника АВС. (Учесть, что точка пересечения высот треугольника АВС переходит в точку пересечения высот гомотетичного треугольника.) 

3. Найдите образ окружности, описанной около треугольника АВС. Определите положение центра гомотетичной окружности. 

4. Доказать, что точка М, ортоцентр Н и центр описанной окружности О лежат на одной прямой (прямая Эйлера), причем М расположена между О и Н и МН = 2ОМ.

5. Постройте прямую Эйлера для равнобедренного; прямоугольного; равностороннего треугольника. 

6. Докажите, а) что точка К1, симметричная ортоцентру треугольника относительно середины М1  стороны  ВС и точки А, В и С лежат на одной окружности; б) точка R1, симметричная ортоцентру треугольника относительно прямой, содержащей сторону ВС и точки А, В и С лежат на одной окружности.

7. Найдите образ при гомотетии с центром Н и коэффициентом 2 окружности, описанной около ортотреугольника треугольника АВС.

8. Докажите, что в треугольнике середины сторон, основания высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами, лежат на одной окружности (окружности Эйлера) с центром в середине отрезка ОН и радиусом, равным половине радиуса описанной около треугольника окружности. 
Для самостоятельного решения
9. Докажите, что треугольники АВС, АВН, ВСН и АСН имеют общую окружность Эйлера.  

10. Докажите, что в  тупоугольном треугольнике середины сторон, основания высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами, лежат на одной окружности с центром в середине отрезка ОН (О – центр описанной окружности, Н – ортоцентр) и радиусом, равным половине радиуса описанной около треугольника окружности 

11. Докажите, что окружности, описанные около треугольников АВН, ВСН, АСН, равны. 

12. Стороны ортотреугольника треугольника АВС равны 5, 12, 13. Найдите 
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Комбинаторика-3 
14 Июля
«…- подумаешь, бином Ньютона!…»  

М. Булгаков «Мастер и Маргарита»

1. В выражении 
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 раскрыли скобки и привели подобные. Найдите коэффициент при  
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2. (Бином Ньютона). Докажите, что
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3.  Докажите тождества:
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4. В разложении (a + b)n по формуле бинома Ньютона второй член оказался равен 240, третий – 720, а четвертый – 1080. Найдите a, b и n.
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Количество маршрутов из левой угловой клетки в клетку из 
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. Если всю таблицу повернуть на 
[image: image350.wmf]o
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 вправо , то получится треугольник Паскаля.
5. Докажите, что: а) каждое число 
[image: image351.wmf]C

 в треугольнике Паскаля равно сумме чисел предыдущей правой диагонали, начиная с самого левого вплоть до стоящего справа над числом 
[image: image352.wmf]C

; б) аналогично, с заменой правой диагонали на левую, и наоборот.

6. Докажите, что каждое число 
[image: image353.wmf]C

 в треугольнике Паскаля, уменьшенное на 1, равно сумме всех чисел, заполняющих параллелограмм, ограниченный теми правой и левой диагоналями, на пересечении которых стоит число 
[image: image354.wmf]C

 (сами эти диагонали в рассматриваемый параллелограмм не включаются).

7. Докажите, что 
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Для самостоятельного решения
8. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок и приведения подобных в выражении 
[image: image356.wmf]10

2

)

1

(

+

+

x

x

? Какой коэффициент будет у x7?

9. Докажите, что для любого простого p: а) число 
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 для любых целых 
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10. Докажите малую теорему Ферма. 

11. Сколькими способами можно раскрасить a различными красками круг, разбитый на 
[image: image364.wmf]p

 одинаковых секторов, где 
[image: image365.wmf]p

 – простое число? (Каждый сектор окрашивается одной краской; две раскраски, совпадающие при повороте круга, считаются одинаковыми).

12. Нарисуйте треугольник Паскаля по mod 2. Можете ли вы сформулировать и доказать какие-либо закономерности расположения единичек и нулей?

Зацикливание
15 июля

Всё возвращается на круги своя…

1. На доске написано число 76. Каждую минуту число стирают с доски и на его место записывают произведение его цифр, увеличенное на 12. Какое число окажется на доске через час?

Принцип зацикливания: Если система может находиться только в конечном числе состояний, и состояние в данный момент времени однозначно определяет состояние в следующий момент времени, то, начиная с некоторого момента, состояния начнут периодически повторяться.

Принцип зацикливания назад (обратный ход): Если число состояний конечно, и каждое состояние однозначно определяет как последующее состояние, так и предыдущее, то в последовательности состояний предпериод отсутствует.

2. Рассмотрим последовательность {an}, в которой a1=1, a2=1, а каждый последующий равен остатку, который даёт при делении на 11 сумма двух предыдущих. Докажите, что построенная таким образом последовательность является периодической.
3. На конкурсе по математике в институте МИМИНО предлагалось 20 задач. На закрытие пришло 20 школьников. Каждый из них решил две задачи, причём оказалось, что среди пришедших каждую задачу решили два школьника. Докажите, что можно так организовать разбор задач, чтобы каждый школьник рассказывал одну из решённых им задач и все задачи были разобраны.

4. На острове Швамбрания каждый день – либо солнечный, либо дождливый. Метеорологи обнаружили, что с незапамятных времён погода каждого дня полностью определяется тем, какими были семь предыдущих дней. Последние три дня шёл дождь. Докажите, что в будущем такая ситуация обязательно повторится.

5. В тридесятом королевстве у каждого замка и каждой развилки сходятся три дороги. Рыцарь, Любящий Разнообразие, выехал из своего замка (который тоже находится на развилке) и по очереди поворачивает то направо, то налево. Докажите, что его маршрут зациклится. Обязательно ли он когда-нибудь вернётся в свой замок?

Пусть m – натуральное число, a – фиксированный остаток по модулю m. Будем изображать все остатки по модулю m вершинами графа, и из каждой точки, соответствующей остатку x, проводить ориентированное ребро в точку, соответствующую остатку xa. Полученный граф называется графом умножения на a по модулю m.
6. Нарисуйте графы умножения на все ненулевые остатки по модулю 7.

7. Докажите, что: а) граф умножения на ненулевой остаток по простому модулю распадается на циклы; б) все такие циклы имеют одинаковую длину.
Для самостоятельного решения
8. В последовательности {an} а1 = 7 и аn+1 = an3+3 при всех n ( 2. Найдется ли в ней число, делящееся на 8?

9. а) Докажите, что всякая обыкновенная дробь процессом деления числителя на знаменатель обращается в бесконечную периодическую десятичную дробь. б) Докажите, что если натуральное число n не делится ни на 2, ни на 5, то десятичное разложение дроби 1/n не имеет предпериода (то есть зацикливание начинается с первого же знака после запятой).

10. Докажите, что в последовательности Фибоначчи (a1=a2=1, an+2=an+1+an) есть член с номером, большим 2005, дающий остаток 8 при делении на 2005.
Неравенства-3. Задачи на экстремум. Метод Штурма

  15 Июля

1. Докажите неравенства для любых положительных чисел
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Если одна из частей неравенств постоянна, то для других можно найти наибольшее или наименьшее значения.
2. Сумма длин всех ребер прямоугольного параллелепипеда постоянна. Когда его объем максимален?

3. Имеется несколько положительных чисел, произведение которых равно 
[image: image367.wmf]1

. Докажите, что их сумма не меньше их количества.

4. По участку параболы 
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, движется точка  
[image: image369.wmf]P

. Для каждого ее положения рассматривают прямоугольник с диагональю 
[image: image370.wmf]OP
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, и сторонами, параллельными осям координат. Найдите наибольшее значение площади прямоугольника.

5. Найдите наибольшее значение выражения 
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, если сумма положительных чисел 
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Метод Штурма. Сближение двух чисел  
[image: image374.wmf]a

 и 
[image: image375.wmf]b

 с постоянной суммой (произведением) – это их замена на числа   
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 такие, что 
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, то иногда бывает полезно сблизить 
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 к числам 
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 с постоянной суммой (произведением).
6. Докажите, что:  а) при сближении двух чисел с постоянной суммой их произведение растет, а сумма их квадратов уменьшается;  б) при сближении двух чисел с постоянным произведением их сумма уменьшается, и сумма  обратных к ним чисел уменьшается.

7. Докажите, что  
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,   если сумма положительных чисел 
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Для самостоятельного решения
8. Найдите наибольшее значение  выражения 
[image: image389.wmf]7

3

)

4

(

x

x

-

, если 
[image: image390.wmf]4

0

£

£

x

. 

9. Найдите наименьшее значение выражения  
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10. Докажите неравенство 
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[image: image393.wmf]x

и
[image: image394.wmf]y

.

11. .  Докажите, что  
[image: image395.wmf]n

n

a

a

a

a

a

a

n

n

2

2

2

2

2

2

2

1

1

)

1

(

1

...

1

1

+

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

   если сумма положительных чисел 
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Числа Фибоначчи

16 июля
1. По шпалам ходят так: либо на следующую шпалу, либо через одну шпалу. Сколькими способами можно добраться с первой шпалы на двенадцатую?
Последовательность чисел 
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 называется последовательностью чисел Фибоначчи.

2. Докажите рекуррентные соотношения:
а)
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3. Докажите, что два соседние числа Фибоначчи взаимно просты.

4. Докажите, что последовательность последних цифр чисел Фибоначчи периодична. Найдите длину минимального периода.

5. Докажите, что каково бы ни было натуральное число 
[image: image402.wmf]m

, среди первых 
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 чисел Фибоначчи найдется хотя бы одно, делящееся на 
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6. Используя индукцию по 
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7. Докажите, что

а) 
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8. Докажите, что число Фибоначчи кратно 5 тогда и только тогда, когда его номер кратен 5.

Для самостоятельного решения

9. Докажите, что а) 
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10. Можно ли всю плоскость разрезать на квадраты, среди которых только два равных между собой?

11. Длины 12 отрезков являются натуральными числами, меньшими 140. Докажите, что среди них найдутся три отрезка, из которых можно сложить треугольник.

12. Сколькими способами можно разбить прямоугольник 
[image: image411.wmf]8
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 на доминошки?

Внутренний матбой
16 июля

1. (А.Чухнов, СПб-2002) В начале времен в Волшебной Стране жили 101 рыцарь, 99 принцесс и 100 драконов. Рыцари убивают драконов, драконы едят принцесс, а принцессы изводят до смерти рыцарей. Кодекс рыцарской чести запрещает убивать дракона, который съел нечетное число принцесс. Тайный женский сговор не позволяет изводить до смерти рыцаря, убившего нечетное число драконов. Книга о вкусной и здоровой пище не дает драконам есть принцесс, погубивших нечетное количество рыцарей. Сейчас в стране остался всего один житель. Кто это?

2. Хулиганы Женя и Сеня решили надругаться над произведением абстрактного искусства, представляющим из себя 2004 шарика, где каждая пара шариков соединена стержнем. Хулиганы по очереди переламывают стержни, причем Женя, который делает первым, может переломить только один стержень, а Сеня, ходящий вторым, может переломить один или три стержня на свой выбор. Проигрывает тот, после чьего хода конструкция распадается. Кто выиграет при правильной игре?

3. На олимпиаде было предложено 8 задач. Каждый участник решил ровно три из них, причем никакие двое участников не решили более одной общей задачи. Какое наибольшее число участников могло быть на олимпиаде?

4. На доске написаны числа от 11 до 999. Вася стер все числа, имеющие две одинаковые цифры и все двузначные числа, делящиеся на 10. Докажите, что сумма оставшихся чисел делится на 37.

5. a и b – натуральные числа, разность которых является простым числом, а произведение – точным квадратом. Докажите, что 2a+2b–1 также является точным квадратом.

6. Можно ли из бесконечной клетчатой плоскости удалить такие два непересекающихся “луча” (“лучом” на​зываются клетки одной строки или одного столбца, идущие подряд, начиная с некоторой клетки пло​ско​сти), чтобы, начав с некоторой неудаленной клетки, обойти всю оставшуюся плоскость? Разрешается пе​ре​ходить из любой клетки плоскости на любую соседнюю по горизонтали или вертикали неудаленную клет​ку, которая не была пройдена ранее.

7. (Омская городская олимпиада, 2002)Биссектрисы углов А и В треугольника АВС разбили этот треугольник на три малых треугольника и один четырёхугольник. Оказалось, что у одного из полученных треугольников углы такие же, как и у исходного. Найти углы исходного треугольника.

8. Точка пересечения высот равнобедренного треугольника лежит на вписанной в него окружности. Найти косинус угла при основании треугольника.
Матбой 8 – 9 классы (обычные группы)

16 Июля

1. Докажите, что 
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2. Из кучи в 
[image: image414.wmf]n

 камней два игрока поочередно берут некоторое (отличное от нуля и меньшее, чем n) количество камней. При этом разрешается взять любое количество камней, но не больше, чем взял соперник предыдущим ходом. Проигрывает тот, у кого нет хода. При каких n выигрышную стратегию имеет первый игрок, а при каких - второй?

3. Какое наименьшее количество выстрелов при игре в «Морской бой» на доске 5 × 5 необходимо сделать, чтобы гарантированно потопить корабль 3 × 1 (то есть попасть во все клетки корабля)?

4. Может ли произведение трех последовательных натуральных чисел быть точным квадратом?

5. На ветви параболы  
[image: image415.wmf]0
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 отмечены точки 
[image: image416.wmf]A

 и 
[image: image417.wmf]B

, расстояние между которыми равно  4. Докажите, что середина отрезка 
[image: image418.wmf]AB

 удалена от параболы менее чем на 1,5.

6. На стороне BC выпуклого четырехугольника ABCD отмечены точки K и E так, что 
[image: image419.wmf]EC
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, О – точка пересечения диагоналей четырехугольника. Прямые EO и KO пересекают продолжения сторон ВА за точку А и CD за точку D в точках M и N соответственно. Известно, что MA = AB, ND = DC. Докажите, что MN = BC.
7. Найдите наименьшее натуральное число 
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, обладающее следующим свойством: среди любых 4 натуральных чисел 
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 являются полными квадратами, есть четырехзначное число.

8. При каких натуральных n существует выпуклый шестиугольник, который можно разрезать на n равных треугольников?

9. Сколько существует подмножеств множества 
[image: image423.wmf]{
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, в которых не содержится никаких двух последовательных натуральных чисел?
10. Точка Н – ортоцентр, точка О – центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC, 
[image: image424.wmf]H
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. Докажите, что площадь одного из треугольников АОН, ВОН, СОН  равна сумме площадей двух других.

Матбой М7 — М8

16 июля
1. Из разных вершин треугольника проведены высота, медиана и биссектриса. Могут ли содержащие их прямые образовывать при пересечении правильный треугольник?

2. Некоторые ступеньки серой лестницы выкрашены в желтый цвет. Поднимаясь, каждый раз можно наступить на следующую ступеньку или переступить через одну. Наступив на желтую ступеньку, игрок получает одно очко, а перешагнув через нее — 2 очка. Наступив на серую ступеньку, игрок теряет два очка, а перешагнув через нее, теряет  одно очко. Первый шаг игрок делает на первую или вторую ступеньку, а последним ходом должен наступить на последнюю. Митя, поднявшись по лестнице, набрал 2003 очка. Докажите, что можно было набрать и больше.
 

3. Известно, что НОД(a;b;c) = 1 и 1/a – 1/b = 1/c.  Докажите, что abс – полный квадрат.

4. Дана бесконечная последовательность чисел {an}, в которой для всех натуральных n выполняется соотношение an+2 = НОД(an, an+1) + 1. Может ли эта последовательность содержать более 2005 различных чисел?
5. Вася рисует на каждом ребре каждого из двух одинаковых кубов стрелки, после чего Петя совмещает кубы друг с другом. Если количество пар совмещенных ребер, на которых стрелки совпали, больше половины, выигрывает Вася, если меньше половины — Петя. Может ли кто-нибудь из них обеспечить себе выигрыш?

6. Улицы города Решетова представляют собой прямоугольную сетку 100×60. Центральный квадрат 2×2 — это парк (границы парка — улицы, но по центру парка двигаться нельзя). Найдите количество кратчайших маршрутов, идущих от левого нижнего перекрестка города в правый верхний перекресток.

7. Решите систему уравнений [x]+2y = 2005; [y]+2x = 3 ([n] — целая часть числа n)
8. Первый член последовательности равен 10. Каждый следующий член получается так: предыдущий член возводится в квадрат, а затем из него вычитается наибольшая степень двойки, меньшая полученного числа (например, 23 ( 232 – 29 = 529 – 512 = 17). Найдите цифру единиц 98-го члена.

9. Капитан Кук попал на остров, где живут лжецы и рыцари. Кук точно знает, что среди туземцев есть хотя бы один лжец. Оказалось, что каких 50 жителей ни собери вместе, имеющиеся среди них лжецы могут сговориться лгать таким образом, что на вопрос «Сколько рыцарей среди собранных здесь туземцев?» Кук всегда получает один и тот же набор из 50 ответов. Какое наибольшее число рыцарей могло быть на острове?

10. BD – биссектриса угла B треугольника ABC. Точка E выбрана так, что (EAB=(ACB, AE=DC, и при этом отрезок ED пересекает отрезок AB в точке K. Докажите, что KE=KD.
Неравенства-4. 
Транснеравенство

18 Июля
1. а) Есть 3 кучки монет: по 2, по 5 и по 10 рублей. Разрешается выбрать 7 монет из одной кучки, 5 монет из другой и 2 – из третьей на Ваш выбор. Как набрать наибольшую сумму денег?
б) При случайном выборе получилась не наибольшая сумма. Разрешается изменить выбор из двух кучек. Как увеличить ранее выбранную сумму?

2. Пусть 
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3. (Транснеравенство для наборов длины 3). Пусть 
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. Докажите, что  
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,  если с1, c2, c3  – произвольная перестановка чисел b1, b2, b3.  
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Докажите, что для положительных  a, b, c верны неравенства:

4.  а) a3+b3+c3  ( a2b+b2c+c2а ;  
           б) 
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5. а) 
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6. a) 
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7. Выведите из транснеравенства неравенство Коши для трех переменных.

Для самостоятельного решения
8. (Транснеравенство) Пусть  
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Докажите, что  
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  – произвольная перестановка чисел 
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9.  
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10. 
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11.  Докажите, что если  
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 – периметр выпуклого многоугольника со сторонами 
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Ориентированные графы

18 Июля
Определение: Ориентированным графом (или орграфом) называется граф, в котором каждое ребро имеет направление. Направленное ребро  называется дугой, вершины, которые оно соединяет, называются началом и концом дуги.

1. а) Предание гласит, что в Волшебной стране есть озёра, соединённые между собой реками. Из каждого озера вытекает 3 реки, и в каждое озеро впадают 2 реки. Можно ли верить этому преданию? б) Другое предание гласит, что озёр всего 99 и из каждого озера вытекает 49 рек. Сколько должно впадать в каждое озеро рек, чтобы предание имело  шансы быть верным? (Два озера не могут быть соединены более чем одной рекой).
2. В Мории некоторые подземные города соединены между собой дорогами так, что покинув город, в  него нельзя больше вернуться. Докажите, что есть город, а) из которого не выходит ни одной дороги; б) в который не входит ни одной дороги. 

3. В России некоторые города связаны между собой дорогами так, что из любого города можно добраться до любого другого. Докажите, что президент Путин может ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы из Москвы можно было доехать до любого города, не нарушая правил.

4.  а) Докажите, что он сможет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы выехав из любого города, в него больше нельзя было вернуться. б) Найдите количество способов это сделать,  если каждый город соединен с каждым.

Определение: Ориентированный граф, в котором каждые две вершины соединены дугой, называется турниром.

5. Команды «Вардер» и «Ювантус» набрали в круговом футбольном турнире без ничьих одинаковое количество очков. Докажите, что а) найдутся команды 
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. б) Найдите минимальное n, для которого всегда выполняется условие пункта а).

6. В Круизии каждый город соединён с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что в Круизии существует (не обязательно замкнутый) маршрут, проходящий по разу через все города.

7. На полуострове Пелопоннес каждый город соединён с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдётся город, из которого можно добраться в любой другой, проехав не более чем по двум дорогам. 

8. В стране Ориентация из каждого города в любой другой можно добраться не более чем по двум дорогам. Одну из дорог закрыли  на ремонт так, что по-прежнему можно из каждого города добраться в  любой другой. Докажите, что для любых двух городов это можно  сделать, проехав не более чем по трем дорогам.
Для самостоятельного решения
9. Каждый из 450 депутатов Государственной Думы облил соком ровно одного из своих коллег. Докажите, что можно выбрать 150 депутатов, среди которых никто никого не облил.

10. Некоторые города Римской Империи были соединены между собой дорогами с односторонним движением, причем из Помпеи в Рим или обратно можно было добраться только с нарушением правил движения. После извержения вулкана Везувий Помпея погибла. Может ли быть так, что после этого из любого из уцелевших городов можно доехать в любой другой не нарушая правил?

11. В орграфе 101 вершина, из каждой выходит ровно  по  50 дуг. Докажите, что из каждой вершины  можно  добраться  в  любую другую не более чем по двум дугам.

Тест по комбинаторике
Вариант 1
18 июля
1. В шахматном кружке занимаются 2 девочки и 7 мальчиков. Для участия в соревнованиях необходимо составить команду из 4 человек, в которую обязательно должна войти хотя бы одна девочка. Сколькими способами это можно сделать?

2. В кулинарии продают четыре вида пирожных. Мальчик Миша может съесть 10 пирожных. Сколько различных наборов пирожных может съесть Миша?

3. В группе 16 человек. В течение дня на телефоне дежурят 12 человек: четыре раза по три человека, причем дважды один и тот же человек в один день дежурить не может. Сколькими способами Любовь Владимировна может организовать дежурство на телефоне в течение одного дня?

4. Сколько различных (неподобных) слагаемых содержит выражение 
[image: image457.wmf]7
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 после раскрытия скобок?

5. Сколько существует 7-значных чисел, в записи которых встречается по крайней мере одна из цифр 1 или 2?

6. Сколько натуральных делителей у числа 
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7. В ЛМШ работают пять клубов. Сколькими способами 67 восьмиклассников могут распределиться по ним, если каждый ребенок в состоянии посещать не более одного клуба?

8. Имеется выпуклый 
[image: image459.wmf]n

-угольник, в котором проведены все стороны и диагонали. Сколькими способами можно выбрать из всех проведенных отрезков три штуки так, чтоб полученная фигура была бы треугольником?

9. Найти коэффициент при 
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10. План города имеет схему, изображенную на рисунке. На всех улицах введено одностороннее движение: можно ехать только «вправо» или «вверх». Сколькими способами можно добраться из пункта 
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 в пункт 
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, если по пути нужно обязательно заехать в пункт 
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Тест по комбинаторике
Вариант 2
18 июля
1. Найти коэффициент при 
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 в разложении 
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2. Имеется выпуклый 
[image: image467.wmf]n

-угольник, в котором проведены все стороны и диагонали. Сколькими способами можно выбрать из всех проведенных отрезков три штуки так, чтоб полученная фигура была бы треугольником?

3. В группе 18 человек. В течение дня на телефоне дежурят 12 человек: четыре раза по три человека, причем дважды один и тот же человек в один день дежурить не может. Сколькими способами Любовь Владимировна может организовать дежурство на телефоне в течение одного дня?

4. Сколько различных (неподобных) слагаемых содержит выражение 
[image: image468.wmf]8
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 после раскрытия скобок?

5. Сколько существует 7-значных чисел, в записи которых встречается по крайней мере одна из цифр 3 или 4?

6. В шахматном кружке занимаются 2 девочки и 8 мальчиков. Для участия в соревнованиях необходимо составить команду из 4 человек, в которую обязательно должна войти хотя бы одна девочка. Сколькими способами это можно сделать?

7. Сколько натуральных делителей у числа 
[image: image469.wmf]23
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8. В ЛМШ работают шесть клубов. Сколькими способами 65 восьмиклассников могут распределиться по ним, если каждый ребенок в состоянии посещать не более одного клуба?

9. В кулинарии продают пять вида пирожных. Мальчик Миша может съесть 11 пирожных. Сколько различных наборов пирожных может съесть Миша?

10. План города имеет схему, изображенную на рисунке. На всех улицах введено одностороннее движение: можно ехать только «вправо» или «вверх». Сколькими способами можно добраться из пункта 
[image: image470.wmf]A

 в пункт 
[image: image471.wmf]B

, если по пути нужно обязательно заехать в пункт 
[image: image472.wmf]C

.
Движения-1
19 Июля
Преобразований плоскости много: можно всю плоскость сжать в точку, можно плоскость спроектировать в прямую, прямую сжать в отрезок, а его согнуть в окружность и т.п. Движения – это самые простые преобразования плоскости. Если при движении точка 
[image: image473.wmf]A

 перешла в точку 
[image: image474.wmf]'

A

, а точка 
[image: image475.wmf]B

 перешла в точку 
[image: image476.wmf]'

B

, то 
[image: image477.wmf]''
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. Другими словами, при движении сохраняются расстояния. Основные виды движений: параллельные переносы, повороты, центральные симметрии, осевые симметрии.
1. Докажите, что при параллельном переносе прямая переходит в параллельную ей прямую, а окружность переходит в окружность такого же радиуса.

2. По разные стороны от параллельных берегов реки расположены точки 
[image: image478.wmf]A

и
[image: image479.wmf]B

. В каком месте следует построить мост 
[image: image480.wmf]CD

, перпендикулярный берегам так, чтобы путь 
[image: image481.wmf]ACDB

 был наименьшим?

3. а) В данную окружность впишите прямоугольник, так чтобы две его стороны были равны и параллельны данному отрезку. б) Даны две окружности. Постройте отрезок, начинающийся на одной из них и заканчивающийся на другой так, чтобы он был равен и параллелен данному отрезку.

При симметрии относительно точки 
[image: image482.wmf]O

 точка 
[image: image483.wmf]A

 переходит в точку 
[image: image484.wmf]'
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 такую, что 
[image: image485.wmf]'
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4. Докажите, что последовательное выполнение (композиция): а) двух центральных симметрий является параллельным переносом; б) трёх – центральной симметрией.

5. Через общую точку двух окружностей провести прямую, на которой эти окружности высекают равные отрезки. 

6. Даны 2005 точек, являющихся серединами сторон некоторого 2005-угольника. Постройте этот 2005-угольник.  

7. Постройте треугольник по медианам  
[image: image486.wmf]a

m

,  
[image: image487.wmf]b

m

 и углу 
[image: image488.wmf]C

.

Для самостоятельного решения.
8. Даны две окружности, которые пересекаются в точках А и В. Проведите через точку А прямую так, чтобы ее отрезок, находящийся внутри окружностей имел заданную длину.

9. Найдите геометрическое место точек, сумма расстояний от которых до двух данных прямых постоянна.

10. Постройте параллелограмм, две вершины которого лежат на сторонах заданного угла, а две другие вершины расположены в заданных точках 
[image: image489.wmf]A

 и 
[image: image490.wmf]B

, лежащих внутри этого угла.

11. В выпуклый четырёхугольник вписан параллелограмм, вершины которого делят стороны в постоянном отношении 1:2 (считая по часовой стрелке). Докажите, что исходный четырёхугольник – тоже параллелограмм.

Делимость-3
19 июля

Иногда приходится рассказывать трудные вещи, но их следует рассказывать как можно проще.

                                      Г. Харди

1. Постройте графы умножения на а) 7; б) 8; в) 11 по модулю 12.

2. Пусть НОД(n;k)=1 и a1, a2, …, ar – все возможные остатки от деления на n, которые взаимно просты с n. Докажите, что остатки от деления на n чисел ka1, ka2, …, kar  - это те же самые остатки, но, возможно, переставленные в другом порядке.

Функцией Эйлера называется отображение, сопоставляющее каждому натуральному числу n количество ((n) чисел, меньших n и взаимно простых с n.
3.  Докажите, что если НОД(a; n)=1, то 
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4. Найдите 
[image: image492.wmf])
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, если: а) n=pk; б) n=p(q; в) n=p(q(r; г), n=pαqβ где p, q, r – простые числа.

Если НОД(m; n)=1, то 
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. (Это свойство называется мультипликативность). Из него следует формула Эйлера: 
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5. Найдите: а) две последние цифры числа 7123; б) три последние цифры числа 32005; в) остаток от деления числа 1282006 на 125.

6. Докажите, что если число n не делится ни на 3, ни на 5, то n60–1 делится на 225.
7. Докажите, что среди m чисел a, a+d,…, a+(m-1)d (a – целое, d – взаимно просто с m) имеется ровно одно, делящееся на m.

8. Пусть числа m1, m2, …, mn – попарно взаимно просты и r1, r2, …, rn – некоторые остатки при делении на m1, m2, …, mn, соответственно m = m1( m2( …(mn
          а) Докажите, что если A ( ri (mod mi) и B ( ri (mod mi) для всех i=1, 2,…, n, то  A ( B  (mod m).
        б) (Китайская теорема об остатках) Существует число N такое, что 

                    N ( ri (mod mi)    для всех i=1, 2,…, n.
             в) Если C ≤ N<C+m (C – некоторое натуральное число), то число N – единственно.

9. Найдите наименьшее чётное число a, такое, что a+1 делится на 3, a+2 – на 5, a+3 – на 7, a+4 – на 11, a+5 – на 13. 
Для самостоятельного решения
10. Найти остаток от деления: а) числа 380 + 780 на 100;  б) (3100 + 5100)1000 на 75.
11. Докажите, что при любом нечётном n число 2n! – 1 делится на n2 – 2n.
12. Найдите четыре последовательных натуральных числа, каждое из которых делится на квадрат некоторого натурального числа, большего 1.

Неравенства-5

20 июля

.Каждая решенная мною задача становилась образцом для решения новых задач…
                                 Р. Декарт
1. Докажите неравенства: а) 
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. (Все переменные, входящие в состав неравенств, положительны). При каких условиях эти неравенства обращаются в равенства?

2. Положительные числа x, y, z таковы, что х2+y2+z2 ( 3. Докажите, что 
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3. Пусть, 
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Указание: сначала доказать, что 
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4. Докажите, что если 
[image: image504.wmf]P

 – периметр выпуклого многоугольника со сторонами 
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5. Докажите неравенство: 
[image: image507.wmf]3
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, где a, b, c>0. 

6. Из точки M внутри данного треугольника ABC опускаются перпендикуляры MA1, MB1, MC1 на прямые BC, CA, AB, соответственно. Где должна находиться точка M, чтобы величина 
[image: image508.wmf]1
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 принимала наименьшее значение?
7. Пусть G – центр тяжести треугольника A1A2A3, а ( - описанная вокруг него окружность. GA1 пересекает ( в точке B1. Точки B2 и B3 определяются аналогично. Докажите неравенство GA1+GA2+GA3≤GB1+GB2+GB3.
Для самостоятельного решения
Докажите неравенства:
8. 
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9. 
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10. 
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20 июля

1. В четырёхугольнике ABCD углы B и D прямые, а стороны  AB и BC равны. Определите его площадь, если известно, что его высота  BH = 1. 

2. На отрезке AE по одну сторону от него построены равносторонние треугольники ABC  и CDE; точки M и P –  середины отрезков AD  и BE. Докажите, что треугольник  CPM  –  правильный. 

Поворот

Определение. Преобразование плоскости, при котором каждая точка А переходит в такую точку А/, что  А/О = АО и (А/ОА = (, где О – заданная точка и ( - заданный угол, называется поворотом вокруг точки О на угол (.

3. При некотором повороте вокруг центра О точка A перешла в точку B, B –  в точку C, C –  в точку D, D – в точку А. Докажите, что четырёхугольник ABCD – квадрат и O его центр.

Свойства поворота.

· При повороте расстояния сохраняются.

· При повороте прямая переходит в прямую, а отрезок в отрезок. 
· Если при повороте на некоторый угол прямая AB переходит в прямую CD, то угол (один из углов) между этими прямыми равен углу поворота.
4. В задаче 2 найдите угол между прямыми AD и BЕ.
5. Через центр квадрата  проведены две взаимно перпендикулярные прямые. Докажите, что отрезки этих прямых, заключённые внутри квадрата равны. Докажите, что точки их пересечения со сторонами квадрата являются вершинами другого квадрата. Докажите, что они разбивают квадрат на 4 равных части.

6. Постройте равносторонний треугольник так, чтобы его вершины принадлежали трём данным параллельным прямым.

7. Пусть M и K – середины сторон CD и DE правильного шестиугольника ABCDEH,  P – точка пересечения отрезков AM и BK. Доказать, что площадь треугольника ABP совпадает с площадью четырёхугольника MDKP.
Для самостоятельного решения

8. В ромбе ABCD  угол B равен 60o. На сторонах BC и CD выбраны точки M и N так, что CM+CN=AB. Докажите, что треугольник AMN –  правильный.

9. В данный квадрат впишите равносторонний треугольник так, чтобы одна из его вершин была в точке, данной на стороне квадрата. 
10. В правильном семиугольнике провели все диагонали, отрезающие треугольники. Докажите, что точки пересечения этих диагоналей образуют правильный семиугольник.

11. На сторонах СВ  и СD  квадрата ABCD  взяты точки M и K  соответственно, причем углы BAM и MAK равны. Докажите, что BM+KD=AK.
Тест по делимости
Вариант 1
20 июля
1. Вычислите 
[image: image512.wmf])
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2. Пусть 
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3. Найдите какое-нибудь простое число, на которое делится 
[image: image516.wmf]77
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4. Решите сравнение 
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5. Найдите остаток 
[image: image518.wmf]5522766
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 при делении на 11.

6. Найдите остаток от деления 
[image: image519.wmf]73

800

 на 71.

7. Чему равен остаток от деления 
[image: image520.wmf]642
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 на 200?

8. Решите сравнение 
[image: image521.wmf])
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9. Найти наименьшее натуральное число такое, что при делении на 3, 4, 7 оно дает остатки 2, 3, 5 соответственно.
10. При делении целого числа 
[image: image522.wmf]a

 на 13 получается неполное частное 17. Найдите наибольшее и наименьшее значение делимого 
[image: image523.wmf]a

.

11. Найти остаток от деления 
[image: image524.wmf]100
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 на 7.

12. Делимое равно 371, частное 14. Найти все возможные делители 
[image: image525.wmf]b

 и соответствующие им остатки.
Тест по делимости
Вариант 2
20 июля
1. Вычислите 
[image: image526.wmf])
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2. Пусть 
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3. Найдите какое-нибудь простое число, на которое делится 
[image: image530.wmf]75
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4. Решите сравнение 
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5. Найдите остаток 
[image: image532.wmf]5544733

1166774

×

 при делении на 11.

6. Найдите остаток от деления 
[image: image533.wmf]75

800

 на 73.

7. Чему равен остаток от деления 
[image: image534.wmf]562
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 на 200?

8. Решите сравнение 
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9. Найти наименьшее натуральное число такое, что при делении на 3, 4, 5 оно дает остатки 2, 3, 4 соответственно.
10. При делении целого числа 
[image: image536.wmf]a

 на 14 получается неполное частное 16. Найдите наибольшее и наименьшее значение делимого 
[image: image537.wmf]a

.

11. Найти остаток от деления 
[image: image538.wmf]100
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 на 13.

12. Делимое равно 351, частное 15. Найти все возможные делители 
[image: image539.wmf]b

 и соответствующие им остатки.

Дискретная непрерывность. Полуинвариант
21 июля

Есть вещи, которые можно объяснять несколько раз, не опасаясь, что тебя поймут… ( 
                    Премудрая Сова
1. Хоккейный матч ЦСКА – Спартак закончился со счетом 8:5 в пользу ЦСКА. Верно ли, что в ходе матча был момент, когда команда ЦСКА уже забросила столько шайб, сколько еще оставалось забросить Спартаку до конца матча?

2. Ожерелье сделано из 50 красных и 50 синих бусин. Докажите, что найдутся десять идущих подряд бусин, среди которых поровну синих и красных.

3. В клетках доски 8(8 расставлены числа «+1» и «-1», причём сумма всех чисел равна нулю. Докажите, что доску можно разрезать на два куска (состоящих более, чем из двух клеток) так, чтобы сумма чисел в каждом из кусков равнялась нулю.

4. Грани восьми единичных кубиков окрашены в черный белый цвета так, что черных и белых граней поровну. Докажите, что из этих кубиков можно сложить куб 2(2(2, на поверхности которого черных и белых квадратиков поровну.
5. На плоскости отмечены n красных и n синих точек. Докажите, что красные точки можно соединить с синими так, что получится n непересекающихся отрезков.

Полуинвариантом будем называть величину, меняющуюся монотонным образом  и принимающую лишь конечное число значений.

6. На плоскости дано n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой, и n прямых, никакие две из которых не параллельны. Докажите, что из этих точек можно опустить попарно непересекающиеся перпендикуляры на эти прямые так, чтобы на каждую прямую был опущен ровно один перпендикуляр.

7. В парламенте у каждого его члена не более трёх врагов. Докажите, что парламент можно разбить на две палаты так, что у каждого парламентария в одной с ним палате будет не более одного врага.

8. При дворе короля Артура собрались 2N рыцарей, причём каждый из них имеет среди присутствующих не более N–1 врага. Докажите, что Мерлин, советник Артура, может так рассадить рыцарей за Круглый стол, что ни один из них не будет сидеть рядом со своим врагом. 
Для самостоятельного решения
9. Задано несколько красных и несколько синих точек. Некоторые из них соединены отрезками. Назовём точку особой, если более половины соединённых с ней точек имеют цвет, отличный от её цвета. Если есть хотя бы одна особая точка, то выбирается любая особая точка и перекрашивается в другой цвет. Докажите, что через конечное число шагов не останется ни одной особой точки.

10. По окружности расставлены n чисел. Если подряд стоят числа a, b, c и d и при этом (a –d)(b – c)> 0, то числа b и c разрешается поменять местами. Докажите, что через несколько шагов нам не удастся произвести ни одной такой перестановки.

11. Существуют 100 последовательных натуральных чисел, среди которых нет ни одного простого числа (например, 101! + 2, 101! + 3, ..., 101! + 101). Cуществуют ли 100 последовательных натуральных чисел, среди которых ровно 5 простых чисел?

12. На доске написано некоторое число, в записи которого есть и нули и единицы. Докажите, что между какими-то цифрами этого числа можно провести черту так, что среди цифр, написанных до черты нулей столько же, сколько единиц среди цифр написанных после черты. 

Осевые симметрии
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При осевой симметрии относительно прямой  
[image: image540.wmf]l

 каждая точка 
[image: image541.wmf]A

 переходит в такую точку 
[image: image542.wmf]'

A

, что прямая 
[image: image543.wmf]l

 является серединным перпендикуляром к отрезку 
[image: image544.wmf]'

AA

.  

1. Докажите, что: а)  осевая симметрия – движение; б) при осевой симметрии отрезок переходит в отрезок, прямая в прямую; в) при осевой симметрии окружность переходит в равную окружность, но направление обхода окружности меняется на противоположное.
2. Опишите результат последовательного выполнения (композиции) двух симметрий относительно: а) двух параллельных прямых; б) двух пересекающихся прямых.

3. Может ли композиция 2005 осевых симметрий быть параллельным переносом,  поворотом?

4. Докажите, что точка пересечения двух перпендикулярных осей симметрии фигуры является центром симметрии этой фигуры.

5. Постройте треугольник ABC, если даны точки A, B и прямая, на которой лежит биссектриса угла C.

6. Постройте четырехугольник ABCD, если известны длины его сторон и известно, что  диагональ AC является биссектрисой угла A.

7. Треугольник A1B1C1 симметричен прямоугольному треугольнику ABC относительно биссектрисы прямого угла C. Доказать, что медиана CM треугольника ABC перпендикулярна A1B1.

Для самостоятельного решения.

8. Постройте треугольник по стороне, прилежащему углу и: а) сумме двух других сторон; б) положительной разности двух других сторон.

9. Точка 
[image: image545.wmf]P

 движется по биссектрисе внешнего угла  
[image: image546.wmf]C

Ð

 треугольника 
[image: image547.wmf]ABC

. В какой момент сумма 
[image: image548.wmf]PB

PA

+

 будет наименьшей?

10. Постройте четырехугольник ABCD, если известны длины соседних сторон AB и AD, углы B и D и известно, что в него можно вписать окружность.
Заключительная олимпиада

22 июля
Довывод

1. Рыбаки ловили рыбу два дня. В первый день каждый рыбак поймал столько рыб, сколько все остальные вместе во второй день. Докажите, что все рыбаки поймали поровну рыб.
2. Как разрезать правильный 36-угольник по непересекающимся диагоналям на равнобедренные треугольники?

3. В треугольнике АВС проведены биссектрисы углов А и С. Из вершины В на них опущены перпендикуляры. В каком отношении прямая, соединяющая основания этих перпендикуляров, делит сторону ВС?

4. Даны числа a2, b2, c2 (a, b и с — положительные числа). Разрешается выполнять операции сложения, вычитания и умножения, а также запоминать любое количество промежуточных результатов и сравнивать их между собой. Можно ли, используя только эти операции, проверить справедливость равенства a + b = c?

5. В конкурсе участвуют 10 супружеских пар. Некоторые из образующих их 20 человек враждуют между собой, но никто не враждует со своим супругом (супругой). По заданию ведущего каждый написал на карточке, сколько у него врагов среди участников конкурса. Оказалось, что если убрать карточку мистера Смита, то на всех остальных карточках будут написаны попарно различные числа. Сколько врагов у миссис Смит?

Вывод

6. Пятизначное число с суммой цифр, равной 37, делится на 37. Докажите, что его третья цифра равна 9.

7. По окружности записано 201 натуральное число. Сумма всех записанных чисел равна 500. Докажите, что из них можно выбрать одно или несколько идущих подряд с суммой 100.

8. Учитель написал на доске квадратный трехчлен x2 + 10x + 20, после чего по очереди каждый из учеников либо увеличил, либо уменьшил на 1 либо коэффициент при x, либо свободный член, но не оба сразу. В итоге на доске оказался квадратный трехчлен x2 + 20x + 10. Докажите, что в некоторый момент на доске был написан квадратный трехчлен с целочисленными корнями?

9. В четырехугольнике ABCD углы BAD и ADC равны 100(. Диагонали AC и BD образуют со стороной AD углы 50( и 60( соответственно. Найдите углы, образованные диагоналями со стороной BC.
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�Докажем, что наибольшее число очков, которое можно набрать на любой лестнице, может давать при делении на 3 только остатки 0 и 1. Рассмотрим полностью желтую лестницу с п ступеньками. Наибольшее количество очков, которое на ней можно набрать равно: 3((п/2) при четном n ; 3((п-1)/2+1 при нечетном п. Пусть теперь имеется некоторая лестница, и способ прохождения ее, при котором набирается Р очков. Тогда после перекрашивания любой одной ступеньки в серый цвет при этом способе прохождения  будет набираться на 3 очка меньше.





�Пусть a=kx, b=lx. Тогда (k-l)c=klx и НОД(x,c)=1. Отсюда k-l=x и c=kl.
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