Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль, 3–28 июля 2008 года


8 класс • 10 июля

От теоремы Ферма – к теореме Эйлера
Жил на свете великий Ферма,
Математиков сведший с ума.

Эти жертвы науки –

Каждый день по три штуки –

В сумасшедшие едут дома. 

А.Котова

Функция Эйлера φ(n) определяется как количество чисел от 1 до n, взаимно простых c n.
1. Найдите: а) φ(24); б) φ(p); в) φ(6n); г) φ(p2); д) φ(pn); е) φ(n), где n=p(q; ж) φ(n), где n=p(q(r; з) φ(n), где n=pαqβ, p, q, r – простые числа.

2. Решите уравнения: а) 
[image: image1.wmf]100

)

5

(

=

x

j

; б) 
[image: image2.wmf]600

)

5

3

(

=

×

y

x

j

. 
3. m и n – взаимно-простые числа. Строки таблицы занумерованы числами от 0 до n – 1, а столбцы – от 0 до m – 1. Таблица заполняется следующим образом: в клетку из строки № x и столбца № y записывается остаток от деления числа mx+ny на mn.
а) постройте вышеописанную таблицу для m= 9, n=10.

б) докажите, что в таких таблицах все числа будут различными;

в) где в этой таблице будут располагаться числа, взаимно простые с mn?

г) Докажите, что 
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, если (m; n)=1.
(Это свойство называется мультипликативность). Из него следует формула Эйлера: 
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, где 
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4.  а) Рассмотрим все  числа меньшие n и взаимно-простые с ним: 
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. Докажите, что в набор остатков от деления чисел  
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 на n совпадает с исходным; б) Докажите, что 
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5. Докажите, что при (a;n)=1 
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6. Для каких n возможны равенства: 

а) φ(n)=n–1; б) 
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7.  Выпишем в ряд все правильные дроби со знаменателем n и сделаем возможные сокращения. Например, для n=12 получится следующий ряд чисел: 
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. а) Сколько получится дробей со знаменателем d, если d – некоторый делитель числа n? б) Докажите равенство 
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[image: image14.wmf]å

n

d

|

 означает, что суммирование ведётся по всем делителям числа n (тождество Гаусса).
8. Докажите, что если число n не делится ни на 3, ни на 5, то n60 – 1 делится на 225.
9. Найдите две последние цифры числа: а) 3405; б) 3399; в) 22009.
10. Докажите, что существует степень тройки, десятичная запись которой оканчивается на …00001.
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