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Äîðîãîé ÷èòàòåëü!
Â ýòîé áðîøþðå Âû íàéäåòå ìàòåðèàëû íàøåé ðàáîòû â ïðîôè-ãðóïïå âîñü-
ìîãî êëàññà Ëåòíåé ìíîãîïðåäìåòíîé øêîëû Êèðîâñêîé îáëàñòè 2008 ãîäà.
Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå åå ñîñòàâëÿþò çàäà÷è, êîòîðûå ðåøàëèñü è ðàçáèðà-
ëèñü íà çàíÿòèÿõ. Êîíå÷íî, ñèÿ êíèæå÷êà íå ìîæåò àäåêâàòíî îòðàçèòü
îáñóæäåíèÿ è áåñåäû ñ ó÷åíèêàìè; æèâîé äèàëîã, ïðîèñõîäèâøèé íà çàíÿ-
òèÿõ, íåâîçìîæíî ïåðåëîæèòü íà áóìàãó. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íåêîòîðûå èç
âêëþ÷åííûõ ñþäà çàäà÷ ïðèíåñóò Âàì íåìàëî óäîâîëüñòâèÿ è ïîñëå îêîí-
÷àíèÿ øêîëû.
Ãëàâíàÿ öåëü, êîòîðóþ ïðåñëåäîâàëè íàøè çàíÿòèÿ � íå íàòðåíèðîâàòü
øêîëüíèêîâ íà ðåøåíèå îëèìïèàäíûõ çàäà÷, íå ðàññêàçàòü êàê ìîæíî áîëü-
øå ñëîæíûõ òåîðåì çà êàê ìîæíî ìåíüøåå âðåìÿ, à äàòü ïî÷óâñòâîâàòü
êðàñîòó ìàòåìàòèêè, åå åäèíñòâî è óíèâåðñàëüíîå çíà÷åíèå. Ìû íàäååìñÿ,
÷òî îòáëåñê ýòîé êðàñîòû íàì óäàëîñü äîíåñòè è ïåðåäàòü ó÷åíèêàì.
Îòäåëüíîãî óïîìèíàíèÿ çàñëóæèâàåò ðàáîòà Ëåîíèäà Ñàìîéëîâà, êîòîðûé
â êà÷åñòâå ïðèãëàøåííîãî ïðåïîäàâàòåëÿ ïðîâåë íåñêîëüêî çàíÿòèé; èõ ìà-
òåðèàëû òàêæå âêëþ÷åíû â áðîøþðó.
Îãðîìíîå ñïàñèáî âñåì ó÷åíèêàì ïðîôè-ãðóïïû çà èíòåðåñíîå îáùåíèå è
íåèçìåííóþ ðàäîñòü, êîòîðîé ñîïðîâîæäàëèñü íàøè âñòðå÷è.

Èñêðåííå Âàøè,

Ïàâåë,

Àëåêñàíäð,

Àëåêñåé.



Ìíîæåñòâà 4 èþëÿ
Çàäà÷à 1. Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü. Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíóþ ê íåé è òó èç äâóõ çàäàííûõ

ýòîé êàñàòåëüíîé ïîëóïëîñêîñòåé, â êîòîðîé ëåæèò îêðóæíîñòü. Íàéäèòå ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ
ïîëóïëîñêîñòåé.

Çàäà÷à 2. Ïî ïëîñêîñòè ñî ñêîðîñòüþ u êì/÷ ïðÿìîëèíåéíî äâèæåòñÿ çàðàæåííàÿ òî÷êà.
Êàæäàÿ òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîøëà çàðàæåííàÿ, òîæå çàðàæàåòñÿ, è îò êàæäîé çàðàæåííîé
òî÷êè çàðàçà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âî âñå ñòîðîíû ñî ñêîðîñòüþ v < u êì/÷. Êàê áóäåò âûãëÿäåòü
ìíîæåñòâî âñåõ çàðàæåííûõ òî÷åê ÷åðåç ÷àñ ïîñëå íà÷àëà ïðîöåññà?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 3. Äàíû ÷åòûðå òî÷êè, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå

âñå îêðóæíîñòè, ðàâíîóäàëåííûå îò ýòèõ òî÷åê. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî îêðóæíîñòè � ýòî
ðàññòîÿíèå îò íåå äî áëèæàéøåé òî÷êè îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 4. Äàíà îêðóæíîñòü. Íàéäèòå: à) îáúåäèíåíèå âñåõ åå õîðä äàííîé äëèíû; á) ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ âïèñàííûõ â íåå ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà 4 èþëÿ
1. Íàéäèòå 127 öåëûõ ÷èñåë, èäóùèõ ïîäðÿä, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 2008.
2. Èìååòñÿ 19 ãèðåê âåñîì 1, 2, . . . , 19 ã, ñðåäè íèõ 9 æåëåçíûõ, 9 áðîíçîâûõ è 1 çîëîòàÿ. Èç-

âåñòíî, ÷òî ñóììàðíûé âåñ âñåõ æåëåçíûõ ãèðåê íà 90 ã áîëüøå ñóììàðíîãî âåñà âñåõ áðîíçîâûõ.
Íàéäèòå âåñ çîëîòîé ãèðüêè (óêàæèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò).

3. Ìîæåò ëè ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî ðàâíÿòüñÿ ïðîèçâåäåíèþ ñâîèõ öèôð?
4. Âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE òàêîâ, ÷òî ∠DAC = ∠DBE, ∠ACE = ∠BEC. Äîêà-

æèòå, ÷òî åñëè AC < BE, òî AD < BD.
5. Â îòðÿäå 8 êëàññà 47 ÷åëîâåê. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ ÷åòâåðûõ íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí

÷åëîâåê, çíàêîìûé ñ òðåìÿ îñòàëüíûìè. Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãóò çíàòü âñåõ â îòðÿäå? Óêàæèòå
âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

6. Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p > 3 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
âèäà p − n2 (n � öåëîå). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü äâà ÷èñëà èç ìíîæåñòâà M òàêèõ, ÷òî
îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà äðóãîå.

Îòîáðàæåíèÿ 5 èþëÿ
Íàèâíîå îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèåì èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ ïðà-

âèëî èëè çàêîí, ïî êîòîðîìó êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåí-
íûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y , íàçûâàåìûé åãî îáðàçîì. Îáîçíà÷åíèÿ: f : X → Y � îòîáðàæåíèå,
f(x) � îáðàç ýëåìåíòà x ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè, X � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, Y � îáëàñòü
çíà÷åíèé.

Ñïîñîáû çàäàíèÿ îòîáðàæåíèé: òàáëèöà, ãðàôèê, ôîðìóëà (ïðèìåð: x 7→ (x+1)/(x−1)).
Íà ñàìîì äåëå, íåäîñòàòî÷íî óêàçàòü ¾ïðàâèëî¿: âàæíî çíàòü, ÷òî è êóäà îòîáðàæàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, íà ñàìîì äåëå îòîáðàæåíèå � ýòî òðîéêà: ìíîæåñòâî X, ìíîæåñòâî Y è çàêîí.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ çàêîí óäîáíî òðàêòîâàòü êàê ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ

Γ(f) = {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊆ X × Y.

Ïðèìåðû îòîáðàæåíèé. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðàâèë çàäàþò îòîáðàæåíèÿ? Êàêîâû îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèé ýòèõ îòîáðàæåíèé? à) ìàòü, îòåö, ñûí, ñòàðøèé ñûí; á) ãîä ðîæäå-
íèÿ, â) àáñöèññà, îðäèíàòà, òî÷êà ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè; ã) ñóììà öèôð, îñòàòîê îò äåëåíèÿ
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íà k; ä) òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå, âëîæåíèå; å) öåëàÿ ÷àñòü, äðîá-
íàÿ ÷àñòü; æ) áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë (íàïðèìåð, ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è); ç) äâèæåíèå
ïëîñêîñòè; è) ñèíóñ è êîñèíóñ; ê) õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîäìíîæåñòâà.

Óïðàæíåíèå 1. Íàéäóòñÿ ëè òàêèå ìíîæåñòâà X è Y è òàêîå îòîáðàæåíèå , ÷òî à) âî ìíî-
æåñòâå X íàéäåòñÿ ýëåìåíò, íå èìåþùèé îáðàçà; á) âî ìíîæåñòâå X íàéäåòñÿ ýëåìåíò, èìåþùèé
íåñêîëüêî îáðàçîâ; â) âî ìíîæåñòâå Y íàéäåòñÿ ýëåìåíò, íå èìåþùèé ïðîîáðàçà; ã) âî ìíîæåñòâå
Y íàéäåòñÿ ýëåìåíò, èìåþùèé íåñêîëüêî ïðîîáðàçîâ?

Óïðàæíåíèå 2. Ïåðå÷èñëèòå âñå îòîáðàæåíèÿ èç äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà â ñåáÿ.
Çàäà÷à 3. à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèé èç k-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà â n-ýëåìåíòíîå?

(k, n ∈ N); á) à åñëè k = 0 èëè n = 0? â) Êîàí: ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèé èç ïóñòîãî
ìíîæåñòâà â ïóñòîå ìíîæåñòâî?

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî
y ∈ Y ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî y = f(x), èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ
êàæäîãî y ∈ Y ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà x ∈ X òàêîãî, ÷òî y = f(x), áèåêòèâíûì,
åñëè îíî ñþðúåêòèâíî è èíúåêòèâíî.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðàâèëî ¾âîçâåäåíèå â êâàäðàò¿ (x 7→ x2) çàäàåò ÷åòûðå ñëåäóþùèõ îòîá-
ðàæåíèÿ: R→ R, R→ R+, R+ → R, R+ → R+. Êàêèå èç ýòèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâ-
íûìè? ñþðúåêòèâíûìè? áèåêòèâíûìè?

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû îòîáðàæåíèÿ f : A → B è g : B → C. Îïðåäåëèì êîìïîçèöèþ
h = g ◦ f ôîðìóëîé h(a) = g(f(a)).

Óïðàæíåíèå 5. Îïèøèòå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé, ðàññìîòðåííûõ âûøå.
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî à) f ◦ id = id ◦f = f ; á) (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f : X → Y � ëþáîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì

ñëåâà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå g : Y → X, ÷òî g ◦ f = idX (ëþáîå òàêîå g íàçûâàåòñÿ ëåâûì îá-
ðàòíûì ê f). Àíàëîãè÷íî, f íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì ñïðàâà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå g : Y → X,
÷òî f ◦ g = idY (ëþáîå òàêîå g íàçûâàåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì ê f). Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ
îáðàòèìûì (èëè äâóñòîðîííå îáðàòèìûì), åñëè îíî îáðàòèìî êàê ñïðàâà, òàê è ñëåâà.

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî ó îáðàòèìîãî îòîáðàæåíèÿ f ëåâîå îáðàòíîå ñîâïàäàåò ñ
ïðàâûì îáðàòíûì. Ýòî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f−1.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, åñëè íà f ìîæíî
ñîêðàùàòü ñëåâà, òî åñòü, äëÿ ëþáûõ äâóõ îòîáðàæåíèé g1, g2 : Z → X èç ðàâåíñòâà f ◦ g1 =
f ◦ g2 âûòåêàåò, ÷òî g1 = g2.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

• f èíúåêòèâíî;
• f ìîíîìîðôçèì;
• f îáðàòèìî ñëåâà.
Çàäà÷à 9. Äàéòå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ, íà êîòîðîå ìîæíî ñîêðàùàòü ñïðàâà (òàêîå

îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôèçìîì). Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ïðåäûäóùåé
çàäà÷è.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå áèåêòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äâóñòî-
ðîííå îáðàòèìî.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f îáðàòèìî, òî è f−1 îáðàòèìî, è îáðàòíûì ê íåìó ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèå f .

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ f : A → B è g : B → C îáðàòèìû, òî îáðàòèìà
è èõ êîìïîçèöèÿ, ïðè÷åì (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî à) åñëè g ◦ f èíúåêòèâíî, òî f èíúåêòèâíî; á) åñëè g ◦ f ñþðúåê-
òèâíî, òî g ñþðúåêòèâíî.
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Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f : A → B ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî
äëÿ ëþáûõ A,B ⊆ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(A \B) = f(A) \ f(B). Óáåäèòåñü, ÷òî äîñòàòî÷íî
äàæå íàêëàäûâàòü ýòî òðåáîâàíèå òîëüêî íà òàêèå ïàðû, ÷òî B ⊆ A.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü |X| = n, |Y | = m. à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé
èç X â Y ? á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y ? â) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé èç X â Y ?

Çàäà÷à 16. Ïðèäóìàéòå çàäà÷ó î ïîäñ÷åòå ÷èñëà îòîáðàæåíèé, ãäå îòâåòîì áûëî áû ÷èñëî
ñî÷åòàíèé èç n ïî k.

Çàäà÷à 17. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà X îòîáðàæåíèå X → 2X , x 7→ {x}, èíú-
åêòèâíî. Ìîæåò ëè îíî áûòü ñþðúåêòèâíûì?

Çàäà÷à 18. Ïóñòü s � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå íàòóðàëüíîìó ÷èñëó åãî ñóììó öèôð, à
resk � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå íàòóðàëüíîìó ÷èñëó îñòàòîê îò äåëåíèÿ åãî íà k. à) Äîêà-
æèòå, ÷òî s◦ res3 = res3 ◦ s. Êàê Âû ôîðìóëèðîâàëè ýòîò ôàêò ðàíåå? á) Äëÿ êàêèõ k âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî s ◦ resk = resk ◦ s.

Çàäà÷à 19. Óñòàíîâèòå áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëåòêàìè áåñêîíå÷íîé (âî âñå ñòî-
ðîíû) øàõìàòíîé äîñêè è íàòóðàëüíûì ðÿäîì.

Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà íå áîëåå ÷åì k ñëàãàåìûõ ñòîëüêî æå,
ñêîëüêî ðàçáèåíèé ÷èñëà n +

k(k + 1)

2
íà k ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ.

Çàäà÷à 21. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â âèäå
ñóììû íåñêîëüêèõ èäóùèõ ïîäðÿä íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíî êîëè÷åñòâó íå÷åòíûõ äåëèòåëåé n.

Âåêòîðû 5 èþëÿ
1. à) Äîêàæèòå, ÷òî à) åñëè M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè O ïëîñêîñòè

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî OM = 1
2
· (OA + OB); á) åñëè M äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè m : n,

òî äëÿ ëþáîé òî÷êè O ïëîñêîñòè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî OM =
n

m + n
·OA +

m

m + n
·OB.

2. Ïóñòü M , N , P , Q � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, CD è DE âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà
ABCDE; F � ñåðåäèíà MP , G � ñåðåäèíà NQ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê FG ïàðàëëåëåí îòðåç-
êó AE è èìååò â÷åòâåðî ìåíüøóþ äëèíó

3. Äîêàæèòå, ÷òî à) òî÷êà X ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé AB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêîå t, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè O ïëîñêîñòè OX = t · OA + (1 − t) · OB; á) òî÷êà X
ïðèíàäëåæèò îòðåçêó AB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå t, 0 < t < 1, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè O ïëîñêîñòè OX = t ·OA + (1− t) ·OB.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ, èäóùèõ èç öåíòðà ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà â åãî âåðøèíû,
ðàâíà 0.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåêòîðû a + b è a− b ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî |a| = |b|.
6. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êà M � ñåðåäèíà BC, N � ñåðåäèíà AD. Äîêàæèòå, ÷òî

MN =
BA + CD

2
.

7. Ïóñòü a è b � äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âåêòîð c ìîæíî åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå c = ua + vb, ãäå u è v � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

8. Íà ïðÿìîé ëåæèò îäèííàäöàòü òî÷åê M1, . . . , M11. Âíå ïðÿìîé äàíà òî÷êà F . Ìîæíî ëè íà
îòðåçêàõ FM1, . . . , FM11 ðàññòàâèòü ñòðåëêè òàê, ÷òîáû ñóììà âñåõ ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ áûëà
ðàâíà 0?

9. Ïóñòü òî÷êà M äåëèò ìåäèàíó AA1 òðåóãîëüíèêà ABC â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò
âåðøèíû A. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè O âûïîëíåíî ðàâåíñòâî OM =

OA + OB + OC

3
.

Âûâåäèòå îòñþäà òåîðåìó î ïåðåñå÷åíèè ìåäèàí òðåóãîëüíèêà.
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10. Ó âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà îòìåòèëè ñåðåäèíû ñòîðîí, à ïîòîì ñòåðëè âñå, êðîìå îòìå-
÷åííûõ òî÷åê. Âîññòàíîâèòå ïÿòèóãîëüíèê.

11. Äàíî n ïîïàðíî íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ a1, . . . , an (n ≥ 3) òàêèå, ÷òî a1 + · · · + an =
0. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âûïóêëûé n-óãîëüíèê A1 . . . An òàêîé, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ
A1A2, A2A3, . . . , AnA1 ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì a1, . . . , an. á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ à)?

12. à) Äîêàæèòå, ÷òî èç ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê. á) Äîêàæèòå,
÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ìåäèàí. â) Íàéäèòå îòíîøåíèå
ïëîùàäè ïîëó÷èâøåãîñÿ òðåóãîëüíèêà ê ïëîùàäè èñõîäíîãî.

13. Íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì O äàíî 2n + 1 òî÷åê P1, . . . , P2n+1, ëåæàùèõ ïî îäíó
ñòîðîíó îò íåêîòîðîãî äèàìåòðà. Äîêàæèòå, ÷òî

∣∣OP1 + . . . + OP2n+1

∣∣ ≥ 1.
14. Íà ïëîñêîñòè äàíî 2000 âåêòîðîâ, ïðè÷åì ñðåäè íèõ åñòü íå êîëëèíåàðíûå. Èçâåñòíî, ÷òî

ñóììà ëþáûõ 1999 âåêòîðîâ êîëëèíåàðíà ñ âåêòîðîì, íå âêëþ÷åííûì â ñóììó. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììà âñåõ 2000 âåêòîðîâ ðàâíà íóëåâîìó âåêòîðó.

Äâèæåíèÿ 6 èþëÿ
1. Ôèãóðà èíü ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èç ïîëóêðóãà âûðåçàòü ïîëóêðóã âäâîå ìåíüøåãî ðàäèóñà

è ïðèñòàâèòü åãî ê ïîëó÷èâøåéñÿ ôèãóðå, ïîâåðíóâ íà 180◦ âîêðóã öåíòðà
êðóãà (ñì. ðèñ.). Äîêàæèòå, ÷òî äâà èíÿ, ïîëó÷åííûõ èç ïîëóêðóãîâ ðàâíûõ
ðàäèóñîâ, ðàâíû.

2. Êàêèå âû çíàåòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè? ßâëÿþòñÿ ëè îíè äâèæåíè-
ÿìè?

3.Ôèãóðà îáðàçîâàíà ïåðåñå÷åíèåì òðåõ êâàäðàòîâ ñ îáùèì öåíòðîì. ×åðåç ýòîò öåíòð ïðîâå-
äåíû äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå. Äîêàæèòå, ÷òî îíè äåëÿò ôèãóðó íà ðàâíîâåëèêèå
÷àñòè.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå äâèæåíèå ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå �
â ïàðàëëåëüíûå, ïîëóïëîñêîñòü � â ïîëóïëîñêîñòü, ëó÷ � â ëó÷, îòðåçîê � â îòðåçîê, óãîë � â
óãîë, îêðóæíîñòü � â îêðóæíîñòü òîãî æå ðàäèóñà. á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äâèæåíèè ðàâíûå
âåêòîðû ïåðåõîäÿò â ðàâíûå, ñóììà âåêòîðîâ � â ñóììó èõ îáðàçîâ, à ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà
÷èñëî � â ïðîèçâåäåíèå åãî îáðàçà íà òî æå ÷èñëî.

5. Îïèøèòå, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âåêòîðàìè ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå? ïîâîðîòå? öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèè?

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðè äâèæåíèè âñÿêàÿ ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â ñåáÿ èëè ïàðàëëåëüíóþ
ïðÿìóþ, òî ýòî äâèæåíèå � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ èëè öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

7. Äàíû òî÷êà A è ïðÿìàÿ l. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ABC, ó
êîòîðûõ B ∈ l. Íàéäèòå ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé òî÷êè C.

8. Â îêðóæíîñòü âïèñàíû äâà íåñîâïàäàþùèõ ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî
à) èõ ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì øåñòèóãîëüíèêîì; á) äèàãîíàëè ýòîãî øåñòèóãîëü-
íèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
9. Òî÷êà B ëåæèò íà îòðåçêå AC. Ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ABM è BCN íàõîäÿòñÿ ïî îäíó

ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB. Òî÷êè P , Q � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AN , MC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê
BPQ � ïðàâèëüíûé.

10. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà âíå åãî ïîñòðîåíû ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè. Äîêàæèòå, ÷òî
èõ öåíòðû � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

11. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè,
îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ AOB è COD, êàñàþòñÿ äðóã äðóãà.
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12. O � òî÷êà êâàäðàòà ABCD. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåëè ïðÿìóþ a, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ BO,
÷åðåç B � ïðÿìóþ b, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ CO, ÷åðåç C � ïðÿìóþ c, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ DO, ÷åðåç
D � ïðÿìóþ d, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ AO. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå a, b, c, d ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå.

13. Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CA òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû êâàäðàòû ñ öåíòðàìè O1, O2,
O3 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè O1O2 è O3B ðàâíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Íåðàâåíñòâà 6 èþëÿ
1. Äîêàæèòå, ÷òî à) a2 + b2 ≥ 2ab äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b; á) a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ac.

2. à) Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà x äîêàæèòå íåðàâåíñòâî x +
1

x
≥ 2. á) Êàêîå íàè-

ìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå ax +
b

x
ïðè x > 0 (a, b > 0)?

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(a + b + c)

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
≥ 9;

á) ïðèäóìàéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ n ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, . . . , xn.
4. Äîêàæèòå, ÷òî (a + b)(b + c)(c + a) ≥ 8abc (a, b, c > 0).
5. Äîêàæèòå, ÷òî a + b + c + d ≥ 4 4

√
abcd (a, b, c, d > 0).

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x, y è z � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, òî

xyz ≥ (x + y − z)(y + z − x)(x + z − y).

Óêàçàíèå: ñâåäèòå ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å 4.
5. ×èñëà x è y áîëüøå íóëÿ, íî ìåíüøå åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî

x

1 + y
+

y

1 + x
< 1.

6. à) Ïðè n > 2 äîêàæèòå íåðàâåíñòâî 2n > 2n + 1; á) (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè) Ïðè
n > 1, α > −1 äîêàæèòå íåðàâåíñòâî (1 + α)n ≥ 1 + nα.

7. Äîêàæèòå, ÷òî 7a + 5b ≥ ab + 35, åñëè a, b ∈ [5, 7].
8. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì äëÿ

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an:
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

n
≥ a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

9. (Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà) à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(a2
1 + · · ·+ a2

n)(b2
1 + · · ·+ b2

n) ≥ (a1b1 + · · ·+ anbn)2.

á) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?

Ìíîãî÷ëåíû 7 èþëÿ
×òî òàêîå ìíîãî÷ëåí? Íàèâíîå îïðåäåëåíèå: ìíîãî÷ëåíîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0, ãäå an, an−1, . . . , a1, a0 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåíîì (íàä R) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë a0, a1, . . . , an, . . . , â êîòîðîé íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà âñå ÷èñëà ðàâíû 0. Ñòå-
ïåíüþ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå n òàêîå, ÷òî an 6= 0.

7



Äåéñòâèòåëüíî, â òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ¾ïîäñòàâèòü ÷èñëî¿ è ïîëó÷èòü çíà÷åíèå;
èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü íà ÷èñëî è ïåðåìíîæàòü:

Çàäà÷à 1. Ñôîðìóëèðóéòå òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ â òî÷êå x ∈ R.

Çàäà÷à 2. Äàí ìíîãî÷ëåí (x8 + x5 + 1)20. Íàéäèòå åãî êîýôôèöèåíò ïðè à) x17; á) x18.
Îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä R ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç R[x]. ×èñëî,

ïîëó÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå a ∈ R �÷åðåç f(a). Ñ
êàæäûì ìíîãî÷ëåíîì f ∈ R[x] ñâÿçàíà ôóíêöèÿ R→ R, a 7→ f(a), êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
òîé æå áóêâîé f . Êðîìå òîãî, äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè a ∈ R ìîæíî ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå
ýâàëþàöèè eva(f) : R → R, f 7→ f(a). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî eva(f + g) = eva(f) + eva(g),
eva(fg) = eva(f) eva(g), eva(kf) = k eva(f) äëÿ k ∈ R.

Îïðåäåëåíèå. Êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f ∈ R[x] íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a òàêîå, ÷òî f(a) = 0.
Êàê è öåëûå ÷èñëà, ìíîãî÷ëåíû ìîæíî äåëèòü ñ îñòàòêîì, ¾â ñòîëáèê¿, ïîêà ñòåïåíü îñòàòêà

íå ñòàíåò ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ. Åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f íà ìíîãî÷ëåí g ðàâåí
íóëþ (à ÷òî òàêîå íóëåâîé ìíîãî÷ëåí?), ãîâîðÿò, ÷òî f äåëèòñÿ íà g.

Óïðàæíåíèå 3. Ðàçäåëèòå ñ îñòàòêîì à) x2 − x + 1 íà x− 2/3; á) x6 + 1 íà x2 + x; â) xn − 1
íà x− 1; ã) xn + 1 íà x + 1.

Òåîðåìà (Áåçó). Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå c ∈ R ñîâïàäàåò ñ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ åãî
íà ìíîãî÷ëåí x− c.

Çàäà÷à 4. Ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà x− c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü c1, . . . , ck � ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f

äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå (x−c1) . . . (x−ck) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ci ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè f .
Îïðåäåëåíèå. Êðàòíîñòüþ êîðíÿ c ìíîãî÷ëåíà f íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå öåëîå k òàêîå,

÷òî f äåëèòñÿ íà (x− c)k. Îáîçíà÷åíèå: multf (c).
Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî à) multf+g(c) ≥ min(multf (c), multg(c)); á) multfg(c) =

multf (c) + multg(c).
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) íå ïðåâîñõîäèò åãî

ñòåïåíè.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåíû f è g çàäàþò îäèíàêîâûå ôóíêöèè R → R, òî

f = g.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 9. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, ïðè êîòîðûõ ÷èñëî 2n3 + 3n2 + 4n + 3 äåëèòñÿ íà

÷èñëî n2 + 1.
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ l,m, n ìíîãî÷ëåí x3l+2 +

x3m+1 + x3n äåëèòñÿ íà x2 + x + 1.
Çàäà÷à 11. Ìíîãî÷ëåí f äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà x − 2 è îñòàòîê 5 ïðè äåëåíèè íà

x− 4. Êàêîé îñòàòîê ìíîãî÷ëåí f äàåò ïðè äåëåíèè íà (x− 2)(x− 3)?
Çàäà÷à 12. Ìíîãî÷ëåí f òàêîâ, ÷òî f(7) = 11, à f(11) = 13. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç

åãî êîýôôèöèåíòîâ � íå öåëîå ÷èñëî.
Çàäà÷à 13. Ìíîãî÷ëåíû f è g ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîâû, ÷òî f(k) äåëèòñÿ íà g(k)

äëÿ êàæäîãî öåëîãî k. Äîêàæèòå, ÷òî f äåëèòñÿ íà g.

Ïåðåñòàíîâêè 9 èþëÿ
Çàäà÷à 1. Ïÿòíàäöàòü âîñüìèêëàññíèêîâ ñèäÿò íà çàíÿòèè íà ïÿòíàäöàòè ïðîíóìåðîâàííûõ

ñòóëüÿõ. Êàæäóþ ìèíóòó îíè ïåðåñàæèâàþòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3 5 10 8 11 14 15 6 13 1 4 9 7 2 12

)
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×åðåç êàêîå âðåìÿ âñå âîñüìèêëàññíèêè âïåðâûå îêàæóòñÿ íà ñâîèõ ïåðâîíà÷àëüíûõ ìåñòàõ?
Îïðåäåëåíèå. Ïåðåñòàíîâêîé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

ýòîãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ öèêëû.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ à)

òðàíñïîçèöèé; á) ôóíäàìåíòàëüíûõ òðàíñïîçèöèé.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü |X| = n, f : X → X � ïåðåñòàíîâêà, â êîòîðîé m öèêëîâ. Ðàçíîñòü

decr(f) = n − m íàçûâàåòñÿ äåêðåìåíòîì ïåðåñòàíîâêè f . ×åòíîñòü ýòîé ðàçíîñòè sgn(f) =
(−1)decr(f) íàçûâàåòñÿ çíàêîì ïåðåñòàíîâêè f . Ïåðåñòàíîâêà f íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè sgn(f) =
1, è íå÷åòíîé, åñëè sgn(f) = −1.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïåðåñòàíîâêà f ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì k òðàíñïîçèöèé, òî
(−1)k = sgn(f)

Òåîðåìà 5. Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ çíàêîâ: sgn(g ◦ f) =
sgn(g) sgn(f).

Óïðàæíåíèå 6. ×åìó ðàâíà ÷åòíîñòü öèêëà äëèíû n?
Çàäà÷à 7. Êàêèõ ïåðåñòàíîâîê áîëüøå: ÷åòíûõ èëè íå÷åòíûõ?
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X = {1, 2, . . . , n}, f � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå X. Ãîâîðÿò, ÷òî

ïàðà (i, j), ãäå 1 ≤ i, j ≤ n, îáðàçóåò áåñïîðÿäîê äëÿ ïåðåñòàíîâêè f , åñëè i < j, íî f(i) > f(j).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç inv(f) îáùåå ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ ïåðåñòàíîâêè f .

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî (−1)inv(f) = sgn(f) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè f .

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 9. Íàçîâèòå äâå ïåðåñòàíîâêè, êîìïîçèöèÿìè êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ ïå-

ðåñòàíîâêó n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ÷åòíóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïî-

çèöèè íåñêîëüêèõ öèêëîâ äëèíû 3.
Çàäà÷à 11 (èãðà â 15). Â êâàäðàòíîé êîðîáî÷êå ðàçìåðà 4 × 4 ðàçìåùåíû 15 êâàäðàòíûõ

ôèøåê ðàçìåðà 1 × 1 ñ íîìåðàìè 1, 2, . . . , 15, à îäíî ìåñòî îñòàëîñü ñâîáîäíûì. Ïåðâîíà÷àëüíî
ôèøêè ðàññòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:




1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 ∗


 .

Ìîæíî ëè, ïîñëåäîâàòåëüíî ñäâèãàÿ ôèøêè íà ñâîáîäíîå ìåñòî, ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ðàññòà-
íîâêó: 



1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 15 14 ∗


?

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ñíà÷àëà èãðó â 3 â êâàäðàòå 2× 2.

Ñòåïåíü òî÷êè è ðàäèêàëüíàÿ îñü 9 èþëÿ
Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåíüþ òî÷êè X îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì O è ðàäèóñîì r

íàçûâàåòñÿ ÷èñëî degω(X) = |XO|2 − r2.
Óïðàæíåíèå 1. Ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ A è B; òî÷êà X ∈ l. Äîêàæèòå,

÷òî degω(X) = |XA| · |XB|, åñëè X ëåæèò âíå ω è degω(X) = −|XA| · |XB|, åñëè X ëåæèò
âíóòðè ω.
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Óïðàæíåíèå-îïðåäåëåíèå 2. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ω1

è ω2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê X, äëÿ êîòîðûõ degω1
(X) = degω2

(X), ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2.

Çàäà÷à 3. Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå òðè îáùèå õîðäû ýòèõ îêðóæíîñòåé, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå ëèáî
ïàðàëëåëüíû.

Çàäà÷à 4. Äàíà îêðóæíîñòü ω è òî÷êà A âíå íåå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå îêðóæíî-
ñòè ψ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A è êàñàþùèåñÿ äàííîé. Ïóñòü B � òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé ω è ψ,
è êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè ψ â òî÷êàõ A è B ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå
ìåñòî òàêèõ òî÷åê X.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû ÷åòûðåõ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ
êðóãàì ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 6. Íà ïðÿìûõ AB è AC âçÿòû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îáùàÿ
õîðäà îêðóæíîñòåé ñ äèàìåòðàìè CM è BN ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëü-
íèêà ABC.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 7. à) ×åðåç òî÷êó P , ëåæàùóþ íà îáùåé õîðäå AB äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíî-

ñòåé, ïðîâåäåíû õîðäà A1B1 ïåðâîé îêðóæíîñòè è õîðäà A2B2 âòîðîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê A1A2B1B2 âïèñàííûé. á) (Ëåììà î áàáî÷êå). ×åðåç ñåðåäèíó P õîðäû
AB îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû ñåêóùèå A1B1 è A2B2. Õîðäû A1A2 è B1B2 ïåðåñåêàþò õîðäó AB â
òî÷êàõ M è N . Äîêàæèòå, ÷òî PM = PN .

Çàäà÷à 8. Äàíû äâå íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâîì öåíòðîâ
îêðóæíîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ îáå ýòèõ îêðóæíîñòè ïîä ïðÿìûì óãëîì, ÿâëÿåòñÿ èõ ðàäèêàëüíàÿ
îñü.

Çàäà÷à 9. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
F ; ïðîäîëæåíèÿ îñòàâøèõñÿ ñòîðîí � â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî à) îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè
AC, BD è EF èìåþò îáùóþ ðàäèêàëüíóþ îñü; á) îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABE, CDE, ADF ,
BCF ëåæàò íà ýòîé îñè; â) ñåðåäèíû îòðåçêîâ AC, BD è EF ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìàÿ
Ãàóññà).

Ôóíêöèÿ Ýéëåðà 9 èþëÿ
1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
(i) (a,m) = 1;
(ii) {0, 1, . . . , m− 1} = {0a, 1a, . . . , (m− 1)a};
(iii) a � îáðàòèì ïî ìîäóëþ m, òî åñòü ab ≡ 1 (mod m) äëÿ íåêîòîðîãî b (îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî b îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî).
2. Åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà âèäà a2 + b2 (a, b íå äåëÿòñÿ íà p), òî p

ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà âèäà c2 + 1.
Îïð. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(m) ðàâíà êîëè÷åñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ m, è

âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m (⇐⇒ îáðàòèìûõ ïî ìîäóëþ m).
Òåîðåìà Ýéëåðà. Åñëè (a, m) = 1, òî aϕ(m) ≡ 1 (mod m).
3. Äàíî ÷èñëî 22008. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðèïèñàòü ê íåìó ñëåâà íåñêîëüêî öèôð òàê, ÷òîáû

ïîëó÷èëàñü ñòåïåíü äâîéêè.
4. Ðàññìîòðèì ðÿä 1

m
, 2

m
, . . . , m−1

m
, m

m
.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè m > 2 ϕ(m) � ÷åòíî.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(d1)+ϕ(d2)+ · · ·+ϕ(ds) = m, ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì äåëèòåëÿì

÷èñëà m.

10



5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè (a, b) = 1 ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) (ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü);
á) Íàéäèòå ϕ(pn) (p � ïðîñòîå) è âûâåäèòå îáùóþ ôîðìóëó äëÿ ϕ(m).
Çàìå÷àíèå. Ïîëîæèì L(pα1

1 . . . pαk
k ) = HOK(ϕ(pα1

1 ), . . . , ϕ(pαk
k )) ≤ ϕ(pα1

1 . . . pαk
k ). Äîêàæè-

òå,÷òî â òåîðåìå Ýéëåðà ìîæíî âìåñòî ϕ(m) áðàòü L(m).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
6. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 7 îêàí÷èâàåòñÿ íà 0000000000000000001.
7. Îêðóæíîñòü ðàçäåëåíà n òî÷êàìè íà ðàâíûå äóãè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò çàìêíóòûõ n-

çâåííûõ ëîìàíûõ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ ñî çâåíüÿìè ðàâíîé äëèíû?
8. Äîêàæèòå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè σk(m) =

∑
d|m dk è âûâåäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó

äëÿ íåå.
9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð n, äåëÿùååñÿ íà n.
10. Ìåæäó äâóìÿ åäèíèöàìè ïèøåòñÿ äâîéêà, çàòåì ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñ-

ëàìè ïèøåòñÿ èõ ñóììà è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n â èòîãå áóäåò âûïèñàíî ðîâíî ϕ(n) ðàç.

Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
è ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

10 èþëÿ

Îäèíîêî áðîæó ñðåäü òîëïû ÿ
È íå âèæó ìíå ðàâíîãî â íåé.
Äî ÷åãî æå âñå ëþäè òóïûå,
Äî ÷åãî æå èõ âñåõ ÿ óìíåé.
Âñå äðóãèå ãîðàçäî òóïåå,
Íåò òàêîãî, ÷òîá ðàâåí áûë ìíå.
Ëèøü îäèí ñåáå ðàâåí â òîëïå ÿ.
Ëèøü îäèí. Äà è òî íå âïîëíå.

Èãîðü Èðòåíüåâ

Íàèâíîå îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
∼, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ïàð a, b ∈ X óêàçàíî, ÷òî a ∼ b (ãîâîðÿò: a íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ∼ ñ
b), ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

• (ðåôëåêñèâíîñòü) äëÿ âñåõ a ∈ X âûïîëíåíî a ∼ a;
• (ñèììåòðè÷íîñòü) åñëè a ∼ b, òî b ∼ a;
• (òðàíçèòèâíîñòü) åñëè a ∼ b, è b ∼ c, òî b ∼ a;
Ïî àíàëîãèè ñ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãðàôèê îòíîøåíèÿ:

Γ(∼) = {(a, b) ∈ X ×X | a ∼ b}.

Êàê è â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ, ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè äàåòñÿ èìåííî
ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà: çàäàòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � çíà÷èò, çàäàòü ïîäìíîæåñòâî R ⊆
X × Y òàêîå, ÷òî. . .

Åñëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèé ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, ïîëó÷èòñÿ
áîëåå øèðîêîå ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ � ýòî ïðîñòî äðóãîå íàçâàíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíî-
æåñòâà R ⊆ X ×X. Èíîãäà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü îòíîøåíèå â âèäå (îðèåíòèðîâàííîãî) ãðàôà,
âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà X. Ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå â òàêîì
ñëó÷àå ïðèâîäèò ê íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó.

Óïðàæíåíèå 1. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî X à) ìíîæåñòâî ∆(X) = {(a, a) ∈ X×X | a ∈
X} çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (îíî íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì); á) ìíîæåñòâî X×X
çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè (îíî íàçûâàåòñÿ òîòàëüíûì èëè ïîëíûì);
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Óïðàæíåíèå 2. ßâëÿþòñÿ ëè îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ:
à) ñðàâíèìîñòü ïî ìîäóëþ m; á) îòíîøåíèå ¾a äåëèòñÿ íà b¿ íà ìíîæåñòâå N; â) ïàðàëëåëü-
íîñòü ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè; ã) ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè; ä) îòíîøåíèå ¾áûòü
áðàòîì¿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ëþäåé; å) îòíîøåíèå ¾áîëüøå¿ íà ìíîæåñòâå N; æ) îòíîøåíèå ðàâåí-
ñòâà ïëîñêèõ ôèãóð; ç) îòíîøåíèå ïîäîáèÿ íà ìíîæåñòâå ïëîñêèõ ôèãóð; è) ðàññìîòðèì êàêîå-
òî ìíîæåñòâî X ìíîæåñòâ, íàïðèìåð, X = 2Z äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà Z, è
îïðåäåëèì A ∼ B ⇔ ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ìåæäó A è B?

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X îïðåäåëèì ìíîæåñòâî x = {t ∈ X | x ∼ t} �
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x. Ýëåìåíò x ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà
ýêâèâàëåíòíîñòè x.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X èõ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ëèáî
íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò; òî åñòü, ëèáî x = y, ëèáî x ∩ y = ∅.

Òåîðåìà 4. Ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå íà êëàññû: ìíîæå-
ñòâî X ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Xi òàêèå, ÷òî äâà ýëåìåíòà ëåæàò â
îäíîì ïîäìíîæåñòâå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ýêâèâàëåíòíû.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò è îáðàòíûé ïóòü: åñëè çàäàíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X, òî
ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà X ñëåäóþùèì îáðàçîì: x ∼ y òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x è y ëåæàò â îäíîì ìíîæåñòâå ðàçáèåíèÿ.

Ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû. Ïóñòü ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî X/ ∼ è ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå π : X → X/ ∼ òàêîå, ÷òî π(x) = π(y) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∼ y. Òàêîå ìíîæåñòâî X/ ∼ íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
X ïî îòíîøåíèþ ∼, à îòîáðàæåíèå π � êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé X íà X/ ∼.

Çàìå÷àíèå. Ôèëîñîôñêèé ñìûñë X/ ∼ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ýòîì ìíîæåñòâå îòîæäåñòâëÿ-
þòñÿ ýëåìåíòû, êîòîðûå ðàíüøå áûëè âñåãî ëèøü ýêâèâàëåíòíûìè.

Óïðàæíåíèå 5. Êàê âûãëÿäèò ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè?
Óïðàæíåíèå 6. Îïèøèòå ôàêòîð-ìíîæåñòâà ïî îòíîøåíèÿì ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèâåäåí-

íûì â óïðàæíåíèè 2.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì ìíîæåñòâà áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ýòî-

ãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà.
Ïóñòü G � íåêîòîðûé íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò x ∈ M
ñðàâíèì ñ ýëåìåíòîì y ∈ M ïî ìîäóëþ G, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå f ∈ G, ïåðåâîäÿ-
ùåå x â y. Ýëåìåíòû, ñðàâíèìûå ñ x ïî ìîäóëþ G, îáðàçóþò îðáèòó ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî G.

Çàäà÷à 7. Íàçîâåì ñäâèãîì íà ÷èñëî a ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà R èëè ìíîæåñòâà Z, ïå-
ðåâîäÿùåå êàæäîå ÷èñëî x â ÷èñëî x + a. Ïóñòü G1 � ñîâîêóïíîñòü ñäâèãîâ ìíîæåñòâà R íà
âñåâîçìîæíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, G2 � ñîâîêóïíîñòü ñäâèãîâ ìíîæåñòâà R íà âñåâîçìîæ-
íûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, G3 � ñîâîêóïíîñòü ñäâèãîâ ìíîæåñòâà R íà âñåâîçìîæíûå öåëûå
÷èñëà, G4 � ñîâîêóïíîñòü ñäâèãîâ ìíîæåñòâà Z íà âñåâîçìîæíûå ÷èñëà, êðàòíûå äàííîìó öå-
ëîìó ÷èñëó m. ×òî îçíà÷àåò ñðàâíèìîñòü äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ G1? Ìîäóëþ
G2? Ìîäóëþ G3? Ñðàâíèìîñòü äâóõ öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ G4? Êàê âûãëÿäÿò îðáèòû ÷èñåë
îòíîñèòåëüíî ýòèõ íàáîðîâ?

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîé íàáîð G ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïðå-
îáðàçîâàíèé, åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:

• åñëè f, g ∈ G, òî è g ◦ f ∈ G;
• åñëè f ∈ G, òî è f−1 ∈ G;
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ñîäåðæèò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðà-

çîâàíèå idM .
Òåîðåìà 9. Ñðàâíèìîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïî ìîäóëþ ãðóïïû åãî ïðåîáðàçîâàíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Èíûìè ñëîâàìè, ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà ðàç-
áèâàåò âñå åãî ýëåìåíòû íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû.
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Çàäà÷à 10. Êàêèìè ãðóïïàìè ïðåîáðàçîâàíèé ïîðîæäåíû ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè: à) ðàâåíñòâî îñòàòêîâ öåëûõ ÷èñåë îò äåëåíèÿ íà äàííîå ÷èñëî m; á) ðàâåíñòâî ïëîñ-
êèõ ôèãóð; â) ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè; ã) ðàâåíñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ?

Çàäà÷à 11. Îïèøèòå îðáèòû, âîçíèêàþùèå ïðè äåéñòâèè íà ïëîñêîñòè: à) ãðóïïû âñåõ ïå-
ðåíîñîâ íà âåêòîðû, êðàòíûå äàííîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó a; á) ãðóïïû âñåõ ïîâîðîòîâ âîêðóã
äàííîé òî÷êè íà óãëû, êðàòíûå 60◦; â) ãðóïïû âñåõ ñàìîñîâìåùåíèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà
(òî åñòü äâèæåíèé, ïåðåâîäÿùèõ òðåóãîëüíèê â ñåáÿ).

Çàäà÷à 12. Ïðèäóìàéòå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè, îðáèòàìè êîòîðûõ áûëè áû: à)
îêðóæíîñòè ñ äàííûì öåíòðîì; á) âåðøèíû ïðàâèëüíûõ k-óãîëüíèêîâ ñ äàííûì öåíòðîì; â)
ëó÷è ñ äàííûì íà÷àëîì (íå âêëþ÷àÿ ñàìî íà÷àëî); ã) ñïèðàëè, èñõîäÿùèå èç äàííîé òî÷êè (íå
âêëþ÷àÿ ñàìó ýòó òî÷êó).

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è îïèøèòå ôàêòîð-ìíîæåñòâà ïî
íèì: à) îòíîøåíèå íà N0 × N0, ïðè êîòîðîì (m,n) ∼ (m′, n′) ⇔ m + n′ = m′ + n; á) îòíîøåíèå
íà N0 × N, ïðè êîòîðîì (m,n) ∼ (m′, n′) ⇔ mn′ = m′n; â) îòíîøåíèå íà âåðøèíàõ ãðàôà, ïðè
êîòîðîì v ∼ v′, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó v è v′.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 10 èþëÿ
Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ u è v íàçûâàåòñÿ

÷èñëî |u| · |v| · cos(û, v). Â ñëó÷àå, åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ u èëè v ðàâåí 0, èõ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 0. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u è v îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç (u, v) èëè u · v.

Çàäà÷à 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà A, B, C è D äîêàæèòå ôîðìóëó AB ·CD+
BC · AD + CA ·BD = 0.

Çàäà÷à 2. Òî÷êè A, B è C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M
òàêèõ, ÷òî MA ·MB = MB ·MC = MC ·MA.

Çàäà÷à 3. Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê A1A2 . . . An âïèñàí â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì
â O; X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî |A1X|2 + · · ·+ |AnX|2 = n(R2 + d2), ãäå d = |OX|.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, M
� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî à) OH = OA + OB + OC; á)
òî÷êè M , H, O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìàÿ Ýéëåðà), ïðè÷åì MH = 2OM ; â) OH2 =
9R2 − (a2 + b2 + c2).

Çàäà÷à 5.Äàíû äâà âåêòîðà a è b ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2) ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî a · b = x1x2 + y1y2.

Çàäà÷à 6. Ïóñòü α, β è γ � óãëû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî
à) cos 2α + cos 2β + cos 2γ ≥ −3

2
; á) cos α + cos β + cos γ ≤ 3

2
.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 7. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c è d òàêîâû, ÷òî a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1 è ac + bd = 0.

Íàéäèòå ab + cd.
Çàäà÷à 8 (Ôîðìóëà Ñòþàðòà). Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåí îòðåçîê AA1, ãäå òî÷êà

A1 äåëèò ñòîðîíó BC â îòíîøåíèè p
q
, ñ÷èòàÿ îò B. Äîêàæèòå, ÷òî AA2

1 = p
p+q

AC2 + q
p+q

AB2 −
pq

(p+q)2
BC2.

Çàäà÷à 9. Äèàãîíàëè íåêîòîðîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàçàòü, ÷òî äèà-
ãîíàëè ëþáîãî äðóãîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè ñòîðîíàìè òàêæå ïåðïåí-
äèêóëÿðíû.

Çàäà÷à 10. Òî÷êè A,B, C,D òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè M ÷èñëà (MA, MB) è (MC, MD)
ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî AC = DB.
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Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî â âûïóêëîì k-óãîëüíèêå ñóììà ðàññòîÿíèé îò ëþáîé âíóòðåííåé
òî÷êè äî ñòîðîí ïîñòîÿííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà âåêòîðîâ åäèíè÷íûõ âíåøíèõ
íîðìàëåé ê ñòîðîíàì ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà íóëþ.

Çàäà÷à 12. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà ðàññòîÿíèé îò âåðøèíû äî ñòîðîí îäíà è
òà æå äëÿ âñåõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.

Çàäà÷à 13. Äàíû òî÷êè A,B, C, D. Äîêàæèòå, ÷òî AB2 + BC2 + CD2 + DA2 > AC2 + BD2,
ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, òîëüêî åñëè ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì.

Çàäà÷à 14. Òî÷êè P è Q � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.
Äîêàæèòå, ÷òî AB2 + BC2 + CD2 + DA2 = AC2 + BD2 + 4PQ2.

Çàäà÷à 15. Äàíî âîñåìü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c, d, e, f, g, h. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî
èç øåñòè ÷èñåë ac + bd, ae + bf, ag + bh, ce + df, cg + dh, eg + fh íåîòðèöàòåëüíî.

Ñèëüíàÿ ñâÿçíîñòü
îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ

11 èþëÿ

Îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç V (G). Âåðøèíû a è b îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íàçîâåì ñâÿçàííûìè, åñëè â
ãðàôå G ñóùåñòâóþò ïóòè èç a â b è èç b â a.

Óïðàæíåíèå 1. Ïîêàæèòå, ÷òî îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè íà ìíîæåñòâå V (G),

Îïðåäåëåíèå. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ýòîãî îòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîìïî-
íåíòàìè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè
ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñâÿçàíû, òî åñòü ó íåãî ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Ïî-
ñòðîèì äëÿ íàøåãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ãðàô êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè C(G),
âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò êîìïîíåíòàì ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G.
Ïðîâåäåì â ãðàôå C(G) ðåáðî Vi → Vj òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå G åñòü õîòÿ áû îäíî
ðåáðî, íàïðàâëåííîå îò îäíîé èç âåðøèí êîìïîíåíòû Vi ê îäíîé èç âåðøèí êîìïîíåíòû Vj.

Óïðàæíåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

à) Â ãðàôå C(G) íåò öèêëîâ.
á) Äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè Vi ãðàô G(Vi) íà âåðøèíàõ ìíîæåñòâà Vi ñ

ðåáðàìè ãðàôà G ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè ñèëüíî ñâÿçåí.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Vi � êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G. Íà-

çîâåì ýòó êîìïîíåíòó ïðîìåæóòî÷íîé, åñëè â ãðàôå C(G) ñóùåñòâóåò ðåáðî, âõîäÿùåå â Vi,
è ñóùåñòâóåò ðåáðî, âûõîäÿùåå èç Vi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì êîìïîíåíòó Vi êðàéíåé.

Çàäà÷à 3. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå 200 âåðøèí, èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò õîòÿ áû
îäíî ðåáðî è â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü íå
áîëåå 100 íîâûõ îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð òàê, ÷òîáû ýòîò ãðàô ñòàë ñèëüíî ñâÿçíûì. (Ìåæäó
äâóìÿ âåðøèíàìè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ðåáåð.)

Çàäà÷à 4. Äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íà n âåðøèíàõ âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

à) Ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 2 ðåáåð.
á) Åñëè â ãðàôå G ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ïðîâåäåíî íå áîëåå îäíîãî ðåáðà, òî

ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 3 ðåáåð.
Óïðàæíåíèå 5. Äëÿ âñåõ n ≥ 3 ïîñòðîéòå ïðèìåðû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ îöåíêè èç ïðåäû-

äóùåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.
Çàäà÷à 6. à) Â ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü (ò. å. ïóòü,

ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîé âåðøèíå ðîâíî îäèí ðàç). á) Â ïîëíîì ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì
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ãðàôå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë (ò. å. öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîé âåðøèíå ðîâíî îäèí
ðàç).

Çàäà÷à 7. Â ñèëüíî ñâÿçíîì ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñ ÷åòûðüìÿ è áîëåå âåðøèíàìè
ñóùåñòâóåò âåðøèíà, óäàëåíèå êîòîðîé íå íàðóøàåò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà.

Óïðàæíåíèå 8. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ n = 5 óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è íåâåðíî.
Çàäà÷à 9. Ñòðóêòóðà êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ïîëíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé öåïü V1V2 . . . Vm, â êîòîðîé äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò Vi è Vj, ãäå
i < j, âñå ðåáðà ãðàôà îðèåíòèðîâàíû îò Vi ê Vj.

Çàäà÷à 10. Äàí ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ n ≥ 7 âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì
ãðàôå ìîæíî âûáðàòü âåðøèíó v è ïîìåíÿòü íàïðàâëåíèå âñåõ ðåáåð ñ êîíöàìè â v òàê, ÷òîáû
ïîëó÷èëñÿ ñèëüíî ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô.

Óïðàæíåíèå 11. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàô íà 3 è 5 âåðøèíàõ
óäîâëåòâîðÿþò óòâåðæäåíèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Íàéäèòå âñå ïîëíûå îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû
íà 2, 4 è 6 âåðøèíàõ, äëÿ êîòîðûõ ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ

11 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f, g ∈ R[x]. Ìíîãî÷ëåí d ∈ R[x] íàçûâàåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ìíî-
ãî÷ëåíîâ f è g, åñëè f ... d è g ... d. Ìíîãî÷ëåí d íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì f
è g, åñëè åãî ñòåïåíü íå ìåíüøå ñòåïåíè ëþáîãî äðóãîãî îáùåãî äåëèòåëÿ f è g. Îáîçíà÷åíèå:
d = (f, g).

Çàäà÷à 1. Âñïîìíèòå àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ öåëûõ ÷èñåë è ïîïðîáóéòå ïðèìåíèòü åãî ê
ìíîãî÷ëåíàì.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü f, g, d ∈ R[x]. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
• à) d = (f, g);
• á) ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f è g ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí,

îòëè÷àþùèéñÿ îò d äîìíîæåíèåì íà êîíñòàíòó;
• â) ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è g äåëèò ìíîãî÷ëåí d.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî à) (xm − 1, xn − 1) = x(m,n) − 1; á) (x2m

+ 1, x2n
+ 1) = 1 ïðè m 6= n.

Çàäà÷à 4 (ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
f è g ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u è v òàêèå, ÷òî fu + gv = (f, g).

Çàäà÷à 5. Èçáàâüòåñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå äðîáè 1

6α3 + 7α2 − 2α− 1
, ãäå α �

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 2x2 + x− 2.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí f 6= 0 íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü

â âèäå f = gh, ãäå deg g > 0, deg h > 0.
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f, g, h ∈ R[x] òàêîâû, ÷òî fg ...h è (f, h) = 1, òî g ...h
Òåîðåìà 7 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè). Ëþáîé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ìîæåò áûòü

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ñîìíîæèòåëåé ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè è äîìíîæåíèÿ ýòèõ ñîìíîæèòåëåé íà êîíñòàíòû.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ äåëèò èõ ÍÎÄ.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü f, g ∈ Q[x]. Äîêàæèòå, ÷òî (f, g) ∈ Q[x].
Çàäà÷à 10. Ïóñòü f ∈ Z[x], a, b ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî f(b)− f(a) äåëèòñÿ íà b− a.
Îïðåäåëåíèå. Îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé äðîáüþ. Àëãåá-

ðàè÷åñêàÿ äðîáü, ó êîòîðîé ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ, íàçûâàåòñÿ ïðà-
âèëüíîé.
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Çàìå÷àíèå.Êîíå÷íî, íà ñàìîì äåëå îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ � ýòî ëèøü ñïîñîá çàïèñè
àëãåáðàè÷åñêîé äðîáè: òàê, (x2+x)/(x2+2x+1) è x/(x+1) � ýòî îäíà è òà æå äðîáü. Ñèòóàöèÿ íà-
ïîìèíàåò íàøó âîçíþ ñ íàïðàâëåííûìè îòðåçêàìè è âåêòîðàìè, íî åùå äðàìàòè÷íåå: óêàçàííûå
îòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò äàæå ðàçíûå ôóíêöèè, ïîñêîëüêó èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ìíîæåñòâà,
ãäå çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â 0) ðàçëè÷íû.

Çàäà÷à 11. Ïîïûòàéòåñü äàòü (÷óòü áîëåå) ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèå àëãåáðàè÷åñêîé äðîáè.
Óêàçàíèå: ïîñìîòðèòå íà çàäà÷ó 13á èç ëèñòî÷êà Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ãðóïïû ïðå-
îáðàçîâàíèé.

Çàäà÷à 12. à) Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ äðîáü f

g1g2

, ãäå (g1, g2) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî ýòó
äðîáü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëÿìè g1 è g2. á) Ó ïðàâèëü-
íîé àëãåáðàè÷åñêîé äðîáè çíàìåíàòåëü èìååò ñòåïåíü n è n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòó äðîáü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû àëãåáðàè÷åñêèõ äðîáåé, ÷èñëèòåëè
êîòîðûõ ðàâíû êîíñòàíòàì.

Äåñÿòè÷íûå äðîáè (ïî øêîëüíîìó ó÷åáíèêó 6 êëàññà) 11 èþëÿ
Èçó÷àåì äëèíû ïåðèîäîâ è ïðåäïåðèîäîâ äåñÿòè÷íûõ çàïèñåé äðîáåé a

b
. ßñíî, ÷òî âñå ñâî-

äèòñÿ ê ñëó÷àþ 0 < a < b, (a, b) = 1.
1. Äðîáü ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ⇐⇒ b èìååò âèä 2n5m.
Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî b 6= 2n5m.
Àëãîðèòì äåëåíèÿ ñòîëáèêîì ïðè ïðàâèëüíîì âçãëÿäå íà âåùè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïîëàãàåì r0 = a è ñ÷èòàåì ðåêóððåíòíî 10 · ri−1 = bqi + ri (äåëåíèå ñ îñòàòêîì). Ïðè ýòîì qi �
i-òàÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé â ðàâåíñòâå a

b
= 0, q1q2q3 . . .

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äðîáü ñ ïåðèîäîì íå áîëåå b− 1.
á) è äàæå ñóììà äëèí ïåðèîäà è ïðåäïåðèîäà íå áîëåå b− 1.

Åùå îäíî ïîíèìàíèå àëãîðèòìà äåëåíèÿ ñòîëáèêîì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äåëèì ñ
îñòàòêîì: a · 10k = bQk + rk. Òîãäà Qk � ÷èñëî, îáðàçîâàííîå ïåðâûìè k öèôðàìè ïîñëå çàïÿòîé,
rk � òî æå ñàìîå, ÷òî ðàíåå (òåì ñàìûì rk îêàçûâàåòñÿ îñòàòêîì ïðè äåëåíèè a · 10k íà b).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ñëó÷àé (b, 10) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
3. à) Äîêàæèòå, ÷òî (ri, b) = 1.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ïåðèîäà íå ïðåâîñõîäèò ϕ(b).
4. Äîêàæèòå, ÷òî çàöèêëèâàíèå ïðîèñõîäèò áåç ïðåäïåðèîäà. Ïðè ýòîì äëèíà ïåðèîäà íå

çàâèñèò îò a è ðàâíà íàèìåíüøåìó t, äëÿ êîòîðîãî 10t − 1 ... b.
5. Ïóñòü íàèìåíüøèé ïåðèîä íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâåí l, à L � íåêîòîðûé äðóãîé

ïåðèîä. Äîêàæèòå, ÷òî L ... l.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü a < b, (a, b) = 1, (b, 10) = 1. Òîãäà äðîáü a

b
íå èìååò ïðåäïåðèîäà. Äëèíà

ïåðèîäà åñòü íàèìåíüøåå t, äëÿ êîòîðîãî 10t − 1 ... b. Ýòî t ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ϕ(b) è íå çàâèñèò
îò a.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå t ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì L(b).
Çàìå÷àíèå. Ïåðèîä äðîáè 1/b ((b, 10) = 1) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ b − 1 òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ b.

Ìíîæåñòâî òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë ïðåäïîëîæèòåëüíî áåñêîíå÷íî.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (b, 10) � ïðîèçâîëüíî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
6. Äðîáü 0, RTTT . . . (R � èç k öèôð, T � èç t öèôð) ðàâíà R

10k + T
10k(10t−1)

.
7. Åñëè (b, 10) 6= 1, òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè a

b
îáÿçàòåëüíî åñòü ïðåäïåðèîä.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a < b, (a, b) = 1, b = 2x5yb′, l = max{x, y}. Òîãäà ïåðèîä äðîáè a
b
ðàâåí

ïåðèîäó äðîáè 1
b′ , à ïðåäïåðèîä â òî÷íîñòè ðàâåí l, è íå ìîæåò áûòü ìåíüøå.

8. Êàêîâî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äëèíû ïðåäïåðèîäà ñðåäè âñåõ íåñîêðàòèìûõ äðîáåé ñî çíà-
ìåíàòåëåì ≤ 2008?
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Ïåðèîä ñóììû äðîáåé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
9. Íàéäèòå äëèíó ïåðèîäà ñóììû (ðàçíîñòè) äâóõ äðîáåé èç çàäà÷è 6 ñ îäèíàêîâûìè k è t.
10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äðîáåé ñ ïðåäïåðèîäàìè, ïðè ñëîæåíèè êîòîðûõ ïðåäïåðèîä èñ÷åçàåò,

à ïåðèîä ìåíüøå, ÷åì îáà ïåðèîäà ñëàãàåìûõ.
Òåîðåìà 3. Ïåðèîä ñóììû(ðàçíîñòè) äâóõ äðîáåé ÿâÿåòñÿ äåëèòåëåì ÍÎÊà ïåðèîäîâ, à

ïðåäïåðèîä íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìóìà ïåðèîäîâ.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
11. p > 5 � ïðîñòîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî äëèíà íàèìåíüøåãî ïåðèîäà äåñÿòè÷íîé çàïèñè

äðîáè 1/p ðàâíà 2n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ýòîò ïåðèîä ðàçáèòü íà äâà n-çíà÷íûõ êóñêà, òî ñóììà
÷èñåë â ýòèõ êóñêàõ ðàâíà 99 . . . 9 (n äåâÿòîê). Íàïðèìåð, 1/7 = 0.(142857), 142 + 857 = 999.

Ãåîìåòðèÿ ìàññ 12 èþëÿ
Îïðåäåëåíèå öåíòðà ìàññ è åãî ñâîéñòâà

Ïóñòü M � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè è m � íåíóëåâîå ÷èñëî. Ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé
(ì. ò.) íàçûâàåòñÿ ïàðà (M, m), è ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ìàññîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè M (ñ÷èòàÿ,
÷òî îíà ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíîé), à ñàìà òî÷êà M � íîñèòåëåì ýòîé ì. ò. Ìû ÷àñòî
áóäåì ïèñàòü mM âìåñòî (M,m). Öåíòðîì ìàññ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê m1M1,m2M2, . . . , mnMn

íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà Z, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

m1ZM1 + m2ZM2 + · · ·+ mnZMn = 0.

Òåîðåìà 1 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà). à) Åñëè òî÷êà Z ñëóæèò öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû ì. ò. m1M1,
m2M2, . . . , mnMn, ïðè÷åì m1 + m2 + · · · + mn 6= 0, òî ïðè ëþáîì âûáîðå íà ïëîñêîñòè òî÷êè O
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

OZ =
m1OM1 + m2OM2 + · · ·+ mnOMn

m1 + m2 + · · ·+ mn

.

á) Îáðàòíî, åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîé òî÷êè O âûïîëíÿåòñÿ ýòî ðàâåíñòâî, òî òî÷êà Z � öåíòð
ìàññ äàííîé ñèñòåìû ì. ò.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû ì. ò. ñ íåíóëåâîé ñóììîé ìàññ öåíòð ìàññ ñóùåñòâóåò è
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Äàëåå âåçäå, ãîâîðÿ î ñèñòåìå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóììà ìàññ åå
òî÷åê îòëè÷íà îò íóëÿ.

Òåîðåìà 2 (Ïðàâèëî ðû÷àãà). Öåíòð ìàññ Z äâóõ ì. ò. m1A è m2B ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
ìàññàìè ðàñïîëîæåí íà îòðåçêå AB, ïðè÷åì m1 |AZ| = m2 |BZ|.

Òåîðåìà 3 (Ïðàâèëî ãðóïïèðîâêè). Ïóñòü â ñèñòåìå ì. ò. m1M1, m2M2, . . . , mnMn îòìå-
÷åíû k ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê m1M1, m2M2, . . . , mkMk è ïóñòü C � öåíòð ìàññ îòìå÷åííûõ ì. ò.
Åñëè âñþ ìàññó îòìå÷åííûõ ì. ò. ñîñðåäîòî÷èòü â èõ öåíòðå ìàññ C, òî îò ýòîãî ïîëîæåíèå öåí-
òðà ìàññ âñåé ñèñòåìû íå èçìåíèòñÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñèñòåìà m1M1,m2M2, . . . ,mnMn èìååò òîò
æå öåíòð ìàññ, ÷òî è ñèñòåìà ì. ò. (m1 + m2 + · · ·+ mk)C, mk+1Mk+1, . . . , mnMn.

Çàäà÷è
Çàäà÷à 4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM , òî÷êà P � åå ñåðåäèíà. Ïðÿìàÿ BP

ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷êå E. Íàéäèòå, â êàêîì îòíîøåíèè òî÷êà E äåëèò AC.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü ABCD � âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, K, L,M, N � ñåðåäèíû ñòîðîí AB,

BC, CD, DA. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ KM è LN ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ýòèõ
îòðåçêîâ, à òàêæå è ñåðåäèíîé îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD.
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Çàäà÷à 6 (Òåîðåìà ×åâû) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êè A1, B1, C1 ëåæàò íà ïðÿìûõ BC,
CA, AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

BA1

A1C
· CB1

B1A
· AC1

C1B
= 1.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC, CA â
òî÷êàõ C1, A1, B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå (òî÷êà Æåðãîííà).

Çàäà÷à 8. Â îêðóæíîñòü âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD; M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèà-
ãîíàëåé, Q � ñåðåäèíà ñòîðîíû CD. Âû÷èñëèòü, â êàêîì îòíîøåíèè äåëèò ïðÿìàÿ MQ ñòîðîíó
AB, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AD = a, BC = b.

Çàäà÷à 9. Òî÷êè, ðàçáèâàþùèå êàæäóþ èç ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè,
ñîåäèíåíû òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Äîêàæèòå, ÷òî à) êàæäûé èç ïîëó-
÷åííûõ îòðåçêîâ òàêæå ðàçáèâàåòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè;
á) ïëîùàäü ñðåäíåãî ÷åòûðåõóãîëüíè÷êà â äåâÿòü ðàç ìåíüøå ïëîùàäè èñõîäíîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà; â) ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ
¾ñåòêè¿ (2m + 1)× (2n + 1).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 10. Íà ñòîðîíàõ AB, BC, CD, DA âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD âçÿòû òî÷êè

K, L, M , N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì AK : KB = DM : MC = a è BL : LC = AN : ND = b.
Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ KM è LN . Äîêàçàòü, ÷òî NP : PL = a è KP : PM = b.

Çàäà÷à 11 (Òåîðåìà Ìåíåëàÿ) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êè A1, B1, C1 ëåæàò íà ïðÿìûõ
BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè AA1, BB1, CC1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

BA1

A1C
· CB1

B1A
· AC1

C1B
= −1.

Çàäà÷à 12 (Âàí-Îáåëü). ×åðåç òî÷êó M ïðîâåäåíû òðè ïðÿìûå AA1, BB1, CC1 (òî÷êè A1,
B1, C1 ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC èëè íà èõ ïðîäîëæåíèÿõ). Äîêàçàòü, ÷òî

AC1

C1B
+

AB1

B1C
=

AM

MA1

.

Çàäà÷à 13. Íà îêðóæíîñòè äàíî n òî÷åê. ×åðåç öåíòð ìàññ n− 2 òî÷åê ïðîâîäèòñÿ ïðÿìàÿ,
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ õîðäå, ñîåäèíÿþùåé äâå îñòàâøèåñÿ òî÷êè. Äîêàçàòü, ÷òî âñå òàêèå ïðÿìûå
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Çàäà÷à 14. Âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå
Ýéëåðà òðåóãîëüíèêîâ ABC, HBC, AHC è ABH ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Âíóòðåííèé ìàòåìàòè÷åñêèé áîé 12 èþëÿ
1. Â ñåëå Âèøêèëü æèâåò áîëüøå 100 ÷åëîâåê. Æèòåëü ñåëà íàçûâàåòñÿ îáùèòåëüíûì, åñëè

ó íåãî íå ìåíåå 100 çíàêîìûõ ñðåäè îäíîñåëü÷àí. Äîêàæèòå, ÷òî â Âèøêèëå íàéäóòñÿ ëèáî äâà
çíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé îáùèòåëüíûõ æèòåëÿ, ëèáî äâà íåçíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé íåîáùèòåëüíûõ
æèòåëÿ.

2. Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ðàçáèò äèàãîíàëÿìè íà ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé îðòîöåíòðû äâóõ äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ.

3. Ìîæíî ëè ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ïëîñêîñòè â äâà öâåòà âûáðàòü îäèí èç íèõ, òî÷êàìè
êîòîðîãî ðåàëèçóþòñÿ âñå ðàññòîÿíèÿ?
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4. Íà äîñêå íàïèñàíî ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Êàæäóþ ìèíóòó Âàñÿ ïðèïèñûâàåò ê
íåìó ñïðàâà ïî öèôðå, îòëè÷íîé îò 3. Ìîæåò ëè îí äåëàòü ýòî òàê, ÷òîáû âñå âðåìÿ ïîëó÷àëèñü
ïðîñòûå ÷èñëà?

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . çàäàíà ïðàâèëàìè: x1 = 2, xn+1 � íàèáîëüøèé ïðîñòîé
äåëèòåëü ÷èñëà x1x2 . . . xn+1 ïðè âñåõ n ≥ 1. Äîêàæèòå, ÷òî xn 6= 5 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.

6. Ïóñòü {ak} (k = 1, . . . , n) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑

k=1

ak

k2
>

n∑

k=1

1

k
.

7. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå âñå âåùåñòâåííûå x, y òàêèå, ÷òî (x+y)n = xn +yn.
8. Òî÷êà D ëåæèò íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC. Îêàçàëîñü, ÷òî AD = BC, ∠DAB =

∠ADB = 40◦. Íàéäèòå ∠ACB.

Ñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è âñå òàêîå 14 èþëÿ
¾Äà, ñîïðÿãàòü íàäî, ñîïðÿãàòü íàäî!¿ � ñ âíóòðåííèì
âîñòîðãîì ïîâòîðèë ñåáå Ïüåð, ÷óâñòâóÿ, ÷òî ýòèìè èìåí-
íî, è òîëüêî ýòèìè ñëîâàìè âûðàæàåòñÿ òî, ÷òî îí õîòåë
âûðàçèòü, è ðàçðåøàåòñÿ âåñü ìó÷àùèé åãî âîïðîñ.
� Äà, ñîïðÿãàòü íàäî, ïîðà ñîïðÿãàòü.

Ëåâ Òîëñòîé. Âîéíà è ìèð, ò. III, ÷. III, IX.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî äâèæåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè òðåõ òî÷åê.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè îñåâûõ

ñèììåòðèé.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M , è ïðåîáðàçîâà-

íèÿ g, h ëåæàò â G. Ïðåîáðàçîâàíèå hg = h◦g◦h−1 íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê g ïðè ïîìîùè
h ñëåâà. Äâà ýëåìåíòà f, g ∈ G íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè â G, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå h ∈ G,
÷òî f = h ◦ g ◦ h−1. Àíàëîãè÷íî, ýëåìåíò gh = h−1 ◦ g ◦ h íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê g ïðè
ïîìîùè h ñïðàâà.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî
• åñëè g = fh, òî f = gh−1 ; åñëè g = hf , òî f = h−1

g;
• xh◦g = (xh)g; h◦gx = h(gx);
• (x ◦ y)g = xgyg; g(x ◦ y) = gx ◦ gy;
• (x−1)g = (xg)−1; g(x−1) = (gx)−1;
• gh = h−1

g.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñîïðÿæåííîñòü â G ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Îáîçíà÷åíèÿ: Tā � ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà âåêòîð a, Rα

O � ïîâîðîò íà óãîë α (ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè) âîêðóã òî÷êè O, Sl � îñåâàÿ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f �äâèæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî à) f (Tā) = Tf̃(ā); á) f (Sl) = Sf(l); â) f (Rα
O) =

R±α
f(O), ãäå ïðè α ñòîèò çíàê ¾+¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü f � ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà M . Ïðåîáðàçîâàíèå f íàçûâàåòñÿ ñà-

ìîñîâìåùåíèåì ïîäìíîæåñòâà Φ ìíîæåñòâà M , åñëè ìíîæåñòâî Φ ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ýòîì
ïðåîáðàçîâàíèè, òî åñòü f(Φ) = Φ.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Φ ⊆ M , òî âñå ñàìîñîâìåùåíèÿ ïîäìíîæåñòâà Φ îáðà-
çóþò ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M . Ïîäìíîæåñòâî H ⊆ G
íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé G (îáîçíà÷åíèå: H ≤ G), åñëè îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçî-
âàíèé.
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×àñòî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ: G � ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè,
Φ � íåêîòîðàÿ ïëîñêàÿ ôèãóðà. Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèé ôèãóðû Φ íàçûâàåòñÿ
ãðóïïîé ñèììåòðèé Φ; îíà ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G.

Çàäà÷à 7. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå ñèììåòðèé à) ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà; á) ïðÿìî-
óãîëüíèêà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êâàäðàòîì; â) êâàäðàòà; ã) ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà; ä) ïðàâèëü-
íîãî n-óãîëüíèêà?

×àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóïïû íå âñåõ ñàìîñîâìåùåíèé ôèãóðû, à òîëüêî òåõ, êîòîðûå ñî-
õðàíÿþò ÷òî-íèáóäü.

Óïðàæíåíèå 8. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, ñîõðà-
íÿþùèõ îðèåíòàöèþ?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîâìåùåíèåì ïîäìíîæåñòâà Φ, à h � ëþáîå

ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà M , òî hf ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîâìåùåíèåì ïîäìíîæåñòâà h(Φ).
Çàäà÷à 10. Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé G êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M , ñîñòîÿùóþ èç

âñåõ åãî ïåðåñòàíîâîê. à) Ïóñòü f, h ∈ G. Äîêàæèòå, ÷òî f è hf èìåþò îäèí è òîò æå öèêëåííûé
òèï. á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïåðåñòàíîâîê f, g ∈ G, èìåþùèõ îäèíàêîâûé öèêëåííûé
òèï, íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà h ∈ G òàêàÿ, ÷òî g = hf . â) Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå ïóíêòà á, åñëè
G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, ñîñòîÿùàÿ íå èç âñåõ ïåðåñòàíîâîê, à òîëüêî èç ÷åòíûõ?

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè íå áîëåå
÷åì òðåõ îñåâûõ ñèììåòðèé.

Ìíîãî÷ëåíû íàä Z 14 èþëÿ
Âîñïîìèíàíèÿ. Îòíûíå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè íå òîëüêî

â R, íî è â äðóãèõ ÷èñëîâûõ ñèñòåìàõ, íàïðèìåð, â Q è Z. Ïóñòü K � òàêàÿ ÷èñëîâàÿ ñèñòåìà;
÷åðåç K[x] ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K. Êîíå÷íî,
ëþáîé ìíîãî÷ëåí èç K[x] ÿâëÿåòñÿ è ìíîãî÷ëåíîì íàä R, òî åñòü K[x] ⊆ R[x]. Íî äðóãèå ïîíÿòèÿ,
íàïðèìåð, íåïðèâîäèìîñòü, ìîãóò èçìåíèòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò R ê K: ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ
íåïðèâîäèìûì íàä K, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè âûøå íóëåâîé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç K.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü f ∈ Z[x]. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ a 6= b ÷èñëî f(b)− f(a) äåëèòñÿ
íà b− a.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü f(x) = anx
n + · · ·+ a0 � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå,

÷òî åñëè f èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü p/q (çäåñü p/q � íåñîêðàòèìàÿ äðîáü), òî à) a0
... p è an

... q;
á) ìíîãî÷ëåí f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = (qx− p)g, ãäå g ∈ Z[x].

Çàäà÷à 3. Ïóñòü g, h ∈ Z[x] è f = gh. Èçâåñòíî, ÷òî íå âñå êîýôôèöèåíòû g ÷åòíû è íå âñå
êîýôôèöèåíòû h ÷åòíû. Äîêàæèòå, ÷òî íå âñå êîýôôèöèåíòû f ÷åòíû.

Îïðåäåëåíèå. Ñîäåðæàíèåì ìíîãî÷ëåíà f ∈ Z[x] íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü åãî êîýôôèöèåíòîâ (îáîçíà÷åíèå: c(f)). Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè åãî
ñîäåðæàíèå ðàâíî 1.

Óïðàæíåíèå 4. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = c(f)f1, ãäå f1 �
ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí.

Çàäà÷à 5 (Ëåììà Ãàóññà). Ïðîèçâåäåíèå ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèìèòèâíî.
Ñëåäñòâèå. c(fg) = c(f)c(g).
Òåîðåìà 6. Åñëè ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] íåïðèâîäèì íàä Z, òî îí íåïðèâîäèì íàä Q.
Òåîðåìà 7 (êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà). Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà íàä Z, êðîìå

ñòàðøåãî, äåëÿòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p è ñâîáîäíûé ÷ëåí íå äåëèòñÿ íà p2. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò
ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä Z.
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Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp−1 + · · ·+ x + 1 íåïðèâîäèì íàä Z (çäåñü p � ïðîñòîå

÷èñëî).
Çàäà÷à 9. Ïóñòü f ∈ Z[x] ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ ±1 ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ öåëûõ çíà÷åíè-

ÿõ a, b. Äîêàæèòå, ÷òî à) åñëè |b−a| > 2, òî f íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé; á) åñëè |b−a| ≤ 2,
òî ðàöèîíàëüíûì êîðíåì ìîæåò áûòü ëèøü (b + a)/2.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû
à) (x− a1)(x− a2) . . . (x− an)− 1;
á) (x− a1)

2(x− a2)
2 . . . (x− an)2 + 1

íåïðèâîäèìû íàä Z.

Íàñëåäñòâåííîå ñâîéñòâî
è òåîðåìà Òóðàíà

15 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñâîéñòâî P íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî îáëàäàþùåãî
ñâîéñòâîì P ãðàôà G ëþáîé ïîäãðàô ãðàôà G òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì P .

Çàäà÷à 1. a) Ïóñòü P (n) � íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè, îáëàäàþ-
ùèì íàñëåäñòâåííûì ñâîéñòâîì P . Äîêàæèòå, ÷òî

P (n) ≤ n

n− 2
P (n− 1).

Íàéäèòå ïðè ïîìîùè ïóíêòà a) íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð â ãðàôå íà n âåðøèíàõ áåç
á) òðåóãîëüíèêà;
â) ïîëíîãî ãðàôà íà 4 âåðøèíàõ;
ã) ïîëíîãî ãðàôà íà 4 âåðøèíàõ áåç îäíîãî ðåáðà.
ä) (Òåîðåìà Òóðàíà) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðàôå íà n âåðøèíàõ áåç ïîëíîãî ïîäãðàôà íà k +1

âåðøèíå íå áîëåå ÷åì

C2
s (m + 1)2 + C2

k−sm
2 + s(k − s)m(m + 1) =

1

2
· (s2 − 2sm− s + m2k2 −m2k + 2smk)

ðåáåð, ãäå m è s � ñîîòâåòñòâåííî íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ n íà k. Ïðèâåäèòå
ïðèìåð ãðàôà, äëÿ êîòîðîãî îöåíêà ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Âàðüèðîâàíèå 15 èþëÿ
Çàäà÷à 1. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïîñòðîèòü êâàäðàò, îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî ëåæèò íà ïðÿ-

ìîé BC, à äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû � íà ñòîðîíàõ AB è AC.
Çàäà÷à 2. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåí îòðåçîê. Äîêàæèòå, ÷òî åãî äëèíà íå ïðåâîñõî-

äèò äëèíû íàèáîëüøåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.
Çàäà÷à 3. Âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ðàñïîëîæåí òðåóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïëîùàäü

íå ïðåâîñõîäèò ïîëîâèíû ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà.
Çàäà÷à 4. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî mA > 10lA > 100hA, ãäå ma, lA, hA � ñîîòâåò-

ñòâåííî ìåäèàíà, áèññåêòðèñà è âûñîòà, ïðîâåäåííûå èç âåðøèíû A.
Çàäà÷à 5. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóììà äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïîñòîÿííà, òî èõ ïðîèçâå-

äåíèå áóäåò íàèáîëüøèì, êîãäà ýòè ÷èñëà ðàâíû. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóììà n ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë ïîñòîÿííà, òî èõ ïðîèçâåäåíèå áóäåò íàèáîëüøèì, êîãäà ýòè ÷èñëà ðàâíû. â) Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì:

a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n
√

a1a2 . . . an
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Çàäà÷à 6. Òðåóãîëüíèêè ABC1 è ABC2 èìåþò îáùåå îñíîâàíèå AB è ∠AC1B = ∠AC2B.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |AC1 − C1B| < |AC2 − C2B|, òî: à) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC1 áîëüøå
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC2; á) ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC1 áîëüøå ïåðèìåòðà òðåóãîëüíèêà
ABC2.

Çàäà÷à 7.Äîêàæèòå, ÷òî à) ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæíîñòü, íàè-
áîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ïðàâèëüíûé; á) ñðåäè âñåõ n-óãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæ-
íîñòü, íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ïðàâèëüíûé; â) ñðåäè âñåõ n-óãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ
îêðóæíîñòü, íàèáîëüøèé ïåðèìåòð èìååò ïðàâèëüíûé.

Çàäà÷à 8. Íà ïëîñêîñòè äàíî n êðàñíûõ è n ñèíèõ òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè n îòðåçêîâ ñ ðàçíîöâåòíûìè êîíöàìè, íå
èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 9. Ïóñòü k, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

a11, a12, . . . , akn äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(ak
11 + ak

12 + · · ·+ ak
1n) . . . (ak

k1 + ak
k2 + · · ·+ ak

kn) ≥ (a11a21 . . . ak1 + · · ·+ a1na2n . . . akn)k.

Çàäà÷à 10. Íà ïëîñêîñòè äàíû 2008 òî÷åê è 2008 ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå è òî÷êè
ìîæíî çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè îò 1 äî 2008 òàê, ÷òîáû ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç i-îé òî÷êè
íà i-óþ ïðÿìóþ, íå ïåðåñåêàëèñü.

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ 15 èþëÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü m1,m2, . . . , mk � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, 0 ≤ ri < mi � íåêîòîðûé

íàáîð îñòàòêîâ ïî ìîäóëÿì mi. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî N , äàþùåå îñòàòîê ri ïðè äåëåíèè íà mi äëÿ
âñåõ i = 1, . . . , k, ïðè÷åì ëþáûå äâà òàêèõ ÷èñëà ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m = m1 . . . mk.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà:
• Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà òàêèõ ÷èñëà ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m.
• Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå π : Zm → Zm1 × · · · × Zmk

, ñîïîñòàâëÿþùåå îñòàòêó A ïî ìîäó-
ëþ m íàáîð îñòàòêîâ (A mod m1, . . . , A mod mk) ïî ìîäóëÿì mi. Ïðåäûäóùèé ïóíêò ãëàñèò, ÷òî
ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî. Ñðàâíèòå ìîùíîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòè çíà÷åíèé π
è ñäåëàéòå âûâîä, ÷òî îíî áèåêòèâíî.

• Áîíóñ: Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè π îáðàòèìûå îñòàòêè â Zm ñîîòâåòñòâóþò íà-
áîðàì îñòàòêîâ ïî ìîäóëÿì Zi, â êîòîðûõ âñå îñòàòêè îáðàòèìû. Âûâåäèòå îòñþäà åùå îäíî
äîêàçàòåëüñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ýéëåðà.

Ýòî äîêàçàòåëüñòâî õîðîøî âñåì, êðîìå òîãî, ÷òî îíî íå äàåò âîçìîæíîñòè äëÿ ïðÿìîé êîí-
ñòðóêöèè ÷èñëà N .

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî: èíäóêöèÿ ïî k ñâîäèò âñå ê ñëó÷àþ k = 2, è òóò ïîìîãàåò ëèíåéíîå
ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Óïðàæíåíèå 0. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå x, òàêèå ÷òî x ≡ 2 (mod 12), x ≡ 3 (mod 5), x ≡ 5

(mod 7), x ≡ 7 (mod 143).
Çàäà÷à 1 (òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ). Ïóñòü Mi = m/mi,

à xi � îñòàòîê, îáðàòíûé ê îñòàòêó Mi ïî ìîäóëþ mi. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî N =
∑k

i=1 Mixiri

äàåò îñòàòîê ri ïî ìîäóëþ mi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k.
Çàäà÷à 2. Äëÿ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë m1,m2, . . . , mk äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ïðà-

âèëüíóþ äðîáü âèäà c

m1m2 . . . mk

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû (ñ ó÷åòîì çíàêà)
ïðàâèëüíûõ äðîáåé âèäà ni/mi (i = 1, . . . , k).
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Çàäà÷à 3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùåñòâóåò ÷èñëî, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà ÷èñëà
1, 2, . . . , n äàåò ðîâíî n− 3 ðàçëè÷íûõ îñòàòêà?

Çàäà÷à 4. ×èñëî íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ, åñëè îíî íå äåëèòñÿ íà êâàäðàò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1. Ïðè êàêèõ n íàéäåòñÿ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, íå ñâîáîäíûõ
îò êâàäðàòîâ.

Çàäà÷à 5. Äëÿ êàêîãî íàèáîëüøåãî n íàéäåòñÿ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òà-
êèõ, ÷òî ñóììà öèôð ïåðâîãî äåëèòñÿ íà 1, ñóììà öèôð âòîðîãî äåëèòñÿ íà 2, . . . , ñóììà öèôð
n-ãî äåëèòñÿ íà n?

Ðàñêðàñêè ãðàôîâ è òåîðåìà Áðóêñà 16 èþëÿ
Çàäà÷à 1. Ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò d. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû

ìîæíî ïîêðàñèòü â d + 1 öâåò ïðàâèëüíûì îáðàçîì.
Çàäà÷à 2. Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, èç êàæäîé âåðøèíû êîòîðîãî âûõîäèò íå áîëåå d

ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â 2d + 1 öâåò.
Çàäà÷à 3. Ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò d. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû

ìîæíî ðàñêðàñèòü â d2 + 1 öâåò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøè-
íàìè îäèíàêîâîãî öâåòà áûëî áîëåå äâóõ ðåáåð.

Çàäà÷à 4. Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäÿò d. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøè-
íû ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ, åñëè

à) åñòü âåðøèíà, èìåþùàÿ ñòåïåíü ìåíüøå, ÷åì d;
á) åñòü âåðøèíà, ïðè óäàëåíèè êîòîðîé ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü;
â) d > 2 è åñòü äâå âåðøèíû òàêèå, ÷òî ïðè óäàëåíèè èõ îáîèõ ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü;
ã) åñòü òðè âåðøèíû u, v è w òàêèå, ÷òî u ñìåæíà ñ v è w, âåðøèíû v è w íå ñìåæíû è ïðè

óäàëåíèè âåðøèí v è w ñâÿçíîñòü íå íàðóøàåòñÿ.
ä) (Òåîðåìà Áðóêñà) Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ íå÷åòíûì öèê-

ëîì è ïîëíûì ãðàôîì èç d + 1 âåðøèíû, íå ïðåâîñõîäÿò d. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî
ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Ãîìîòåòèÿ 16 èþëÿ
Îïðåäåëåíèå. Ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå O è êîýôôèöèåíòîì k íàçûâàåòñÿ ïðåîáðà-

çîâàíèå ïëîñêîñòè Hk
O, êîòîðîå êàæäóþ òî÷êó M ïåðåâîäèò â òî÷êó M ′ = Hk

O(M), äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî OM ′ = k · OM . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ôèãóðû ãîìîòåòè÷íû, åñëè
ñóùåñòâóåò ãîìîòåòèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó â äðóãóþ.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ ïëîñêîñòè, èíäóöèðîâàííîå ãîìî-
òåòèåé, ñîñòîèò â óìíîæåíèè íà k.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ãîìîòåòèè ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå,
îêðóæíîñòè � â îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 3. à) Êàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê Hk
O? á) ×åì ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ

Hk2
O2
◦Hk1

O1
?

Óïðàæíåíèå 4 (ïðÿìàÿ Ýéëåðà âîçâðàùàåòñÿ). Ñ ïîìîùüþ ãîìîòåòèè äîêàæèòå, ÷òî
îðòîöåíòð, öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 5 (òåîðåìà î òðåõ êîëïàêàõ). Îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê ïàðàì îêðóæíîñòåé
S1 è S2, S2 è S3, S3 è S1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A, B è C ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A,
B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 6 (ëåììà Àðõèìåäà). Â îêðóæíîñòè Ω ïðîâåäåíà õîðäà AB. Îêðóæíîñòü ω êàñà-
åòñÿ õîðäû AB â òî÷êå P è îêðóæíîñòè Ω â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî PQ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó
äóãè AB, íå ñîäåðæàùåé òî÷êè Q.
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Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 7. Ïóñòü R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à r � ðàäèóñ âïè-

ñàííîé. Äîêàæèòå, ÷òî R ≥ 2r. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?
Çàäà÷à 8. Îòðåçîê AB ïåðåñåêàåò äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè è ïàðàëëåëåí ïðÿìîé, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç èõ öåíòðû, ïðè÷åì âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà ñ îêðóæíîñòÿìè ëåæàò ìåæäó A
è B. ×åðåç òî÷êó A ïðîâîäÿòñÿ êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, áëèæàéøåé ê A, ÷åðåç òî÷êó B �
êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, áëèæàéøåé ê B. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè ÷åòûðå êàñàòåëüíûå îáðàçóþò
÷åòûðåõóãîëüíèê, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ îáå îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîò ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

Çàäà÷à 9. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ω òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå X.
Òî÷êà Y îêðóæíîñòè ω äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíà òî÷êå X. Ïðÿìàÿ AY ïåðåñåêàåò ñòîðî-
íó BC â òî÷êå Z. Äîêàæèòå, ÷òî BZ = CX.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ïîìåñòèòü äâà ìíîãî-
óãîëüíèêà, ïîäîáíûõ èñõîäíîìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2
òàê, ÷òîáû îíè íå èìåëè îáùèõ âíóòðåííèõ

òî÷åê.
Çàäà÷à 11. Òðè îêðóæíîñòè îäèíàêîâûõ ðàäèóñîâ âïèñàíû â óãëû A, B, C òðåóãîëüíèêà

ABC. ×åòâåðòàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ âíåøíèì îáðàçîì âñåõ ýòèõ òðåõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå,
÷òî åå öåíòð ëåæèò íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé
òðåóãîëüíèêà ABC.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü M � öåíòð ìàññ n-óãîëüíèêà A1 . . . An; äëÿ êàæäîãî k ïóñòü òî÷êà Mk �
öåíòð ìàññ (n − 1)-óãîëüíèêà, ïîëó÷åííîãî èç ýòîãî n-óãîëüíèêà âûáðàñûâàíèåì âåðøèíû Ak.
Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãîóãîëüíèêè A1 . . . An è M1 . . . Mn ãîìîòåòè÷íû.

Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé ïðîôè-7 � ïðîôè-8 17 èþëÿ
1. Â îäíîêðóãîâîì âîëåéáîëüíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè 14 êîìàíä. Èíòåðåñíîé íàçîâåì êî-

ìàíäó, âûèãðàâøóþ íå÷åòíîå ÷èñëî ìàò÷åé, à îñîáåííîé � êîìàíäó, âûèãðàâøóþ íå÷åòíîå ÷èñëî
ìàò÷åé ó èíòåðåñíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî îñîáåííûõ êîìàíä ÷åòíî. (Íàïîìíèì, ÷òî â âîëåé-
áîëå íè÷üèõ íå áûâàåò).

2. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ ÍÎÊ(x, y) = x + y + 24.
3. Òî÷êà D ëåæèò íà îñíîâàíèè AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êè E è F òàêî-

âû, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà DE ëåæèò íà îòðåçêå AB, ñåðåäèíà îòðåçêà DF ëåæèò íà îòðåçêå BC
è ∠EDA = ∠FDC. Ñåðåäèíà îòðåçêà EF òî÷êà K ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî ∠ABD = ∠CBK.

4.Äîðîæêè ïàðêà èäóò âäîëü êðàåâ äâóõ êâàäðàòíûõ ãàçîíîâ ñ îäíîé îáùåé ñòîðîíîé. Âîêðóã
ãàçîíîâ (êàæäûé âîêðóã ñâîåãî) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ãóëÿþò ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè
Âàòñîí è íà 20% áûñòðåå íåãî Õîëìñ. Âðåìÿ îò âðåìåíè îíè âñòðå÷àþòñÿ íà îáùåé äîðîæêå. Âî
âòîðîé ðàç îíè âñòðåòèëèñü ÷åðåç 10 ìèíóò ïîñëå ïåðâîãî, à â òðåòèé � ÷åðåç 10 ìèíóò ïîñëå
âòîðîãî. ×åðåç êàêîå âðåìÿ îíè âñòðåòÿòñÿ â 4-é ðàç?

5. Ìíîãîóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) óäàëîñü ðàçðåçàòü íà 20 ìåíüøèõ ðàâíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïîäîáíûõ èñõîäíîìó. Îáÿçàòåëüíî ëè èñõîäíûé ìíîãîóãîëüíèê � ïàðàëëå-
ëîãðàìì?

6. Íàçîâåì êèðïè÷îì ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî äëèíà, øèðèíà è âûñîòà
ðàçëè÷íû. Ìîæíî ëè ïîâåðõíîñòü êàêîãî-íèáóäü êèðïè÷à îêëåèòü áåç ïåðåêðûòèé ïÿòüþ áó-
ìàæíûìè êâàäðàòàìè? (Êâàäðàòû ìîæíî ïåðåãèáàòü ÷åðåç ðåáðà, ðàçìåðû èõ íå îáÿçàòåëüíî
îäèíàêîâû).

7. ×èñëî N ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïåðâûõ k ïðîñòûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, ìåíüøåå N , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóììà íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé N .
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8. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 8 × 8, âíà÷àëå ïóñòîé, Îñÿ è Êèñà õîäÿò ïî î÷åðåäè. Ñâîèì õîäîì
Îñÿ îòìå÷àåò îò 1 äî 9 ïîëåé êðåñòèêàìè. Êèñà ñâîèì õîäîì âûáèðàåò ëþáîé ñîñòàâëåííûé èç
îòìå÷åííûõ ïîëåé ïðÿìîóãîëüíèê, è ñòèðàåò â íåì âñå êðåñòèêè. Îñÿ âûèãðàåò, åñëè â êàêîé-òî
ìîìåíò áóäåò îòìå÷åíî êðåñòèêàìè N ïîëåé. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì N Êèñà íå ñìîæåò åìó
ïîìåøàòü?

9. Äàíû 9 ÷èñåë a1, a2, . . . , a9. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ïîïàðíûõ ñóìì ai + aj (i 6= j) êàê ìèíè-
ìóì 29 öåëûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà 2a1, 2a2, . . . , 2a9 � öåëûå.

10. Ðàçëîæèòå íà äâà íåïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëÿ: 1 + x10 + (1 + x)10.

Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé ïðîôè-8 � ïðîôè-9 17 èþëÿ
1. Ïóñòü P � òî÷êà, ëåæàùàÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, à D, E, F � åå îðòîãîíàëüíûå

ïðîåêöèè íà ïðÿìûå BC,CA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè âñå òî÷êè P , äëÿ êîòîðûõ ñóììà

BC

PD
+

CA

PE
+

AB

PF

ìèíèìàëüíà.
2. Äàí ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äëÿ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë a è b ÷èñëà f(a) è f(b) âçàèìíî ïðîñòû, òî a è b òàêæå âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî
f(0) = 0, ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d > 1, ÷òî f(n)

...d ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
3. Íàçîâåì ñëîâîì ëþáóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ À è Á. Åñòü äâå îïåðàöèè íàä

ñëîâàìè: ïåðâàÿ � âñòàâèòü â ëþáîì ìåñòå ñëîâà áóêâó À, à â êîíöå ñëîâà � Á; âòîðàÿ � âñòàâèòü
â ëþáîì ìåñòå ñëîâà ÀÁ. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ñëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëîâà ÀÁ ñ
ïîìîùüþ ïåðâîé îïåðàöèè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñëîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëîâà ÀÁ
ñ ïîìîùüþ âòîðîé îïåðàöèè.

4. Ïóñòü G�ãðàô, âñå ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî íå ìåíüøå äâóõ è íå áîëüøå 100. Äîêàæè-
òå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî ðàñêðàñèòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì â 104 öâåòà òàê, ÷òîáû íå áûëî
âåðøèíû, âñå ñîñåäè êîòîðîé îäíîãî öâåòà.

5. Ïóñòü n, p, q � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è n > p + q. Ðàññìîòðèì öåëûå ÷èñëà x1, . . . , xn, òàêèå,
÷òî x0 = xn = 0 è xi+1 − xi ðàâíî ëèáî p, ëèáî −q äëÿ ëþáîãî i. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà
(i, j), i < j, îòëè÷íàÿ îò (0, n), òàêàÿ, ÷òî xi = xj.

6. Â îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàìåòðû AB è CD. Èç òî÷êè M , ëåæàùåé
âíå îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèå ïðÿìóþ AB â òî÷êàõ E
è H, à òàêæå ïðÿìûå MC è MD, ïåðåñåêàþùèå ïðÿìóþ AB â òî÷êàõ F è K. Äîêàæèòå, ÷òî
EF = KH.

7. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y è z ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî
(

1 +
1

x

)(
1 +

1

y

) (
1 +

1

z

)
> 64.

8. Èìååòñÿ êâàäðàò êëåò÷àòîé áóìàãè ðàçìåðîì n× n êëåòîê è ñâÿçíàÿ ôèãóðà íåèçâåñòíîé
ôîðìû, ñîñòîÿùàÿ èç n−1 êëåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòîãî êâàäðàòà ìîæíî ñ ãàðàíòèåé âûðåçàòü
÷åòûðå òàêèõ ôèãóðû. Ôèãóðà, ñîñòàâëåííàÿ èç êëåòîê, íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé, åñëè ëþáûå äâå å¼
êëåòêè ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé å¼ êëåòîê, â êîòîðîé ëþáûå äâå ñîñåäíèå êëåòêè èìåþò îáùóþ
ñòîðîíó.

9. Íà ïëîñêîñòè âûáðàíî 2008 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè
õîòÿ áû 40 ðàçëè÷íûõ.

10. Êåíãóðó ïðûãàåò ïî óçëàì êëå÷àòîé ñåòêè òàê, ÷òî âñå åãî ïðûæêè èìåþò îäèíàêîâóþ
äëèíó. Ìîæåò ëè îí âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó ÷åðåç 239 ïðûæêîâ?
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Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû 19 èþëÿ
Äàëåå âåçäå p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå.×èñëî a, íå äåëÿùååñÿ íà p, íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ

p, åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ Z òàêîå, ÷òî a ≡ x2 (mod p). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p.

Óïðàæíåíèå 0. Ïóñòü x2 ≡ 1 (mod p). Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî x ≡ 1 (mod p), ëèáî x ≡ −1
(mod p).

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî ïî ìîäóëþ p ñóùåñòâóåò ðîâíî
p−1
2

êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è ñòîëüêî æå íåâû÷åòîâ.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äàííîãî ìîäóëÿ p à) ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷å-

òîâ � âû÷åò; á) ïðîèçâåäåíèå âû÷åòà íà íåâû÷åò � íåâû÷åò; â) ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåâû÷åòîâ �
âû÷åò.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî à) åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî a
p−1
2 ≡ 1 (mod p);

á) åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî a
p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Îïðåäåëåíèå. Ñèìâîëîì Ëåæàíäðà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå, îáîçíà÷àåìîå
(

a
p

)
, ðàâíîå 1,

åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p; −1, åñëè a � íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p è 0, åñëè a
êðàòíî p. Èç çàäà÷è 3 ñëåäóåò, ÷òî

a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p).

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p ≡ 1 (mod 4).

Çàäà÷à 5 (òåîðåìà Æèðàðà). Ïðîñòîå ÷èñëî p ≡ 3 (mod 4), à öåëûå ÷èñëà x è y òàêîâû,
÷òî x2 + y2 ... p. Äîêàæèòå, ÷òî x, y ... p.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë à) âèäà 4k + 3; á) âèäà 4k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 4xy−x−y = z2 íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ,

íî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Çàäà÷à 8. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x3 + 7 = y2.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü x1 = 1, y1 = 100, xn+1 = x237

n + yn, yn+1 = y237
n + xn. Äîêàæèòå, ÷òî xnyn íå

äåëèòñÿ íà 239 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü (a, p) = 1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå π : Zp → Zp, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì

π(x) = ax mod p. Äîêàæèòå, ÷òî sgn π =
(

a
p

)
.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü a, b, c � âû÷åòû ïî ìîäóëþ p, ïðè÷åì a 6≡ 0 (mod p), à D = b2 − 4ac.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè D � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî ñðàâíåíèå ax2+bx+c ≡ 0 (mod p)
èìååò äâà êîðíÿ, åñëè D � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî ñðàâíåíèå ax2 + bx + c ≡ 0
(mod p) íå èìååò êîðíåé, à åñëè D ≡ 0 (mod p), òî ýòî ñðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü.

Çàäà÷à 12. Ïóñòü Fn � n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è: F1 = F2 = 1 è Fk+1 = Fk + Fk−1 äëÿ k ≥ 2.
Ïóñòü Fn

... 239. Äîêàæèòå, ÷òî n ÷åòíî.

Ëåììà [íå] Áåðíñàéäà 20 èþëÿ
Çàäà÷à 1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêàìè áóêâ èç ñëîâà ÂÛÑÎ-

ÊÎÏÐÅÂÎÑÕÎÄÈÒÅËÜÑÒÂÎ?
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Çàäà÷à 2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà â n
ðàçëè÷íûõ öâåòîâ? Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Çàäà÷à 3. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ãðàíè êóáà à) â øåñòü ðàçíûõ öâåòîâ;
á) â äâà öâåòà; â) â òðè öâåòà?

Çàäà÷à 4. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ãðàíè òåòðàýäðà à) â ÷åòûðå ðàçíûõ
öâåòà; á) â äâà öâåòà; â) â òðè öâåòà?

Çàäà÷à 5. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé èç 10 áóñèíîê ìîæíî ñîñòàâèòü, åñëè èìååòñÿ 2 áó-
ñèíêè ñèíåãî öâåòà, 3 � çåëåíîãî è 5 � êðàñíîãî?

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X, x ∈ X. Ñòàáèëèçàòîðîì
òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé g ∈ G òàêèõ, ÷òî gx = x (îáîçíà÷åíèå: Stab(x)).
Äëÿ g ∈ G ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ X, äëÿ
êîòîðûõ gx = x (îáîçíà÷åíèå: Fix(g)).

Äàëåå âåçäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî |X| < ∞ (à çíà÷èò, è |G| < ∞).
Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî à) ñòàáèëèçàòîðû ëþáûõ äâóõ òî÷åê îäíîé îðáèòû ñîïðÿæåíû (ñòà-

ëî áûòü, â íèõ ïîðîâíó ýëåìåíòîâ); á) åñëè x, y ∈ X ëåæàò â îäíîé îðáèòå, òî êîëè÷åñòâî ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ x â y ðàâíî | Stab(x)|; â) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ òî÷åê îäíîé
îðáèòû ðàâíà |G|; ã) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà X â |G| ðàç áîëüøå,
÷åì êîëè÷åñòâî îðáèò; ä) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ âñåõ òî÷åê ðàâíà ñóììå ìîùíîñòåé
ìíîæåñòâ íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç G:

∑
x∈X Stab(x) =

∑
g∈G Fix(g).

Ëåììà [íå] Áåðíñàéäà (not Burnside lemma). Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæå-
ñòâà M . ×èñëî îðáèò, íà êîòîðûå ìíîæåñòâî M ðàçáèâàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû G, ðàâíî

1

|G|
∑
g∈G

Fix(g).

Ìíîãî÷ëåíû íàä Zp

è ïåðâîîáðàçíûå êîðíè
20 èþëÿ

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ åñòü ñóì-
ìà ñòåïåíåé ñîìíîæèòåëåé. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ ýòî
íåâåðíî.

Çàäà÷à 2. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ à) òåîðåìó î äåëåíèè ñ
îñòàòêîì; á) òåîðåìó Áåçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ íå ìîæåò áûòü áîëåå n
êîðíåé. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ ýòî íå òàê.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äâà ìíîãî÷ëåíà ïî ìîäóëþ p ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè çàäàþò
îäíó è òó æå ôóíêöèþ Zp → Zp, òî åñòü, èõ çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò âî âñåõ òî÷êàõ x ∈ Zp.

Çàäà÷à 4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp− x ýêâèâàëåíòåí íóëåâîìó ïî ìîäóëþ p; á) Äîêà-
æèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåíû f è g ïî ìîäóëþ p ýêâèâàëåíòíû, òî f − g äåëèòñÿ íà xp − x.

Óïðàæíåíèå 5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò à) ôóíêöèé èç Zp â Zp; á) ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ p
ñòåïåíè íå âûøå p− 1?

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ Zp → Zp çàäàåòñÿ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì.
Çàäà÷à 7. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì êàê ìíîãî÷ëåí ïî ìîäóëþ, òî îí

íåïðèâîäèì è êàê ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðèâîäèìîãî
ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèâîäèìîãî êàê ìíîãî÷ëåí ïî ìîäóëþ. â) Âûâåäèòå
îòñþäà êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî îñòàòîê x ∈ Zp ïðèíàäëåæèò ïîêàçàòåëþ m ïî ìîäóëþ p,
åñëè m � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî xm ≡ 1 (mod p).

27



Çàäà÷à 8. Åñëè a ïðèíàäëåæèò ïîêàçàòåëþ m ïî ìîäóëþ p, òî à) ÷èñëà 1 = a0, a1, ..., am−1

íå ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p; á) am1 ≡ am2 (mod p) ⇔ m1 ≡ m2 (mod m); â) m � äåëèòåëü p − 1;
ã) äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà m ÷èñëî ad ïðèíàäëåæèò ïîêàçàòåëþ m/d; ä) åñëè b ïðèíàäëåæèò
ïîêàçàòåëþ n è (m,n) = 1, òî ab ïðèíàäëåæèò ïîêàçàòåëþ mn.

Îïðåäåëåíèå. Îñòàòîê x ∈ Zp íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p, åñëè îí
ïðèíàäëåæèò ïîêàçàòåëþ p− 1.

Òåîðåìà 9. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p ñóùåñòâóþò, è èõ ðîâíî ϕ(p− 1) øòóê.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Óïðàæíåíèå 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p− 1 ...m, òî ìíîãî÷ëåí xm − 1 èìååò ðîâíî m êîðíåé

ïî ìîäóëþ p.
Çàäà÷à 11 (=òåîðåìà 9 one more time). à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p− 1 ...m è m � ïðîñòîå,

òî ñóùåñòâóåò ðîâíî ϕ(m) = m − 1 ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïîêàçàòåëþ m. á) Äîêàæèòå
èíäóêöèåé ïî m, ÷òî äëÿ âñÿêîãî m òàêîãî, ÷òî p − 1 ...m, ñóùåñòâóåò ðîâíî ϕ(m) ýëåìåíòîâ,
ïðèíàäëåæàùèõ ïîêàçàòåëþ m. Óêàçàíèå: âñïîìíèòå, ÷òî ∑

d|m ϕ(d) = m.
Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x2 − 13)(x2 − 17)(x2 − 221) èìååò êîðíè ïî ëþáîìó

íàïåðåä çàäàííîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ p.
Çàäà÷à 13. Ïóñòü p � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî p − 1 ìîæíî

ðàññòàâèòü ïî êðóãó òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ òðåõ ïîäðÿä èäóùèõ a, b, c âûïîëíÿëîñü b2 − ac ... p.
Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p íàéäåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî q òàêîå,

÷òî np − p íå äåëèòñÿ íà q íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.

Ãðóïïû 21 èþëÿ
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå ϕ : X → X íàçûâàåòñÿ áèíàðíîé îïå-

ðàöèåé íà X; ÷àñòî ïèøóò xϕy âìåñòî ϕ(x, y) äëÿ x, y ∈ X, íàïðèìåð, x + y, x · y, x • y.
Ïðèìåðû. ßâëÿþòñÿ ëè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè ñëåäóþùèå îïåðàöèè: à) îïåðàöèè ñëîæå-

íèÿ, óìíîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, äåëåíèÿ íà ìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ, âåùå-
ñòâåííûõ, íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; á) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ,
äåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n; â) îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ
íà ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë; ã) êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íà äàííîé ãðóïïå ïðåîáðàçî-
âàíèé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà; ä) êîìïîçèöèÿ ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå Sn âñåõ ïåðåñòàíîâîê
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà; å) êîìïîçèöèÿ äâèæåíèé íà ìíîæåñòâå âñåõ äâèæåíèé ïëîñêîñòè?
Ïðèâåäèòå äðóãèå ïðèìåðû áèíàðíûõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ • íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈
X âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (x • y) • z = x • (y • z) (èíûìè ñëîâàìè, îïåðàöèÿ ϕ àññîöèàòèâíà, åñëè
ϕ(ϕ(x, y), z) = ϕ(x, ϕ(y, z))). Îïåðàöèÿ • íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, åñëè x•y = y •x äëÿ âñåõ
ïàð ýëåìåíòîâ x, y ∈ X. Ãîâîðÿò, ÷òî e ∈ X � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
•, åñëè e • x = x • e = x äëÿ âñåõ x ∈ X. Åñëè îïåðàöèÿ • îáëàäàåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì e
è äëÿ x ∈ X íàéäåòñÿ ýëåìåíò y ∈ X òàêîé, ÷òî x • y = e, òî òàêîé y íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê
ýëåìåíòó x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x−1.

Óïðàæíåíèå 1. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå îïåðàöèé àññîöèàòèâíû? êîììóòàòèâíû?
îáëàäàþò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì? Ê êàêèì èç ýëåìåíòîâ ýòèõ ìíîæåñòâ ñ îïåðàöèÿìè ñóùå-
ñòâóþò îáðàòíûå?

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî èç àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè ñëåäóåò åå îáîáùåííàÿ àññîöèà-
òèâíîñòü: â âûðàæåíèè ëþáîé äëèíû ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê.

Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî G, íà êîòîðîì çàäàíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ •, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé,
åñëè • àññîöèàòèâíà, îáëàäàåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì è ó êàæäîãî g ∈ G ñóùåñòâóåò îáðàò-
íûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè •. Åñëè, êðîìå òîãî, îïåðàöèÿ • êîììóòàòèâíà, ãðóïïà G
íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé. Ìîùíîñòü |G| ìíîæåñòâà G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû G.
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Çàìå÷àíèå. Äàëåå ìû ÷àñòî áóäåì çàïèñûâàòü îïåðàöèþ â ãðóïïå ìóëüòèïëèêàòèâíî, òî
åñòü ïèñàòü x · y èëè äàæå xy âìåñòî x • y, x2 âìåñòî x • x è ò. ä.

Óïðàæíåíèå 3. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ìíîæåñòâ ñ îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïàìè?
Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî â G ðîâíî îäèí íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
Óïðàæíåíèå 5. Íàðèñóéòå òàáëèöû óìíîæåíèÿ êàêèõ-íèáóäü ãðóïï ïîðÿäêà à) 2; á) 3; 4.
Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïû G1 è G2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ

f : G1 → G2, ñîõðàíÿþùàÿ îïåðàöèè, òî åñòü, äëÿ âñåõ x, y ∈ G1 âûïîëíåíî f(x•1y) = f(x)•2f(y).
Çäåñü ìû îáîçíà÷èëè îïåðàöèþ â G1 ÷åðåç •1, à îïåðàöèþ â G2 � ÷åðåç •2. Åñëè G1 èçîìîðôíà
G2, ïèøóò G1 ' G2, è íàçûâàþò òàêóþ áèåêöèþ f èçîìîðôèçìîì.

Çàäà÷à 6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ãðóïï ïîðÿäêà 4 (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà)?
Îïðåäåëåíèå-óïðàæíåíèå. Ïóñòü G,H � äâå ãðóïïû. Íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè G×H

ìíîæåñòâ G è H ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì (g1, h1) • (g2, h2) = (g1 •
g2, h1 •h2). Äîêàæèòå, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ïðåâðàùàåò ìíîæåñòâî G×H â ãðóïïó (îíà íàçûâàåòñÿ
äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G è H).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H ⊆ G. Ãîâîðÿò, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé G è ïèøóò H ≤ G, åñëè
ïîäìíîæåñòâî H ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè •, èíäóöèðîâàííîé ñ ìíîæåñòâà
G. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáûõ g, h ∈ H äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ g • h ∈ H è g−1 ∈ H (îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî è e ∈ H).

Çàäà÷à 7. Íàéäèòå íåàáåëåâó ãðóïïó íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà.

Íàïðàâëåííûå óãëû 21 èþëÿ
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü l, m � äâå ïðÿìûå. Íàïðàâëåííûì óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè l è m

íàçûâàåòñÿ óãîë ∠(l, m), íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü ïðÿìóþ l ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òîáû
ïîëó÷èëàñü ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé m.

Çàìå÷àíèå. Íàïðàâëåííûé óãîë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷èñëî ïî ìîäóëþ π.
Ñâîéñòâà. à) ∠(l, l) = 0; á) ∠(l,m) = −∠(m, l); â) ∠(l,m) + ∠(m,n) = ∠(l, n).
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî à) òî÷êè A, B, C è D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà îäíîé

îêðóæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∠(AB, BC) = ∠(AD, DC); á) ïðÿìàÿ AD ÿâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A, B è C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∠(AD, AC) = ∠(AB, BC); â) AB ‖ CD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∠(AB, CD) = 0.

Çàäà÷à 2. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è K. ×åðåç M è K ïðîâåäåíû ïðÿìûå
AB è CD ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåñåêàþùèå ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è C, âòîðóþ � â òî÷êàõ
B è D. Äîêàæèòå, ÷òî AC ‖ BD.

Çàäà÷à 3. Íà ñòîðîíå AB ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB = BC) âûáðàíà òî÷êà D.
×åðåç òî÷êó D ïðîâåëè êàñàòåëüíóþ ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ADC. Îíà ïåðåñåêëà
îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BDC â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî BM ‖ AC.

Çàäà÷à 4. Òî÷êè A, B, C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íà ïðÿìûõ AB, BC, CA âûáðàíû
òî÷êè C1, A1, B1 ñîîòâåòñòâåííî, îòëè÷íûå îò òî÷åê A, B, C. Òî÷êà P íå ëåæèò íè íà îäíîé èç
ïðÿìûõ AB, BC, CA. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà èç òðåõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ AB1PC1, BC1PA1,
CA1PB1 ÿâëÿþòñÿ âïèñàííûìè, òî òðåòèé � òîæå âïèñàííûé.

Çàäà÷à 5. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè O1 è O2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Îïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà O1BO2 ïåðåñåêàåò âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå P , îòëè÷íîé îò B.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O1, A è P ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AH. Â òðåóãîëüíèêàõ ACH
è ABH ïðîâåäåíû âûñîòû HM è HN ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî 4MAN ∼ 4BAC.

Çàäà÷à 7. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD íà äèàãîíàëè AC ëåæèò òî÷êà M òàêàÿ, ÷òî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê BCDM � âïèñàííûé. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BD � îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ ê îïèñàííûì
îêðóæíîñòÿì òðåóãîëüíèêîâ ABM è ADM .
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Çàäà÷à 8. Ñòîðîíû äâóõ óãëîâ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A, B, C, D, áèññåêòðèñû èõ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàæèòå, ÷òî A, B, C, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Çàäà÷à 9. ×åòûðå ïðÿìûå îáðàçóþò ÷åòûðå òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæ-
íîñòè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó (òî÷êà Ìèêåëÿ).

Çàäà÷à 10. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü-
íèêà, îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû íà åãî ñòîðîíû (èëè íà ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí). Äîêàæèòå, ÷òî
îñíîâàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìàÿ Ñèìñîíà).

ÊÁØ íàíîñèò îòâåòíûé óäàð 21 èþëÿ
Çàäà÷à 1. Ïóñòü a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

a
+

1

b
+

4

c
+

16

d
≥ 64

a + b + c + d
.

Çàäà÷à 2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x2+y2+z2 = 3. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî

1

x
+

1

y
+

1

z
≥ x + y + z.

Çàäà÷à 3. à) Ïóñòü a, b, c > 0. Äîêàæèòå, ÷òî a3b + b3c + c3a ≥ a2bc + b2ac + c2ab.
á) Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî a2b(a−b)+b2c(b−c)+c2a(c−a) ≥ 0.

Çàäà÷à 4. Äàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . . , an. Äîêàæèòå, ÷òî
n∑

k=1

ak

k2
≥

n∑

k=1

1

k
.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an (n ≥ 2) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

n∑
i=1

ai

s− ai

≥ n

n− 1
,

ãäå s = a1 + . . . + an.
Çàäà÷à 6. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an äîêàæèòå íåðàâåíñòâà

à) a2
1

a2

+
a2

2

a3

+ . . . +
a2

n

a1

≥ a1 + a2 + . . . + an;

á)
(

1 +
a2

1

a2

)(
1 +

a2
2

a3

)
. . .

(
1 +

a2
n

a1

)
≥ (1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an).

Çàäà÷à 7. Ïóñòü a, b, c > 0 è abc = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

a3(b + c)
+

1

b3(c + a)
+

1

c3(a + b)
≥ 3

2
.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a

b + c
+

b

c + d
+

c

d + a
+

d

a + b
≥ 2.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü a, b, c, d > 0. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a

b + 2c + 3d
+

b

c + 2d + 3a
+

c

d + 2a + 3b
+

d

a + 2b + 3c
≥ 2

3
.
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Çàäà÷à 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, a2, . . . , an è b1, b2, . . . , bn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ a1 + a2 + . . . + an = b1 + b2 + . . . + bn. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a2
1

a1 + b1

+
a2

2

a2 + b2

+ · · ·+ a2
n

an + bn

≥ a1 + a2 + . . . + an

2
.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà 22 èþëÿ
Âñå ãðóïïû â ýòîì ëèñòî÷êå ïðåäïîëàãàþòñÿ êîíå÷íûìè.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà, x ∈ G. Íàèìåíüøàÿ ïîäãðóïïà G, ñîäåðæàùàÿ x, íàçû-

âàåòñÿ ïîäãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì x è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 〈x〉.
Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî 〈x〉 = {e, x, x−1, x2, x−2, . . . , xn, x−n, . . . }.
Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà x ∈ G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n

òàêîå, ÷òî xn = e. Îáîçíà÷åíèå: n = ord(x).
Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî |〈x〉| = ord(x).
Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé, åñëè íàéäåòñÿ x ∈ G òàêîé, ÷òî G = 〈x〉.

Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Cn.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.
Óïðàæíåíèå 4. Ñêîëüêî â Cn ýëåìåíòîâ x òàêèõ, ÷òî 〈x〉 = Cn?
Çàäà÷à 5. à) Äîêàæèòå, ÷òî |G| ... ord(x); á) (Òåîðåìà Ëàãðàíæà). Ïóñòü H ≤ G. Äîêàæèòå,

÷òî |G| ... |H|.
Çàäà÷à 6. Âûâåäèòå èç òåîðåìû Ëàãðàíæà à) ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà; á) òåîðåìó Ýéëåðà.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H ≤ G; íàçîâåì äâà ýëåìåíòà g1, g2 ∈ G ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ

ïîäãðóïïû H, åñëè íàéäåòñÿ h ∈ H òàêîé, ÷òî g1 = g2h.
Îïðåäåëåíèå-óïðàæíåíèå 7. Äîêàæèòå, ÷òî ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè
êëàññàìè ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H: îíè âûãëÿäÿò êàê gH = {gh | h ∈ H} äëÿ g ∈ G. Ôàêòîð-
ìíîæåñòâî ïî ýòîìó îòíîøåíèþ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G/H.

Óïðàæíåíèå 8. Äîêàæèòå, ÷òî |G/H| = |G|/|H|.

Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ 22 èþëÿ
Çàäà÷à 1. Îêðóæíîñòè S1 è S2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïðè ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè P

ñ öåíòðîì A, ïåðåâîäÿùåé S1 â S2, òî÷êà M1 ïåðåõîäèò â M2. Äîêàæèòå, ÷òî M1,M2 è B ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäà÷à 2. Äàíû äâà îòðåçêà AB è A1B1. Ïðÿìûå AA1 è BB1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Îïè-
ñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABP è A1B1P âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå,
÷òî O ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé AB â A1B1.

Çàäà÷à 3. Îêðóæíîñòè S1, . . . , Sn ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó O. Êóçíå÷èê èç òî÷êè Xi îêðóæíîñòè
Si ïðûãàåò â òî÷êó Xi+1 îêðóæíîñòè Si+1 òàê, ÷òî ïðÿìàÿ XiXi+1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ îêðóæíîñòåé Si è Si+1, îòëè÷íîé îò O. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå n ïðûæêîâ (ñ îêðóæíîñòè S1

íà S2, ñ S2 íà S3, . . . , ñ Sn íà S1) êóçíå÷èê âåðíåòñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó.
Çàäà÷à 4. Äàíû äâå íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè S1 è S2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

ðîâíî äâå ïîâîðîòíûå ãîìîòåòèè ñ óãëîì ïîâîðîòà 90◦, ïåðåâîäÿùèå S1 â S2.
Çàäà÷à 5. Äàíà ïîëóîêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB. Äëÿ êàæäîé òî÷êè X ýòîé ïîëóîêðóæ-

íîñòè íà ëó÷å XA îòêëàäûâàåòñÿ òî÷êà Y , òàê, ÷òî XY = kXB. Íàéäèòå ÃÌÒ Y .
Çàäà÷à 6. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B, à õîðäû AM è AN êàñàþòñÿ

ýòèõ îêðóæíîñòåé. Òðåóãîëüíèê MAN äîñòðîåí äî ïàðàëëåëîãðàììà MANC. Íà îòðåçêàõ BN
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è MC âûáðàíû òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî BP : PN = MQ : QC. Äîêàæèòå, ÷òî
∠APQ = ∠ANC.

Çàäà÷à 7. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âíåøíèì îáðàçîì ïîñòðîåíû ïîäîáíûå òðåóãîëü-
íèêè 4A1BC ∼ 4B1CA ∼ 4C1AB. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ
ABC è A1B1C1 ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 8. Íà ïðÿìîóãîëüíóþ êàðòó ïîëîæèëè êàðòó òîé æå ìåñòíîñòè, íî ìåíüøåãî ìàñ-
øòàáà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîòêíóòü èãîëêîé ñðàçó îáå êàðòû òàê, ÷òîáû òî÷êà ïðîêîëà
èçîáðàæàëà íà îáåèõ êàðòàõ îäíó è òó æå òî÷êó ìåñòíîñòè.

Çàäà÷à 9. Äàí êâàäðàò ABCD. Òî÷êè P è Q íà ñòîðîíàõ AB è BC òàêîâû, ÷òî BP = BQ.
Ïóñòü H� îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè B íà PC. Äîêàæèòå, ÷òî ∠DHQ =
90◦

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà 23 èþëÿ

Äîâûâîä
1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AB > BC. Áèññåêòðèñà BM ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêîëî

òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòü â òî÷êå N . Íà ñòîðîíå AB âçÿòà òî÷êà P òàê, ÷òî BP = BC.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, P , M , N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

2. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç mn äâóçíà÷íîå ÷èñëî ñ ïåðâîé öèôðîé m è âòîðîé öèôðîé n.
Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå è îòëè÷íûå îò 0 öèôðû a, b è c, ÷òî ÷èñëî ab äåëèòñÿ
íà c, ÷èñëî bc äåëèòñÿ íà a, à ÷èñëî ca äåëèòñÿ íà b?

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

1

n + 1

(
1 +

1

3
+ · · ·+ 1

2n− 1

)
≥ 1

n

(
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n

)

4. Ó Íàñòè áûëî 30 ãèðåê ñ ìàññàìè 1 ã, 2 ã, . . . , 30 ã, êîòîðûå îíà õîòåëà ðàçëîæèòü íà äâå
÷àøêè âåñîâ, ÷òîáû îáùàÿ ìàññà è êîëè÷åñòâî ãèðåê áûëè íà ÷àøêàõ îäèíàêîâûìè, íî ó íåå ýòî
íèêàê íå ïîëó÷àëîñü. Õóëèãàí Ëåøà ñòàùèë ó íåå 10 ãèðåê ñ îáùåé ìàññîé 155 ã. Äîêàæèòå, ÷òî
òåïåðü Íàñòÿ ñìîæåò äîáèòüñÿ ñâîåãî ñ îñòàâøèìèñÿ ãèðüêàìè.

5. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y è z (ïðè÷åì x � íå÷åòíîå), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî x10 + y10 = z11?

Âûâîä
6. Íà ïóëüòå íàõîäÿòñÿ 100 ñâåòÿùèõñÿ êíîïîê, ðàñïîëîæåííûõ â âèäå êâàäðàòà 10 × 10.

Òàáëî óñòðîåíî òàê, ÷òî ïðè íàæàòèè íà ëþáóþ êíîïêó îíà è âñå êíîïêè îäíîãî ñ íåé ðÿäà è
âñå êíîïêè îäíîãî ñ íåé ñòîëáöà ìåíÿþò ñâîå ñîñòîÿíèå: ñâåòèâøèåñÿ � ãàñíóò, à íå ñâåòèâøèå-
ñÿ � çàãîðàþòñÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êíîïîê íóæíî íàæàòü, ÷òîáû âñå êíîïêè îêàçàëèñü
ïîãàøåííûìè, åñëè ïåðâîíà÷àëüíî âñå ñâåòèëèñü?

7. Ïóñòü B0 � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðîâåäåì èç ñåðåäè-
íû îòðåçêà AB0 ïåðïåíäèêóëÿð ê åãî ñòîðîíå BC, à èç ñåðåäèíû îòðåçêà B0C � ïåðïåíäèêóëÿð
ê ñòîðîíå AB. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ÷åðåç B′. Àíàëîãè÷íî ïî-
ñòðîèì òî÷êè C ′ è A′. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè A′B′C ′ è ABC ïîäîáíû.

8. Äàí ñâÿçíûé ãðàô ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íà êàæäîì ðåáðå
íàðèñîâàòü ñòðåëî÷êó òàê, ÷òîáû èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèëî ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ñòðåëî÷åê.
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Ïðîãðàììà çà÷åòà
Ãåîìåòðèÿ. Âåêòîð êàê êëàññ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ; îïåðàöèè íàä íèìè è èõ ïðîñòåéøèå

ñâîéñòâà. Îòíîøåíèå, â êîòîðîì òî÷êà äåëèò îòðåçîê. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. Äâèæåíèÿ, îñíîâíûå ñâîéñòâà. Îòîáðàæåíèå, èíäóöèðîâàííîå äâèæåíèåì íà
âåêòîðàõ. Ñòåïåíü òî÷êè, ðàäèêàëüíûå îñè. Òåîðåìà î òðåõ ðàäèêàëüíûõ îñÿõ. Ëåììà î áàáî÷-
êå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, åãî ëèíåéíîñòü, ñâÿçü ñ ïðîåêöèåé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî
îðòîöåíòðà. Ïðÿìàÿ Ýéëåðà. Ôîðìóëà Ñòþàðòà. Ìàòåðèàëüíûå òî÷êè è öåíòð ìàññ. Îñíîâíàÿ
òåîðåìà òåîðèè öåíòðîâ ìàññ. Ïðàâèëî ðû÷àãà, ïðàâèëî ãðóïïèðîâêè. Òåîðåìà î ïîðîæäåíèè
ãðóïïû äâèæåíèé îñåâûìè ñèììåòðèÿìè. Òåîðåìà Øàëÿ. Ãîìîòåòèÿ: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå
ñâîéñòâà. Öåíòð êîìïîçèöèè ãîìîòåòèé. Òåîðåìà î òðåõ êîëïàêàõ. Íàïðàâëåííûå óãëû, îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà. Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ, çàäà÷à î êóçíå÷èêå.

Òåîðèÿ ãðóïï. Ïåðåñòàíîâêè, êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê. Äåêðåìåíò, çíàê, ÷åòíîñòü, êîëè-
÷åñòâî áåñïîðÿäêîâ. Òåîðåìà î çíàêå ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà,
ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ñðàâíèìîñòü ïî åå ìîäóëþ, îðáèòû. Òåîðåìà î òîì, ÷òî ñðàâíèìîñòü ïî
ìîäóëþ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñîïðÿæåííûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ. Ñîïðÿæåíèå äâèæåíèé. Ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèé, öèêëè÷åñêèå è äèýäðàëüíûå ãðóïïû.
Ñòàáèëèçàòîð, ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñâÿçü ïîðÿäêà ñòàáèëèçàòîðà ñ ìîùíîñòüþ îð-
áèòû. Ëåììà Áåðíñàéäà. Áèíàðíûå îïåðàöèè, àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòàòèâíîñòü, íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò è îáðàòíûå ýëåìåíòû. Òåîðåìà îá îáîáùåííîé àññîöèàòèâíîñòè. Ãðóïïû, ïîäãðóïïà, ïî-
ðÿäîê ãðóïïû, èçîìîðôèçì. Ãðóïïû íåáîëüøîãî ïîðÿäêà. Ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì,
ñâÿçü ñ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà. Ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Ñðàâíèìîñòü ïî ìîäóëþ ïîäãðóï-
ïû, ñìåæíûå êëàññû, òåîðåìà Ëàãðàíæà. Âûâîä ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà è òåîðåìû Ýéëåðà èç
òåîðåìû Ëàãðàíæà.

Ìíîãî÷ëåíû. Ìíîãî÷ëåíû: îïðåäåëåíèå, îïåðàöèè íàä íèìè: ñëîæåíèå, óìíîæåíèå, ýâàëþ-
àöèÿ. Êîðíè, èõ êðàòíîñòü, äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, òåîðåìà Áåçó. Ôîðìàëüíîå è ôóíêöèîíàëü-
íîå ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì
Åâêëèäà è ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Íåïðèâîäèìîñòü, îñíîâíàÿ òåîðå-
ìà àðèôìåòèêè. Íåïðèâîäèìîñòü íàä Z. Ñîäåðæàíèå è ïðèìèòèâíîñòü, ëåììà Ãàóññà, êðèòåðèé
Ýéçåíøòåéíà. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì è òåîðåìà Áåçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ. Ôîðìàëüíîå è
ôóíêöèîíàëüíîå ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íàä Zp.

Ãðàôû. Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè, ãðàô êîìïîíåíò, îòñóò-
ñòâèå â íåì öèêëîâ. Ïðîìåæóòî÷íûå è êðàéíèå êîìïîíåíòû. Ñóùåñòâîâàíèå ãàìèëüòîíîâà ïóòè
è ãàìèëüòîíîâà öèêëà â ïîëíûõ ãðàôàõ. Íàñëåäñòâåííûå ñâîéñòâà ãðàôîâ, îöåíêè íà ÷èñëî
ðåáåð. Òåîðåìà Òóðàíà. Ðàñêðàñêè ãðàôîâ: òåîðåìà Áðóêñà.

Òåîðèÿ ÷èñåë. Îáðàòèìîñòü îñòàòêîâ è âçàèìíàÿ ïðîñòîòà. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà, òåîðåìà Ýé-
ëåðà. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà, ñóììèðîâàíèå ïî äåëèòåëÿì. Äåñÿòè÷íûå äðîáè è
äåëåíèå ñòîëáèêîì. Îöåíêà äëèí ïåðèîäà è ïðåäïåðèîäà äåñÿòè÷íîé äðîáè. Ïåðèîä è ïðåäïåðè-
îä ñóììû äðîáåé. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ, òðè äîêàçàòåëüñòâà. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è
íåâû÷åòû. Ñèìâîë Ëåæàíäðà, êðèòåðèé Ýéëåðà, òåîðåìà Æèðàðà. Ïîêàçàòåëè è ïåðâîîáðàçíûå
êîðíè. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.

Ðàçíîå.Ìíîæåñòâà, ñïîñîáû çàäàíèÿ, îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè. Êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèÿ, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü çíà÷åíèé, ãðàôèê. Ñþðúåê-
òèâíûå, èíúåêòèâíûå è áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ, êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Îáðàòèìîñòü ñëåâà
è ñïðàâà, ñâÿçü ñ ìîíîìîðôíîñòüþ/ýïèìîðôíîñòüþ è èíúåêòèâíîñòüþ/ñþðúåêòèâíîñòüþ. Îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, åãî ãðàôèê. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåäñòàâèòåëè êëàññà. Òåîðåìà î
ðàçáèåíèè íà êëàññû. Ôàêòîð-ìíîæåñòâî è êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. Íåðàâåíñòâà: îñíîâíûå ïðè-
åìû, íåðàâåíñòâà Áåðíóëëè è Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà. Âàðüèðîâàíèå: çàäà÷à îá îòðåçêå â
òðåóãîëüíèêå è î òðåóãîëüíèêå â ïàðàëëåëîãðàììå. Íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷å-
ñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì.
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