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Вступительный тест
@
1. Сколькими способами в футбольной команде, состоящей из 11 человек, можно выбрать: а) нападающего, защитника и вратаря; б) трёх нападающих.
2. Чему равно 
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3. В левом нижнем углу прямоугольника 4×9 стоит «хромой король», который за один ход может передвинуться на одну клетку вверх или одну клетку вправо. Сколькими способами он может добраться до правого верхнего угла?
4. Сколькими способами можно распределить 8 конфет между тремя различными людьми, если: а) все конфеты разные; б) все конфеты одинаковые?

5. Сколько делителей у числа 999999?
6. Чему равен коэффициент при x3 после раскрытия скобок в выражении (x+1)11
7. Разложите на множители: а) 
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8. Решите сравнение 
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9. Какой остаток при делении на 11 дает 22008?

10.  Найдите НОД (478717, 24139).

11.  Найдите все решения уравнения 
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 в целых числах.

12.  Дайте определение рационального числа.

13.  Сколько ребер в графе, степени вершин которого 1, 2, 2, 3, 4, 5, 5?
14.  В связном планарном графе 6 граней и 8 ребер. Сколько в нём вершин?

15. [image: image1.jpg]


 В прямоугольном треугольнике с гипотенузой, равной 10, высота, опущенная из вершины прямого угла равна 6. Чему равна площадь треугольника?

16.  На рисунке слева площадь S = 2. Чему равна площадь большого треугольника?

17.  Нарисуйте множество точек, из которых данный отрезок виден под углом 60o.
18. В треугольнике АВС (A = 30о, (B = 70о. На стороне ВС построен равносторонний треугольник ВМС так, что точки М и А расположены по одну сторону от прямой ВС. Найдите (МАС.
19.  На стороне BC треугольника ABC выбрана точка M так, что BM=3MC. Точка X делит отрезок AM в отношении 2:1, считая от вершины. Луч BX пересекает сторону AС в точке K. Найдите AK:KС.

20.  Нарисуйте сумму и разность указанных векторов.

[image: image273.wmf] 

C

 

B

 

O

 

A

 

B

 

OAOB

+

uuuruuur

 

ABBC

+

uuuruuur

 

A

 

Сумма                                                                                             Разность
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Вступительная олимпиада
@
1. Найдите 127 целых чисел, идущих подряд, сумма которых делится на 2008.

2. Имеется 19 гирек весом 1, 2, …, 19 г, среди них 9 железных, 9 бронзовых и 1 золотая. Известно, что суммарный вес всех железных гирек на 90 г больше суммарного веса всех бронзовых. Найдите вес золотой гирьки (укажите все варианты и докажите, что других нет).

3. Может ли пятизначное число равняться произведению своих цифр?

4. Выпуклый пятиугольник ABCDE таков, что 
[image: image8.wmf]Ð

DAC = 
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DBE, 
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ACE = 
[image: image11.wmf]Ð

BEC. Докажите, что если AC < BE, то AD < BD.

5. В отряде 8 класса 47 человек. Известно, что среди любых четверых найдется хотя бы один человек, знакомый с тремя остальными. Сколько человек могут знать всех в отряде? Укажите все варианты и докажите, что других нет.

6. Для простого числа p > 3 рассмотрим множество M, состоящее из натуральных чисел вида p – n2 (n – целое). Докажите, что можно выбрать два числа из множества M таких, что одно из них делится на другое.
Множества
@
7. Пусть дана окружность. Рассмотрим касательную к ней и ту из двух заданных этой касательной полуплоскостей, в которой лежит окружность. Найдите пересечение всех таких полуплоскостей.

8. По плоскости со скоростью u км/ч прямолинейно движется зараженная точка. Каждая точка, через которую прошла зараженная, тоже заражается, и от каждой зараженной точки зараза распространяется во все стороны со скоростью v < u км/ч. Как будет выглядеть множество всех зараженных точек через час после начала процесса?

Задачи для самостоятельного решения

9. Даны четыре точки, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Найдите все окружности, равноудаленные от этих точек. Расстояние от точки до окружности – это расстояние от нее до ближайшей точки окружности.

10.  Дана окружность. Найдите:
а) объединение всех ее хорд данной длины;

б) пересечение всех вписанных в нее правильных многоугольников.

Метод обратного хода в геометрии
@
	Все кладут

Сначала в рот

Бутерброд,

А потом

Едят компот.

Он — всегда

Наоборот.

Он сначала

Ест компот,

За компотом

Бутерброд.

Агния Барто, «Мальчик-наоборот»


Суть метода: выбираем точку (конструкцию), для которой требуемое верно, и идём от неё к исходным данным.
· Внутри квадрата ABCD находится точка O, причем (OAB = (OBA = 15(. Докажите, что треугольник OCD – равносторонний.

· Докажите, что в неравнобедренном треугольнике ABC биссектриса угла A и серединный перпендикуляр к стороне BC пересекаются в точке, лежащей на описанной окружности, и делят дугу BC этой окружности, не содержащую точку A, пополам.

· В треугольнике ABC проведены высоты AM и CN. Докажите, что серединный перпендикуляр к отрезку MN делит сторону AC пополам.

Задачи для самостоятельного решения

1. K – точка на стороне AC треугольника ABC, (BAC = (KBC. Докажите, что окружность, описанная около треугольника ABK касается прямой BC.

2. В треугольнике ABC ((B = 60() на биссектрисе BL взята точка O так, что (AOC = 120(. Докажите, что O – центр вписанной окружности.

3. В треугольнике ABC высота CH равна половине стороны AB, а угол A равен 75°. Найдите угол B.

4. На боковой стороне BC равнобедренного треугольника ABC с углом B = 36( отложен отрезок BL, равный AC. Докажите, что AL – биссектриса треугольника.

5. На стороне BC квадрата ABCD во внешнюю сторону построен равнобедренный треугольник BEC с основанием BC. Известно, что угол EAD равен 75°. Найдите угол BEC.

Углы и окружности
Я с детства не любил овал,

Я с детства угол рисовал.

П. Коган
1. Докажите, что отрезок, соединяющий основания двух высот остроугольного треугольника, отсекает от него треугольник, подобный данному.

2. I – точка пересечения биссектрис треугольника ABC, Ic – точка пересечения биссектрис внешних углов A и B треугольника ABC. Докажите, что точки A, B, I и Iс лежат на одной окружности, центр которой – середина дуги AB описанной около треугольника ABC окружности.
Ориентированные углы
@
Многие вещи нам не понятны не потому, что наши понятия слабы, а потому, что сии вещи не входят в круг наших понятий.

Козьма Прутков
3. Две окружности пересекаются в точках M и K. Через M и K проведены прямые AB и СD соответственно, пересекающие первую окружность в точках A и C, вторую – в точках B и D. Докажите, что AC||BD.

4.  Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и P. Через точку A проведена касательная AB к окружности S1, а через точку P – прямая CD, параллельная AB (точки B и C лежат на S2, точка D – на S1). Докажите, что ABCD – параллелограмм.

5. На сторонах АВ, ВС, СА треугольника АВС взяты соответственно точки С1, А1 и В1, отличные от его вершин. Докажите, что окружности, описанные около треугольников А1В1С, А1ВС1, АВ1С1 имеют общую точку.

6. Из произвольной точки, лежащей на окружности, описанной около треугольника, опущены перпендикуляры на его стороны (или на продолжения сторон). Докажите, что основания этих перпендикуляров лежат на одной прямой. (Эта прямая называется прямой Симсона.) 
7. Четыре прямые образуют четыре треугольника. Докажите, что описанные окружности этих треугольников имеют общую точку (точка Микеля).
Величины углов, опирающихся на одну хорду, могут быть равны, а могут составлять в сумме 180о. Для того, чтобы не рассматривать различные варианты расположения точек на окружности, рассматривают понятие «ориентированный угол между прямыми». Величиной ориентированного угла между прямыми AB и СD (обозначение ((AB,CD)), будем называть величину угла, на который нужно повернуть против часовой стрелки прямую AB так, чтобы она стала параллельна прямой CD. При этом, углы, отличающиеся на n(180o, считаются равными. Следует заметить, что ориентированный угол между прямыми AB и СD не равен ориентированному углу между CD и AB (Они составляют в сумме 180о или, что по нашему соглашению то же самое, 00).

Свойства ориентированных углов:

а) ((AB,CD)= –((CD,AB);

б) ((AB,CD)+((CD,EF)=((AB,EF);
в) точки A, B, C и D, не лежащие на одной прямой, принадлежат одной окружности тогда и только тогда, когда ((AB,BC)= ((AD,DC);
г) Прямая AD является касательной к окружности, проходящей через точки A, B и С тогда и только тогда, когда ((AD,AC)=((AB,BC);

д) AB||CD тогда и только тогда, когда ((AB,CD)=0о.

Осевая симметрия

@
Трутся спиной медведи

О земную ось…

Разминка

1. Точку A, лежащую внутри угла O величиной α, отразили относительно сторон угла. Получили точки A1 и A2. Найдите (A1OA2.
Построения
2. На плоскости даны прямая и[image: image275.wmf] 
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 окружность, а также точка A, не лежащая ни на прямой, ни на окружности. Найдите на прямой такую точку M, а на окружности такую точку N, чтобы длина ломаной AMN была наименьшей.
3. Внутри острого угла дана точка A. Постройте треугольник ABC наименьшего периметра, вершины B и C которого принадлежат сторонам угла.
4. Постройте треугольник ABC, если даны точки A, B и прямая, на которой лежит биссектриса угла C.

Симметрия помогает решить задачу
5. M – середина стороны BC выпуклого четырёхугольника ABCD, (AMD = 120°. Докажите, что 
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6. Внутри правильного треугольника выбрана точка, удалённая от вершин на расстояния 3, 4 и 5. Найдите площадь треугольника.

7. Точка M лежит на диаметре AB окружности. Хорда CD проходит через M и пересекает AB под углом 45°. Докажите, что сумма CM2 + DM2 не зависит от выбора точки M.
Дополнительные задачи
8. a, b, c, d — длины последовательных сторон выпуклого четырёхугольника. Докажите, что площадь четырёхугольника не превосходит: а) 
[image: image13.wmf]2
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9. Треугольник A1B1C симметричен прямоугольному треугольнику ABC относительно биссектрисы прямого угла C. Докажите, что медиана CM треугольника ABC перпендикулярна A1B1.

Параллельный перенос
@
1. а) Деревни располагаются по разные стороны от железной дороги. Где нужно поставить станцию, чтобы суммарный путь от обеих деревень до станции был минимальным?
б) По разные стороны от параллельных берегов реки расположены точки A и B. В каком месте следует построить мост CD, перпендикулярный берегам так, чтобы путь ACDB был наименьшим?

2. Даны две пересекающиеся прямые a и b и отрезок CD. Построить параллелограмм ABCD, вершины A и B которого лежат соответственно на a и b.
Параллельным переносом на вектор 
[image: image15.wmf]a

 называется сопоставление каждой точке плоскости 
[image: image16.wmf]X

 такой точки 
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 является образом точки 
[image: image20.wmf]X

 при параллельном переносе на вектор 
[image: image21.wmf]a

.

Докажите свойства параллельного переноса.


1° Параллельный перенос задает взаимнооднозначное соответствие точек плоскости.


2° При параллельном переносе любая прямая переходит в параллельную ей прямую или в себя (то есть множеством образов точек прямой является прямая, параллельная исходной или она сама). Окружность переходит в окружность того же радиуса.


3° Композиция (последовательное применение) двух параллельных переносов  есть параллельный перенос или тождественное преобразование (то есть все точки соответствуют себе).


4° Векторы 
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 и 
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3. а) В данную окружность впишите прямоугольник, так чтобы две его стороны были равны и параллельны данному отрезку. б) Даны две окружности. Постройте отрезок, начинающийся на одной из них и заканчивающийся на другой так, чтобы он был равен и параллелен данному отрезку.
4. Дан прямоугольник ABCD и точка M внутри него. Доказать, что существует выпуклый четырехугольник с перпендикулярными диагоналями, стороны которого равны MA, MB, MC, MD.
5. Найдите геометрическое место точек, сумма расстояний от которых до двух данных прямых равна а.
Для самостоятельного решения
6. Дан прямоугольник ABCD, и во внешнюю сторону построен треугольник ABE. Докажите, что точка пересечения перпендикуляров, опущенных соответственно из точек C и D на AE и BE лежит на прямой, содержащей высоту треугольника ABE, опущенную из вершины E.
7. Даны две равные окружности, касающиеся в точке A. Хорды AB и AC этих окружностей перпендикулярны. Найти BC, если радиусы окружностей равны r.
8. На окружности даны две хорды AB и CD. Постройте точку X на окружности так, чтобы отрезки AX и BX высекали на CD отрезок заданной длины a.
9. Даны две равные окружности, пересекающиеся в точках P и Q. Прямая, параллельная их линии центров, пересекает их соответственно в точках A и B, C и D (AB = CD). Докажите, что величина угла APC не зависит от выбора прямой.
«Прогулка c Эйлером»
@
Далеко пойдёт тот, кто не знает куда идёт …

1. Докажите, что середины сторон треугольника ABC (точки A1, B1, C1) и точка B2 (основание высоты, опущенной из вершины B) лежат на одной окружности.

2. Докажите, что середины сторон треугольника ABC (точки A1, B1, C1) и точка B3 (середина отрезка BH, где H – ортоцентр) лежат на одной окружности. 

3. Докажите, что середины сторон треугольника, основания его высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами треугольника, лежат на одной окружности (окружность девяти точек или окружность Эйлера).

4. Углы треугольника ABC равны α, β, γ. H – ортоцентр, O – центр описанной окружности. A1, B1, C1 – середины сторон, A2, B2, C2 – основания высот, A3, B3, C3 – середины отрезков AH, BH, CH. Выразите через α, β, γ углы:

а) 
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5.  Докажите, что расстояние от центра вписанной окружности до стороны AC равно половине отрезка от вершины B до ортоцентра.

6.  Докажите, что 
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OC

OB

OA

=

+

+

. 
7. М – точка пересечения медиан треугольника ABC. Докажите, что 
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8. Докажите, что 
[image: image32.wmf]3
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, где M – точка пересечения медиан треугольника ABC, O – произвольная точка. 

9.  Докажите, что 
[image: image33.wmf]3

OHOM

=

uuuuruuuur

, где O – центр описанной окружности, M – точка пересечения медиан (центроид), H – ортоцентр.

10.  Докажите, что у любого треугольника ортоцентр, точка пересечения медиан и центр описанной окружности лежат на одной прямой (прямая Эйлера). Какая из трёх вышеперечисленных точек лежит на отрезке между двумя другими и в каком отношении делит этот отрезок?
Центральная симметрия

@
1. А) Через данную точку A проведите прямую так, чтобы отрезок, заключенный между точками пересечения ее с данной прямой и данной окружностью, делился точкой A пополам.

Б) Через общую точку A окружностей S1 и S2 проведите прямую так, чтобы эти окружности высекали на ней различные хорды одинаковой длины.
2. Даны две окружности и точка O. Постройте параллелограмм ABCD, вершины A и B которого лежат на одной окружности, C и D — на другой, а точка O является точкой пересечения диагоналей.

Определение: симметрией относительно точки A (центральной симметрией) называют преобразование плоскости, переводящее точку X в такую точку X', что A – середина отрезка XX’. Другими словами X' образ точки X тогда и только тогда, когда 
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3. Даны две концентрические окружности S1 и S2. Проведите прямую, на которой эти окружности высекают три равных отрезка.

4. Дан параллелограмм ABCD и точка M. Через точки A, B, C и D проведены прямые, параллельные прямым MC, MD, MA и MB соответственно. Докажите, что они пересекаются в одной точке.

5. В четырёхугольнике АВСD угол В равен углу D, а диагональ АС делится другой диагональю пополам. Докажите, что данный четырёхугольник – параллелограмм.
Определение: Если фигура переходит в себя при симметрии относительно точки A, то A называют центром симметрии этой фигуры.

6. Докажите, что ограниченная фигура не может иметь более одного центра симметрии.

7. Докажите, что никакая фигура не может иметь ровно двух центров симметрии.

8. Через данную точку внутри угла провести прямую, отсекающую от угла треугольник наименьшей площади.

Для самостоятельного решения

9. В треугольник вписана окружность и проведены касательные, параллельные сторонам треугольника. Докажите, что противоположные стороны полученного шестиугольника равны.

10. Докажите, что точки, симметричные ортоцентру относительно середин сторон треугольника лежат на описанной окружности треугольника.

11. На прямой даны точки A, B, C, D, расположенные в указанном порядке, причем AB = CD. Докажите, что для любой точки P на плоскости 
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12. Дан выпуклый n-угольник с попарно непараллельными сторонами и точка X внутри него. Докажите, что через точку X нельзя провести более n прямых, каждая из которых делит площадь n-угольника пополам.

Поворот

@
Вот новый поворот,

И мотор ревёт.

Что он нам несёт?

Разминка

1. Докажите, что прямая, проходящая через центр прямоугольника, делит его на две равные фигуры.

2. Про некоторую фигуру на плоскости известно, что она самосовмещается при повороте на 48( вокруг точки O. Верно ли, что она самосовмещается при повороте на 72( вокруг точки O?

Построения

3. Постройте равносторонний треугольник по двум точкам, одна из которых вершина, а другая – центр.

4. На плоскости даны два равных отрезка. Постройте центр поворота, при котором один отрезок отображается на другой.
5. Постройте равносторонний треугольник так, чтобы его вершины принадлежали трём данным параллельным прямым.
Идея поворота на 60°, 90°, 120°
6. На сторонах AB и BC правильного треугольника ABC выбраны точки M и N так, что AM = BN. Отрезки AN и CM пересекаются в точке K. Найдите (AKC.

7. Внутри правильного треугольника ABC выбрана точка M такая, что MA = 3, MB = 4, MC = 5.

а) Докажите, что площадь треугольника ABC равна
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 — площадь треугольника со сторонами a, b, c.

б) Докажите, что (AMB = 150°.

8. Внутри остроугольного треугольника найдите точку, сумма расстояний от которой до вершин минимальна.

9. На гипотенузе AB прямоугольного треугольника ABC вне его построен квадрат с центром O. Докажите, что луч CO есть биссектриса прямого угла C.
10. На стороне CD квадрата ABCD взята точка E. Биссектриса угла BAE пересекает сторону BC в точке F. Докажите, что AE = ED + BF.
Гомотетия

@
Определение. Гомотетией называют преобразование плоскости, переводящее точку X в точку 
[image: image38.wmf]X
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 (точка O и число 
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 фиксированы). Точку O называют центром гомотетии, а число k — коэффициентом гомотетии.

Определение. Две фигуры гомотетичны, если одна из них переходит в другую при некоторой гомотетии.

Вопрос. Что есть гомотетия с коэффициентом 1, –1?

1. 
[image: image41.wmf]A
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 — образы точек A и B при гомотетии с центром O и коэффициентом k. Докажите, что 
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2. Диагонали трапеции ABCD (AB||CD) пересекаются в точке О. Докажите, что окружности, описанные около треугольников ABO и CDO, касаются.

3. Докажите, что в любой трапеции точка пересечения прямых, содержащих боковые стороны, точка пересечения диагоналей и середины оснований лежат на одной прямой.
4. Произвольную точку O внутри выпуклого четырёхугольника соединили с его вершинами. Докажите, что точки пересечения медиан в четырёх образовавшихся треугольниках образуют вершины параллелограмма.

5. H – ортоцентр треугольника. Докажите, что описанная окружность и окружность Эйлера этого треугольника гомотетичны с центром H. Чему равен коэффициент гомотетии?

6. H – ортоцентр, O — центр описанной окружности, M – точка пересечения медиан треугольника. Докажите, что при гомотетии с центром M и коэффициентом 
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 точка H переходит в O.
7. В треугольнике ABC вписанная и вневписанная окружности касаются стороны BC в точках M и N соответственно. MP – диаметр вписанной окружности. Докажите, что точки A, P и N лежат на одной прямой.
8. Дан угол и точка внутри него. Постройте окружность, вписанную в угол и проходящую через данную точку.

9. Найдите геометрическое место середин хорд окружности, одним из концов которых является заданная точка A на окружности.
Векторы

@
Я почесал за другим ухом, прикинул в уме вектор и произвел, запинаясь, акустическое воздействие …
АБС «Понедельник начинается в субботу»

1. M1, M2, , M6 – середины сторон выпуклого шестиугольника A1A2A6. Докажите, что существует треугольник, стороны которого равны и параллельны отрезкам M1M2, M3M4, M5M6.
2. Дано несколько точек и для некоторых пар (A, B) этих точек взяты векторы 
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, причем в каждой точке начинается столько же векторов, сколько в ней заканчивается. Докажите, что сумма всех выбранных векторов равна 
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3. Докажите, что на сторонах и диагоналях многоугольника с нечётным числом сторон можно расставить стрелки так, чтобы сумма всех полученных векторов была равна нулю.

4. Докажите, что если O – центр правильного многоугольника 
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5. Из произвольной точки M внутри равностороннего треугольника опущены перпендикуляры MK1, MK2, MK3 на его стороны. Докажите, что 
[image: image50.wmf]MO

MK

MK

MK

2

3

3

2

1

=

+

+

, где O – центр треугольника.
Для самостоятельного решения

6. Докажите, что 
[image: image51.wmf]()
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, где I – центр вписанной окружности, O – произвольная точка.
7. Докажите, что точка I является точкой пересечения биссектрис тогда и только тогда, когда 
[image: image52.wmf]0
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Геометрия масс-1
@
Определение: Пусть M ― некоторая точка плоскости и m – ненулевое число. Материальной точкой (m, M) называется точка M с числом m, причем число m называется массой материальной точки (m, M), а точка M ― носителем этой материальной точки.
Определение: Центром масс системы материальных точек (m1, M1), (m2, M2),… (mn, Mn), где m1+m2+…+mn ≠ 0, называется такая точка O, для которой имеет место равенство m1
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1. Пусть X и O – произвольные точки. Выразите 
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 через 
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13. Докажите, что центр масс существует и единствен для любой конечной системы точек.

14. Докажите, что центр масс точек A и B с массами a и b лежит на отрезке AB и делит его в отношении b:a (правило рычага).

15. Докажите, что если массу каждой материальной точки увеличить в одинаковое число раз, то положение центра масс системы не изменится.

16. а) В треугольнике ABC в вершины поместили массы a, b и c соответственно. На сторонах AB, BC и AC отмечены точки M, N и K , так что AM:MB=b:a, BN:NC=c:b и AK:KC=c:a. Докажите, что центр масс материальных точек (a, A), (b, B) и (c, C) совпадает с центром масс пар материальных точек (a+b, M) и (c, C); (b+c, N) и (a, A); (a+c, K) и (b, B).

б) В четырехугольнике ABCD в вершины поместили массы a, b, c и d соответственно. На сторонах отметили точки K, L, M и N, так что AK:KB=b:a, BL:LC=c:b, CM:MD=d:c и DN:NA=a:d. Докажите, что центр масс материальных точек (a, A), (b, B), (c, C) и (d, D) совпадает с центром масс пар материальных точек (a+b, K) и (c+d, M); (b+c, L) и (a+d, N).

в) Докажите, что центр масс системы точек X1, , Xn, Y1, , Ym с массами a1, , an, b1, , bm совпадает с центром масс двух точек - центра масс X первой системы с массой a1 +  + an и центра масс Y второй системы с массой b1 +  + bm.

17. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, K, L, M и N – середины сторон AB, BC, CD и DA. Докажите, что точка пересечения отрезков KM и LN является серединой этих отрезков, а также и  серединой отрезка, соединяющего середины диагоналей.

18. На сторонах AB и BC треугольника ABC отмечены точки С1 и A1, такие что AC1:C1B=2:5, а BA1:A1C=3:1. В каких отношениях AA1 и CC1 делятся своей точкой пересечения?

19. На сторонах AB и BC треугольника ABC отмечены точки С1 и A1. Прямые AA1 и CC1 пересекаются в точке M, так что AM:MA1=3:2, а CA1:A1B=2:1. В каком отношении точка C1 делит сторону AB?

20. На сторонах AB, BC и AС треугольника ABC отмечены точки С1, A1 и B1, такие что AC1:C1B=3:4, а BA1:A1C=1:3, CB1:B1A=2:1. В каких отношениях BB1 и A1C1 делятся своей точкой пересечения?

21. В четырехугольнике ABCD на сторонах AB, BC, CD и DA отметили точки K, L, M и N, так что AK:KB=1:2, BL:LC=1:2, CM:MD=2:1 и DN:NA=2:1. Докажите, что отрезки NL и KM точкой пересечения делятся в отношении 1:2.

22. Точки, разбивающие каждую из сторон четырехугольника на три равные части, соединены так, как показано на рисунке. Докажите, что

а) каждый из полученных отрезков также разбивается точками пересечения на три равные части; б) площадь среднего четырехугольничка в девять раз меньше площади исходного четырехугольника.

23. Какие массы надо поместить в вершины треугольника со сторонами a, b и c, чтобы центр полученной системы материальных точек оказался а) в точке пересечения медиан; б) в точке пересечения биссектрис?
Геометрия масс и несколько классических теорем

@
2. Пользуясь определением центра масс, найдите центр масс двух материальных точек с массами: а) m1 = –1, m2 = 3; б) m1 = 1, m2 = – 3; в) m1 = a, m2 = – b, где a и b – различные положительные числа.

24. Точка В лежит между точками А и С и делит отрезок АС пополам. Какие массы нужно расположить в точках А и В, чтобы центр масс оказался в точке С?

25. Какие массы нужно расположить в трех вершинах параллелограмма, чтобы их центр масс оказался в четвертой вершине? 

26. Теорема Чевы. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC отмечены точки С1, A1 и B1 соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
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8. Теорема Менелая. На сторонах AB и BC треугольника ABC отмечены точки С1, и  A1, а на продолжении стороны AC за точку С – точка B1. Докажите, что точки  A1, B1 и C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
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9. Теорема Ван-Обеля. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC выбраны точки A1, B1 и C1 соответственно. Отрезки  AA1 , BB1 и CC1 пересекаются в одной точке K. Докажите, что 
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10. Теорема Жергона. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC выбраны точки A1, B1 и C1 соответственно. Отрезки  AA1 , BB1 и CC1 пересекаются в одной точке. Докажите, что 
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11. Докажите, что биссектрисы двух внутренних углов треугольника и биссектриса внешнего угла, не смежного с ними, пересекают прямые, содержащие соответственные стороны треугольника в трёх коллинеарных точках.  

12. Окружность S касается окружностей S1 и S2 в точках A1 и A2. Докажите, что прямая A1A2 проходит через точку пересечения общих внешних или общих внутренних касательных к окружностям S1 и S2.

Радикальная ось

@
1. На плоскости даны окружность S и точка P. Прямая, проведенная через точку P, пересекает окружность в точках A и B. Докажите, что произведение PA · PB не зависит от выбора прямой.

Эта величина, взятая со знаком плюс для точки P вне окружности и со знаком минус для точки P внутри окружности, называется степенью точки P относительно окружности S.
3. Докажите, что для точки P, лежащей вне окружности S, ее степень относительно S равна квадрату длины касательной, проведенной из этой точки.

4. Докажите, что степень точки P относительно окружности S равна    d2 – R2, где R – радиус S,  d – расстояние от точки P до центра S.

5. На плоскости даны две неконцентрические окружности S1 и S2. Докажите, что геометрическим местом точек, для которых степень относительно S1 равна степени относительно S2, является прямая.

Эту прямую называют радикальной осью окружностей S1 и S2.
6. Докажите, что радикальная ось двух пересекающихся окружностей проходит через точки их пересечения.

7. На плоскости даны три окружности, центры которых не лежат на одной прямой. Проведем радикальные оси для каждой пары этих окружностей. Докажите, что все три радикальные оси пересекаются в одной точке.
Эту точку называют радикальным центром трех окружностей.
8. На плоскости даны три попарно пересекающиеся окружности. Через точки пересечения любых двух из них проведена прямая. Докажите, что эти три прямые пересекаются в одной точке или параллельны.
9. Даны две неконцентрические окружности S1 и S2. Докажите, что множеством центров окружностей, пересекающих обе эти окружности под прямым углом, является их радикальная ось, из которой (если данные окружности пересекаются) выброшена их общая хорда.
10. а) Докажите, что середины четырех общих касательных к двум непересекающимся кругам лежат на одной прямой.

б) Через две из точек касания общих внешних касательных с двумя окружностями проведена прямая. Докажите, что окружности высекают на этой прямой равные хорды.

Малая теорема Ферма*
@
Мал золотник, да дорог.

1. Докажите, что при всяком целом n
а) 
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б) 
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в) 
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г) 
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д) 
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2. Докажите, что для любого простого p число 
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3. Пусть р – простое число. Докажите, что 
[image: image73.wmf]()(mod)
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 для любых целых a и b.

4. Докажите, что для любого натурального n и любых целых чисел 
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5. Что получится, если взять 
[image: image76.wmf]1
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6. Найдите остатки от деления 10018, 10021 и 100100 на 19.
7. Известно, что 
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. Докажите, что 
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8. Пусть р и q – различные простые числа. Докажите, что:
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9. Будет ли простым число 
[image: image80.wmf]1092
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10. Сумма трёх чисел a, b и c делится на 30. Докажите, что 
[image: image81.wmf]555
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 также делится на 30.
Малая теорема Ферма. Эпизод V
@
Давным-давно в одной далёкой галактике…

1. Составьте таблицу умножения ненулевых остатков по модулю 4, 5, 6, 7, 15. Почему в одних таблицах встречаются нули, а в других – нет?

2. Докажите, что если модуль – простой, то в каждой строке и в каждом столбце таблицы умножения остатков все числа различны (то есть каждая строка таблицы содержит все ненулевые остатки, переставленные в другом порядке).

3. Докажите, что если р – простое число, и 0 < а < p, то:

а × 2а × 3а × … × (p – 1)a ≡ (p – 1)! (mod p).

4. (Малая теорема Ферма.) Докажите, что если р – простое число и а – целое, не делящееся на р, то ap – 1 ≡ 1 (mod p).

***
5. Докажите, что если (n – 1)! + 1 делится на n, то n – простое число.

6. Докажите, что если р – простое число, то в каждой строке таблицы умножения остатков встречается ровно одна единица. Остатки, произведение которых сравнимо с единицей, называются обратными.
7. Докажите, что если р – простое число, и в таблице умножения остатков единица стоит на диагонали, то она стоит в первой или в последней строках.

8. Докажите, что если р – простое число, то числа 2, 3, 4, …., (р – 3),
(р – 2) можно разбить на пары так, что произведение чисел в каждой паре будет сравнимо с единицей по модулю р.
9. Докажите, что если р – простое число, то (p – 1)! ≡ –1 (mod p).

10. (Теорема Вильсона.) Докажите, что (р – 1)! + 1 делится на р тогда и только тогда, когда р – простое число.

(((
11. Найдите остаток от деления 299 на 101.

12. Докажите, что 33000 – 1 делится на 1001.

13. Пусть р – простое число, большее 5. Докажите, что 11111…11 (р – 1 единица) делится на р.

Комбинаторика и делимость. МТФ возвращается…
@
1. Докажите, что количество натуральных делителей числа 
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 равно d(n)=(k1 + 1)(k2 + 1) … (ks + 1).
2. а) Докажите, что 
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б) Докажите, что если 
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в) Докажите, что произведение n последовательных целых чисел делится на n!.
3. Сколько способов сделать бусы из а) семи разных бусинок; б) пяти белых и двух чёрных бусинок? (Бусы – это окружность, на которую насажены бусины. Её можно поворачивать, но нельзя переворачивать.)

4. У принцессы Леи есть двое одинаковых бус с простым числом цветных бусинок (цветов хотя бы 2). Докажите, что она сможет их совместить только одним способом.

5. а) Бусы состоят из p бусинок (p – простое число). Сколько способов раскрасить их в n цветов (раскраски, совмещающиеся при повороте, считаются одинаковыми)?
б) Выведите из пункта а) малую теорему Ферма: np – n делится на p.

(((
6. Докажите, что число 30239 + 23930 – составное.

7. Пусть n – натуральное число, не кратное 17. Докажите, что либо n8 + 1, либо n4 + 1, либо n2 + 1, либо n + 1, либо n – 1 делится на 17.
8. (Теорема Жирара.) Докажите, что если число a2 + b2 (a, b – целые) делится на простое число вида 4k – 1, то a и b также делятся на это простое число.

8 класс • 10 июля

От теоремы Ферма – к теореме Эйлера
@
Жил на свете великий Ферма,

Математиков сведший с ума.

Эти жертвы науки –

Каждый день по три штуки –

В сумасшедшие едут дома. 

А.Котова

Функция Эйлера φ(n) определяется как количество чисел от 1 до n, взаимно простых c n.
1. Найдите: а) φ(24); б) φ(p); в) φ(6n); г) φ(p2); д) φ(pn); е) φ(n), где n=p(q; ж) φ(n), где n=p(q(r; з) φ(n), где n=pαqβ, p, q, r – простые числа.

2. Решите уравнения: а) 
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3. m и n – взаимно-простые числа. Строки таблицы занумерованы числами от 0 до n – 1, а столбцы – от 0 до m – 1. Таблица заполняется следующим образом: в клетку из строки № x и столбца № y записывается остаток от деления числа mx+ny на mn.
а) постройте вышеописанную таблицу для m= 9, n=10.

б) докажите, что в таких таблицах все числа будут различными;

в) где в этой таблице будут располагаться числа, взаимно простые с mn?

г) Докажите, что 
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(Это свойство называется мультипликативность). Из него следует формула Эйлера: 
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4.  а) Рассмотрим все  числа меньшие n и взаимно-простые с ним: 
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5. Докажите, что при (a;n)=1 
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6. Для каких n возможны равенства: 

а) φ(n)=n–1; б) 
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7.  Выпишем в ряд все правильные дроби со знаменателем n и сделаем возможные сокращения. Например, для n=12 получится следующий ряд чисел: 
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. а) Сколько получится дробей со знаменателем d, если d – некоторый делитель числа n? б) Докажите равенство 
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[image: image99.wmf]å
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 означает, что суммирование ведётся по всем делителям числа n (тождество Гаусса).
8. Докажите, что если число n не делится ни на 3, ни на 5, то n60 – 1 делится на 225.
9. Найдите две последние цифры числа: а) 3405; б) 3399; в) 22009.
10. Докажите, что существует степень тройки, десятичная запись которой оканчивается на …00001.
КТО и системы сравнений
@
КТО в доме хозяин? Я или…

1. Найдите наименьшее натуральное число, дающее а) остаток 3 при делении на 4, 4 при делении на 5. б) остаток 1 при делении на 3, 6 при делении на 7.

2. Даниил ходит на ночную зарядку с периодом в 13 суток, начиная со 2 января, а на утреннюю с периодом в двое суток, начав с 4 января.

а) Докажите, что наступят сутки, когда он пойдет и на ночную и на утреннюю зарядку.

б) Докажите, что за время смены будут только одни такие сутки.

в) Докажите, что летом будут такие сутки, во время которых Даниил сходит на утреннюю и ночную зарядку и при этом еще сыграет в футбол, если в футбол он играет один раз за каждые трое суток, начиная с первого февраля.
г) Решите системы сравнений:

[image: image100.wmf]î

í

ì

º

º

)

2

(mod

1

)

13

(mod

2

x

x

,     
[image: image101.wmf]ï

î

ï

í

ì

º

º

º

)

3

(mod

2

)

2

(mod

1

)

13

(mod

2

x

x

x


 Китайская теорема об остатках: Если числа m1,m2,…,ms попарно взаимно просты, то для любых натуральных a1, a2,…, an существует натуральное число x, такое что 
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3. Докажите Китайскую теорему об остатках, применив метод математической индукции.

4. С незапамятных времен, когда Максима Ильича еще не было на свете, а Андрей Григорьевич служил в Советской Армии, души в нашем лагере работают так: первый душ работает с периодом в три дня, второй — с периодом в четырехдневку (в которой 5 дней), а третий — только когда Даниил ходит на ночную зарядку. Известно, что 3 дня назад все души работали. Докажите, что в 2008 году никакие три преподавателя больше не будут стоять под душами одновременно.

5. Выведите Китайскую теорему об остатках, используя идею предыдущей задачи.

6. Костя задумал натуральное число и нашел его остатки от деления на 3, на 6 и на 9. Сумма остатков оказалась равна 15. Найдите остаток от деления задуманного числа на 18.

7. Докажите, что если 
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8. Решите системы сравнений: 

а) 
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9. Сформулируйте общий алгоритм решения системы сравнений 

а) 
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      б) 
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Для самостоятельного решения

10. Можно ли расставить на доске 17(101 натуральные числа так, чтобы сумма чисел в любом прямоугольнике 1×2 делилась либо на 17 либо на 101?

11. Докажите, что для любых попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn и остатков r1, r2, …, rn по модулям m1, m2, …, mn найдутся n последовательных чисел a, a + 1, …, a + n – 1 таких, что 
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12. Генерал построил солдат в колонну по 4, но при этом солдат Ляховец остался лишним. Тогда генерал построил солдат в колонну по 5. И снова Ляховец остался лишним. Когда же и в колонне по 6 Ляховец оказался лишним, генерал посулил ему наряд вне очереди, после чего в колонне по 7 Ляховец нашел себе место и никого лишнего не осталось. Сколько солдат могло быть у генерала?

Числа Фибоначчи

@
Кролики – это не только ценный мех… 
0. Задача Леонардо Пизанского*. Некто приобрёл пару кроликов и поместил их в огороженный со всех сторон загон. Сколько кроликов будет через год, если считать, что каждый месяц пара даёт в качестве приплода новую пару кроликов, которые со второго месяца жизни также начинают приносить приплод?

Последовательность чисел 
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 называется последовательностью чисел Фибоначчи.

1. Докажите следующие свойства чисел Фибоначчи:

а)  
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в) 
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[image: image119.wmf]1
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2. Докажите, что два соседних числа в ряду Фибоначчи взаимно просты.

3. Докажите, что последовательность последних цифр чисел Фибоначчи периодична.

4. Докажите, что каково бы ни было натуральное число 
[image: image120.wmf]m

, среди первых 
[image: image121.wmf]2

m

 чисел Фибоначчи найдется хотя бы одно, делящееся на 
[image: image122.wmf]m

.

5. а) Предположим, что есть лента, разбитая на клетки и уходящая вправо до бесконечности. На первой клетке этой ленты сидит кузнечик. Из любой клетки кузнечик может перепрыгнуть либо на одну, либо на две клетки вправо. Сколькими способами кузнечик может добраться до n-ой от начала ленты клетки?
б) Докажите, что при n ≥ 1 и m ≥ 0 выполняется равенство:

[image: image123.wmf]m
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6. Вычислите сумму: 
[image: image124.wmf]1
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7. Фибоначчиева система счисления. Докажите, что произвольное натуральное число n, не превосходящее Fm, единственным образом можно представить в виде 
[image: image125.wmf]k
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, где все числа b1, b2,…, bm равны 0 или 1, причём среди этих чисел нет двух единиц, стоящих рядом.

Для обозначения записи числа в фибоначчиевой системе счисления используется обозначение: n=(bk…b2)F.

8. Переведите в фибоначчиеву систему счисления  числа: 2, 4, 8, 12, 750.

Для самостоятельного решения

9. Длины 12 отрезков являются натуральными числами, меньшими 140. Докажите, что среди них найдутся три отрезка, из которых можно сложить треугольник.

10. Сколькими способами можно разбить прямоугольник 
[image: image126.wmf]48

2

´

 на доминошки? 

11. Можно ли всю плоскость разрезать на квадраты, среди которых только два равных между собой? 

12. У дрессировщика имеется очень много львов и тигров. Он хочет выстроить на арене цирка шеренгу из этих зверей. Двух тигров рядом ставить нельзя. Найдите число различных шеренг, которые дрессировщик может выстроить из трёх зверей; четырёх зверей; семи зверей.
Рациональность и иррациональность
@
Рациональное число — это вещественное (действительное) число, которое можно представить в виде отношения целого и натурального чисел. Иррациональное число — это вещественное число, которое нельзя  представить в виде отношения целого и натурального чисел.

1. Докажите, что дробь 0,1101001000100001000001000000… представляет иррациональное число.
2. Докажите, что если n – натуральное число, не являющееся точным квадратом, то 
[image: image127.wmf]n

 – число иррациональное.
3. Упростите выражение 
[image: image128.wmf](
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4. Иррационально ли число 
[image: image129.wmf]5
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5. Иррационально ли число 
[image: image130.wmf](

)

?

1

2

3

2

1

2

5

+

-

+

-


6. Иррационально ли число 
[image: image131.wmf]3
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7. Найдите сумму 
[image: image132.wmf].
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8. Докажите, что дробь 
[image: image133.wmf]2
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(в числителе n радикалов, в знаменателе – (n – 1) радикал), при любом натуральном n будет больше 0,25.
9. Существует ли такое целое число n, что число 
[image: image134.wmf]1
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 рационально?
10. Доказать, что если положительные числа a, b, c 
[image: image135.wmf]Q
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 удовлетворяют равенству 
[image: image136.wmf]c
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, то 
[image: image137.wmf]a

, 
[image: image138.wmf]b



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image139.wmf]Î
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11. Числовое множество M, содержащее 2008 различных чисел, таково, что для любых двух различных элементов a, b из M число 
[image: image140.wmf]2

2

b
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+

 рационально. Докажите, что для любого a из M число 
[image: image141.wmf]2

a

 рационально.
12. После 0 и десятичной запятой последовательно выписали все степени двойки (получилось число вида 0,1248163264128256…). Будет ли это число рациональным?
***

13. Докажите, что из любых 101 целых чисел можно выбрать несколько, сумма которых делится на 100. (Указание: рассмотрите последовательные суммы х1, х1 + х2, х1 + х2 + х3,…).
14. Докажите, что из любых 101 действительных чисел на отрезке [0,1] можно выбрать одно число которое отличается от целого числа не более чем на 1/100, или несколько чисел, сумма которых отличается от целого числа не более чем на 1/100 (Указание: намотайте числовую прямую на окружность, длина которой равна 1).
15. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков точечного зайца, прыгающего по прямой в одном и том же направлении, постоянна и равна 
[image: image142.wmf]2

. Докажите, что заяц рано или поздно попадет в яму.
16. Математик обещает платить домработнице Груне в среднем 
[image: image143.wmf]2

 у.е. в день. Они условились, что в п-ый день Груня будет получать целое число ап у.е. (ап равно 1 или 2) с таким расчетом, чтобы сумма полученная за первые п дней, была как можно ближе к числу 
[image: image144.wmf]2
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. Например а1 = 1, а2 = 2, а3 = 1, а4 = 2 и т.д. Докажите что последовательность ап – непериодическая.
Сопряженные числа
@
1. Рассмотрим числа вида 
[image: image145.wmf]2
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, где a и b – рациональные числа. Докажите, что различным парам a и b соответствуют различные числа z.

2. Назовем число 
[image: image146.wmf]2
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 сопряженным к числу 
[image: image147.wmf]2
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. Докажите, что
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3. Докажите, что если 
[image: image150.wmf]2
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 – корень уравнения с целыми коэффициентами, то 
[image: image151.wmf]2
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 также является корнем этого уравнения.

4. Докажите, что для любого натурального n из условия 
[image: image152.wmf](
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, где a, b, p, q, d – рациональные числа, причем d не является квадратом рационального числа, следует, что 
[image: image153.wmf](
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5. Докажите, что уравнение 
[image: image154.wmf](
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 не имеет решений в рациональных числах x, y, z, t.

6. Докажите, что ни для каких натуральных чисел k и n равенство 
[image: image155.wmf](
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 не может выполняться.

7. Определите цифры в разрядах десятых и сотых в десятичной записи числа 
[image: image156.wmf](
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(Указание: рассмотрите сумму 
[image: image157.wmf](
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8. Определите первые десять цифр после запятой в десятичной записи числа 
[image: image158.wmf](
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9. Определите первые сто цифр после запятой в десятичной записи числа 
[image: image159.wmf](
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10. Докажите, что для всех натуральных n выполняется сравнение 
[image: image160.wmf](
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11. Докажите, что 
[image: image161.wmf](
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 делится на 2n, но не делится на 2n + 1.

12. Докажите, что 
[image: image162.wmf](
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 делится на 2.

Неравенства-1
@
1. Пусть 
[image: image163.wmf]b
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. Отложите на прямой отрезки  
[image: image164.wmf]a
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 и 
[image: image165.wmf]b
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[image: image166.wmf]-
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между 
[image: image167.wmf]C

 и 
[image: image168.wmf]B

. На отрезке 
[image: image169.wmf]AB

, как на диаметре постройте окружность с центром 
[image: image170.wmf]O

. Пусть  
[image: image171.wmf]-
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радиус, перпендикулярный 
[image: image172.wmf]AB

,  
[image: image173.wmf]-
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[image: image175.wmf]AB

. Найдите и сравните длины 
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[image: image178.wmf](
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 – это среднее арифметическое (геометрическое) чисел 
[image: image179.wmf]a

 и 
[image: image180.wmf]b

.


[image: image181.wmf]2
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 – это среднее квадратическое неотрицательных чисел 
[image: image182.wmf]a

 и 
[image: image183.wmf]b
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–  это среднее гармоническое положительных чисел 
[image: image185.wmf]a

 и 
[image: image186.wmf]b
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2. Проверьте, что  
[image: image187.wmf]b
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 и докажите, что  
[image: image188.wmf]Q
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[image: image189.wmf]a

 и 
[image: image190.wmf]b

 хотя бы одно из неравенств становится равенством? 

3. Докажите неравенства (x, y, z – положительные числа).
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4. Докажите неравенства: а) 
[image: image192.wmf]xz
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5. Докажите, что 
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6. Докажите неравенство 
[image: image196.wmf]3
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7. Докажите неравенства (a, b, c>0):

а) 
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8. Докажите, что для любых положительных чисел a, b и c выполнено неравенство
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9. Докажите неравенства (x, y>0) 
[image: image203.wmf]1
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Метод Штурма
@
1. У Александра Николаевича было два положительных числа a и b. Александру Николаевичу удалось «сблизить» свои числа, то есть обменять их на такие числа, что сумма чисел не изменилась, а модуль разности уменьшился. Как изменились значения следующих выражений:
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[image: image204.wmf]b
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Метод Штурма. Сближение двух чисел a и b с постоянной суммой (произведением) – это их замена на числа c и d такие, что 
[image: image206.wmf]b
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[image: image208.wmf]cd
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, то иногда бывает полезно сблизить 
[image: image211.wmf]1
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 и 
[image: image212.wmf]2
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 к числам A и 
[image: image213.wmf]'
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 с постоянной суммой.

2. Светлана Григорьевна подарила Александру Николаевичу еще одно число. Как, «сближая» числа, добиться того, чтобы произведение всех чисел приняло наибольшее значение?
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3. а) Докажите, что если сумма нескольких положительных чисел постоянна, то их произведение достигает наибольшего значения при равенстве этих чисел.

б) Выведите из предыдущего пункта неравенство Коши (о среднем арифметическом и среднем геометрическом).
4. а) Докажите, что если сумма нескольких чисел постоянна, то сумма их квадратов достигает наименьшего значения при равенстве этих чисел.

б) Выведите из предыдущего пункта неравенство о среднем арифметическом и среднем квадратичном.

5. а) Докажите, что если произведение нескольких чисел постоянно, то сумма их обратных величин достигает наименьшего значения при равенстве этих чисел.

б) Выведите из предыдущего пункта неравенство о среднем геометрическом и среднем гармоническом.

6. Сумма положительных чисел x1, x2, …, xn равна 1. Докажите, что 
[image: image215.wmf](
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7. Пусть a1, a2, …, an > 1. Докажите, что

[image: image216.wmf].
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Неравенство Коши-Буняковского

@
1. Докажите неравенства: а) 
[image: image217.wmf]y
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(Все переменные, входящие в состав неравенств, положительны). При каких условиях эти неравенства обращаются в равенства?

2.  Какую замену надо сделать в неравенстве 1в, чтобы доказать неравенство
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Будет ли это неравенство справедливым, если переменные xk и yk могут принимать и неположительные значения?
3. Докажите неравенство: 
[image: image221.wmf])
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, где а, b, c>0.
4. Докажите неравенство 
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5. Докажите неравенство: 
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6.  Доказать двойное неравенство для a, b, c, d > 0
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7. Из точки M внутри данного треугольника ABC опускаются перпендикуляры MA1, MB1, MC1 на прямые BC, CA, AB, соответственно. Где должна находиться точка M, чтобы величина 
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 принимала наименьшее значение?

Для самостоятельного решения

8. Положительные числа x, y, z таковы, что х2+y2+z2 ( 3. Докажите, что 
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Докажите неравенства:

9. 
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10. 
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11. 
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Неравенства. Транснеравенство
@
1. Докажите, что 
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 для всех a, b, c, d > 0.

2. Докажите, что 
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3. Докажите, что 
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4. Докажите, что 
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5. Докажите, что для всех натуральных n и m выполняются неравенства:

а) 
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Транснеравенство.
1) Пусть x1 ≥ x2, y1 ≥ y2. Сравните x1y1 + x2y2 и x1y2 + x2y1.

2) Пусть x1 ≥ x2 ≥ x3, y1 ≥ y2 ≥ y3. Докажите, что среди сумм попарных произведений наименьшее значение имеет x1y3 + x2y2 + x3y1, а наибольшее значение имеет x1y1 + x2y2 + x3y3.

6. Докажите, что 
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7. Докажите, что 
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8. Докажите, что 
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9. Докажите, что 
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Плоские графы

@
«Смотрю я на вас из своего четвёртого измерения и думаю, какие же вы плоские…»

Определение: плоским графом называется связный граф, изображенный на плоскости без пересечений ребер.
Определение: граф называется планарным, если его можно нарисовать на плоскости так, чтобы его ребра не пересекались.

1. Дан плоский граф, не являющийся деревом. Докажите, что если при удалении какого-либо ребра граф остается связным, то количество областей, на которые делят плоскость его ребра, уменьшится на 1.

2. Докажите, что для любого плоского графа справедлива формула
Эйлера                                   V – E +F = 2,

где V – количество вершин, E – количество ребер, F – количество граней.

3. В квадрате отметили 20 точек и соединили их непересекающимися отрезками друг с другом и с вершинами квадрата так, что квадрат разбился на треугольники. Сколько получилось треугольников?

4. Докажите, что если в плоском графе больше двух вершин, то выполняется неравенство           2E ≥ 3F.

5. Докажите, что если в плоском графе больше двух вершин, то выполняется неравенство         E ≤ 3V – 6.

6. Можно ли десять городов соединить между собой непересекающимися дорогами так, чтобы из каждого города выходило пять дорог, ведущих в пять других городов?
7. Три поссорившихся соседа имеют три общих колодца. Можно ли провести непересекающиеся дорожки от каждого дома к каждому колодцу?

8. Докажите, что полный граф с 5 вершинами не является планарным.

9. Докажите, что в плоском графе есть вершина, степень которой не превосходит 5.

10. а) Докажите, что в плоском графе есть грань, имеющая не более пяти «соседей».

б) Докажите, что в случае, когда общее количество граней не менее 6, таких граней не менее четырёх.
Ориентированные графы

@
Определение: Ориентированным графом (или орграфом) называется граф, в котором каждое ребро имеет направление. Направленное ребро  называется дугой, вершины, которые оно соединяет, называются началом и концом дуги.

1. Выпишите в ряд цифры от 1 до 9 так, чтобы любое число, составленное из двух соседних цифр, делилось либо на 7, либо на 13.
2. В Империи ЦЫ все дороги с односторонним движением. В Империи есть столица и еще 100 городов. Некоторые города (в том числе и столица) соединены дорогами. Из каждого нестоличного города выходит 20 дорог, а входит 21 дорога. Докажите, что в столицу нельзя проехать ни из одного города.

3. Докажите, что на рёбрах любого связного графа можно так расставить стрелки, что из некоторой вершины можно было добраться по стрелкам до любой другой.

4. В Империи ЦЫ после Великой дорожной реформы некоторые города соединены между собой дорогами так, что покинув город, в него нельзя больше вернуться. Докажите, что есть город, а) из которого не выходит ни одной дороги; б) в который не входит ни одной дороги.

5. В Империи ЦЫ после проведения Новой дорожной реформы из каждого города выходит столько же дорог, сколько в него приходит, и из каждого города можно добраться до любого другого. Докажите, что можно объехать все города, проезжая по каждой дороге ровно по одному разу.

6. Император ЦЫ назначил нового министра путей сообщения, казнив прежнего, и теперь каждый город соединён с каждым Торговой дорогой с односторонним движением. Докажите, что в Империи ЦЫ существует (не обязательно замкнутый) Великий Шёлковый Путь, проходящий по разу через все города.

7. а) Между некоторыми парами городов провинЦЫи ОриентаЦЫя Империи ЦЫ проведена ровно одна дорога. Докажите, что можно ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы выехав из любого города, в него больше нельзя было вернуться. б) Найдите количество способов это сделать, если каждый город соединен с каждым.

Для самостоятельного решения

8. Футбольный турнир, проходивший по круговой системе, оказался на редкость бескомпромиссным: не было зафиксировано ни одного ничейного результата. По итогам турнира, команды «Шняга» и «Лесные гопники» набрали одинаковое количество очков. Докажите, что а) найдутся команды 
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. б) Найдите минимальное n, для которого всегда выполняется условие пункта а).

9. В провинЦЫи ОриентаЦЫя после Очередной дорожной реформы каждый город соединён с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдётся город, из которого можно добраться в любой другой, проехав не более чем по двум дорогам.

10. В Империи ЦЫ из каждого города в любой другой можно добраться транзитом не более чем через один город. Одну из дорог закрыли на ремонт так, что по-прежнему можно из каждого города добраться в любой другой. Докажите, что для любых двух городов это можно сделать, проехав не более чем через два города.

Внутренний математический бой

@
1. Гриша выписал последовательность чисел  А1 = 3, А2 = 7, …. , Аn= n2 + n +1. Докажите, что произведение двух соседних членов последовательности также является ее членом.

2. Внутреннюю точку O треугольника ABC соединили с вершинами треугольника. Оказалось, что (AOB = 90( и OB = OC. Найти величину угла OAB, если (AСB = 45(.

3. Каждую клетку тетрадного листа покрасили в один из семи цветов. Докажите, что найдется фигура вида 
[image: image250], внутри которой есть две клетки одного цвета.

4. На гранях кубика написаны шесть различных цифр. Сумма цифр на противоположных гранях одна и та же для каждой пары параллельных граней. Каковы остальные три цифры, если три известны: 4, 5 и 8? (Перечислите все возможные варианты).

5. Вове дали задание расставить нечетное количество идущих подряд натуральных чисел следующим образом. Одно число ставится в центр окружности, а остальные расставляются по окружности на одинаковом расстоянии друг от друга так, чтобы сумма трех чисел, находящихся на каждом диаметре была одна и та же. Каким количеством способов можно выбрать число для центра окружности?

6. Углы выпуклого пятиугольника равны a, b, c, d и е. Всегда ли из этих пяти чисел можно выбрать три так, чтобы они были длинами сторон некоторого треугольника?

7. Натуральные числа a, b, с таковы, что НОД(a; b; c) = 1 и 1/a – 1/b = 1/c. Докажите, что abс – полный квадрат.

8. В правильном треугольнике АВС на стороне ВС выбрана точка К, а на стороне АВ – точка М. Отрезки СМ и АК пересекаются в точке О. Площадь треугольника АОС равна площади четырехугольника ВМОК. Найдите угол АОС.

9. На поле 10×10 для игры в морской бой нужно расставить один корабль 1×4, два корабля 1×3, три корабля 1×2, четыре корабля 1×1. Корабли не должны иметь общих точек. Докажите, что если их расставлять в указанном порядке, то процесс всегда завершится. Докажите, что если расставлять их в обратном порядке, то может возникнуть ситуация, когда очередной корабль поставить нельзя.

10. Несколько команд участвовали в двух командных олимпиадах, в каждой из которых было предложено по 6 задач. Если определять рейтинг команды по формуле а + 2b, где а – число решенных задач на первой олимпиаде, а b – число решенных задач на второй олимпиаде, то у всех команд был бы разный рейтинг, и команда «Шняга» заняла бы первое место. Если бы рейтинг определялся по формуле 2а + b, то команда «Шняга» заняла бы единоличное последнее место. Какое наибольшее число команд могло участвовать в турнире?

Математический бой, 7-8 класс
@

1. 
В треугольнике ABC, из вершины A на сторону опустили высоту AH. Известно, что 2BH<CH. Докажите, что AH+AC>2AB.

2. В клетках таблицы 3(n стоят «0», «–1» и «1», причем цифр каждого вида поровну. Оказалось, что среди всех сумм по строкам и столбцам есть 10 различных. При каком минимальном n это возможно?

3. На круговой дорожке длиной 1 км разбросаны 10 фишек. Алёна собирает фишки, причем взяв одну из них, она идет к ближайшей из оставшихся фишек (если таких фишек две, то она идет к любой по своему выбору). Докажите, что при любом расположении фишек Алена пройдет не более 1км.

4. Найдите все такие пары натуральных чисел a и b, что числа a3+6ab+1 и b3+6ab+1 являются точными кубами некоторых натуральных чисел.

5. В стране 135 городов, некоторые пары городов соединены дорогами, причем из каждого города выходит не более 13 дорог, и из любого города можно доехать до любого другого. Докажите, что страну можно разделить на 13 независимых республик так, чтобы никакие два города из одной республики не будут соединены дорогами.
6. В правильном шестиугольнике ABCDEF отмечены середины отрезков BD и EF и вершина A. Докажите, что треугольник с вершинами в отмеченных точках равносторонний. 

7. На плоскости расположено 10 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Медианой множества точек называется прямая, проходящая через две точки такая, что по разные стороны от нее лежит одинаковое количество точек. Может ли у этого множества точек быть не менее 10 медиан?

8. На доске 7(8 в противоположных углах стоят белая и черная ладьи, а на всех остальных полях – зеленые пешки. Первый игрок ходит белой ладьей, второй – черной. Каждым ходом игрок обязан что-нибудь срубить: пешку или ладью противника. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто из игроков может всегда выигрывать, как бы не играл противник?
Математический бой, 8-9 класс
@
1. Дан полный граф на n вершин. Разрешается найти какие-то 4 ребра, образующие цикл, и стереть одно из них. Какое наименьшее количество ребер может остаться?

2. Пусть a, b, c, d – действительные числа, удовлетворяющие системе равенств: 
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. Какие значения может принимать выражение 
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3. Рассматриваются всевозможные последовательности из чисел – 1 и 1 длины 100. Для каждой из них вычисляется квадрат суммы членов. Найдите среднее арифметическое значение получившихся величин.

4. Докажите, что для любого натурального n существует клетчатая фигура, которую можно разрезать на доминошки 1×2 ровно n способами.

5. Найдите геометрическое место центров прямоугольников, вписанных в данный остроугольный треугольник (прямоугольник называется вписанным в треугольник, если все его вершины лежат на сторонах треугольника).

6. На острове живут 10 обманщиков и 90 честных людей. Честные люди на вопросы отвечают правдиво, а обманщики могут сказать правду, а могут солгать. Разрешается выбрать любое множество жителей острова и спросить любого аборигена, есть ли в этом множестве обманщики. Докажите, что за 10 вопросов можно найти хотя бы одного честного человека.

7. Существует ли такое натуральное число n, такое что 2009n – 1 делится на 6n – 1?

8. В остроугольном треугольнике проведена высота AD. Пусть H – точка пересечения высот треугольника ABC. Из точки D опущены перпендикуляры на прямые AB, AC, BH, CH. Докажите, что основания этих перпендикуляров лежат на одной прямой.

Заключительная олимпиада
@
Довывод

1. В треугольнике АВС сторона АВ больше стороны ВС. Биссектриса ВМ пересекает описанную около треугольника окружность в точке N. На стороне АВ взята точка Р так, что ВР = ВС. Докажите, что точки А, Р, М, N лежат на одной окружности.

2. Будем обозначать через 
[image: image253.wmf]mn

 двузначное число с первой цифрой m и второй цифрой n. Существуют ли такие попарно различные и отличные от 0 цифры a, b и с, что число 
[image: image254.wmf]ab

 делится на с, число 
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 делится на а, а число 
[image: image256.wmf]ca

 делится на b?

3. Докажите, что для любого натурального n справедливо неравенство:


[image: image257.wmf].
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4. У Насти было 30 гирек с массами 1 г, 2 г, …, 30 г, которые она хотела разложить на две чашки весов, чтобы общая масса и количество гирек были на чашках одинаковыми, но у неё это никак не получалось. Хулиган Лёша стащил у неё 10 гирек с общей массой 155 г. Докажите, что теперь Настя сможет добиться своего с оставшимися гирьками.

5. Существуют ли такие натуральные числа x, y и z (причём х – нечётное), что выполняется равенство х10 + у10 = z11?

Вывод

6. На пульте находятся 100 светящихся кнопок, расположенных в виде квадрата 10×10. Табло устроено так, что при нажатии на любую кнопку она и все кнопки одного с ней ряда и все кнопки одного с ней столбца меняют своё состояние: светившиеся гаснут, а не светившиеся – загораются. Какое наименьшее число кнопок нужно нажать, чтобы все кнопки оказались погашенными, если первоначально все светились?

7. Пусть В0 – середина стороны АС остроугольного треугольника АВС. Проведём из середины отрезка АВ0 перпендикуляр к его стороне ВС, а из середины отрезка В0С – перпендикуляр к стороне АВ. Обозначим точку пересечения этих перпендикуляров через В'. Аналогично построим точки С' и А'. Докажите, что треугольники А'В'С' и АВС подобны.

8. Дан связный граф с чётным количеством рёбер. Докажите, что можно на каждом ребре нарисовать стрелочку так, чтобы из каждой вершины выходило чётное количество стрелочек.
Программа теоретической части зачёта
@
Теория чисел.

1. Малая теорема Ферма. Доказательство через бином.

2. Малая теорема Ферма. Доказательство через остатки.

3. Теорема Жирара.

4. Теорема Вильсона

5. Функция Эйлера. Доказать формулу 
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6. Теорема Эйлера.

7. Тождество Гаусса.

8. Малая теорема Ферма. Доказательство через комбинаторику.

9. Китайская теорема об остатках.

Разное.

10. Иррациональность корней из неточных квадратов. Иррациональность чисел 
[image: image259.wmf]b
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, где a,b рациональны, причем b не является квадратом рационального числа.

11. Сопряженные числа. Свойства. Парное вхождение в множество корней многочлена с целыми коэффициентами.

12. Числа Фибоначчи. Доказательство 
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13. Фибоначчиева система счисления.

14. Доказательство того, что для любого числа m  существует такое число n, что Fn делится на m.
Геометрия.
15. Определение и свойства ориентированных углов.

16. Прямая Симсона.

17. Точка Микеля.

18. Неравенство Коши по индукции.

19. Определение и свойства параллельного переноса

20. Определение и свойства осевой симметрии

21. Определение и свойства центральной симметрии

22. Определение и свойства поворота
23. Окружность Эйлера/Фейербаха/9 точек

24. Прямая Эйлера.

25. Гомотетия. Определение, свойства. 

26. Доказательство существования окружности Эйлера через гомотетию.

27. Степень точки. Радикальная ось. Радикальный центр.

28. Определение центра масс. Существование и единственность

29. Теорема о группировке масс.

30. Теорема Чевы.

31. Теорема Ван-Обеля.

32. Теорема Жергонна.

Неравенства.
33. Метод Штурма. Поведение суммы, произведения, суммы квадратов и суммы обратных при сближении с фиксированной суммой. Неравенство Коши.

34. Неравенство Коши-Буняковского.

35. Транснеравенство.

Графы.
36. Планарные графы. Формула Эйлера в графах. Доказательство существования вершины степени не более 5 в планарном графе.

37. Ориентированные графы. Структура полного орГрафа без циклов по стрелочкам. Существование пути через все вершины в полном орГрафе.

	ТЕМА
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	АЛГЕБРА
	В выражении 
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 раскрыли скобки и привели подобные слагаемые. Найдите коэффициент при x6 .
	Поставьте вместо звездочек числа так, чтобы равенство стало тождеством

(x2+*x+2)∙(x+3) = (x+*)∙(x2+*x+6)
	Укажите все целочисленные значения a, при которых
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 является целым числом.
	Найдите значение выражения
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	Известно, что для некоторых действительных чисел a и b верно a+b=1. Найдите наименьшее  значение выражения a3+b3+3ab.
	Найдите a, если известно, что уравнение 
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имеет бесконечно много решений

	ГЕОМЕТРИЯ
	В треугольнике ABC AB=7, BC=9, AC=12. Найдите расстояние от вершины A до точки касания вписанной окружности со стороной AB.
	В треугольнике ABC AB=8, BC=12, AC=15. AA1, BB1, CC1 – биссектрисы. I – точка пересечения биссектрис. Найдите отношение площади треугольника AIB к площади треугольника ABC.
	На стороне AB треугольника ABC выбрана точка X так, что AX:XB=3:2. На стороне CB выбрана точка Y такая, что BY:YC=1:4 Отрезки AY и CX пересекаются в точке P. Найдите отношение AP:PY.
	В треугольнике ABC угол C равен 900, угол B равен 400. На сторонах AB и BC отмечены точки D и E соответственно, угол EAD равен 50, угол ECD равен 100. Найдите угол EDC.
	В выпуклом четырехугольнике ABCD AB=BC, AD=CD. 
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. AK – биссектриса треугольника ABC. F – точка пересечения DF и AC. Найдите угол FKC.
	Расстояние от точки М до трёх последовательных вершин прямугольника равны 3, 5 и 4. Найдите площадь прямоугольника.

	ЛОГИКА
	На острове живут лжецы и рыцари. Однажды 12 островитян собрались в компанию. Двое из них сказали: “Ровно двое из здесь присутствующих – лжецы”, еще четверо: “Ровно четверо среди здесь присутствующих – лжецы”, а последние шестеро: “Ровно шестеро среди присутствующих – лжецы”. Сколько лжецов могло быть в этой компании?
	На острове живут Лев и Единорог. Это очень странные существа. Лев лжёт по вторникам, средам и четвергам и говорит правду во все остальные дни недели. Единорог же лжёт по четвергам, пятницам и субботам и говорит правду во все остальные дни недели. На вопрос: «Какой сегодня день недели?» Лев ответил: «Пятница», а Единорог – «Вторник». В какой день недели это случилось?
	Посетивший остров мудрец встретил двух жителей, А и Б, и захотел узнать, кто они. Он спросил у А: "Вы оба рыцари?" А ответил. Мудрец понял, что он не может определить, кто такие А и Б, и задал еще один вопрос: "Вы одного типа?" А опять ответил, и мудрец понял, к какому типу относятся А и Б. К какому же?


	На острове живут рыцари, лжецы, которые всегда лгут, и нормальные люди, которые могут время от времени и говорить правду, и лгать. В компании из 100 друзей были произнесены следующие высказывания: «Среди моих друзей 0 лжецов»; «Среди моих друзей 1 лжец»; и т.д. до фразы «Среди моих друзей 99 лжецов». Через минуту в той же компании прозвучали те же фразы, но каждую фразу произнес не тот человек, что в первый раз. Еще через минуту в той же компании прозвучали те же фразы, но ни один человек не повторил уже произнесенных им фраз, и так далее. Каждый произнес 99 различных фраз. Сколько лжецов могло находится в этой компании?
	По кругу сидят 2007 рыцарей и лжецов. Каждый заявил, что его соседи – лжец и рыцарь, но два рыцаря при этом ошиблись. Сколько лжецов среди присутствующих?


	Учительница задумала 2-значное число. При этом она сообщила ученикам:

- это число то ли кончается на 5, то ли кратно 7;

- это число то ли больше 20, то ли кончается на 9;

- это число то ли кратно 12, то ли меньше 21.

Найти число.



	ЧИСЛОВАЯ
	На сколько нулей оканчивается число 2008!  ?  
	Вычислите сумму
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	Вычислите произведение:
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	При каком наибольшем n число 2007+n2 — точный квадрат?
	Представьте дробь 
[image: image269.wmf]19
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 в виде суммы двух дробей, у каждой из которых в числителе стоит 1.
	Найдите наименьшее натуральное число, у которого ровно 1000 натуральных делителей.

	Комбинаторика
	Сколько решений имеет ребус: 

Ц < Ы < П < Л < Ё < Н < О < К?
	Какое максимальное количество различных весов можно взвесить с помощью n гирек, если разрешается класть их на обе чаши весов?
	Дана таблица с 1000 строками и 1000 столбцами, пронумерованными от 1 до 1000. В строке 1 все клетки закрашены. В строке 2 каждая вторая клетка закрашена. В строке 3 каждая третья закрашена, и т. д.  В каком столбце больше всего закрашенных клеток?


	Сколько решений имеет ребус-неравенство с семизначными числами: 
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? (Одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры). Ответ дать одним числом.
	На каждой клетке шахматной доски 8(8 стоит фишка. Сколькими способами можно переставить эти фишки так, чтобы расстояние между любыми двумя фишками (то есть, центрами их клеток) не уменьшилось?
	Сколькими способами можно расставить в клетках таблицы 10(20 числа 1 и –1 так, чтобы произведение чисел в любой строке и любом столбце равнялось 1.
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* Пьер де Ферма́ (фр. Pierre de Fermat, 1601–1665) – французский математик, один из создателей аналитической геометрии, математического анализа, теории вероятностей и теории чисел. По профессии юрист, с 1631 года – советник парламента в Тулузе.
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