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8 класс • 15 июля

Плоские графы
«Смотрю я на вас из своего четвёртого измерения и думаю, какие же вы плоские…»

Определение: плоским графом называется связный граф, изображенный на плоскости без пересечений ребер.
Определение: граф называется планарным, если его можно нарисовать на плоскости так, чтобы его ребра не пересекались.

1. Дан плоский граф, не являющийся деревом. Докажите, что если при удалении какого-либо ребра граф остается связным, то количество областей, на которые делят плоскость его ребра, уменьшится на 1.

2. Докажите, что для любого плоского графа справедлива формула
Эйлера                                   V – E +F = 2,

где V – количество вершин, E – количество ребер, F – количество граней.

3. В квадрате отметили 20 точек и соединили их непересекающимися отрезками друг с другом и с вершинами квадрата так, что квадрат разбился на треугольники. Сколько получилось треугольников?

4. Докажите, что если в плоском графе больше двух вершин, то выполняется неравенство                        2E ≥ 3F.

5. Докажите, что если в плоском графе больше двух вершин, то выполняется неравенство                    E ≤ 3V – 6.

6. Можно ли десять городов соединить между собой непересекающимися дорогами так, чтобы из каждого города выходило пять дорог, ведущих в пять других городов?
7. Три поссорившихся соседа имеют три общих колодца. Можно ли провести непересекающиеся дорожки от каждого дома к каждому колодцу?
8. Докажите, что полный граф с 5 вершинами не является планарным.
9. Докажите, что в плоском графе есть вершина, степень которой не превосходит 5.
10. а) Докажите, что в плоском графе есть грань, имеющая не более пяти «соседей».

б) Докажите, что в случае, когда общее количество граней не менее 6, таких граней не менее четырёх.
