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Малая теорема Ферма. Эпизод V
Давным-давно в одной далёкой галактике…

1. Составьте таблицу умножения ненулевых остатков по модулю 4, 5, 6, 7, 15. Почему в одних таблицах встречаются нули, а в других – нет?
2. Докажите, что если модуль – простой, то в каждой строке и в каждом столбце таблицы умножения остатков все числа различны (то есть каждая строка таблицы содержит все ненулевые остатки, переставленные в другом порядке).
3. Докажите, что если р – простое число, и 0 < а < p, то:
а × 2а × 3а × … × (p – 1)a ≡ (p – 1)! (mod p).
4. (Малая теорема Ферма.) Докажите, что если р – простое число и а – целое, не делящееся на р, то ap – 1 ≡ 1 (mod p).

***
5. Докажите, что если (n – 1)! + 1 делится на n, то n – простое число.

6. Докажите, что если р – простое число, то в каждой строке таблицы умножения остатков встречается ровно одна единица. Остатки, произведение которых сравнимо с единицей, называются обратными.
7. Докажите, что если р – простое число, и в таблице умножения остатков единица стоит на диагонали, то она стоит в первой или в последней строках.

8. Докажите, что если р – простое число, то числа 2, 3, 4, …., (р – 3),
(р – 2) можно разбить на пары так, что произведение чисел в каждой паре будет сравнимо с единицей по модулю р.
9. Докажите, что если р – простое число, то (p – 1)! ≡ –1 (mod p).
10. (Теорема Вильсона.) Докажите, что (р – 1)! + 1 делится на р тогда и только тогда, когда р – простое число.

(((
11. Найдите остаток от деления 299 на 101.

12. Докажите, что 33000 – 1 делится на 1001.

13. Пусть р – простое число, большее 5. Докажите, что 11111…11 (р – 1 единица) делится на р.
