
Äâàäöàòü âòîðàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè

Âèøêèëü, 2�27 èþëÿ 2006 ãîäà, 8 êëàññ.

Íåñòàíäàðòíûå âçâåøèâàíèÿ, 8 èþëÿ.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà

Ïóñòü åñòü íåñêîëüêî ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ôàëüøèâûå (âåñÿùèå
îäèíàêîâî, íî ìåíüøå íàñòîÿùèõ). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çà çàäàííîå ÷èñ-
ëî âçâåøèâàíèé óáåäèòüñÿ, ÷òî ôàëüøèâûõ ìîíåò íà ñàìîì äåëå íåò, òî åñòü ÷òî
âñå ýòè ìîíåòû íà ñàìîì äåëå âåñÿò îäèíàêîâî. Ýòîò ïðîöåññ ìû áóäåì íàçû-
âàòü âåðèôèêàöèåé èëè òåñòèðîâàíèåì, à îòäåëüíûå âçâåøèâàíèÿ áóäåì òàêæå
íàçûâàòü ïðîâåðêàìè).

1. 8 çà 3. Âåðèôèöèðîâàòü 8 ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

2. 2K çà K. Îáîáùèòå ïðåäûäóùèé àëãîðèòì íà ñëó÷àé K âçâåøèâàíèé.

3. 10 çà 3: ïåðâàÿ ñëîæíàÿ çàäà÷à. Âåðèôèöèðîâàòü 10 ìîíåò çà òðè âçâåøèâà-
íèÿ.

4. 100 çà 6. Âåðèôèöèðîâàòü 100 ìîíåò çà 6 âçâåøèâàíèé.

5. 10K çà 3K. Îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà 3K âçâåøèâàíèé.
Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, è ðåçóëüòàò �10K çà 3K� � íå íàèëó÷øèé.

6. 28 çà 4. Âåðèôèöèðîâàòü 28 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

7. 30 çà 4. Âåðèôèöèðóéòå çà 4 âçâåøèâàíèÿ 30 ìîíåò.

8. 80 çà 5. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 5 âçâåøèâàíèé è 80 ìîíåò � òî÷íåå, ðàçáèåíèÿ
íà ãðóïïû (3, 4, 9, 10, 26, 28).

9. 96 çà 5. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 5 âçâåøèâàíèé è 96 ìîíåò � òî÷íåå, ðàçáèåíèé
íà ãðóïïû (1, 8, 14, 18, 25, 30) èëè (1, 12, 15, 20, 22, 26).

10. 114 çà 5. Òî æå äëÿ 114 ìîíåò � ãðóïïû (9, 12, 20, 22, 25, 26).
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò, íàïðèìåð, çà 10

âçâåøèâàíèé âåðèôèöèðîâàòü 1142 = 12996 ìîíåò. Ñðàâíèòå ýòî ñ �îæèäàåìûì�
ïîíà÷àëó çíà÷åíèåì 210 = 1024!

Çàäà÷à îá ýêñïåðòå

Â çàäà÷àõ îá ýêñïåðòå îáû÷íî ôèãóðèðóþò äâà ïåðñîíàæà � �ýêñïåðò� è �ñóäüÿ�.
Ñóäüå èçâåñòíî îáùåå ÷èñëî ôàëüøèâûõ ìîíåò, à òàêæå òî, ÷òî âñå ôàëüøèâûå
âåñÿò îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî, è ôàëüøèâûå ëåã÷å íà-
ñòîÿùèõ. Ýêñïåðò æå çíàåò âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû. Çàäà÷à ýêñïåðòà � óáåäèòü
â ñïðàâåäëèâîñòè ñâîåãî çíàíèÿ (ëîãè÷åñêè ìûñëÿùåãî è ìàòåìàòè÷åñêè îáðàçî-
âàííîãî) ñóäüþ.
Èòàê...

11. Íà ñóäå â êà÷åñòâå âåùåñòâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëî ïðåäúÿâëåíî 2N ïðî-
íóìåðîâàííûõ ìîíåò. Ýêñïåðò îáíàðóæèë, ÷òî ìîíåòû ñ 1-é ïî N -þ � ôàëüøè-
âûå, à ñ (N +1)-é ïî 2N -þ � íàñòîÿùèå. Ñóä æå çíàåò òîëüêî, ÷òî âñå íàñòîÿùèå

ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå ôàëüøèâûå òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî, è ÷òî ôàëüøè-
âûå ìîíåòû ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Â ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðòà � ÷àøå÷íûå âåñû áåç
ãèðü.
Ýêñïåðò õî÷åò äîêàçàòü ñóäó, ÷òî ìîíåòû ñ 1-é ïî N -þ � ôàëüøèâûå, à ñ (N+1)-

é ïî 2N -þ � íàñòîÿùèå. Êàê ýêñïåðòó ñäåëàòü ýòî çà òðè âçâåøèâàíèÿ à) äëÿ
N = 7; b) äëÿ N = 9?

12. Óñòàíîâèòå ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì ïóíêòà á) ýòîé çàäà÷è è ðåøåíèåì çàäà÷è
î âåðèôèêàöèè 10 ìîíåò çà òðè âçâåøèâàíèÿ.

13. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîìó àëãîðèòìó âåðèôèêàöèè K ìîíåò, â êîòîðîì âåëè-
÷èíà îäíîé èç êó÷åê ìîíåò ðàâíà 1, ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è îá ýêñïåðòå
äëÿ K − 1 íàñòîÿùèõ è K − 1 ôàëüøèâûõ ìîíåò.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äëÿ ìîíåò òðåõ òèïîâ

Î÷åíü èíòåðåñíûì ñëó÷àåì îáùåé çàäà÷è î âåðèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à:
ìîíåòû ìîãóò áûòü ëèáî íàñòîÿùèìè (ñêàæåì, âåñÿùèìè 10 ã), ëèáî ëåãêèìè
ôàëüøèâûìè (9 ã), ëèáî òÿæåëûìè ôàëüøèâûìè (11 ã). [Çäåñü âàæíî òîëüêî òî,
÷òî âåñà 9, 10, 11 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.] Êàê è ðàíüøå, ïåðåä
íàìè ñòîèò çàäà÷à � äîêàçàòü, ÷òî âñå ìîíåòû íà ñàìîì äåëå âåñÿò ïîðîâíó.
Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ N ìîíåò ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà N − 1

âçâåøèâàíèå, ïðîñòî ñðàâíèâ îäíó ìîíåòó ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Åñëè âñå ìîíåòû
âåñÿò îäèíàêîâî, ýòî áóäåò çàôèêñèðîâàíî â ðåçóëüòàòå òàêèõ âçâåøèâàíèé. Íî
ýòîò ðåçóëüòàò àáñîëþòíî òðèâèàëåí.
Ìû æå íà÷íåì ñðàçó ñ íåòðèâèàëüíîãî ðåçóëüòàòà.

14. 6 çà 4. Ïðîòåñòèðóéòå 6 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

15. 5 çà 3. Ïðîòåñòèðóéòå 5 ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

16. 3n+2 çà 2n+1. Ïðîòåñòèðóéòå 3n+2 ìîíåòû çà 2n+1 âçâåøèâàíèå (n > 0).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå fA(n) � êîëè÷åñòâî ìîíåò, êîòîðîå óäàåòñÿ îòòåñòèðîâàòü

àëãîðèòìîì À çà n âçâåøèâàíèé. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì f(n) = max
A

fA(n) �

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà òåñòèðóåìûõ ìîíåò ïî âñåì àëãîðèòìàì. Íèæå
ìû áóäåì äîêàçûâàòü íèæíèå îöåíêè äëÿ f(n), êîòîðûå íà ñàìîì äåëå áóäóò
ñâîäèòüñÿ ïðîñòî ê ïðåäúÿâëåíèþ àëãîðèòìà, äàþùåãî íóæíîå çíà÷åíèå fA(n)
äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé n.

17. 4+2 çà 3. Ïðîòåñòèðóéòå ãðóïïó èç 4 ìîíåò è åùå ïàðó ìîíåò çà 3 âçâåøè-
âàíèÿ.

18. 7 çà 4. Ïðîòåñòèðóéòå 7 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

19. 14 çà 11. Ïðîòåñòèðóéòå 14 ìîíåò çà 11 âçâåøèâàíèé.

20. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî f(4n) ≥ 7n.

21. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî f(8n + 1) ≥ 15n

22. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà f(16n + 2) ≥ 31n, f(32n + 3) ≥ 63n, à òàêæå îáùèé
ñëó÷àé � íåðàâåíñòâî

f
“
2kn + (k − 2)

”
≥

“
2k+1 − 1

”
n (1)

23. Êàê âû äóìàåòå, ìîæíî ëè ïðîòåñòèðîâàòü çà K âçâåøèâàíèé áîëåå ÷åì 2K
ìîíåò?



Äâàäöàòü âòîðàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè

Âèøêèëü, 2�27 èþëÿ 2006 ãîäà, 8 êëàññ.

Íåñòàíäàðòíûå âçâåøèâàíèÿ, 8 èþëÿ.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà

Ïóñòü åñòü íåñêîëüêî ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ôàëüøèâûå (âåñÿùèå
îäèíàêîâî, íî ìåíüøå íàñòîÿùèõ). Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çà çàäàííîå ÷èñ-
ëî âçâåøèâàíèé óáåäèòüñÿ, ÷òî ôàëüøèâûõ ìîíåò íà ñàìîì äåëå íåò, òî åñòü ÷òî
âñå ýòè ìîíåòû íà ñàìîì äåëå âåñÿò îäèíàêîâî. Ýòîò ïðîöåññ ìû áóäåì íàçû-
âàòü âåðèôèêàöèåé èëè òåñòèðîâàíèåì, à îòäåëüíûå âçâåøèâàíèÿ áóäåì òàêæå
íàçûâàòü ïðîâåðêàìè).

1. 8 çà 3. Âåðèôèöèðîâàòü 8 ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

2. 2K çà K. Îáîáùèòå ïðåäûäóùèé àëãîðèòì íà ñëó÷àé K âçâåøèâàíèé.

3. 10 çà 3: ïåðâàÿ ñëîæíàÿ çàäà÷à. Âåðèôèöèðîâàòü 10 ìîíåò çà òðè âçâåøèâà-
íèÿ.

4. 100 çà 6. Âåðèôèöèðîâàòü 100 ìîíåò çà 6 âçâåøèâàíèé.

5. 10K çà 3K. Îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà 3K âçâåøèâàíèé.
Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, è ðåçóëüòàò �10K çà 3K� � íå íàèëó÷øèé.

6. 28 çà 4. Âåðèôèöèðîâàòü 28 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

7. 30 çà 4. Âåðèôèöèðóéòå çà 4 âçâåøèâàíèÿ 30 ìîíåò.

8. 80 çà 5. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 5 âçâåøèâàíèé è 80 ìîíåò � òî÷íåå, ðàçáèåíèÿ
íà ãðóïïû (3, 4, 9, 10, 26, 28).

9. 96 çà 5. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 5 âçâåøèâàíèé è 96 ìîíåò � òî÷íåå, ðàçáèåíèé
íà ãðóïïû (1, 8, 14, 18, 25, 30) èëè (1, 12, 15, 20, 22, 26).

10. 114 çà 5. Òî æå äëÿ 114 ìîíåò � ãðóïïû (9, 12, 20, 22, 25, 26).
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò, íàïðèìåð, çà 10

âçâåøèâàíèé âåðèôèöèðîâàòü 1142 = 12996 ìîíåò. Ñðàâíèòå ýòî ñ �îæèäàåìûì�
ïîíà÷àëó çíà÷åíèåì 210 = 1024!

Çàäà÷à îá ýêñïåðòå

Â çàäà÷àõ îá ýêñïåðòå îáû÷íî ôèãóðèðóþò äâà ïåðñîíàæà � �ýêñïåðò� è �ñóäüÿ�.
Ñóäüå èçâåñòíî îáùåå ÷èñëî ôàëüøèâûõ ìîíåò, à òàêæå òî, ÷òî âñå ôàëüøèâûå
âåñÿò îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî, è ôàëüøèâûå ëåã÷å íà-
ñòîÿùèõ. Ýêñïåðò æå çíàåò âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû. Çàäà÷à ýêñïåðòà � óáåäèòü
â ñïðàâåäëèâîñòè ñâîåãî çíàíèÿ (ëîãè÷åñêè ìûñëÿùåãî è ìàòåìàòè÷åñêè îáðàçî-
âàííîãî) ñóäüþ.
Èòàê...

11. Íà ñóäå â êà÷åñòâå âåùåñòâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëî ïðåäúÿâëåíî 2N ïðî-
íóìåðîâàííûõ ìîíåò. Ýêñïåðò îáíàðóæèë, ÷òî ìîíåòû ñ 1-é ïî N -þ � ôàëüøè-
âûå, à ñ (N +1)-é ïî 2N -þ � íàñòîÿùèå. Ñóä æå çíàåò òîëüêî, ÷òî âñå íàñòîÿùèå

ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå ôàëüøèâûå òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî, è ÷òî ôàëüøè-
âûå ìîíåòû ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Â ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðòà � ÷àøå÷íûå âåñû áåç
ãèðü.
Ýêñïåðò õî÷åò äîêàçàòü ñóäó, ÷òî ìîíåòû ñ 1-é ïî N -þ � ôàëüøèâûå, à ñ (N+1)-

é ïî 2N -þ � íàñòîÿùèå. Êàê ýêñïåðòó ñäåëàòü ýòî çà òðè âçâåøèâàíèÿ à) äëÿ
N = 7; b) äëÿ N = 9?

12. Óñòàíîâèòå ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì ïóíêòà á) ýòîé çàäà÷è è ðåøåíèåì çàäà÷è
î âåðèôèêàöèè 10 ìîíåò çà òðè âçâåøèâàíèÿ.

13. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîìó àëãîðèòìó âåðèôèêàöèè K ìîíåò, â êîòîðîì âåëè-
÷èíà îäíîé èç êó÷åê ìîíåò ðàâíà 1, ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è îá ýêñïåðòå
äëÿ K − 1 íàñòîÿùèõ è K − 1 ôàëüøèâûõ ìîíåò.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äëÿ ìîíåò òðåõ òèïîâ

Î÷åíü èíòåðåñíûì ñëó÷àåì îáùåé çàäà÷è î âåðèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à:
ìîíåòû ìîãóò áûòü ëèáî íàñòîÿùèìè (ñêàæåì, âåñÿùèìè 10 ã), ëèáî ëåãêèìè
ôàëüøèâûìè (9 ã), ëèáî òÿæåëûìè ôàëüøèâûìè (11 ã). [Çäåñü âàæíî òîëüêî òî,
÷òî âåñà 9, 10, 11 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.] Êàê è ðàíüøå, ïåðåä
íàìè ñòîèò çàäà÷à � äîêàçàòü, ÷òî âñå ìîíåòû íà ñàìîì äåëå âåñÿò ïîðîâíó.
Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ N ìîíåò ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà N − 1

âçâåøèâàíèå, ïðîñòî ñðàâíèâ îäíó ìîíåòó ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Åñëè âñå ìîíåòû
âåñÿò îäèíàêîâî, ýòî áóäåò çàôèêñèðîâàíî â ðåçóëüòàòå òàêèõ âçâåøèâàíèé. Íî
ýòîò ðåçóëüòàò àáñîëþòíî òðèâèàëåí.
Ìû æå íà÷íåì ñðàçó ñ íåòðèâèàëüíîãî ðåçóëüòàòà.

14. 6 çà 4. Ïðîòåñòèðóéòå 6 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

15. 5 çà 3. Ïðîòåñòèðóéòå 5 ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

16. 3n+2 çà 2n+1. Ïðîòåñòèðóéòå 3n+2 ìîíåòû çà 2n+1 âçâåøèâàíèå (n > 0).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå fA(n) � êîëè÷åñòâî ìîíåò, êîòîðîå óäàåòñÿ îòòåñòèðîâàòü

àëãîðèòìîì À çà n âçâåøèâàíèé. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì f(n) = max
A

fA(n) �

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà òåñòèðóåìûõ ìîíåò ïî âñåì àëãîðèòìàì. Íèæå
ìû áóäåì äîêàçûâàòü íèæíèå îöåíêè äëÿ f(n), êîòîðûå íà ñàìîì äåëå áóäóò
ñâîäèòüñÿ ïðîñòî ê ïðåäúÿâëåíèþ àëãîðèòìà, äàþùåãî íóæíîå çíà÷åíèå fA(n)
äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé n.

17. 4+2 çà 3. Ïðîòåñòèðóéòå ãðóïïó èç 4 ìîíåò è åùå ïàðó ìîíåò çà 3 âçâåøè-
âàíèÿ.

18. 7 çà 4. Ïðîòåñòèðóéòå 7 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

19. 14 çà 11. Ïðîòåñòèðóéòå 14 ìîíåò çà 11 âçâåøèâàíèé.

20. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî f(4n) ≥ 7n.

21. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî f(8n + 1) ≥ 15n

22. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà f(16n + 2) ≥ 31n, f(32n + 3) ≥ 63n, à òàêæå îáùèé
ñëó÷àé � íåðàâåíñòâî

f
“
2kn + (k − 2)

”
≥

“
2k+1 − 1

”
n (2)

23. Êàê âû äóìàåòå, ìîæíî ëè ïðîòåñòèðîâàòü çà K âçâåøèâàíèé áîëåå ÷åì 2K
ìîíåò?


