
Äâàäöàòü âòîðàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 2�27 èþëÿ 2006 ãîäà, 8 êëàññ.

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå,

4 èþëÿ.

1. Âçðûâîîïàñíîñòü. Íà ñêëàäå åñòü ÿùèêè ñ òðîòèëîì è ÿùèêè ñ ïåñêîì. Èç ñîîáðàæåíèé áåçîïàñíîñòè ÿùèêè
ñ òðîòèëîì íåëüçÿ êëàñòü ðÿäîì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòðîèòü øòàáåëü èç N ÿùèêîâ?

Ðåøåíèå: Åñëè âåðõíèé ÿùèê â øòàáåëå � ïåñîê, òî ñëåäóþùèì ìîæíî êëàñòü ëþáîé èç ÿùèêîâ, à åñëè âåðõíèé ÿùèê

âçðûâîîïàñåí, òî äàëüøå ìîæíî êëàñòü òîëüêî ÿùèê ñ ïåñêîì. Ìîæíî ïîãëÿäåòü íà òî æå ñàìîå è â îáðàòíóþ ñòîðîíó: åñëè

ñâåðõó â øòàáåëå ëåæèò ïåñîê, òî ïîä íèì ìîæåò ëåæàòü ëþáîé ÿùèê, à åñëè ñâåðõó ëåæèò òðîòèë, òî ïîä íèì ìîæåò ëåæàòü

òîëüêî ïåñîê (à âîò äàëüøå � ñíîâà ëþáîé ÿùèê). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëî âîçìîæíûõ øòàáåëåé âûñîòû N îáîçíà÷èòü

÷åðåçØ(N), òîØ(N) =Ø(N − 1)+Ø(N − 2) (ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ñâåðõó ëåæèò ïåñîê, à âòîðîå

� ñëó÷àþ, êîãäà ñâåðõó òðîòèë). Îñòàëîñü äîáàâèòü, ÷òî Ø(1) = 2 è Ø(2) = 3.

2. Øîêîëàäêà. Îò øîêîëàäêè, ñîñòîÿùåé èç N êóñî÷êîâ, Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè îòêóñûâàþò ïî îäíîìó èëè
äâà êóñî÷êà. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñúåäàåò ïîñëåäíèé êóñî÷åê øîêîëàäêè. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Êòî âûèãðûâàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå: Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ðîâíî òî æå ñàìîå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, îäíàêî íà ýòîò ðàç íàñ èíòåðåñóåò

íå ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎ, à ÂÛÈÃÐÛØ Â ÈÃÐÅ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â øîêîëàäêå îñòàëîñü 1 èëè 2 êóñî÷êà, òî âûèãðûâàåò òîò,

÷üÿ î÷åðåäü äåëàòü õîä, à åñëè îñòàëîñü âñåãî òðè êóñî÷êà, òî íà÷èíàþùèé ïðîèãðûâàåò. Äàëüøå ìîæíî íàïîìíèòü êëàññèêó

î âûèãðûâàþùèõ è ïðîèãðûâàþùèõ ïîçèöèÿõ � ïîçèöèÿ, èç êîòîðîé åñòü õîòÿ áû îäèí âûèãðûâàþùèé õîä, ïîìå÷àåòñÿ

êàê âûèãðûâàþùàÿ, à ïîçèöèÿ, èç êîòîðîé òàêîãî õîäà íåò � êàê ïðîèãðûâàþùàÿ. Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðîèãðûâàþò âñå

ïîçèöèè, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî êóñî÷êîâ êðàòíî 3.

3. Ïóòè ôèøêè. Ôèøêà ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî ïîëþ äëèíû N òîëüêî âïåðåä. Äëèíà õîäà ôèøêè íå áîëåå K.
Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïóòåé, ïî êîòîðûì ôèøêà ìîæåò ïðîéòè ïîëå îò íà÷àëà äî êîíöà.

4. Ðàçìåíû. Â ãîñóäàðñòâå Ìàíèëýíä âûïóùåíû ìîíåòû äîñòîèíñòâîì 17, 31 è 89 ìàíè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî âûïëàòèòü çàðïëàòó, ðàâíóþ 300 ìàíÿì? (Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì âûïëà÷èâàåìûõ
ìîíåò, ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè.)

Ðåøåíèå: Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ìû õîòèì íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûì åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå 17a+31b+89c, ãäå a, b, c � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè åñòü ñïîñîá òàê ïðåäñòàâèòü

÷èñëî N , òî îäíîâðåìåííî ýòî äàåò ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë N + 17, N + 31 è N + 89. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñëåäî-

âàòåëüíî çàïîëíÿòü òàáëè÷êó, â êîòîðóþ áóäóò ïîïàäàòü âñå ïðåäñòàâèìûå ÷èñëà, è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà áóäåò íàêàïëèâàòüñÿ

÷èñëî ñïîñîáîâ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

17 34 51 68 85 102 119 136 153 170 187 204 221 238 255 272 289

48 65 82 99 116 133 150 167 184 201 218 235 252 269 286

79 96 113 130 147 164 181 198 215 232 249 266 283 300 (!)

äàëüøå ìîæíî ïðîãîâîðèòü î ìàòåìàòèêå è ïðåäñòàâëåíèÿõ 300=17a+31b Òåïåðü áóäåì äîâîäèòü ñòðî÷êè íå äî 300, à äî

300-89=211.

110 127 144 161 178 195 212

141 158 175 192 209

172 189 206

203

Íè îäíîãî ñïîñîáà ïîëó÷èòü 211 íå íàéäåíî. Íàéäåì åùå 300-2*89=122 è 300-3*89=33. Èõ òîæå â òàáëèöå íåò.

Îòâåò: Îäíèì ñïîñîáîì.

5. Ïóòü ëàäüè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ëàäüÿ ìîæåò ïðîéòè ñ êëåòêè a1 íà êëåòêó h8, ïåðåìåùàÿñü ïî äîñêå
òîëüêî âïðàâî è ââåðõ?

6. Ïóòü ëàäüè-2. Èç äîñêè âûðåçàí ïðÿìîóãîëüíèê, ñîñòîÿùèé èç êëåòîê c3�c5 è d3�d5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ëàäüÿ ìîæåò ïðîéòè ïî òàêîé äîñêå ñ êëåòêè a1 íà êëåòêó h8, ïåðåìåùàÿñü ïî äîñêå òîëüêî âïðàâî è ââåðõ?

7. Öåëåóñòðåìë¼ííûé øàõìàòíûé êîðîëü ñòîèò íà ïîëå a1 è ñòðåìèòñÿ ïîïàñòü íà ïîëå h8. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ
äîñêè èçâåñòíî, ñêîëüêî ìèíóò êîðîëü áóäåò æäàòü, ïîïàâ íà ýòî ïîëå. Ïîñêîëüêó êîðîëü öåëåóñòðåìëåííûé,
îí áóäåò äåëàòü òîëüêî òàêèå õîäû, êîòîðûå ïðèáëèæàþò åãî ê öåëè, òî åñòü ââåðõ, âïðàâî è ïî äèàãîíàëè
ââåðõ-âïðàâî (åñëè ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû áåëûõ). Êàê íàéòè äëÿ êîðîëÿ ñàìûé áûñòðûé ïóòü?

8. Íàáðàòü ìàêñèìóì ñóììû. Èìååòñÿ ðàâíîáåäðåííûé ÷èñëîâîé òðåóãîëüíèê âûñîòû n, àíàëîãè÷íûé òðå-
óãîëüíèêó Ïàñêàëÿ, â êîòîðîì ðàññòàâëåíû ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Èç êàæäîãî ÷èñëà òðåóãîëüíèêà ìîæíî
ñäåëàòü äâà ðàçëè÷íûõ õîäà âíèç â ñòîÿùèå òàì ÷èñëà (âëåâî-âíèç è âïðàâî-âíèç). Íàéòè òàêîé ïóòü èç âåðõíåé
òî÷êè òðåóãîëüíèêà äî åãî îñíîâàíèÿ, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë íà êëåòêàõ ýòîãî ïóòè áûëà ìàêñèìàëüíà.


