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Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.

1. Âçðûâîîïàñíîñòü. Íà ñêëàäå åñòü ÿùèêè ñ òðîòèëîì è ÿùèêè ñ ïåñêîì. Èç ñîîáðàæåíèé áåçîïàñíîñòè ÿùèêè
ñ òðîòèëîì íåëüçÿ êëàñòü ðÿäîì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòðîèòü øòàáåëü èç N ÿùèêîâ?

Ðåøåíèå: Åñëè âåðõíèé ÿùèê â øòàáåëå � ïåñîê, òî ñëåäóþùèì ìîæíî êëàñòü ëþáîé èç ÿùèêîâ, à åñëè âåðõíèé ÿùèê

âçðûâîîïàñåí, òî äàëüøå ìîæíî êëàñòü òîëüêî ÿùèê ñ ïåñêîì. Ìîæíî ïîãëÿäåòü íà òî æå ñàìîå è â îáðàòíóþ ñòîðîíó: åñëè

ñâåðõó â øòàáåëå ëåæèò ïåñîê, òî ïîä íèì ìîæåò ëåæàòü ëþáîé ÿùèê, à åñëè ñâåðõó ëåæèò òðîòèë, òî ïîä íèì ìîæåò ëåæàòü

òîëüêî ïåñîê (à âîò äàëüøå � ñíîâà ëþáîé ÿùèê). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëî âîçìîæíûõ øòàáåëåé âûñîòû N îáîçíà÷èòü

÷åðåçØ(N), òîØ(N) =Ø(N − 1)+Ø(N − 2) (ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ñâåðõó ëåæèò ïåñîê, à âòîðîå

� ñëó÷àþ, êîãäà ñâåðõó òðîòèë). Îñòàëîñü äîáàâèòü, ÷òî Ø(1) = 2 è Ø(2) = 3.

2. Øîêîëàäêà. Îò øîêîëàäêè, ñîñòîÿùåé èç N êóñî÷êîâ, Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè îòêóñûâàþò ïî îäíîìó èëè
äâà êóñî÷êà. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñúåäàåò ïîñëåäíèé êóñî÷åê øîêîëàäêè. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Êòî âûèãðûâàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå?

Ðåøåíèå: Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ðîâíî òî æå ñàìîå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, îäíàêî íà ýòîò ðàç íàñ èíòåðåñóåò

íå ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÎ, à ÂÛÈÃÐÛØ Â ÈÃÐÅ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â øîêîëàäêå îñòàëîñü 1 èëè 2 êóñî÷êà, òî âûèãðûâàåò òîò,

÷üÿ î÷åðåäü äåëàòü õîä, à åñëè îñòàëîñü âñåãî òðè êóñî÷êà, òî íà÷èíàþùèé ïðîèãðûâàåò. Äàëüøå ìîæíî íàïîìíèòü êëàññèêó

î âûèãðûâàþùèõ è ïðîèãðûâàþùèõ ïîçèöèÿõ � ïîçèöèÿ, èç êîòîðîé åñòü õîòÿ áû îäèí âûèãðûâàþùèé õîä, ïîìå÷àåòñÿ

êàê âûèãðûâàþùàÿ, à ïîçèöèÿ, èç êîòîðîé òàêîãî õîäà íåò � êàê ïðîèãðûâàþùàÿ. Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ïðîèãðûâàþò âñå

ïîçèöèè, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî êóñî÷êîâ êðàòíî 3.

3. Ïóòè ôèøêè. Ôèøêà ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî ïîëþ äëèíû N òîëüêî âïåðåä. Äëèíà õîäà ôèøêè íå áîëåå K.
Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïóòåé, ïî êîòîðûì ôèøêà ìîæåò ïðîéòè ïîëå îò íà÷àëà äî êîíöà.

4. Ðàçìåíû. Â ãîñóäàðñòâå Ìàíèëýíä âûïóùåíû ìîíåòû äîñòîèíñòâîì 17, 31 è 89 ìàíè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî âûïëàòèòü çàðïëàòó, ðàâíóþ 300 ìàíÿì? (Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì âûïëà÷èâàåìûõ
ìîíåò, ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè.)

Ðåøåíèå: Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê: äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ìû õîòèì íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûì åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå 17a+31b+89c, ãäå a, b, c � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî åñëè åñòü ñïîñîá òàê ïðåäñòàâèòü

÷èñëî N , òî îäíîâðåìåííî ýòî äàåò ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë N + 17, N + 31 è N + 89. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñëåäî-

âàòåëüíî çàïîëíÿòü òàáëè÷êó, â êîòîðóþ áóäóò ïîïàäàòü âñå ïðåäñòàâèìûå ÷èñëà, è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà áóäåò íàêàïëèâàòüñÿ

÷èñëî ñïîñîáîâ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

17 34 51 68 85 102 119 136 153 170 187 204 221 238 255 272 289

48 65 82 99 116 133 150 167 184 201 218 235 252 269 286

79 96 113 130 147 164 181 198 215 232 249 266 283 300 (!)

äàëüøå ìîæíî ïðîãîâîðèòü î ìàòåìàòèêå è ïðåäñòàâëåíèÿõ 300=17a+31b Òåïåðü áóäåì äîâîäèòü ñòðî÷êè íå äî 300, à äî

300-89=211.

110 127 144 161 178 195 212

141 158 175 192 209

172 189 206

203

Íè îäíîãî ñïîñîáà ïîëó÷èòü 211 íå íàéäåíî. Íàéäåì åùå 300-2*89=122 è 300-3*89=33. Èõ òîæå â òàáëèöå íåò.

Îòâåò: Îäíèì ñïîñîáîì.

5. Ïóòü ëàäüè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ëàäüÿ ìîæåò ïðîéòè ñ êëåòêè a1 íà êëåòêó h8, ïåðåìåùàÿñü ïî äîñêå
òîëüêî âïðàâî è ââåðõ?

6. Ïóòü ëàäüè-2. Èç äîñêè âûðåçàí ïðÿìîóãîëüíèê, ñîñòîÿùèé èç êëåòîê c3�c5 è d3�d5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ëàäüÿ ìîæåò ïðîéòè ïî òàêîé äîñêå ñ êëåòêè a1 íà êëåòêó h8, ïåðåìåùàÿñü ïî äîñêå òîëüêî âïðàâî è ââåðõ?

7. Öåëåóñòðåìë¼ííûé øàõìàòíûé êîðîëü ñòîèò íà ïîëå a1 è ñòðåìèòñÿ ïîïàñòü íà ïîëå h8. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ
äîñêè èçâåñòíî, ñêîëüêî ìèíóò êîðîëü áóäåò æäàòü, ïîïàâ íà ýòî ïîëå. Ïîñêîëüêó êîðîëü öåëåóñòðåìëåííûé,
îí áóäåò äåëàòü òîëüêî òàêèå õîäû, êîòîðûå ïðèáëèæàþò åãî ê öåëè, òî åñòü ââåðõ, âïðàâî è ïî äèàãîíàëè
ââåðõ-âïðàâî (åñëè ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû áåëûõ). Êàê íàéòè äëÿ êîðîëÿ ñàìûé áûñòðûé ïóòü?

8. Íàáðàòü ìàêñèìóì ñóììû. Èìååòñÿ ðàâíîáåäðåííûé ÷èñëîâîé òðåóãîëüíèê âûñîòû n, àíàëîãè÷íûé òðå-
óãîëüíèêó Ïàñêàëÿ, â êîòîðîì ðàññòàâëåíû ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Èç êàæäîãî ÷èñëà òðåóãîëüíèêà ìîæíî
ñäåëàòü äâà ðàçëè÷íûõ õîäà âíèç â ñòîÿùèå òàì ÷èñëà (âëåâî-âíèç è âïðàâî-âíèç). Íàéòè òàêîé ïóòü èç âåðõíåé
òî÷êè òðåóãîëüíèêà äî åãî îñíîâàíèÿ, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë íà êëåòêàõ ýòîãî ïóòè áûëà ìàêñèìàëüíà.



Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå II.

1. Âû÷åðêèâàíèÿ. Çàäàíû äâà ñëîâà z è y. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü z âû÷åðêèâàíèåì íåêîòîðûõ áóêâ èç y?

Ðåøåíèå: Ïóñòü N � äëèíà y. Âû÷èñëèì äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , N âåëè÷èíó F (k) � íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ äëèíó ïðåôèêñà

z, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðåôèêñà y äëèíû k âû÷¼ðêèâàíèåì áóêâ. Ïîíÿòíî, ÷òî F (k) = 0. Äàëåå, ïóñòü èçâåñòíî

F (k − 1). Åñëè k-ÿ áóêâà y è F (k − 1) + 1 -ÿ áóêâà z ñîâïàäàþò, òî F (k) = F (k − 1) + 1, èíà÷å F (k) = F (k − 1). Åñëè F (N)

ðàâíî äëèíå z, îòâåò çàäà÷è � �ìîæíî�, èíà÷å � �íåëüçÿ�.

2. Èãðà ñ øîêîëàäêîé. Îò øîêîëàäêè, ñîñòîÿùåé èç N êóñî÷êîâ, Ïåòÿ ìîæåò îòêóñûâàòü ïî a1, . . . , an êóñî÷êîâ,
à Âàñÿ � ïî b1, . . . , bm êóñî÷êîâ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Êàê âûÿñíèòü,
êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, è ïîñòðîèòü âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ?

Ðåøåíèå: Äëÿ k = 0, . . . , N âû÷èñëèì, âûèãðûâàåò ëè êàæäûé èç èãðîêîâ, åñëè íà÷èíàåò èãðó. Äëÿ k = 0 îòâåò �ïðîèãðû-

âàåò�, äàëåå, åñëè åñòü õîä â ïîçèöèþ, â êîòîðîé ñîïåðíèê ïðîèãðûâàåò, òî ýòà ïîçèöèÿ âûèãðûøíàÿ, èíà÷å ïðîèãðûøíàÿ.

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë a1, . . . , aN . Å¼ ýëåìåíòû ðàçðåøàåòñÿ ïðîñìàòðèâàòü òîëüêî
îäèí ðàç.

3. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ äëèíó íåïðåðûâíîãî âîçðàñòàþùåãî ó÷àñòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ìàêñèìàëüíîå m,
äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîå i, ÷òî ai < ai+1 < . . . < ai+m−1).

Ðåøåíèå: Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , N âû÷èñëÿòü äâå âåëè÷èíû: F (k) � íàèáîëüøóþ äëèíó âîçðàñòàþùåãî

ó÷àñòêà, êîí÷àþùåãîñÿ íà k-ì ýëåìåíòå, è M(k) � íàèáîëüøóþ äëèíó âîçðàñòàþùåãî ó÷àñòêà â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

a1, . . . , ak. Î÷åâèäíî, ÷òî M(k) = max
1≤i≤k

F (i) = max(M(k − 1), F (k)), F (k) = F (k − 1) + 1, åñëè ak > ak−1 (èíà÷å F (k) = 1),

è F (0) = M(0) = 0.

4. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ äëèíó íåïðåðûâíîãî ìîíîòîííîãî ó÷àñòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ðåøåíèå: Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, òîëüêî òåïåðü âû÷èñëÿåì äâå ïàðû òàêèõ ôóíêöèé � äëÿ âîçðàñòàþùèõ è

óáûâàþùèõ ó÷àñòêîâ.

5. Íàéäèòå ó÷àñòîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé ýëåìåíòîâ.

Ðåøåíèå: F (k) � íàèáîëüøàÿ ñóììà ó÷àñòêà ñ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì ak. Åñëè F (k − 1) < 0, òî F (k) = ak, èíà÷å F (k) =

ak + F (k − 1). M(k) = max
1≤i≤k

F (i) = max(M(k − 1), F (k))

6. Íåêîòîðûå êëåòî÷êè ëèñòà áóìàãè çàøòðèõîâàíû. Íàéòè ñàìûé áîëüøîé ïîëíîñòüþ çàøòðèõîâàííûé êâàä-
ðàò.

Ðåøåíèå: Äëÿ êàæäîé êëåòî÷êè íàéä¼ì V (x, y) � íàèáîëüøóþ äëèíó âåðòèêàëüíîãî îòðåçêà, äëÿ êîòîðîãî òåêóùàÿ êëåòî÷-

êà � ñàìàÿ íèæíÿÿ, H(x, y) � íàèáîëüøóþ äëèíó ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåçêà, äëÿ êîòîðîãî òåêóùàÿ êëåòî÷êà � ñàìàÿ ïðàâàÿ,

è S(x, y) � íàèáîëüøóþ ñòîðîíó êâàäðàòà, äëÿ êîòîðîãî òåêóùàÿ êëåòî÷êà � ïðàâûé íèæíèé óãîë. Äëÿ íåçàøòðèõîâàííûõ

êëåòî÷åê ýòè ôóíêöèè ðàâíû íóëþ, äëÿ çàøòðèõîâàííûõ V (x, y) = V (x, y − 1) + 1, H(x, y) = H(x − 1, y) + 1, S(x, y) =

min(V (x, y), H(x, y), S(x− 1, y − 1) + 1).

7. Íàéäèòå íàèáîëüøóþ äëèíó âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ýëå-
ìåíòû íå îáÿçàòåëüíî èäóò ïîäðÿä: ai1 < ai2 , . . . < aim , 1 6 i1 < i2 < . . . < im 6 n)

Ðåøåíèå: Ìîæíî ðåøèòü "çà îäèí ïðîõîä": äëÿ k = 1, . . . , n õðàíèòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, íà êîòîðîå îêàí÷èâàåòñÿ âîçðàñ-

òàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû k; ïðè ïîëó÷åíèè íîâîãî ýëåìåíòà ýòó èíôîðìàöèþ ìîæíî îáíîâëÿòü çà O(log n), åñëè

èñïîëüçîâàòü áèíàðíûé ïîèñê, èëè çà O(n); îäíàêî åñòü ðåøåíèå çà O(n2) ñ ìíîãîêðàòíûì ïðîñìîòðîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(è äî íåãî ìîæåò áûòü ïðîùå äîãàäàòüñÿ).



Íåñòàíäàðòíûå âçâåøèâàíèÿ.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà

Ïóñòü åñòü íåñêîëüêî ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ôàëüøèâûå (âåñÿùèå îäèíàêîâî, íî ìåíüøå íàñòîÿùèõ).
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çà çàäàííîå ÷èñëî âçâåøèâàíèé óáåäèòüñÿ, ÷òî ôàëüøèâûõ ìîíåò íà ñàìîì äåëå
íåò, òî åñòü ÷òî âñå ýòè ìîíåòû íà ñàìîì äåëå âåñÿò îäèíàêîâî. Ýòîò ïðîöåññ ìû áóäåì íàçûâàòü âåðèôèêàöèåé
èëè òåñòèðîâàíèåì, à îòäåëüíûå âçâåøèâàíèÿ áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîâåðêàìè).

1. 8 çà 3. Âåðèôèöèðîâàòü 8 ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî íàøè âçâåøèâàíèÿ äîëæíû ñîäåðæàòü ðàâíîå ÷èñëî ìîíåò íà âåñàõ (èíà÷å ìû ïðîñòî
òåðÿåì âçâåøèâàíèå âïóñòóþ), à ÷àøè âåñîâ äîëæíû îñòàâàòüñÿ â ðàâíîâåñèè � èíà÷å âåðèôèêàöèÿ íåìåäëåííî ïðåêðàùàåòñÿ
ñ îòðèöàòåëüíûì ðåçóëüòàòîì �íå âñå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî�. Âåñü âîïðîñ â òîì, êàêèå âûâîäû ìû ñìîæåì ñäåëàòü èç
ïîëó÷åííûõ íàìè òð¼õ ðàâåíñòâ.

Îáîçíà÷èì ìîíåòû ÷èñëàìè îò 1 äî 8, ïîìåùåíèå ìîíåò íà îäíó ÷àøêó áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷êîì �+�, à ðåçóëüòàò
âçâåøèâàíèÿ � ðàâåíñòâîì.

Àëãîðèòì âåðèôèêàöèè î÷åíü ïðîñò:

1 = 2 (1)

1 + 2 = 3 + 4 (2)

1 + 2 + 3 + 4 = 5 + 6 + 7 + 8 (3)

Çàìåòèì, ÷òî ýòè òðè ïðîâåðêè ìîæíî äåëàòü â ëþáîì ïîðÿäêå.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ ðàâåíñòâ âñå 8 ìîíåò âåñÿò ïîðîâíó. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

1 è 2 âåñÿò ïîðîâíó. Êîãäà ìû ïîëîæèëè 1 è 2 íà îäíó ÷àøó âåñîâ, à ñïðàâà ïîëîæèëè äâå äðóãèå ìîíåòû è â ðåçóëüòàòå âåñ

îêàçàëñÿ ðàâíûì, ìû íåìåäëåííî ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî êàæäàÿ èç ìîíåò 3 è 4 âåñèò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ìîíåòû

1 è 2. Àíàëîãè÷íûé âûâîä î ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ìîíåòàõ äåëàåòñÿ íà îñíîâàíèè òðåòüåãî âçâåøèâàíèÿ.

2. 2K çà K. Îáîáùèòå ïðåäûäóùèé àëãîðèòì íà ñëó÷àé K âçâåøèâàíèé.

3. 10 çà 3: ïåðâàÿ ñëîæíàÿ çàäà÷à. Âåðèôèöèðîâàòü 10 ìîíåò çà òðè âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Ïîíà÷àëó çàäàíèå êàæåòñÿ íåðàçðåøèìûì. Òåì íå ìåíåå, ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

1 + (2 + 3) = (4 + 5 + 6) (4)

1 + (4 + 5 + 6) = (7 + 8 + 9 + 10) (5)

1 + (7 + 8 + 9 + 10) = (2 + 3) + (4 + 5 + 6) (6)

Ïîêàæåì, ÷òî èç âûïèñàííûõ òð¼õ ðàâåíñòâ äåéñòâèòåëüíî ñëåäóåò, ÷òî âñå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî. Îáîçíà÷èì âåñ
ìîíåòû 1 ÷åðåç x, âåñ ñóììû ìîíåò 2 è 3 � ÷åðåç y, âåñ ñóììû 4+5+6 � ÷åðåç z, à âåñ ñóììû 7+8+9+10 � ÷åðåç t. Òîãäà
ïîëó÷åííûå íàìè â ðåçóëüòàòå ïðîâåðîê òðè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò âûïîëíåíèå ñèñòåìû òð¼õ óðàâíåíèé:

x + y = z (7)

x + z = t (8)

x + t = y + z (9)

Ñëîæèì äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì ïîñëå ñîêðàùåíèé 2x = y. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ z = 3x, à èç âòîðîãî

� t = 4x. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äâå ìîíåòû 2 è 3 âåñÿò âäâîå áîëüøå ìîíåòû 1, òðè ìîíåòû 4, 5 è 6 âåñÿò â ñóììå âòðîå áîëüøå

ìîíåòû 1, à ïîñëåäíèå 4 ìîíåòû âåñÿò â÷åòâåðî áîëüøå ìîíåòû 1. Çíà÷èò, êàæäàÿ ìîíåòà âåñèò ðîâíî ñòîëüêî æå, ñêîëüêî

âåñèò ìîíåòà 1.

4. 100 çà 6. Âåðèôèöèðîâàòü 100 ìîíåò çà 6 âçâåøèâàíèé.

Ðåøåíèå: Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è õî÷åòñÿ ïîëó÷èòü äàðîì � èç ïðåäûäóùåãî. Íàïðèìåð, ðàçáèòü 100 ìîíåò íà 10 êó÷åê ïî
10 ìîíåò è äëÿ íà÷àëà çà òðè âçâåøèâàíèÿ äîêàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàâåíñòâî âåñîâ â êàæäîé êó÷êå. Ìîæåò áûòü,
ïîëó÷èòñÿ?

Äà, íåñîìíåííî. Çà òðè âçâåøèâàíèÿ ìû ñìîæåì óâèäåòü, ÷òî êàæäàÿ èç 10 êó÷åê ïî 10 ìîíåò èìååò îäèí è òîò æå âåñ.

Íó è ÷òî? À òî, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé èç êó÷åê îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ôàëüøèâûõ ìîíåò. Åñëè ìû òåïåðü äîêàæåì

ðàâåíñòâî âåñîâ âñåõ ìîíåò èç ëþáîé îäíîé êó÷êè (òî åñòü ÷òî ôàëüøèâûõ ìîíåò òàì èëè 0, èëè âñå 10), òî àâòîìàòè÷åñêè

îêàæåòñÿ, ÷òî è âñå îñòàëüíûå ìîíåòû òîæå âåñÿò îäèíàêîâî. À ýòî ìû óìååì äîêàçûâàòü åù¼ çà òðè âçâåøèâàíèÿ.

5. 10K çà 3K. Îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà 3K âçâåøèâàíèé.
Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, è ðåçóëüòàò �10K çà 3K� � íå íàèëó÷øèé.



6. 28 çà 4. Âåðèôèöèðîâàòü 28 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Äëÿ òð¼õ ïðîâåðîê è ÷åòûð¼õ ãðóïï ìû âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèÿìè, îñíîâàííûìè íà àðèôìåòè÷åñêèõ ðàâåí-
ñòâàõ 1 + 2 = 3, 1 + 3 = 4 è 2 + 3 = 1 + 4. À êàêèå ðàâåíñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü çäåñü?

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ïîñòóïàëè ðàíüøå, ìûñëåííî ðàçîáüåì âñå 28 ìîíåò íà íåñêîëüêî ãðóïï. À èìåííî, ïóñòü â
ãðóïïàõ áóäåò 1, 3, 6, 8 è 10 ìîíåò. Åñëè ìû ñ ïîìîùüþ ÷åòûð¼õ ðàâåíñòâ äîêàæåì, ÷òî âåñà ãðóïï òîæå îòíîñÿòñÿ êàê
1 : 3 : 6 : 8 : 10, òî ìû ðåøèì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Èñêîìûå ðàâåíñòâà � òàêèå:

1 + 8 = 3 + 6 (10)

1 + 3 + 6 = 10 (11)

1 + 10 = 3 + 8 (12)

1 + 3 + 10 = 6 + 8 (13)

À òåïåðü � äîêàçàòåëüñòâî. Ìû, êîíå÷íî, ìîæåì ñíîâà íà÷àòü �õèìè÷èòü� ñî ñëîæåíèåì óðàâíåíèé, ðàññ÷èòûâàÿ íà óäà÷ó.
Íî ìû ïîäîéäåì ê äåëó ïðîùå: ïåðåïèøåì ïåðâûå òðè ðàâåíñòâà â âèäå

1 + (8− 6) = 3 (14)

1 + 3 = (10− 6) (15)

1 + (10− 6) = 3 + (8− 6) (16)

Íè÷åãî íå íàïîìèíàåò?

Êîíå÷íî æå, ýòî òå ñàìûå ðàâåíñòâà, êîòîðûå ìû óæå âèäåëè â ïðèìåðå �10 çà 3�. Ìû çíàåì, ÷òî îíè âåðèôèöèðóþò

ãðóïïû èç 1, (8-6)=2, 3 è (10-6)=4 ìîíåò. Èíà÷å ãîâîðÿ, îíè äîêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà 8 âåñèò áîëüøå ãðóïïû 6 ðîâíî íà

2, à ãðóïïà 10 âåñèò áîëüøå ãðóïïû 6 ðîâíî íà 4. Íî ó íàñ åñòü åùå îäíî ðàâåíñòâî � 1 + 3 + 10 = 6 + 8, ðàâíîñèëüíîå

1 + 3 + (10 − 6) = 8. Ïîñêîëüêó 1, 3 è 10-6 óæå âåðèôèöèðîâàíû, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà 8 òîæå âåðèôèöèðîâàíà, à

çàîäíî ñ íåé îêàçûâàþòñÿ âåðèôèöèðîâàííûìè 6 è 10.

7. 30 çà 4. Âåðèôèöèðóéòå çà 4 âçâåøèâàíèÿ 30 ìîíåò.

Ðåøåíèå: Ðàçáèåíèå íà ãðóïïû � 2, 5, 6, 8, 9. Îòûùèòå ÷åòûðå íóæíûõ ðàâåíñòâà äëÿ ýòèõ ãðóïï.

8. 80 çà 5. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 5 âçâåøèâàíèé è 80 ìîíåò � òî÷íåå, ðàçáèåíèÿ íà ãðóïïû (3, 4, 9, 10, 26,
28).

9. 96 çà 5. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 5 âçâåøèâàíèé è 96 ìîíåò � òî÷íåå, ðàçáèåíèé íà ãðóïïû (1, 8, 14, 18, 25,
30) èëè (1, 12, 15, 20, 22, 26).

10. 114 çà 5. Òî æå äëÿ 114 ìîíåò � ãðóïïû (9, 12, 20, 22, 25, 26).
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò, íàïðèìåð, çà 10 âçâåøèâàíèé âåðèôèöèðîâàòü

1142 = 12996 ìîíåò. Ñðàâíèòå ýòî ñ �îæèäàåìûì� ïîíà÷àëó çíà÷åíèåì 210 = 1024!

Çàäà÷à îá ýêñïåðòå

Â çàäà÷àõ îá ýêñïåðòå îáû÷íî ôèãóðèðóþò äâà ïåðñîíàæà � �ýêñïåðò� è �ñóäüÿ�. Ñóäüå èçâåñòíî îáùåå ÷èñëî
ôàëüøèâûõ ìîíåò, à òàêæå òî, ÷òî âñå ôàëüøèâûå âåñÿò îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî, è
ôàëüøèâûå ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Ýêñïåðò æå çíàåò âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû. Çàäà÷à ýêñïåðòà � óáåäèòü â ñïðàâåä-
ëèâîñòè ñâîåãî çíàíèÿ (ëîãè÷åñêè ìûñëÿùåãî è ìàòåìàòè÷åñêè îáðàçîâàííîãî) ñóäüþ.

Èòàê...

11. Íà ñóäå â êà÷åñòâå âåùåñòâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëî ïðåäúÿâëåíî 2N ïðîíóìåðîâàííûõ ìîíåò. Ýêñïåðò
îáíàðóæèë, ÷òî ìîíåòû ñ 1-é ïî N -þ � ôàëüøèâûå, à ñ (N + 1)-é ïî 2N -þ � íàñòîÿùèå. Ñóä æå çíàåò òîëüêî,
÷òî âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå ôàëüøèâûå òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî, è ÷òî ôàëüøèâûå ìîíåòû
ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Â ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðòà � ÷àøå÷íûå âåñû áåç ãèðü.

Ýêñïåðò õî÷åò äîêàçàòü ñóäó, ÷òî ìîíåòû ñ 1-é ïî N -þ � ôàëüøèâûå, à ñ (N + 1)-é ïî 2N -þ � íàñòîÿùèå.
Êàê ýêñïåðòó ñäåëàòü ýòî çà òðè âçâåøèâàíèÿ à) äëÿ N = 7; b) äëÿ N = 9?
Ðåøåíèå: a) Ïåðâûì âçâåøèâàíèåì ýêñïåðò ñðàâíèâàåò ìîíåòû 1 è 8. (1 > 8). Ñóäüÿ óáåæäàåòñÿ, ÷òî ìîíåòà 8 � ôàëüøèâàÿ,
à 1 � íàñòîÿùàÿ.

Âòîðûì âçâåøèâàíèåì ýêñïåðò ñðàâíèâàåò 1+9+10 ñ 2+3+8. (2 + 3 + 8 > 1 + 9 + 10). Ñóäüÿ âèäèò, ÷òî äîáàâëåíèå äâóõ
íåèçâåñòíûõ ìîíåò ê òÿæåëîé ÷àøå è äâóõ íåèçâåñòíûõ ìîíåò ê ëåãêîé ÷àøå ïîìåíÿëî ñèòóàöèþ íà âåñàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ê òÿæåëîé ÷àøå áûëè äîáàâëåíû äâå ëåãêèõ ìîíåòû, à ê ëåãêîé � äâå òÿæåëûõ. Ýòî äîêàçûâàåò åìó, ÷òî ìîíåòû 2 è 3 �
íàñòîÿùèå, à 9 è 10 � ôàëüøèâûå.

Íàêîíåö, ýêñïåðò ñðàâíèâàåò (1 + 2 + 3) + (11 + 12 + 13 + 14) c (4 + 5 + 6 + 7) + (8 + 9 + 10). Âîññòàíîâèòå ðàññóæäåíèÿ,
êîòîðûå ïî ðåçóëüòàòó ýòîãî âçâåøèâàíèÿ ñìîæåò ïðîäåëàòü ñóäüÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî âçâåøèâàíèé, ïðè ýòîì äëÿ N âçâåøèâàíèé ó ýêñïåðòà ïîëó÷àåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî äëÿ 2N íàñòîÿùèõ è òàêîãî æå ÷èñëà ôàëüøèâûõ ìîíåò.

b) Ïðåäâàðèòåëüíîå äåéñòâèå: ýêñïåðò ãðóïïèðóåò ìîíåòû â òàêèå òðè êó÷êè: À (1, 2; 10, 11); Á (3, 4, 5; 12, 13, 14); Â (6, 7,
8, 9; 15, 16, 17, 18); Â êàæäîé êó÷êå ïîðîâíó íàñòîÿùèõ è ôàëüøèâûõ ìîíåò, ýêñïåðòó ýòî èçâåñòíî, à ñóäüå áóäåò äîêàçàíî
â ðåçóëüòàòå âçâåøèâàíèé.



1) Íà ëåâóþ ÷àøêó âåñîâ êëàäóòñÿ íàñòîÿùèå ìîíåòû èç êó÷êè À è ôàëüøèâûå èç êó÷êè Á, à íà ïðàâóþ � ôàëüøèâûå èç
êó÷êè À è íàñòîÿùèå èç êó÷êè Á. Ïðàâàÿ ÷àøêà òÿæåëåå ëåâîé.

2) Íà ëåâóþ ÷àøêó âåñîâ êëàäóòñÿ íàñòîÿùèå ìîíåòû èç êó÷êè Á è ôàëüøèâûå èç êó÷êè Â, à íà ïðàâóþ � ôàëüøèâûå èç
êó÷êè Á è íàñòîÿùèå èç êó÷êè Â. Ïðàâàÿ ÷àøêà òÿæåëåå ëåâîé.

3) Íà ëåâóþ ÷àøêó âåñîâ êëàäóòñÿ íàñòîÿùèå ìîíåòû èç êó÷êè Â è ôàëüøèâûå èç êó÷åê À è Á, à íà ïðàâóþ � ôàëüøèâûå
èç êó÷êè Â è íàñòîÿùèå èç êó÷åê À è Á. Ïðàâàÿ ÷àøêà òÿæåëåå ëåâîé.

Ïóñòü x � ðàçíîñòü âåñîâ íàñòîÿùèõ è ôàëüøèâûõ ìîíåò êó÷êè A, ò.å. x = (1 + 2)− (10 + 11), y � òî æå ñàìîå äëÿ êó÷êè
Á, òî åñòü y = (3 + 4 + 5) − (12 + 13 + 14), è, àíàëîãè÷íî, z = (6 + 7 + 8 + 9) − (15 + 16 + 17 + 18). Ðàçíîñòü ìåæäó âåñîì
ôàëüøèâîé è âåñîì íàñòîÿùåé ìîíåòû ìîæåì ñ÷èòàòü ðàâíîé 1.

Íàøè âçâåøèâàíèÿ äîêàçàëè ñóäüå ñëåäóþùèå òðè íåðàâåíñòâà: y > x, z > y, x + y > z. Ïîñêîëüêó x, y è z � öåëûå

÷èñëà, òî ñòðîãèå íåðàâåíñòâà ìîæíî çàìåíèòü íà íåñòðîãèå: y ≥ x + 1, z ≥ y + 1, x + y ≥ z + 1. Ñðàâíèâàÿ âòîðîå è òðåòüå

íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì x + y + z ≥ y + z + 2, îòêóäà x ≥ 2. Ñêëàäûâàÿ âñå òðè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì y ≥ 3. Íàêîíåö, èç

óæå ïîëó÷åííîãî äåëàåì âûâîä z ≥ 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó êàêèìè-òî K ìîíåòàìè è äðóãèìè

K ìîíåòàìè íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì K, ïðè÷åì ðàâåíñòâî áûâàåò òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðâûå ìîíåòû � íàñòîÿùèå, à

âòîðûå � ôàëüøèâûå. Ýòî è äîêàçûâàåò ñóäüå âñ¼, ÷òî íàäî.

12. Óñòàíîâèòå ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì ïóíêòà á) ýòîé çàäà÷è è ðåøåíèåì çàäà÷è î âåðèôèêàöèè 10 ìîíåò çà
òðè âçâåøèâàíèÿ.

13. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîìó àëãîðèòìó âåðèôèêàöèè K ìîíåò, â êîòîðîì âåëè÷èíà îäíîé èç êó÷åê ìîíåò ðàâíà
1, ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è îá ýêñïåðòå äëÿ K − 1 íàñòîÿùèõ è K − 1 ôàëüøèâûõ ìîíåò.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äëÿ ìîíåò òðåõ òèïîâ

Î÷åíü èíòåðåñíûì ñëó÷àåì îáùåé çàäà÷è î âåðèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à: ìîíåòû ìîãóò áûòü ëèáî íàñòî-
ÿùèìè (ñêàæåì, âåñÿùèìè 10 ã), ëèáî ëåãêèìè ôàëüøèâûìè (9 ã), ëèáî òÿæåëûìè ôàëüøèâûìè (11 ã). [Çäåñü
âàæíî òîëüêî òî, ÷òî âåñà 9, 10, 11 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.] Êàê è ðàíüøå, ïåðåä íàìè ñòîèò
çàäà÷à � äîêàçàòü, ÷òî âñå ìîíåòû íà ñàìîì äåëå âåñÿò ïîðîâíó.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ N ìîíåò ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà N − 1 âçâåøèâàíèå, ïðîñòî ñðàâíèâ
îäíó ìîíåòó ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Åñëè âñå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, ýòî áóäåò çàôèêñèðîâàíî â ðåçóëüòàòå
òàêèõ âçâåøèâàíèé. Íî ýòîò ðåçóëüòàò àáñîëþòíî òðèâèàëåí.

Ìû æå íà÷íåì ñðàçó ñ íåòðèâèàëüíîãî ðåçóëüòàòà.

14. 6 çà 4. Ïðîòåñòèðóéòå 6 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Àëãîðèòì áàçèðóåòñÿ íà òàêîì ñâîéñòâå: åñëè â óñëîâèÿõ çàäà÷è (a, b, c) � âåñà ìîíåò è 3a = 2b+ c, òî a = b = c.
Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî.

Ïî ñâîéñòâó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ëèáî c = 2a − b, ëèáî c = 2b − a, ëèáî c = a+b
2
. Â êàæäîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ,

ïîäñòàâëÿÿ óêàçàííîå çíà÷åíèå c â ðàâåíñòâî c = 3a − 2b, óáåæäàåìñÿ, ÷òî a = b, à ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óñëîâèå, ïîëó÷àåì
c = 3a− 2b = a.

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê èñïîëüçîâàòü ýòî ðàâåíñòâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà øåñòè ìîíåò. Ñíà÷àëà (äâóìÿ âçâåøèâà-

íèÿìè) óáåäèìñÿ, ÷òî ïåðâûå òðè ìîíåòû ðàâíû ïî âåñó. (Îáîçíà÷èì èõ âåñ ÷åðåç a). Çàòåì (îäíèì âçâåøèâàíèåì) óáåäèìñÿ,

÷òî ÷åòâåðòàÿ ìîíåòà ðàâíà ïÿòîé (ïóñòü èõ âåñ ðàâåí b). Íàêîíåö, âåñ øåñòîé ìîíåòû îáîçíà÷èì c. Ïîëîæèâ íà îäíó ÷àøó

âåñîâ ìîíåòû 1, 2 è 3, à íà äðóãóþ � ìîíåòû 4, 5 è 6, óáåäèìñÿ, ÷òî âåñû â ðàâíîâåñèè. Îòñþäà (ðàññóæäåíèå ñì. âûøå)

çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå 6 ìîíåò âåñÿò îäèíàêîâî.

15. 5 çà 3. Ïðîòåñòèðóéòå 5 ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Êëþ÷åâàÿ èäåÿ òà æå ñàìàÿ, íî âçâåøèâàíèÿ áóäóò íåìíîãî äðóãèìè. Ïóñòü ó íàñ åñòü ìîíåòû a, b, c, d, e.

a + d = b + c (17)

a + e = b + d (18)

a = e (19)

(20)

Åñëè ñëîæèòü ýòè òðè ðàâåíñòâà, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç 3a = 2b+ c. Êàê ìû óæå çíàåì, èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî a = b = c. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì d = b + c− a = a.

16. 3n + 2 çà 2n + 1. Ïðîòåñòèðóéòå 3n + 2 ìîíåòû çà 2n + 1 âçâåøèâàíèå (n > 0).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå fA(n) � êîëè÷åñòâî ìîíåò, êîòîðîå óäàåòñÿ îòòåñòèðîâàòü àëãîðèòìîì À çà n âçâåøè-

âàíèé. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì f(n) = max
A

fA(n) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà òåñòèðóåìûõ ìîíåò ïî âñåì

àëãîðèòìàì. Íèæå ìû áóäåì äîêàçûâàòü íèæíèå îöåíêè äëÿ f(n), êîòîðûå íà ñàìîì äåëå áóäóò ñâîäèòüñÿ
ïðîñòî ê ïðåäúÿâëåíèþ àëãîðèòìà, äàþùåãî íóæíîå çíà÷åíèå fA(n) äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé n.

Ðåøåíèå: Íàì ïðåäñòîèò äîêàçàòü, ÷òî f(2n + 1) ≥ 3n + 2. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èíäóêöèîííûì. Áàçà èíäóêöèè fA(3) = 5
äîêàçàíà âûøå, à ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàê äîáàâëÿòü 3 ìîíåòû ê óæå îòòåñòèðîâàííûì 3n+2 ìîíåòàì âñåãî çà 2 âçâåøèâàíèÿ.
Ýòî äåëàåòñÿ òàê: ïóñòü äîáàâëÿåìûå ìîíåòû âåñÿò b, c è d, à êàæäàÿ èç îòòåñòèðîâàííûõ ìîíåò âåñèò a. Èñêîìûå äâà
âçâåøèâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâ:



b = d (21)

3a = b + c + d (22)

(23)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì 3a = 2b+ c, îòêóäà, êàê è âûøå, äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî a = b = c. Ðàâåíñòâî
b = d çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî f(2n + 1) ≥ 3n + 2 íåóëó÷øàåìî. Îäíàêî ýòî íåâåðíî, êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùèõ

ïðèìåðàõ.

17. 4+2 çà 3. Ïðîòåñòèðóéòå ãðóïïó èç 4 ìîíåò è åùå ïàðó ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Ïóñòü ó íàñ åñòü ìîíåòû a, b, c, d, e è f , à ìû õîòèì äîêàçàòü a = b = c = d è e = f .
Ñõåìà âçâåøèâàíèé:

e− f = a− b (24)

e− f = b− c (25)

e− f = c− d (26)

(27)

Ìû çäåñü çàïèñàëè ðàçíîñòè âìåñòî ñóìì. Åñëè ñëîæèòü ýòè òðè ðàâåíñòâà, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ðåçóëüòàò 3(e−f) =

a − d. Íî ðàçíîñòü ìåæäó ìîíåòàìè a è d, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âåñèò ëèáî n, ëèáî n − 1, ëèáî n + 1, äîëæíà áûòü íå áîëåå

2, à âåëè÷èíà 3(e − f) êðàòíà 3. Ïîýòîìó è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíû 0, òî åñòü e = f è a = d.

Ïîäñòàâèâ e = f â êàæäîå èç èñõîäíûõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì, ÷òî a = b, b = c è c = d, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

18. 7 çà 4. Ïðîòåñòèðóéòå 7 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Âûøå ìû ïðîòåñòèðîâàëè 4+2. Èòàê, a1 = a2 = a3 = a4 = a è b1 = b2 = b. Îòëîæèì îäíó èç ìîíåò ai è äîáàâèì

íà âåñû åùå îäíó ìîíåòó c, êîòîðóþ ìû äî ñèõ ïîð íå èñïîëüçîâàëè. Òî÷íåå, ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì 3a = 2b + c,

êîòîðîå è äîêàæåò íàì ïîëíîå ðàâåíñòâî âñåõ 4+2+1 ìîíåò.

19. 14 çà 11. Ïðîòåñòèðóéòå 14 ìîíåò çà 11 âçâåøèâàíèé.

Ðåøåíèå: Çäåñü íåîáõîäèìî äîêàçàòü åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî âåñîâ ìîíåò: åñëè 7a = 4b + 2c + d, òî a = b = c = d.
Äîêàæåì åãî.

Åñëè ñïðàâà åñòü íåðàâíûå ïî âåñó ìîíåòû, òî ïðàâàÿ ÷àøà âåñèò áîëüøå, ÷åì 7min(b, c, d), íî ìåíüøå, ÷åì 7max(b, c, d).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåñ ìîíåòû a çàêëþ÷åí ìåæäó min(b, c, d) è max(b, c, d), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ÷ëåíîì àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè. Çàïèøåì ðàâåíñòâî êàê 4(b − a) + 2(c − a) + (d − a) = 0. Êàæäîå èç âûðàæåíèé â ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ èëè ±1
(íàïîìíèì, ÷òî 1 � ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè), ïîýòîìó ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì èç ñîîáðàæåíèé ÷¼òíîñòè, ÷òî
d− a = 0, çàòåì äåëèì íà 2 è ïîëó÷àåì c− a = 0, à çàòåì è b− a = 0. Èòàê, b = c = d = a, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåðèôèêàöèè 7+4+2+1 ìîíåò äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè 6+3+1 ïðåäâàðèòåëüíîå âçâåøèâàíèå, óñòàíàâ-

ëèâàþùåå 6 ðàâåíñòâ ìîíåò �a�, òðè ðàâåíñòâà ìîíåò �b�, îäíî ðàâåíñòâî äëÿ äâóõ ìîíåò �c�, à ïîñëå ýòîãî � åùå îäíî

âçâåøèâàíèå âñåõ 14 ìîíåò, äîêàçûâàþùåå èõ ïîëíóþ èäåíòè÷íîñòü.

20. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî f(4n) ≥ 7n.

Ðåøåíèå: Áàçà èíäóêöèè � ïðîâåðêà 7 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ, à äëÿ ïåðåõîäà íàì íàäî äîáàâëÿòü êàæäûå ñëåäóþùèå 7
ìîíåò ê óæå âåðèôèöèðîâàííûì çà 4 âçâåøèâàíèÿ. Îáå ýòèõ îïåðàöèè ìû óæå ôàêòè÷åñêè íàó÷èëèñü äåëàòü.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò �7n ìîíåò çà 4n âçâåøèâàíèé� äà¼ò àñèìïòîòè÷åñêèé âûèãðûø ïåðåä ïðåäûäóùèì ðåçóëüòàòîì
�3n + 2 ìîíåò çà 2n + 1 âçâåøèâàíèå�: ðàíüøå ìû çà êàæäûå 4 ïðîâåðêè óâåëè÷èâàëè ÷èñëî âåðèôèöèðîâàííûõ ìîíåò íà 6,
à ñåé÷àñ � íà 7.

Îäíàêî è ýòîò ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì.

21. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî f(8n + 1) ≥ 15n

22. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà f(16n + 2) ≥ 31n, f(32n + 3) ≥ 63n, à òàêæå îáùèé ñëó÷àé � íåðàâåíñòâî

f
(
2kn + (k − 2)

)
≥

(
2k+1 − 1

)
n (28)

23. Êàê âû äóìàåòå, ìîæíî ëè ïðîòåñòèðîâàòü çà K âçâåøèâàíèé áîëåå ÷åì 2K ìîíåò?



Õàíîéñêàÿ áàøíÿ.

1. Õàíîéñêàÿ áàøíÿ. Ïóñòü åñòü òðè ñòîëáèêà, íà îäèí èç êîòîðûõ íàíèçàíû êîëüöà ðàçëè÷íîãî ðàäèóñà; ïðè
ýòîì âíèçó íàõîäèòñÿ ñàìîå øèðîêîå êîëüöî, íàä íèì � âòîðîå ïî äèàìåòðó, . . . , íàâåðõó ëåæèò ñàìîå óçêîå
êîëüöî. Äâà äðóãèå ñòîëáèêà èçíà÷àëüíî ñâîáîäíû îò êîëåö. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü îäíî èç âåðõíèõ êîëåö
ñ ëþáîãî ñòîëáèêà è ïåðåíåñòè åãî íà äðóãîé ñòîëáèê, ïðè ýòîì çàïðåùåíî êëàñòü êîëüöî íà áîëåå óçêîå.
Êàê ïåðåíåñòè âñå êîëüöà íà òðåòèé ñòîëáèê? Êàêîâî íàèìåíüøåå ÷èñëî ïåðåêëàäûâàíèé äëÿ ýòîãî íóæíî
ïðîèçâåñòè?

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì n � êîëè÷åñòâî êîëåö, K1, . . . , Kn � êîëüöà (K1 � êîëüöî ìèíèìàëüíîãî äèàìåòðà, Kn � ìàêñè-
ìàëüíîãî). Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïðèä¼òñÿ ïðîèçâåñòè ìèíèìóì 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèé (è ýòîãî ÷èñëà äîñòàòî÷íî).
Áóäåì íàçûâàòü ñòîëáèê, ñ êîòîðîãî ïåðåíîñèì êîëüöà, �èñõîäíûì�, íà êîòîðîå � �öåëåâûì�, îñòàâøèéñÿ � �èñõîäíûì�.

Áàçà: n = 1.
Ïåðåõîä. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèÿ äîñòàòî÷íî.

1. Ïåðåíåñ¼ì êîëüöà K1, . . . , Kn−1 ñ ïåðâîãî íà âòîðîé ñòîëáèê, ïîëüçóÿñü òðåòüèì êàê âðåìåííûì.

2. Ïåðåíåñ¼ì êîëüöî Kn ñ ïåðâîãî íà òðåòèé ñòîëáèê

3. Íàêîíåö, ïåðåíåñ¼ì K1, . . . , Kn−1 ñî âòîðîãî íà òðåòèé ñòîëáèê, ïîëüçóÿñü ïåðâûì êàê âðåìåííûì.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íà ïåðâîå è òðåòüå äåéñòâèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî 2n−1 − 1 äåéñòâèé, çíà÷èò, âñåãî 2n − 1
äåéñòâèé.

Ïî÷åìó ìåíüøèì ÷èñëîì äåéñòâèé îáîéòèñü íåëüçÿ? Ðàññìîòðèì ñàìîå øèðîêîå êîëüöî (Kn). ×òîáû åãî ïåðåíåñòè,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíî îñòàëîñü åäèíñòâåííûì â ñâî¼ì ñòîëáèêå, è ÷òîáû áûë îäèí ïóñòîé ñòîëáèê. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî
ïåðåíåñòè êîëüöà K1, . . . , Kn−1 íà �âðåìåííûé� ñòîëáèê (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ýòî çàíèìàåò íå ìåíåå 2n−1 − 1
äåéñòâèé); ïîñëå ïåðåíîñà ñàìîãî øèðîêîãî êîëüöà íóæíî ïåðåíåñòè âñå îñòàëüíûå êîëüöà íà òîò ñòîëáèê, ãäå ïîêîèòñÿ
ñàìîå øèðîêîå (åù¼ 2n−1 − 1 äåéñòâèé, ïëþñ îäíî íà ïåðåíîñ øèðîêîãî).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà áûë óêàçàí àëãîðèòì ïåðåíîñà. Åãî îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ âûïîë-

íåíèÿ çàäà÷è îí âûçûâàåò ñàì ñåáÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ýòî ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì.

2. Íåðåêóðñèâíûé ïåðåíîñ Õàíîéñêîé áàøíè. Ñîñòàâüòå íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïåðâóþ çàäà÷ó.

Ðåøåíèå: Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì, êàêèå èìåííî äåéñòâèÿ ïðîèçâîäèò íàø ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå
ïðèìåðà áàøíþ èç ÷åòûðåõ äèñêîâ.
(1) 1: 1→2

(2) 2: 3←1

(3) 1: 2→3

(4) 3: 1→2

(5) 1: 3→1

(6) 2: 2←3

(7) 1: 1→2

(8) 4: 3←1

(9) 1: 2→3

(10) 2: 1←2

(11) 1: 3→1

(12) 3: 2→3

(13) 1: 1→2

(14) 2: 3←1

(15) 1: 2→3

Âèäíî, ÷òî êàæäîå êîëüöî âñåãäà äâèæåòñÿ â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè: ñàìîå óçêîå � òîëüêî âïðàâî, ñëåäóþùåå �
òîëüêî âëåâî è òàê äàëåå. Êðîìå òîãî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîñëåæèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ïåðåíîñèìîãî êîëüöà îò íîìåðà
õîäà: íà íå÷¼òíûõ õîäàõ äâèãàåòñÿ ñàìîå óçêîå êîëüöî (K1), íà õîäàõ, äàþùèõ îñòàòîê äâà ïî ìîäóëþ ÷åòûðå � ñëåäóþùåå
(K2), . . . Îñòàëîñü îáîñíîâàòü ýòè äîãàäêè.

Äîêàæåì, ÷òî íà õîäå ñ íîìåðîì k ïåðåíîñèòñÿ êîëüöî ñ òàêèì íîìåðîì m, ÷òî k äåëèòñÿ íà 2m−1, íî íå äåëèòñÿ íà 2m,
è ïðè ýòîì ïåðåíîñ ïðîèçâîäèòñÿ �âïðàâî� (ñ ïåðâîãî íà âòîðîé, ñî âòîðîãî íà òðåòèé, ñ òðåòüåãî íà ïåðâûé), åñëè ÷¼òíîñòè
m è n ðàçëè÷íû.

Âíîâü ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà: �ïåðåíåñ¼ì êîëüöà
K1, . . . , Kn−1 ñ ïåðâîãî íà âòîðîé ñòîëáèê, ïîëüçóÿñü òðåòüèì êàê âðåìåííûì�. Çàìåòèì, ÷òî óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà êî-
ëåö ìåíÿåò ÷¼òíîñòü ïàðàìåòðà n, à ïåðåíóìåðàöèÿ êîëåö � ê èçìåíåíèþ �îðèåíòàöèè�, òàê ÷òî â èòîãå ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî íà õîäå ñ íîìåðîì 2n−1 ïåðåíîñèòñÿ êîëüöî Kn, ïðè÷¼ì ïîâîðîò ïðîèçâîäèòñÿ �âëåâî�
(ñ ïåðâîãî íà òðåòèé). Íàêîíåö, íà òðåòüåì øàãå àëãîðèòìà òî÷íî òàê æå ìåíÿåòñÿ ÷¼òíîñòü n è îðèåíòàöèÿ; êðîìå òîãî, ê
íîìåðó õîäà ïðèáàâëÿåòñÿ 2n−1, íî íà äåëèìîñòü ýòî íå âëèÿåò, òàê êàê ýòà ïðèáàâêà çàâåäîìî äåëèòñÿ íà 2m äëÿ m ≤ n− 1.

Èòàê, òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñóùåñòâåííî íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î Õàíîéñêîé áàøíå: ñíà÷àëà ïî

íîìåðó õîäà k îïðåäåëÿåì íîìåð êîëüöà m, çàòåì ïî íåìó è êîëè÷åñòâó êîëåö n � íàïðàâëåíèå ïåðåíîñà. Îñòàëîñü âûÿñíèòü,

íà êàêîì ñòîëáèêå ê äàííîìó õîäó íàõîäèëîñü ýòî êîëüöî. Ïîñêîëüêó ïåðåíîñ îñóùåñòâëÿåòñÿ âñåãäà â îäíîì íàïðàâëåíèè,

äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ðàç ïåðåíîñèëè ýòî êîëüöî, òî åñòü ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî k äåëÿòñÿ íà 2m−1, íî íå äåëÿòñÿ íà

2m. Ðàçäåëèì k íà 2m−1. Òîãäà èñêîìàÿ âåëè÷èíà � ÷èñëî íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 1 äî k
2m−1 . Íîìåð êîëüöà ìîæíî îïðåäåëèòü,

âçÿâ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåíîñîâ íà 3.



3. Ñáîðêà Õàíîéñêîé áàøíè. Ïóñòü êîëüöà íàíèçàíû íà ñòåðæíè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, íî êàæäîå êîëüöî
ëåæèò íà áîëåå øèðîêîì èëè ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì áàøíè. Äîêàæèòå, ÷òî äåëàÿ õîäû ïî ïðàâèëàì, ìîæíî
ñîáðàòü âñå êîëüöà íà ïåðâîì ñòåðæíå. Ñêîëüêî îïåðàöèé ïîòðåáóåòñÿ â õóäøåì ñëó÷àå?

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ñàìîå øèðîêîå êîëüöî. Åñëè åãî èñõîäíîå ïîëîæåíèå ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìûì, ðåøèì çàäà÷ó äëÿ

êîëåö K1, . . . , Kn−1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîáåðåì áàøíþ èç n − 1 êîëåö íà îñòàâøåìñÿ ñòåðæíå, ïåðåíåñ¼ì ñàìîå øèðîêîå

êîëüöî è, íàêîíåö, ïåðåíåñ¼ì áàøíþ èç n−1 êîëåö íà öåëåâîé ñòåðæåíü. Îöåíêà ÷èñëà äåéñòâèé òàêàÿ æå, êàê è äëÿ îáû÷íîé

çàäà÷è î Õàíîéñêèõ áàøíÿõ � 2n − 1

4. Ñáîðêà Õàíîéñêîé áàøíè-2. Ïóñòü, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, áàøíÿ ìîæåò áûòü ñîáðàíà íà ëþáîì
ñòåðæíå. Êàê èçìåíèòñÿ ÷èñëî òðåáóåìûõ äåéñòâèé?

Ðåøåíèå: Ñîáåð¼ì áàøíþ íà òîì ñòåðæíå, ãäå ëåæèò ñàìûé øèðîêèé ñòåðæåíü. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì îöåíêó 2n−1 − 1.

5. Ïåðåõîä ìåæäó Õàíîéñêèìè êîíôèãóðàöèÿìè. Ïóñòü åñòü äâà ðàñïîëîæåíèÿ êîëåö íà ñòåðæíÿõ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ (íè îäíî èç êîëåö íå ëåæèò íà áîëåå óçêîì). Êàê, äåëàÿ õîäû ïî ïðàâèëàì, ïåðåéòè îò îäíîãî
èç íèõ ê äðóãîìó? Êàêîâî òðåáóåìîå ÷èñëî ïåðåíîñîâ?

Ðåøåíèå: Âíîâü ïîñìîòðèì íà ñàìîå øèðîêîå êîëüöî. Åñëè åãî ïîëîæåíèå â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèíàêîâî, ðåøèì çàäà÷ó äëÿ

êîëåö K1, . . . , Kn−1; èíà÷å äîñòàòî÷íî îñâîáîäèòü äâà ñòåðæíÿ � òîò, íà êîòîðîì ýòî êîëüöî, è òîò, íà êîòîðîì îíî äîëæíî

áûòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íà òðåòüåì áóäåò ñîáðàíà áàøíÿ èç K1, . . . , Kn−1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òàêóþ æå îöåíêó, êàê è â

ïåðâîé çàäà÷å.

6. Õàíîéñêîå ðàññòîÿíèå. Õàíîéñêîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, òàê ÷òî ðàçíûì
êîíôèãóðàöèÿì áóäóò ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå ÷èñëà: äëÿ ýòîãî çàíóìåðóåì ñòîëáöû öèôðàìè 0, 1, 2,
è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîîòâåòñòâóþò öèôðàì â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Äàëåå çàïèøåì â i-þ ïîçèöèþ
òðîè÷íîãî ÷èñëà òó öèôðó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòåðæíþ, íà êîòîðûé íàñàæåíî i-å êîëüöî.

Õàíîéñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ êîíôèãóðàöèÿìè áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ ìåæäó íèìè.
Îáîçíà÷èì åãî han(i, j). Ïîíÿòíî, ÷òî han(i, i) = 0, han(i, j) = han(j, i), han(i, j) ≤ han(i, k) + han(k, j)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè êðàò÷àé-
øåì ïåðåõîäå îò i ê j (â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî k ëåæèò ìåæäó i è j).

Ïîñ÷èòàéòå han(10023, 01123)
Êàê âû÷èñëÿòü han(0, i)? À han(i, j)?

7. Ñáîðêà Õàíîéñêîé áàøíè âñëåïóþ. Ïóñòü â çàäà÷å î ñáîðå Õàíîéñêîé áàøíè ðàñïîëîæåíèå êîëåö íå èçâåñòíî.
Áóäåì çàïèñûâàòü õîä ñ ïîìîùüþ ïàðû (Ki,Kj), êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ñ êàêîãî ñòåðæíÿ íà êàêîé ïåðåíîñèòñÿ
êîëüöî. Åñëè òàêîé ïåðåíîñ ïðîòèâîðå÷èò ïðàâèëàì, áóäåì ïðîïóñêàòü ýòîò õîä. Ìîæíî ëè âûïèñàòü òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, âûïîëíåíèå êîòîðîé ïðèâåä¼ò ê òîìó, ÷òî áàøíÿ áóäåò ñîáðàíà íà òðåòüåì êîëüöå?
Êàê òîëüêî áàøíÿ îêàçûâàåòñÿ ñîáðàííîé, âûïîëíåíèå õîäîâ ïðåêðàùàåòñÿ.

Ðåøåíèå: Çàíóìåðóåì âñå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè. Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, ñîáèðàþùóþ ïåðâóþ èç íèõ,

è ïîñìîòðèì, â êàêóþ ïåðåõîäèò êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ êîíôèãóðàöèé. Ïîñëå ýòîãî âûïèøåì õîäû, ñîáèðàþùèå âòîðóþ

êîíôèãóðàöèþ (ñ ó÷¼òîì òîãî, êàê å¼ èçìåíèëà ïåðâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü), è òàê äàëåå.


