
Äâàäöàòü âòîðàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 2�27 èþëÿ 2006 ãîäà, 8 êëàññ.

Íåñòàíäàðòíûå âçâåøèâàíèÿ, 8 èþëÿ.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà

Ïóñòü åñòü íåñêîëüêî ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ôàëüøèâûå (âåñÿùèå îäèíàêîâî, íî ìåíüøå íàñòîÿùèõ).
Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çà çàäàííîå ÷èñëî âçâåøèâàíèé óáåäèòüñÿ, ÷òî ôàëüøèâûõ ìîíåò íà ñàìîì äåëå
íåò, òî åñòü ÷òî âñå ýòè ìîíåòû íà ñàìîì äåëå âåñÿò îäèíàêîâî. Ýòîò ïðîöåññ ìû áóäåì íàçûâàòü âåðèôèêàöèåé
èëè òåñòèðîâàíèåì, à îòäåëüíûå âçâåøèâàíèÿ áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðîâåðêàìè).

1. 8 çà 3. Âåðèôèöèðîâàòü 8 ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî íàøè âçâåøèâàíèÿ äîëæíû ñîäåðæàòü ðàâíîå ÷èñëî ìîíåò íà âåñàõ (èíà÷å ìû ïðîñòî
òåðÿåì âçâåøèâàíèå âïóñòóþ), à ÷àøè âåñîâ äîëæíû îñòàâàòüñÿ â ðàâíîâåñèè � èíà÷å âåðèôèêàöèÿ íåìåäëåííî ïðåêðàùàåòñÿ
ñ îòðèöàòåëüíûì ðåçóëüòàòîì �íå âñå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî�. Âåñü âîïðîñ â òîì, êàêèå âûâîäû ìû ñìîæåì ñäåëàòü èç
ïîëó÷åííûõ íàìè òð¼õ ðàâåíñòâ.

Îáîçíà÷èì ìîíåòû ÷èñëàìè îò 1 äî 8, ïîìåùåíèå ìîíåò íà îäíó ÷àøêó áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷êîì �+�, à ðåçóëüòàò
âçâåøèâàíèÿ � ðàâåíñòâîì.

Àëãîðèòì âåðèôèêàöèè î÷åíü ïðîñò:

1 = 2 (1)

1 + 2 = 3 + 4 (2)

1 + 2 + 3 + 4 = 5 + 6 + 7 + 8 (3)

Çàìåòèì, ÷òî ýòè òðè ïðîâåðêè ìîæíî äåëàòü â ëþáîì ïîðÿäêå.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ ðàâåíñòâ âñå 8 ìîíåò âåñÿò ïîðîâíó. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

1 è 2 âåñÿò ïîðîâíó. Êîãäà ìû ïîëîæèëè 1 è 2 íà îäíó ÷àøó âåñîâ, à ñïðàâà ïîëîæèëè äâå äðóãèå ìîíåòû è â ðåçóëüòàòå âåñ

îêàçàëñÿ ðàâíûì, ìû íåìåäëåííî ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî êàæäàÿ èç ìîíåò 3 è 4 âåñèò ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ìîíåòû

1 è 2. Àíàëîãè÷íûé âûâîä î ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ìîíåòàõ äåëàåòñÿ íà îñíîâàíèè òðåòüåãî âçâåøèâàíèÿ.

2. 2K çà K. Îáîáùèòå ïðåäûäóùèé àëãîðèòì íà ñëó÷àé K âçâåøèâàíèé.

3. 10 çà 3: ïåðâàÿ ñëîæíàÿ çàäà÷à. Âåðèôèöèðîâàòü 10 ìîíåò çà òðè âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Ïîíà÷àëó çàäàíèå êàæåòñÿ íåðàçðåøèìûì. Òåì íå ìåíåå, ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

1 + (2 + 3) = (4 + 5 + 6) (4)

1 + (4 + 5 + 6) = (7 + 8 + 9 + 10) (5)

1 + (7 + 8 + 9 + 10) = (2 + 3) + (4 + 5 + 6) (6)

Ïîêàæåì, ÷òî èç âûïèñàííûõ òð¼õ ðàâåíñòâ äåéñòâèòåëüíî ñëåäóåò, ÷òî âñå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî. Îáîçíà÷èì âåñ
ìîíåòû 1 ÷åðåç x, âåñ ñóììû ìîíåò 2 è 3 � ÷åðåç y, âåñ ñóììû 4+5+6 � ÷åðåç z, à âåñ ñóììû 7+8+9+10 � ÷åðåç t. Òîãäà
ïîëó÷åííûå íàìè â ðåçóëüòàòå ïðîâåðîê òðè ðàâåíñòâà îçíà÷àþò âûïîëíåíèå ñèñòåìû òð¼õ óðàâíåíèé:

x + y = z (7)

x + z = t (8)

x + t = y + z (9)

Ñëîæèì äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì ïîñëå ñîêðàùåíèé 2x = y. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ z = 3x, à èç âòîðîãî

� t = 4x. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äâå ìîíåòû 2 è 3 âåñÿò âäâîå áîëüøå ìîíåòû 1, òðè ìîíåòû 4, 5 è 6 âåñÿò â ñóììå âòðîå áîëüøå

ìîíåòû 1, à ïîñëåäíèå 4 ìîíåòû âåñÿò â÷åòâåðî áîëüøå ìîíåòû 1. Çíà÷èò, êàæäàÿ ìîíåòà âåñèò ðîâíî ñòîëüêî æå, ñêîëüêî

âåñèò ìîíåòà 1.

4. 100 çà 6. Âåðèôèöèðîâàòü 100 ìîíåò çà 6 âçâåøèâàíèé.

Ðåøåíèå: Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è õî÷åòñÿ ïîëó÷èòü äàðîì � èç ïðåäûäóùåãî. Íàïðèìåð, ðàçáèòü 100 ìîíåò íà 10 êó÷åê ïî
10 ìîíåò è äëÿ íà÷àëà çà òðè âçâåøèâàíèÿ äîêàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàâåíñòâî âåñîâ â êàæäîé êó÷êå. Ìîæåò áûòü,
ïîëó÷èòñÿ?

Äà, íåñîìíåííî. Çà òðè âçâåøèâàíèÿ ìû ñìîæåì óâèäåòü, ÷òî êàæäàÿ èç 10 êó÷åê ïî 10 ìîíåò èìååò îäèí è òîò æå âåñ.

Íó è ÷òî? À òî, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé èç êó÷åê îäíî è òî æå êîëè÷åñòâî ôàëüøèâûõ ìîíåò. Åñëè ìû òåïåðü äîêàæåì

ðàâåíñòâî âåñîâ âñåõ ìîíåò èç ëþáîé îäíîé êó÷êè (òî åñòü ÷òî ôàëüøèâûõ ìîíåò òàì èëè 0, èëè âñå 10), òî àâòîìàòè÷åñêè

îêàæåòñÿ, ÷òî è âñå îñòàëüíûå ìîíåòû òîæå âåñÿò îäèíàêîâî. À ýòî ìû óìååì äîêàçûâàòü åù¼ çà òðè âçâåøèâàíèÿ.



5. 10K çà 3K. Îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà 3K âçâåøèâàíèé.
Îäíàêî, îêàçûâàåòñÿ, è ðåçóëüòàò �10K çà 3K� � íå íàèëó÷øèé.

6. 28 çà 4. Âåðèôèöèðîâàòü 28 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Äëÿ òð¼õ ïðîâåðîê è ÷åòûð¼õ ãðóïï ìû âîñïîëüçîâàëèñü óðàâíåíèÿìè, îñíîâàííûìè íà àðèôìåòè÷åñêèõ ðàâåí-
ñòâàõ 1 + 2 = 3, 1 + 3 = 4 è 2 + 3 = 1 + 4. À êàêèå ðàâåíñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü çäåñü?

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ïîñòóïàëè ðàíüøå, ìûñëåííî ðàçîáüåì âñå 28 ìîíåò íà íåñêîëüêî ãðóïï. À èìåííî, ïóñòü â
ãðóïïàõ áóäåò 1, 3, 6, 8 è 10 ìîíåò. Åñëè ìû ñ ïîìîùüþ ÷åòûð¼õ ðàâåíñòâ äîêàæåì, ÷òî âåñà ãðóïï òîæå îòíîñÿòñÿ êàê
1 : 3 : 6 : 8 : 10, òî ìû ðåøèì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Èñêîìûå ðàâåíñòâà � òàêèå:

1 + 8 = 3 + 6 (10)

1 + 3 + 6 = 10 (11)

1 + 10 = 3 + 8 (12)

1 + 3 + 10 = 6 + 8 (13)

À òåïåðü � äîêàçàòåëüñòâî. Ìû, êîíå÷íî, ìîæåì ñíîâà íà÷àòü �õèìè÷èòü� ñî ñëîæåíèåì óðàâíåíèé, ðàññ÷èòûâàÿ íà óäà÷ó.
Íî ìû ïîäîéäåì ê äåëó ïðîùå: ïåðåïèøåì ïåðâûå òðè ðàâåíñòâà â âèäå

1 + (8− 6) = 3 (14)

1 + 3 = (10− 6) (15)

1 + (10− 6) = 3 + (8− 6) (16)

Íè÷åãî íå íàïîìèíàåò?

Êîíå÷íî æå, ýòî òå ñàìûå ðàâåíñòâà, êîòîðûå ìû óæå âèäåëè â ïðèìåðå �10 çà 3�. Ìû çíàåì, ÷òî îíè âåðèôèöèðóþò

ãðóïïû èç 1, (8-6)=2, 3 è (10-6)=4 ìîíåò. Èíà÷å ãîâîðÿ, îíè äîêàçûâàþò, ÷òî ãðóïïà 8 âåñèò áîëüøå ãðóïïû 6 ðîâíî íà

2, à ãðóïïà 10 âåñèò áîëüøå ãðóïïû 6 ðîâíî íà 4. Íî ó íàñ åñòü åùå îäíî ðàâåíñòâî � 1 + 3 + 10 = 6 + 8, ðàâíîñèëüíîå

1 + 3 + (10 − 6) = 8. Ïîñêîëüêó 1, 3 è 10-6 óæå âåðèôèöèðîâàíû, òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïà 8 òîæå âåðèôèöèðîâàíà, à

çàîäíî ñ íåé îêàçûâàþòñÿ âåðèôèöèðîâàííûìè 6 è 10.

7. 30 çà 4. Âåðèôèöèðóéòå çà 4 âçâåøèâàíèÿ 30 ìîíåò.

Ðåøåíèå: Ðàçáèåíèå íà ãðóïïû � 2, 5, 6, 8, 9. Îòûùèòå ÷åòûðå íóæíûõ ðàâåíñòâà äëÿ ýòèõ ãðóïï.

8. 80 çà 5. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 5 âçâåøèâàíèé è 80 ìîíåò � òî÷íåå, ðàçáèåíèÿ íà ãðóïïû (3, 4, 9, 10, 26,
28).

9. 96 çà 5. Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 5 âçâåøèâàíèé è 96 ìîíåò � òî÷íåå, ðàçáèåíèé íà ãðóïïû (1, 8, 14, 18, 25,
30) èëè (1, 12, 15, 20, 22, 26).

10. 114 çà 5. Òî æå äëÿ 114 ìîíåò � ãðóïïû (9, 12, 20, 22, 25, 26).
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò, íàïðèìåð, çà 10 âçâåøèâàíèé âåðèôèöèðîâàòü

1142 = 12996 ìîíåò. Ñðàâíèòå ýòî ñ �îæèäàåìûì� ïîíà÷àëó çíà÷åíèåì 210 = 1024!

Çàäà÷à îá ýêñïåðòå

Â çàäà÷àõ îá ýêñïåðòå îáû÷íî ôèãóðèðóþò äâà ïåðñîíàæà � �ýêñïåðò� è �ñóäüÿ�. Ñóäüå èçâåñòíî îáùåå ÷èñëî
ôàëüøèâûõ ìîíåò, à òàêæå òî, ÷òî âñå ôàëüøèâûå âåñÿò îäèíàêîâî, âñå íàñòîÿùèå òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî, è
ôàëüøèâûå ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Ýêñïåðò æå çíàåò âñå ôàëüøèâûå ìîíåòû. Çàäà÷à ýêñïåðòà � óáåäèòü â ñïðàâåä-
ëèâîñòè ñâîåãî çíàíèÿ (ëîãè÷åñêè ìûñëÿùåãî è ìàòåìàòè÷åñêè îáðàçîâàííîãî) ñóäüþ.

Èòàê...

11. Íà ñóäå â êà÷åñòâå âåùåñòâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëî ïðåäúÿâëåíî 2N ïðîíóìåðîâàííûõ ìîíåò. Ýêñïåðò
îáíàðóæèë, ÷òî ìîíåòû ñ 1-é ïî N -þ � ôàëüøèâûå, à ñ (N + 1)-é ïî 2N -þ � íàñòîÿùèå. Ñóä æå çíàåò òîëüêî,
÷òî âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå ôàëüøèâûå òàêæå âåñÿò îäèíàêîâî, è ÷òî ôàëüøèâûå ìîíåòû
ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Â ðàñïîðÿæåíèè ýêñïåðòà � ÷àøå÷íûå âåñû áåç ãèðü.

Ýêñïåðò õî÷åò äîêàçàòü ñóäó, ÷òî ìîíåòû ñ 1-é ïî N -þ � ôàëüøèâûå, à ñ (N + 1)-é ïî 2N -þ � íàñòîÿùèå.
Êàê ýêñïåðòó ñäåëàòü ýòî çà òðè âçâåøèâàíèÿ à) äëÿ N = 7; b) äëÿ N = 9?
Ðåøåíèå: a) Ïåðâûì âçâåøèâàíèåì ýêñïåðò ñðàâíèâàåò ìîíåòû 1 è 8. (1 > 8). Ñóäüÿ óáåæäàåòñÿ, ÷òî ìîíåòà 8 � ôàëüøèâàÿ,
à 1 � íàñòîÿùàÿ.

Âòîðûì âçâåøèâàíèåì ýêñïåðò ñðàâíèâàåò 1+9+10 ñ 2+3+8. (2 + 3 + 8 > 1 + 9 + 10). Ñóäüÿ âèäèò, ÷òî äîáàâëåíèå äâóõ
íåèçâåñòíûõ ìîíåò ê òÿæåëîé ÷àøå è äâóõ íåèçâåñòíûõ ìîíåò ê ëåãêîé ÷àøå ïîìåíÿëî ñèòóàöèþ íà âåñàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ê òÿæåëîé ÷àøå áûëè äîáàâëåíû äâå ëåãêèõ ìîíåòû, à ê ëåãêîé � äâå òÿæåëûõ. Ýòî äîêàçûâàåò åìó, ÷òî ìîíåòû 2 è 3 �
íàñòîÿùèå, à 9 è 10 � ôàëüøèâûå.

Íàêîíåö, ýêñïåðò ñðàâíèâàåò (1 + 2 + 3) + (11 + 12 + 13 + 14) c (4 + 5 + 6 + 7) + (8 + 9 + 10). Âîññòàíîâèòå ðàññóæäåíèÿ,
êîòîðûå ïî ðåçóëüòàòó ýòîãî âçâåøèâàíèÿ ñìîæåò ïðîäåëàòü ñóäüÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì îáîáùàåòñÿ íà ëþáîå ÷èñëî âçâåøèâàíèé, ïðè ýòîì äëÿ N âçâåøèâàíèé ó ýêñïåðòà ïîëó÷àåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî äëÿ 2N íàñòîÿùèõ è òàêîãî æå ÷èñëà ôàëüøèâûõ ìîíåò.



b) Ïðåäâàðèòåëüíîå äåéñòâèå: ýêñïåðò ãðóïïèðóåò ìîíåòû â òàêèå òðè êó÷êè: À (1, 2; 10, 11); Á (3, 4, 5; 12, 13, 14); Â (6, 7,
8, 9; 15, 16, 17, 18); Â êàæäîé êó÷êå ïîðîâíó íàñòîÿùèõ è ôàëüøèâûõ ìîíåò, ýêñïåðòó ýòî èçâåñòíî, à ñóäüå áóäåò äîêàçàíî
â ðåçóëüòàòå âçâåøèâàíèé.

1) Íà ëåâóþ ÷àøêó âåñîâ êëàäóòñÿ íàñòîÿùèå ìîíåòû èç êó÷êè À è ôàëüøèâûå èç êó÷êè Á, à íà ïðàâóþ � ôàëüøèâûå èç
êó÷êè À è íàñòîÿùèå èç êó÷êè Á. Ïðàâàÿ ÷àøêà òÿæåëåå ëåâîé.

2) Íà ëåâóþ ÷àøêó âåñîâ êëàäóòñÿ íàñòîÿùèå ìîíåòû èç êó÷êè Á è ôàëüøèâûå èç êó÷êè Â, à íà ïðàâóþ � ôàëüøèâûå èç
êó÷êè Á è íàñòîÿùèå èç êó÷êè Â. Ïðàâàÿ ÷àøêà òÿæåëåå ëåâîé.

3) Íà ëåâóþ ÷àøêó âåñîâ êëàäóòñÿ íàñòîÿùèå ìîíåòû èç êó÷êè Â è ôàëüøèâûå èç êó÷åê À è Á, à íà ïðàâóþ � ôàëüøèâûå
èç êó÷êè Â è íàñòîÿùèå èç êó÷åê À è Á. Ïðàâàÿ ÷àøêà òÿæåëåå ëåâîé.

Ïóñòü x � ðàçíîñòü âåñîâ íàñòîÿùèõ è ôàëüøèâûõ ìîíåò êó÷êè A, ò.å. x = (1 + 2)− (10 + 11), y � òî æå ñàìîå äëÿ êó÷êè
Á, òî åñòü y = (3 + 4 + 5) − (12 + 13 + 14), è, àíàëîãè÷íî, z = (6 + 7 + 8 + 9) − (15 + 16 + 17 + 18). Ðàçíîñòü ìåæäó âåñîì
ôàëüøèâîé è âåñîì íàñòîÿùåé ìîíåòû ìîæåì ñ÷èòàòü ðàâíîé 1.

Íàøè âçâåøèâàíèÿ äîêàçàëè ñóäüå ñëåäóþùèå òðè íåðàâåíñòâà: y > x, z > y, x + y > z. Ïîñêîëüêó x, y è z � öåëûå

÷èñëà, òî ñòðîãèå íåðàâåíñòâà ìîæíî çàìåíèòü íà íåñòðîãèå: y ≥ x + 1, z ≥ y + 1, x + y ≥ z + 1. Ñðàâíèâàÿ âòîðîå è òðåòüå

íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì x + y + z ≥ y + z + 2, îòêóäà x ≥ 2. Ñêëàäûâàÿ âñå òðè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì y ≥ 3. Íàêîíåö, èç

óæå ïîëó÷åííîãî äåëàåì âûâîä z ≥ 4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó êàêèìè-òî K ìîíåòàìè è äðóãèìè

K ìîíåòàìè íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì K, ïðè÷åì ðàâåíñòâî áûâàåò òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðâûå ìîíåòû � íàñòîÿùèå, à

âòîðûå � ôàëüøèâûå. Ýòî è äîêàçûâàåò ñóäüå âñ¼, ÷òî íàäî.

12. Óñòàíîâèòå ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì ïóíêòà á) ýòîé çàäà÷è è ðåøåíèåì çàäà÷è î âåðèôèêàöèè 10 ìîíåò çà
òðè âçâåøèâàíèÿ.

13. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîìó àëãîðèòìó âåðèôèêàöèè K ìîíåò, â êîòîðîì âåëè÷èíà îäíîé èç êó÷åê ìîíåò ðàâíà
1, ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è îá ýêñïåðòå äëÿ K − 1 íàñòîÿùèõ è K − 1 ôàëüøèâûõ ìîíåò.

Ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äëÿ ìîíåò òðåõ òèïîâ

Î÷åíü èíòåðåñíûì ñëó÷àåì îáùåé çàäà÷è î âåðèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ çàäà÷à: ìîíåòû ìîãóò áûòü ëèáî íàñòî-
ÿùèìè (ñêàæåì, âåñÿùèìè 10 ã), ëèáî ëåãêèìè ôàëüøèâûìè (9 ã), ëèáî òÿæåëûìè ôàëüøèâûìè (11 ã). [Çäåñü
âàæíî òîëüêî òî, ÷òî âåñà 9, 10, 11 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.] Êàê è ðàíüøå, ïåðåä íàìè ñòîèò
çàäà÷à � äîêàçàòü, ÷òî âñå ìîíåòû íà ñàìîì äåëå âåñÿò ïîðîâíó.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ N ìîíåò ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü çà N − 1 âçâåøèâàíèå, ïðîñòî ñðàâíèâ
îäíó ìîíåòó ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Åñëè âñå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, ýòî áóäåò çàôèêñèðîâàíî â ðåçóëüòàòå
òàêèõ âçâåøèâàíèé. Íî ýòîò ðåçóëüòàò àáñîëþòíî òðèâèàëåí.

Ìû æå íà÷íåì ñðàçó ñ íåòðèâèàëüíîãî ðåçóëüòàòà.

14. 6 çà 4. Ïðîòåñòèðóéòå 6 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Àëãîðèòì áàçèðóåòñÿ íà òàêîì ñâîéñòâå: åñëè â óñëîâèÿõ çàäà÷è (a, b, c) � âåñà ìîíåò è 3a = 2b+ c, òî a = b = c.
Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî.

Ïî ñâîéñòâó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ëèáî c = 2a − b, ëèáî c = 2b − a, ëèáî c = a+b
2
. Â êàæäîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ,

ïîäñòàâëÿÿ óêàçàííîå çíà÷åíèå c â ðàâåíñòâî c = 3a − 2b, óáåæäàåìñÿ, ÷òî a = b, à ïîäñòàâëÿÿ ýòî â óñëîâèå, ïîëó÷àåì
c = 3a− 2b = a.

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê èñïîëüçîâàòü ýòî ðàâåíñòâî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà øåñòè ìîíåò. Ñíà÷àëà (äâóìÿ âçâåøèâà-

íèÿìè) óáåäèìñÿ, ÷òî ïåðâûå òðè ìîíåòû ðàâíû ïî âåñó. (Îáîçíà÷èì èõ âåñ ÷åðåç a). Çàòåì (îäíèì âçâåøèâàíèåì) óáåäèìñÿ,

÷òî ÷åòâåðòàÿ ìîíåòà ðàâíà ïÿòîé (ïóñòü èõ âåñ ðàâåí b). Íàêîíåö, âåñ øåñòîé ìîíåòû îáîçíà÷èì c. Ïîëîæèâ íà îäíó ÷àøó

âåñîâ ìîíåòû 1, 2 è 3, à íà äðóãóþ � ìîíåòû 4, 5 è 6, óáåäèìñÿ, ÷òî âåñû â ðàâíîâåñèè. Îòñþäà (ðàññóæäåíèå ñì. âûøå)

çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå 6 ìîíåò âåñÿò îäèíàêîâî.

15. 5 çà 3. Ïðîòåñòèðóéòå 5 ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Êëþ÷åâàÿ èäåÿ òà æå ñàìàÿ, íî âçâåøèâàíèÿ áóäóò íåìíîãî äðóãèìè. Ïóñòü ó íàñ åñòü ìîíåòû a, b, c, d, e.

a + d = b + c (17)

a + e = b + d (18)

a = e (19)

(20)

Åñëè ñëîæèòü ýòè òðè ðàâåíñòâà, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ êàê ðàç 3a = 2b+ c. Êàê ìû óæå çíàåì, èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî a = b = c. Òîãäà èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì d = b + c− a = a.

16. 3n + 2 çà 2n + 1. Ïðîòåñòèðóéòå 3n + 2 ìîíåòû çà 2n + 1 âçâåøèâàíèå (n > 0).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå fA(n) � êîëè÷åñòâî ìîíåò, êîòîðîå óäàåòñÿ îòòåñòèðîâàòü àëãîðèòìîì À çà n âçâåøè-

âàíèé. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì f(n) = max
A

fA(n) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà òåñòèðóåìûõ ìîíåò ïî âñåì

àëãîðèòìàì. Íèæå ìû áóäåì äîêàçûâàòü íèæíèå îöåíêè äëÿ f(n), êîòîðûå íà ñàìîì äåëå áóäóò ñâîäèòüñÿ
ïðîñòî ê ïðåäúÿâëåíèþ àëãîðèòìà, äàþùåãî íóæíîå çíà÷åíèå fA(n) äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ çíà÷åíèé n.



Ðåøåíèå: Íàì ïðåäñòîèò äîêàçàòü, ÷òî f(2n + 1) ≥ 3n + 2. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èíäóêöèîííûì. Áàçà èíäóêöèè fA(3) = 5
äîêàçàíà âûøå, à ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàê äîáàâëÿòü 3 ìîíåòû ê óæå îòòåñòèðîâàííûì 3n+2 ìîíåòàì âñåãî çà 2 âçâåøèâàíèÿ.
Ýòî äåëàåòñÿ òàê: ïóñòü äîáàâëÿåìûå ìîíåòû âåñÿò b, c è d, à êàæäàÿ èç îòòåñòèðîâàííûõ ìîíåò âåñèò a. Èñêîìûå äâà
âçâåøèâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâ:

b = d (21)

3a = b + c + d (22)

(23)

Äåéñòâèòåëüíî, èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì 3a = 2b+ c, îòêóäà, êàê è âûøå, äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî a = b = c. Ðàâåíñòâî
b = d çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî f(2n + 1) ≥ 3n + 2 íåóëó÷øàåìî. Îäíàêî ýòî íåâåðíî, êàê ìû óâèäèì â ñëåäóþùèõ

ïðèìåðàõ.

17. 4+2 çà 3. Ïðîòåñòèðóéòå ãðóïïó èç 4 ìîíåò è åùå ïàðó ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Ïóñòü ó íàñ åñòü ìîíåòû a, b, c, d, e è f , à ìû õîòèì äîêàçàòü a = b = c = d è e = f .
Ñõåìà âçâåøèâàíèé:

e− f = a− b (24)

e− f = b− c (25)

e− f = c− d (26)

(27)

Ìû çäåñü çàïèñàëè ðàçíîñòè âìåñòî ñóìì. Åñëè ñëîæèòü ýòè òðè ðàâåíñòâà, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ðåçóëüòàò 3(e−f) =

a − d. Íî ðàçíîñòü ìåæäó ìîíåòàìè a è d, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âåñèò ëèáî n, ëèáî n − 1, ëèáî n + 1, äîëæíà áûòü íå áîëåå

2, à âåëè÷èíà 3(e − f) êðàòíà 3. Ïîýòîìó è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ðàâíû 0, òî åñòü e = f è a = d.

Ïîäñòàâèâ e = f â êàæäîå èç èñõîäíûõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì, ÷òî a = b, b = c è c = d, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

18. 7 çà 4. Ïðîòåñòèðóéòå 7 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ.

Ðåøåíèå: Âûøå ìû ïðîòåñòèðîâàëè 4+2. Èòàê, a1 = a2 = a3 = a4 = a è b1 = b2 = b. Îòëîæèì îäíó èç ìîíåò ai è äîáàâèì

íà âåñû åùå îäíó ìîíåòó c, êîòîðóþ ìû äî ñèõ ïîð íå èñïîëüçîâàëè. Òî÷íåå, ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì 3a = 2b + c,

êîòîðîå è äîêàæåò íàì ïîëíîå ðàâåíñòâî âñåõ 4+2+1 ìîíåò.

19. 14 çà 11. Ïðîòåñòèðóéòå 14 ìîíåò çà 11 âçâåøèâàíèé.

Ðåøåíèå: Çäåñü íåîáõîäèìî äîêàçàòü åùå îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî âåñîâ ìîíåò: åñëè 7a = 4b + 2c + d, òî a = b = c = d.
Äîêàæåì åãî.

Åñëè ñïðàâà åñòü íåðàâíûå ïî âåñó ìîíåòû, òî ïðàâàÿ ÷àøà âåñèò áîëüøå, ÷åì 7min(b, c, d), íî ìåíüøå, ÷åì 7max(b, c, d).
Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåñ ìîíåòû a çàêëþ÷åí ìåæäó min(b, c, d) è max(b, c, d), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ÷ëåíîì àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè. Çàïèøåì ðàâåíñòâî êàê 4(b − a) + 2(c − a) + (d − a) = 0. Êàæäîå èç âûðàæåíèé â ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ èëè ±1
(íàïîìíèì, ÷òî 1 � ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè), ïîýòîìó ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì èç ñîîáðàæåíèé ÷¼òíîñòè, ÷òî
d− a = 0, çàòåì äåëèì íà 2 è ïîëó÷àåì c− a = 0, à çàòåì è b− a = 0. Èòàê, b = c = d = a, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âåðèôèêàöèè 7+4+2+1 ìîíåò äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè 6+3+1 ïðåäâàðèòåëüíîå âçâåøèâàíèå, óñòàíàâ-

ëèâàþùåå 6 ðàâåíñòâ ìîíåò �a�, òðè ðàâåíñòâà ìîíåò �b�, îäíî ðàâåíñòâî äëÿ äâóõ ìîíåò �c�, à ïîñëå ýòîãî � åùå îäíî

âçâåøèâàíèå âñåõ 14 ìîíåò, äîêàçûâàþùåå èõ ïîëíóþ èäåíòè÷íîñòü.

20. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî f(4n) ≥ 7n.

Ðåøåíèå: Áàçà èíäóêöèè � ïðîâåðêà 7 ìîíåò çà 4 âçâåøèâàíèÿ, à äëÿ ïåðåõîäà íàì íàäî äîáàâëÿòü êàæäûå ñëåäóþùèå 7
ìîíåò ê óæå âåðèôèöèðîâàííûì çà 4 âçâåøèâàíèÿ. Îáå ýòèõ îïåðàöèè ìû óæå ôàêòè÷åñêè íàó÷èëèñü äåëàòü.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò �7n ìîíåò çà 4n âçâåøèâàíèé� äà¼ò àñèìïòîòè÷åñêèé âûèãðûø ïåðåä ïðåäûäóùèì ðåçóëüòàòîì
�3n + 2 ìîíåò çà 2n + 1 âçâåøèâàíèå�: ðàíüøå ìû çà êàæäûå 4 ïðîâåðêè óâåëè÷èâàëè ÷èñëî âåðèôèöèðîâàííûõ ìîíåò íà 6,
à ñåé÷àñ � íà 7.

Îäíàêî è ýòîò ðåçóëüòàò íå ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì.

21. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî f(8n + 1) ≥ 15n

22. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà f(16n + 2) ≥ 31n, f(32n + 3) ≥ 63n, à òàêæå îáùèé ñëó÷àé � íåðàâåíñòâî

f
(
2kn + (k − 2)

)
≥

(
2k+1 − 1

)
n (28)

23. Êàê âû äóìàåòå, ìîæíî ëè ïðîòåñòèðîâàòü çà K âçâåøèâàíèé áîëåå ÷åì 2K ìîíåò?


