
Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Â ÷¼ì çàêëþ÷àåòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ? Ïðèâåäèòå ïðèìåð åãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè
âû÷èñëåíèè ðåêóððåíòíî çàäàííûõ ôóíêöèé.

4+2 çà 3 äëÿ òð¼õ òèïîâ. Ïðîòåñòèðóéòå ãðóïïó èç 4 ìîíåò è åù¼ ïàðó ìîíåò çà 3 âçâåøèâàíèÿ.

2. Ðåøåíèå çàäà÷ ñ ïîìîùüþ èíäóêòèâíûõ ôóíêöèé (çàäà÷è î ïîèñêå ñàìîãî äëèííîãî âîçðàñòàþùåãî ó÷àñò-
êà, ó÷àñòêà ñ ìàêñèìàëüíîé ñóììîé ýëåìåíòîâ): îáùèé ñìûñë ìåòîäà, ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ.

Õàíîéñêîå ðàññòîÿíèå. Õàíîéñêîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, òàê ÷òî ðàçíûì
êîíôèãóðàöèÿì áóäóò ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå ÷èñëà: äëÿ ýòîãî çàíóìåðóåì ñòåðæíè öèôðàìè
0, 1, 2, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîîòâåòñòâóþò öèôðàì â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Äàëåå çàïèøåì â
i-þ ïîçèöèþ òðîè÷íîãî ÷èñëà òó öèôðó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòåðæíþ, íà êîòîðûé íàñàæåíî i-å êîëüöî.

Õàíîéñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ êîíôèãóðàöèÿìè áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ ìåæäó
íèìè. Îáîçíà÷èì åãî han(i, j). Äîêàæèòå, ÷òî han(i, i) = 0, han(i, j) = han(j, i), han(i, j) ≤ han(i, k) +
han(k, j).

Ïîñ÷èòàéòå han(10023, 01123), han(0, 3n − 1)

Ïðèâåäèòå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé han(i, 0)

3. Âçâåøèâàíèÿ: çàäà÷à î ïðîâåðêå ðàâåíñòâà (âåðèôèêàöèè). Âåðèôèêàöèÿ 2K ìîíåò çà K âçâåøèâàíèé,
ìåòîä óëó÷øåíèÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Ïðèâåäèòå àëãîðèòì, êîòîðûé çà îäèí ïðîñìîòð ïîäñ÷èòàåò, ñêîëüêî ðàç â äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷èñåë a1, a2, . . . , an âñòðå÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

4. Âçâåøèâàíèÿ: çàäà÷à îá ýêñïåðòå: ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ñâÿçü ñ çàäà÷åé î âåðèôèêàöèè.

Íàáðàòü ìàêñèìóì ñóììû. Èìååòñÿ ðàâíîáåäðåííûé ÷èñëîâîé òðåóãîëüíèê âûñîòû n, àíàëîãè÷íûé òðå-
óãîëüíèêó Ïàñêàëÿ, â êîòîðîì ðàññòàâëåíû ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Èç êàæäîãî ÷èñëà òðåóãîëüíèêà
ìîæíî ñäåëàòü äâà ðàçëè÷íûõ õîäà âíèç â ñòîÿùèå òàì ÷èñëà (âëåâî-âíèç è âïðàâî-âíèç). Íàéòè òàêîé
ïóòü èç âåðõíåé òî÷êè òðåóãîëüíèêà äî åãî îñíîâàíèÿ, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë íà êëåòêàõ ýòîãî ïóòè áûëà
ìàêñèìàëüíà.

5. Âçâåøèâàíèÿ: çàäà÷à î ïðîâåðêå ðàâåíñòâà äëÿ ìîíåò òð¼õ òèïîâ: ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ðåøåíèå äëÿ 3n + 2
ìîíåò çà 2n + 1 âçâåøèâàíèå.

Õàíîéñêîå ðàññòîÿíèå. Õàíîéñêîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, òàê ÷òî ðàçíûì
êîíôèãóðàöèÿì áóäóò ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå ÷èñëà: äëÿ ýòîãî çàíóìåðóåì ñòåðæíè öèôðàìè
0, 1, 2, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîîòâåòñòâóþò öèôðàì â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Äàëåå çàïèøåì â
i-þ ïîçèöèþ òðîè÷íîãî ÷èñëà òó öèôðó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòåðæíþ, íà êîòîðûé íàñàæåíî i-å êîëüöî.

Õàíîéñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ êîíôèãóðàöèÿìè áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ ìåæäó
íèìè. Îáîçíà÷èì åãî han(i, j). Äîêàæèòå, ÷òî han(i, i) = 0, han(i, j) = han(j, i), han(i, j) ≤ han(i, k) +
han(k, j).

Ïîñ÷èòàéòå han(10023, 01123), han(0, 3n − 1)

Ïðèâåäèòå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé han(i, 0)

6. Õàíîéñêèå áàøíè: ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ �êëàññè÷åñêîé� çàäà÷è çà 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèå, äîêàçàòåëü-
ñòâî íåóëó÷øàåìîñòè ýòîãî ðåçóëüòàòà, åäèíñòâåííîñòü îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà ïåðåêëàäûâàíèÿ. Ïðèìåðû
èñïîëüçîâàíèÿ �óçêîãî ìåñòà� (ïåðåíîñà ñàìîãî øèðîêîãî êîëüöà) â äðóãèõ çàäà÷àõ î Õàíîéñêîé áàøíå.

30 çà 4 äëÿ äâóõ òèïîâ. Âåðèôèöèðóéòå çà 4 âçâåøèâàíèÿ 30 ìîíåò.

7. Õàíîéñêèå áàøíè: íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïåðåíîñà.

Öåëåóñòðåìë¼ííûé øàõìàòíûé êîðîëü ñòîèò íà ïîëå a1 è ñòðåìèòñÿ ïîïàñòü íà ïîëå h8. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ
äîñêè èçâåñòíî, ñêîëüêî ìèíóò êîðîëü áóäåò æäàòü, ïîïàâ íà ýòî ïîëå. Ïîñêîëüêó êîðîëü öåëåóñòðåìëåí-
íûé, îí áóäåò äåëàòü òîëüêî òàêèå õîäû, êîòîðûå ïðèáëèæàþò åãî ê öåëè, òî åñòü ââåðõ, âïðàâî è ïî
äèàãîíàëè ââåðõ-âïðàâî (åñëè ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû áåëûõ). Êàê íàéòè äëÿ êîðîëÿ ñàìûé áûñòðûé ïóòü?



Çàäà÷è ïîòðóäíåå

1. �Êâàäðàò Ìàëåâè÷à�. Íåêîòîðûå êëåòî÷êè ëèñòà áóìàãè çàêðàøåíû. Êàê íàéòè ñàìûé áîëüøîé ïîëíîñòüþ
çàêðàøåííûé êâàäðàò?

2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ Õàíîéñêèõ êîíôèãóðàöèé ñ n êîëüöàìè.

3. Õàíîéñêîå ðàññòîÿíèå. Õàíîéñêîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, òàê ÷òî ðàçíûì
êîíôèãóðàöèÿì áóäóò ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå ÷èñëà: äëÿ ýòîãî çàíóìåðóåì ñòåðæíè öèôðàìè
0, 1, 2, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîîòâåòñòâóþò öèôðàì â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Äàëåå çàïèøåì â
i-þ ïîçèöèþ òðîè÷íîãî ÷èñëà òó öèôðó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòåðæíþ, íà êîòîðûé íàñàæåíî i-å êîëüöî.

Õàíîéñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ êîíôèãóðàöèÿìè áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ ìåæäó íè-
ìè. Îáîçíà÷èì åãî han(i, j).

Ïðèâåäèòå àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé han(i, j)

4. Õàíîéñêèå áàøíè äëÿ 2n êîëåö. Ïóñòü â çàäà÷å î Õàíîéñêèõ áàøíÿõ íà ïåðâûé ñòåðæåíü íàíèçàíû 2n
êîëåö: ïî äâà êîëüöà êàæäîãî äèàìåòðà îò 1 äî n. Òðåáóåòñÿ ïåðåíåñòè âñå êîëüöà íà òðåòèé ñòåðæåíü
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè (íåëüçÿ êëàñòü áîëåå øèðîêîå íà áîëåå óçêîå), ïðè ýòîì ñîõðàíåíèÿ ïîðÿäêà
êîëåö îäèíàêîâîãî äèàìåòðà íå òðåáóåòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå; óêàæèòå îöåíêó ÷èñëà
äåéñòâèé; äîêàæèòå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ïî êîëè÷åñòâó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ åäèíñòâåííà.

5. �Íåïðàâèëüíàÿ� Õàíîéñêàÿ áàøíÿ. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ðàñïîëîæåíèå êîëåö íà ñòåðæíÿõ, â êîòîðîì
áîëåå øèðîêîå êîëüöî ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íàä áîëåå óçêèì. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ñîáðàòü âñå êîëüöà â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå íà ïåðâîì ñòåðæíå, äåëàÿ òîëüêî ðàçðåø¼ííûå õîäû
(ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê êîëåö � áîëåå øèðîêîå êîëüöî íå ëåæèò íà áîëåå óçêîì, ðàçðåø¼ííûå õîäû � íåëüçÿ
êëàñòü áîëåå øèðîêîå êîëüöî íà áîëåå óçêîå)?

6. Ñáîðêà Õàíîéñêîé áàøíè âñëåïóþ. Ïóñòü â çàäà÷å î ñáîðå Õàíîéñêîé áàøíè ðàñïîëîæåíèå êîëåö íå èç-
âåñòíî. Áóäåì çàïèñûâàòü õîä ñ ïîìîùüþ ïàðû (Ki,Kj), êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ñ êàêîãî ñòåðæíÿ íà êàêîé
ïåðåíîñèòñÿ êîëüöî. Åñëè òàêîé ïåðåíîñ ïðîòèâîðå÷èò ïðàâèëàì, áóäåì ïðîïóñêàòü ýòîò õîä. Ìîæíî ëè
âûïèñàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, âûïîëíåíèå êîòîðîé ïðèâåä¼ò ê òîìó, ÷òî áàøíÿ áóäåò ñîáðàíà
íà ïåðâîì êîëüöå? Êàê òîëüêî áàøíÿ îêàçûâàåòñÿ ñîáðàííîé, âûïîëíåíèå õîäîâ ïðåêðàùàåòñÿ.

7. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, . . . , an. Êàê íàéòè íàèáîëüøóþ äëèíó âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (ýëåìåíòû íå îáÿçàòåëüíî èäóò ïîäðÿä: ai1 < ai2 , . . . < aim , 1 6 i1 < i2 < . . . < im 6 n)?


