
Äâàäöàòü âòîðàÿ Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè
Âèøêèëü, 2�27 èþëÿ 2006 ãîäà, 8 êëàññ.

Õàíîéñêàÿ áàøíÿ, 9 èþëÿ.

1. Õàíîéñêàÿ áàøíÿ. Ïóñòü åñòü òðè ñòîëáèêà, íà îäèí èç êîòîðûõ íàíèçàíû êîëüöà ðàçëè÷íîãî ðàäèóñà; ïðè
ýòîì âíèçó íàõîäèòñÿ ñàìîå øèðîêîå êîëüöî, íàä íèì � âòîðîå ïî äèàìåòðó, . . . , íàâåðõó ëåæèò ñàìîå óçêîå
êîëüöî. Äâà äðóãèå ñòîëáèêà èçíà÷àëüíî ñâîáîäíû îò êîëåö. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü îäíî èç âåðõíèõ êîëåö
ñ ëþáîãî ñòîëáèêà è ïåðåíåñòè åãî íà äðóãîé ñòîëáèê, ïðè ýòîì çàïðåùåíî êëàñòü êîëüöî íà áîëåå óçêîå.
Êàê ïåðåíåñòè âñå êîëüöà íà òðåòèé ñòîëáèê? Êàêîâî íàèìåíüøåå ÷èñëî ïåðåêëàäûâàíèé äëÿ ýòîãî íóæíî
ïðîèçâåñòè?

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì n � êîëè÷åñòâî êîëåö, K1, . . . , Kn � êîëüöà (K1 � êîëüöî ìèíèìàëüíîãî äèàìåòðà, Kn � ìàêñè-
ìàëüíîãî). Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ïðèä¼òñÿ ïðîèçâåñòè ìèíèìóì 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèé (è ýòîãî ÷èñëà äîñòàòî÷íî).
Áóäåì íàçûâàòü ñòîëáèê, ñ êîòîðîãî ïåðåíîñèì êîëüöà, �èñõîäíûì�, íà êîòîðîå � �öåëåâûì�, îñòàâøèéñÿ � �èñõîäíûì�.

Áàçà: n = 1.
Ïåðåõîä. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî 2n − 1 ïåðåêëàäûâàíèÿ äîñòàòî÷íî.

1. Ïåðåíåñ¼ì êîëüöà K1, . . . , Kn−1 ñ ïåðâîãî íà âòîðîé ñòîëáèê, ïîëüçóÿñü òðåòüèì êàê âðåìåííûì.

2. Ïåðåíåñ¼ì êîëüöî Kn ñ ïåðâîãî íà òðåòèé ñòîëáèê

3. Íàêîíåö, ïåðåíåñ¼ì K1, . . . , Kn−1 ñî âòîðîãî íà òðåòèé ñòîëáèê, ïîëüçóÿñü ïåðâûì êàê âðåìåííûì.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, íà ïåðâîå è òðåòüå äåéñòâèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî 2n−1 − 1 äåéñòâèé, çíà÷èò, âñåãî 2n − 1
äåéñòâèé.

Ïî÷åìó ìåíüøèì ÷èñëîì äåéñòâèé îáîéòèñü íåëüçÿ? Ðàññìîòðèì ñàìîå øèðîêîå êîëüöî (Kn). ×òîáû åãî ïåðåíåñòè,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíî îñòàëîñü åäèíñòâåííûì â ñâî¼ì ñòîëáèêå, è ÷òîáû áûë îäèí ïóñòîé ñòîëáèê. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî
ïåðåíåñòè êîëüöà K1, . . . , Kn−1 íà �âðåìåííûé� ñòîëáèê (ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ýòî çàíèìàåò íå ìåíåå 2n−1 − 1
äåéñòâèé); ïîñëå ïåðåíîñà ñàìîãî øèðîêîãî êîëüöà íóæíî ïåðåíåñòè âñå îñòàëüíûå êîëüöà íà òîò ñòîëáèê, ãäå ïîêîèòñÿ
ñàìîå øèðîêîå (åù¼ 2n−1 − 1 äåéñòâèé, ïëþñ îäíî íà ïåðåíîñ øèðîêîãî).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà áûë óêàçàí àëãîðèòì ïåðåíîñà. Åãî îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ âûïîë-

íåíèÿ çàäà÷è îí âûçûâàåò ñàì ñåáÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ýòî ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì.

2. Íåðåêóðñèâíûé ïåðåíîñ Õàíîéñêîé áàøíè. Ñîñòàâüòå íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïåðâóþ çàäà÷ó.

Ðåøåíèå: Äëÿ íà÷àëà ïîñìîòðèì, êàêèå èìåííî äåéñòâèÿ ïðîèçâîäèò íàø ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå
ïðèìåðà áàøíþ èç ÷åòûðåõ äèñêîâ.
(1) 1: 1→2

(2) 2: 3←1

(3) 1: 2→3

(4) 3: 1→2

(5) 1: 3→1

(6) 2: 2←3

(7) 1: 1→2

(8) 4: 3←1

(9) 1: 2→3

(10) 2: 1←2

(11) 1: 3→1

(12) 3: 2→3

(13) 1: 1→2

(14) 2: 3←1

(15) 1: 2→3

Âèäíî, ÷òî êàæäîå êîëüöî âñåãäà äâèæåòñÿ â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè: ñàìîå óçêîå � òîëüêî âïðàâî, ñëåäóþùåå �
òîëüêî âëåâî è òàê äàëåå. Êðîìå òîãî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðîñëåæèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ïåðåíîñèìîãî êîëüöà îò íîìåðà
õîäà: íà íå÷¼òíûõ õîäàõ äâèãàåòñÿ ñàìîå óçêîå êîëüöî (K1), íà õîäàõ, äàþùèõ îñòàòîê äâà ïî ìîäóëþ ÷åòûðå � ñëåäóþùåå
(K2), . . . Îñòàëîñü îáîñíîâàòü ýòè äîãàäêè.

Äîêàæåì, ÷òî íà õîäå ñ íîìåðîì k ïåðåíîñèòñÿ êîëüöî ñ òàêèì íîìåðîì m, ÷òî k äåëèòñÿ íà 2m−1, íî íå äåëèòñÿ íà 2m,
è ïðè ýòîì ïåðåíîñ ïðîèçâîäèòñÿ �âïðàâî� (ñ ïåðâîãî íà âòîðîé, ñî âòîðîãî íà òðåòèé, ñ òðåòüåãî íà ïåðâûé), åñëè ÷¼òíîñòè
m è n ðàçëè÷íû.

Âíîâü ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì ïåðâûé øàã ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà: �ïåðåíåñ¼ì êîëüöà
K1, . . . , Kn−1 ñ ïåðâîãî íà âòîðîé ñòîëáèê, ïîëüçóÿñü òðåòüèì êàê âðåìåííûì�. Çàìåòèì, ÷òî óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà êî-
ëåö ìåíÿåò ÷¼òíîñòü ïàðàìåòðà n, à ïåðåíóìåðàöèÿ êîëåö � ê èçìåíåíèþ �îðèåíòàöèè�, òàê ÷òî â èòîãå ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî íà õîäå ñ íîìåðîì 2n−1 ïåðåíîñèòñÿ êîëüöî Kn, ïðè÷¼ì ïîâîðîò ïðîèçâîäèòñÿ �âëåâî�
(ñ ïåðâîãî íà òðåòèé). Íàêîíåö, íà òðåòüåì øàãå àëãîðèòìà òî÷íî òàê æå ìåíÿåòñÿ ÷¼òíîñòü n è îðèåíòàöèÿ; êðîìå òîãî, ê
íîìåðó õîäà ïðèáàâëÿåòñÿ 2n−1, íî íà äåëèìîñòü ýòî íå âëèÿåò, òàê êàê ýòà ïðèáàâêà çàâåäîìî äåëèòñÿ íà 2m äëÿ m ≤ n− 1.

Èòàê, òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñóùåñòâåííî íåðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î Õàíîéñêîé áàøíå: ñíà÷àëà ïî

íîìåðó õîäà k îïðåäåëÿåì íîìåð êîëüöà m, çàòåì ïî íåìó è êîëè÷åñòâó êîëåö n � íàïðàâëåíèå ïåðåíîñà. Îñòàëîñü âûÿñíèòü,

íà êàêîì ñòîëáèêå ê äàííîìó õîäó íàõîäèëîñü ýòî êîëüöî. Ïîñêîëüêó ïåðåíîñ îñóùåñòâëÿåòñÿ âñåãäà â îäíîì íàïðàâëåíèè,



äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ðàç ïåðåíîñèëè ýòî êîëüöî, òî åñòü ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî k äåëÿòñÿ íà 2m−1, íî íå äåëÿòñÿ íà

2m. Ðàçäåëèì k íà 2m−1. Òîãäà èñêîìàÿ âåëè÷èíà � ÷èñëî íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 1 äî k
2m−1 . Íîìåð êîëüöà ìîæíî îïðåäåëèòü,

âçÿâ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà ïåðåíîñîâ íà 3.

3. Ñáîðêà Õàíîéñêîé áàøíè. Ïóñòü êîëüöà íàíèçàíû íà ñòåðæíè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, íî êàæäîå êîëüöî
ëåæèò íà áîëåå øèðîêîì èëè ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì áàøíè. Äîêàæèòå, ÷òî äåëàÿ õîäû ïî ïðàâèëàì, ìîæíî
ñîáðàòü âñå êîëüöà íà ïåðâîì ñòåðæíå. Ñêîëüêî îïåðàöèé ïîòðåáóåòñÿ â õóäøåì ñëó÷àå?

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ñàìîå øèðîêîå êîëüöî. Åñëè åãî èñõîäíîå ïîëîæåíèå ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìûì, ðåøèì çàäà÷ó äëÿ

êîëåö K1, . . . , Kn−1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîáåðåì áàøíþ èç n − 1 êîëåö íà îñòàâøåìñÿ ñòåðæíå, ïåðåíåñ¼ì ñàìîå øèðîêîå

êîëüöî è, íàêîíåö, ïåðåíåñ¼ì áàøíþ èç n−1 êîëåö íà öåëåâîé ñòåðæåíü. Îöåíêà ÷èñëà äåéñòâèé òàêàÿ æå, êàê è äëÿ îáû÷íîé

çàäà÷è î Õàíîéñêèõ áàøíÿõ � 2n − 1

4. Ñáîðêà Õàíîéñêîé áàøíè-2. Ïóñòü, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, áàøíÿ ìîæåò áûòü ñîáðàíà íà ëþáîì
ñòåðæíå. Êàê èçìåíèòñÿ ÷èñëî òðåáóåìûõ äåéñòâèé?

Ðåøåíèå: Ñîáåð¼ì áàøíþ íà òîì ñòåðæíå, ãäå ëåæèò ñàìûé øèðîêèé ñòåðæåíü. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì îöåíêó 2n−1 − 1.

5. Ïåðåõîä ìåæäó Õàíîéñêèìè êîíôèãóðàöèÿìè. Ïóñòü åñòü äâà ðàñïîëîæåíèÿ êîëåö íà ñòåðæíÿõ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ (íè îäíî èç êîëåö íå ëåæèò íà áîëåå óçêîì). Êàê, äåëàÿ õîäû ïî ïðàâèëàì, ïåðåéòè îò îäíîãî
èç íèõ ê äðóãîìó? Êàêîâî òðåáóåìîå ÷èñëî ïåðåíîñîâ?

Ðåøåíèå: Âíîâü ïîñìîòðèì íà ñàìîå øèðîêîå êîëüöî. Åñëè åãî ïîëîæåíèå â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäèíàêîâî, ðåøèì çàäà÷ó äëÿ

êîëåö K1, . . . , Kn−1; èíà÷å äîñòàòî÷íî îñâîáîäèòü äâà ñòåðæíÿ � òîò, íà êîòîðîì ýòî êîëüöî, è òîò, íà êîòîðîì îíî äîëæíî

áûòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íà òðåòüåì áóäåò ñîáðàíà áàøíÿ èç K1, . . . , Kn−1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òàêóþ æå îöåíêó, êàê è â

ïåðâîé çàäà÷å.

6. Õàíîéñêîå ðàññòîÿíèå. Õàíîéñêîé êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, òàê ÷òî ðàçíûì
êîíôèãóðàöèÿì áóäóò ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå ÷èñëà: äëÿ ýòîãî çàíóìåðóåì ñòîëáöû öèôðàìè 0, 1, 2,
è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ñîîòâåòñòâóþò öèôðàì â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Äàëåå çàïèøåì â i-þ ïîçèöèþ
òðîè÷íîãî ÷èñëà òó öèôðó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòåðæíþ, íà êîòîðûé íàñàæåíî i-å êîëüöî.

Õàíîéñêèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ êîíôèãóðàöèÿìè áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ ìåæäó íèìè.
Îáîçíà÷èì åãî han(i, j). Ïîíÿòíî, ÷òî han(i, i) = 0, han(i, j) = han(j, i), han(i, j) ≤ han(i, k) + han(k, j)

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè êðàò÷àé-
øåì ïåðåõîäå îò i ê j (â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî k ëåæèò ìåæäó i è j).

Ïîñ÷èòàéòå han(10023, 01123)
Êàê âû÷èñëÿòü han(0, i)? À han(i, j)?

7. Ñáîðêà Õàíîéñêîé áàøíè âñëåïóþ. Ïóñòü â çàäà÷å î ñáîðå Õàíîéñêîé áàøíè ðàñïîëîæåíèå êîëåö íå èçâåñòíî.
Áóäåì çàïèñûâàòü õîä ñ ïîìîùüþ ïàðû (Ki,Kj), êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ñ êàêîãî ñòåðæíÿ íà êàêîé ïåðåíîñèòñÿ
êîëüöî. Åñëè òàêîé ïåðåíîñ ïðîòèâîðå÷èò ïðàâèëàì, áóäåì ïðîïóñêàòü ýòîò õîä. Ìîæíî ëè âûïèñàòü òàêóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, âûïîëíåíèå êîòîðîé ïðèâåä¼ò ê òîìó, ÷òî áàøíÿ áóäåò ñîáðàíà íà òðåòüåì êîëüöå?
Êàê òîëüêî áàøíÿ îêàçûâàåòñÿ ñîáðàííîé, âûïîëíåíèå õîäîâ ïðåêðàùàåòñÿ.

Ðåøåíèå: Çàíóìåðóåì âñå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè. Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîäîâ, ñîáèðàþùóþ ïåðâóþ èç íèõ,

è ïîñìîòðèì, â êàêóþ ïåðåõîäèò êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ êîíôèãóðàöèé. Ïîñëå ýòîãî âûïèøåì õîäû, ñîáèðàþùèå âòîðóþ

êîíôèãóðàöèþ (ñ ó÷¼òîì òîãî, êàê å¼ èçìåíèëà ïåðâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü), è òàê äàëåå.


