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Геометрический принцип Дирихле

9 класс ( 04 июля
1. В круге радиуса 9.5 размещены 401 точка. Доказать, среди них можно выбрать две точки, расстояние между которыми не превосходит 1.

2. В квадрате со стороной 15 расположены 50 попарно непересекающихся квадратиков со стороной 1. Доказать, что в большом квадрате можно разместить круг радиуса 1, не пересекающийся ни с одним из маленьких квадратиков.

3. Дан выпуклый многоугольник периметра p и площади S. Доказать, что площадь его окрестности ширины 1 больше, чем S + p + 3.

4. В квадрат со стороной 38 бросили 100 выпуклых многоугольников, площадь каждого из которых не превосходит (, а периметр — 2(. Доказать, что в квадрат можно поместить круг радиусом 1, не пересекающийся ни с одним из многоугольников.

5. В квадрате со стороной 1 находится 9 отрезков длиной ½. Доказать, что на некоторых двух отрезках можно найти точки, расстояние между которыми меньше ¼.

6. Внутри круга радиусом 16 расположено 650 точек. Докажите, что найдется кольцо шириной 1 и внутренним радиусом 2, содержащее не менее 10 из этих точек.

7. Внутри квадрата со стороной 1 расположены несколько кругов, сумма радиусов которых равна 0.51. Докажите, что найдётся прямая, параллельная одной из сторон квадрата и пересекающая по крайней мере два круга.

8. В плоскости даны несколько многоугольников, любые два из которых имеют общую точку. Доказать, что найдется прямая, пересекающая каждый из этих многоугольников.

Для самостоятельного решения

9. В квадрате 70(70 размещены без налегания пять фигур: квадрат 30(30, прямоугольники 25(15 и 20(10 и два круга радиусами 5. Докажите, что найдется место еще для одного круга радиусом 5.

10. В окружности радиуса 1 проведено несколько хорд, причём каждый диаметр пересекает не более k из них. Доказать, что сумма длин хорд меньше (k.

11. В пространстве имеется 30 ненулевых векторов. Докажите, что среди них найдутся два, угол между которыми меньше 45(.

12. Каждая из 9 прямых разбивает квадрат на два четырехугольника, площади которых относятся как 2:3. Докажите, что по крайней мере три из этих девяти прямых проходят через одну точку.

Композиция движений плоскости

9 класс ( 05 июля
Определение Геометрическим преобразованием плоскости называется произвольное взаимно однозначное соответствие между точками плоскости. Геометрическое преобразование плоскости, сохраняющее расстояние между точками, называется движением.
Примеры движений Осевая симметрия относительно прямой l (Sl); центральная симметрия относительно точки А (SA); поворот вокруг точки O против часовой стрелки на угол ( (
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13. Докажите, что при движении прямая переходит в прямую, окружность — в окружность, и сохраняются углы между прямыми.

Определение Последовательное выполнение двух или нескольких движений называется композицией этих движений. Композиция движений f и g обозначается 
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 Движение, оставляющее на месте все точки плоскости, называется тождественным и обозначается 
[image: image5.wmf]I

.

14. Каким движением является композиция: a) двух осевых симметрий; b) двух параллельных переносов; c) двух поворотов с одним центром; d) двух центральных симметрий; е) трех центральных симметрий?

15. Верно ли равенство 
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16. Каким движением являются: а) 
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17. Для некоторых движений f и g выполнено условие 
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18. Докажите, что 
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, где А, В и С — три различные точки плоскости.

19. Каким движением является 
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20. Пусть 
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21. Даны пять точек — середины сторон пятиугольника. Построить его вершины.

22. Различные прямые а1, а2, ... , а5 пересекаются в одной точке О, точка М лежит на прямой а1 и не совпадает с О. Построить пятиугольник у которого М — середина стороны, а данные прямые — срединные перпендикуляры к его сторонам.

23. Вписать в данную окружность семиугольник, стороны которого параллельны заданным семи прямым.

Для самостоятельного решения
24. Две прямые пересекаются под углом 
[image: image16.wmf]g

. Кузнечик прыгает с одной прямой на другую; длина каждого прыжка равна 1м, и кузнечик не прыгает обратно, если только это возможно. Докажите, что последовательность прыжков периодична тогда и только тогда, когда 
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 — рациональное число.

25. Через центр О окружности проведено семь прямых. Построить описанный около окружности семиугольник, вершины которого лежат на этих прямых.

Классификация движений плоскости
9 класс ( 06 июля
Теорема Шаля. Любое движение плоскости есть композиция не более чем трех осевых симметрий. Докажите теорему Шаля.

26. Докажите, что композицию четного числа осевых симметрий нельзя представить в виде композиции нечетного числа осевых симметрий.

Определение. Композиция четного числа осевых симметрий называется движением первого рода, а нечетного — второго рода.
27. Докажите, что любое движение первого рода является поворотом или параллельным переносом.

28. Докажите, что любое движение второго рода является скользящей симметрией, т.е. движением вида 
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29. Какое преобразование будет результатом последовательного применения трех осевых симметрий относительно серединных перпендикуляров к сторонам треугольника ABC?

30. Какое преобразование будет результатом последовательного применения трех осевых симметрий относительно биссектрис треугольника ABC?

31. На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат.

32. На сторонах треугольника вне его построены равносторонние треугольники. Доказать, что композиция поворотов на 120о вокруг центров этих треугольников (в надлежащем порядке) является тождественным преобразованием, и их центры образуют равносторонний треугольник.

33. На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты с центрами А, В, С и Е соответственно. На отрезках АВ и СЕ внутренним образом построены равнобедренные прямоугольные прямоугольники. Доказать, что вершины их прямых углов совпадают.

34. Доказать, что в условиях предыдущей задачи отрезки АС и ВЕ равны и перпендикулярны.

Для самостоятельного решения

35. Каким движением является 
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 если: a) прямые l, m, n проходят через одну точку; b) прямые l, m, n параллельны; c) l, m, n — прямые общего положения; d) прямые l и m параллельны, а n их пересекает; e) l и n параллельны, а m их пересекает.

36. Доказать, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий переводящих точку A в точку C, а точку B в точку D.

37. На сторонах произвольного треугольника во внешнюю сторону были построены равнобедренные треугольники с углами (, (, ( при вершинах. Хулиган Федя стер всю картинку, кроме вершин равнобедренных треугольников. Какому условию должны удовлетворять углы (, (, (, чтобы исходную картинку можно было восстановить, и как это сделать?

Композиция гомотетий. Поворотная гомотетия

9 класс ( 09 июля

Определение. Гомотетией называется геометрическое преобразование плоскости, переводящее точку 
[image: image21.wmf]X
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 (точка О и число k фиксированы). Точку О называют центром гомотетии, а число k — коэффициентом гомотетии. Гомотетию обозначают 
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38. Преобразование f обладает следующим свойством: если A’ и B’ — образы точек A и B, то 
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, где k — постоянное число. Докажите, что преобразование f при 
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 является гомотетией. Чем оно будет при k = 1?
39. Каким преобразованием будет 
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40. Общие внешние касательные к парам окружностей 
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 пересекаются в точках А, В и С соответственно. Докажите, что точки А, В и С лежат на одной прямой.

Определение. Поворотной гомотетией называется композиция 
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41. Верно ли равенство 
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42. Постройте поворотную гомотетию с углом поворота 90°, совмещающую две неконцентрические окружности.

43. Окружности 
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 пересекаются в точках А и В. Через точку А проведена прямая, пересекающая окружности в точках 
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44. Окружности 
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 пересекаются в точках А и В. Прямые p и q, проходящие через точку А пересекают окружность 
[image: image46.wmf]1

S

 в точках 
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45. Точки M и N лежат на сторонах AB и BC квадрата ABCD, причем MB=BN. H — основание высоты, опущенной из точки B на отрезок MC. Докажите, что 
[image: image54.wmf]°

=

Ð

90

NHD

.

Для самостоятельного решения

46. Пусть H, M и P — точки пересечения высот, медиан и серединных перпендикуляров треугольника АВС соответственно. Докажите, что они лежат на одной прямой и HM=2MP.
47. На плоскости даны два равносторонних треугольника АВС и А1В1С1, стороны АВ и А1В1 которых пересекаются в точке, делящей эти стороны пополам. Найдите угол между отрезками АА1 и СС1 и отношение их длин.

Поворотная гомотетия и ее центр

9 класс ( 10 июля
48. Каким движением будет композиция 
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49. Каким движением будет композиция 
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50. Каким движением будет композиция 
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51. Докажите, что центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок AB в отрезок BC, является точка пересечения окружности, проходящей через точку A и касающейся прямой BC в точке B, и окружности, проходящей через точку C и касающейся прямой AB в точке B.

52. Пусть P — точка пересечения прямых AB и A1B1. Докажите, что если среди точек A, B, A1, B1 и P нет совпадающих, то общая точка описанных окружностей треугольников PAA1 и PBB1 является центром поворотной гомотетии, переводящей точку A в A1, а точку B в B1, причем такая поворотная гомотетия единственна.

53. По двум пересекающимся прямым с постоянными, но не равными скоростями движутся точки А и В. Докажите, что существует такая точка Р, что в любой момент времени АВ:ВР = k, где k — отношение скоростей.

Для самостоятельного решения

54. Докажите, что центр поворотной гомотетии, переводящей отрезок АВ в отрезок A1B1, совпадает с центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок АA1 в отрезок BB1.

55. На сторонах треугольника ABC внешним образом построены подобные треугольники 
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. Докажите, что точки пересечении медиан треугольников ABC и A1B1C1 совпадают.

Теорема Хелли

9 класс ( 11 июля
Определение. Плоская фигура называется выпуклой, если она целиком сдержит любой отрезок, соединяющий две её точки.
56. На прямой даны три выпуклые фигуры, любые две из которых имеют общую точку. Доказать, что и все три фигуры имеют общую точку. Верно ли это утверждение для выпуклых фигур на плоскости?

57. На плоскости даны несколько прямоугольников, у которых стороны параллельны двум заданным взаимно перпендикулярным прямым. При этом любые два прямоугольника имеют общую точку. Доказать, что и все эти прямоугольники имеют общую точку.

58. На плоскости даны 4 выпуклых фигуры, каждые три из которых имеют общую точку. Доказать, что и все эти фигуры имеют общую точку.

Теорема Хелли. На плоскости даны n выпуклых фигур, каждые три из которых имеют общую точку. Доказать, что и все эти фигуры имеют общую точку. Можно ли убрать слово “выпуклые” из формулировки теоремы?

59. На плоскости заданы несколько полуплоскостей, внутренности которых покрывают всю плоскость. Доказать, что из этих полуплоскостей можно выбрать три, внутренности которых тоже покрывают всю плоскость.

60. На плоскости даны несколько точек, любые три из которых можно накрыть кругом радиуса 1. Доказать, что и все эти точки можно накрыть таким кругом.

Теорема Юнга. На плоскости даны несколько точек, расстояние между любыми двумя из которых не превосходит 1. Доказать, что все эти точки можно накрыть кругом радиуса 
[image: image59.wmf]3
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Для самостоятельного решения

61. Из пяти данных окружностей любые четыре проходят через одну точку. Доказать, что и все окружности проходят через одну точку.

62. На плоскости даны 4 точки и проведены все 6 отрезков, соединяющих эти точки. Доказать, что отношение наибольшего из этих отрезков к наименьшему не меньше 
[image: image60.wmf]2

.

63. Три круга попарно касаются друг друга внешним образом в точках А, В, С. Затем радиусы этих кругов увеличили более чем в 
[image: image61.wmf]3

2

 раз, а центры оставили без изменения. Доказать, что новые круги полностью покрывают треугольник АВС.

Геометрия масс

9 класс ( 14 июля
Определение. Пусть M – некоторая точка плоскости и m – ненулевое число. Материальной точкой (м.т.) mM называется точка M с числом m, и под этим числом будем называть массу точки M (считая, что она может быть и отрицательной). Центром масс системы м.т. m1M1, m2M2, ..., mnMn называется такая точка Z, для которой имеет место равенство 
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Теорема 1. А) Если точка Z служит центром масс системы м.т. m1M1, m2M2, ..., mnMn, то при любом выборе в пространстве точки O справедливо равенство
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Б) Обратно, если хотя бы при одном выборе на плоскости точки O выполняется это равенство, то точка Z — центр масс данной системы материальных точек.

Следствие. Для конечной системы материальных точек центр масс определяется однозначно.

Теорема 2. Центр масс двух м.т. расположен на отрезке, соединяющем эти точки; его положение определяется архимедовым правилом рычага: m1d1 = m2d2. 

Теорема 3. Пусть в системе m1M1, m2M2, ..., mnMn, отмечены k м.т. m1M1, m2M2, ..., mkMk. Пусть Z — центр масс отмеченных м.т. Если всю массу отмеченных м.т. сосредоточить в их центре масс Z, то от этого положение центра масс всей системы не изменится, то есть центр масс системы м.т. (m1+m2+...+mk)Z, mk+1Mk+1,, ..., mnMn.

64. Найти центр масс треугольника, в вершинах которого расположены одинаковые массы.

65. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, K, L, M, N – середины сторон AB, BC, CD, DA. Доказать, что точка пересечения отрезков KM и LN является серединой этих отрезков, а также и серединой отрезка, соединяющего середины диагоналей.

66. Пусть A1B1...F1 – середины сторон AB, BC, ..., FA произвольного шестиугольника. Доказать, что точки пересечения медиан треугольников A1C1E1 и B1D1F1 совпадают.

67. Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая сторону BC?

68. На сторонах AB, BC, CD, DA выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно, причем AK : KB = DM : MC = ( и BL : LC = AN : ND = (. Пусть P – точка пересечения отрезков KM и LN. Доказать, что NP : PL = ( и KP : PM = (.

Теорема Чевы. Пусть A1, B1, C1  – точки на сторонах BC, AC, AB треугольника ABC. Доказать, что отрезки AA1, BB1, CC1 пересекаются тогда и только тогда когда AC1 ( BA1 ( CB1 = C1B ( A1C ( B1A. 
69. На стороне AC треугольника ABC взята точка M такая, что AM : MC = 1:2, а на продолжении стороны CB — точка N такая, что NB = CB. Прямая NM пересекает сторону AB в точке P. В каком отношении эта точка делит сторону AB и отрезок MN?

70. В треугольнике ABC точка F делит сторону BC в отношении 3:1, считая от вершины B. Точки M и P отсекают от сторон AB и AC по 1/6, считая соответственно от вершины A и от вершины C. В каком отношении делится каждый из отрезков MP и AF точкой их пересечения?
71. На окружности дано n точек. Через центр масс n–2 точек проводится прямая, перпендикулярная хорде, соединяющей две оставшиеся точки. Доказать, что все такие прямые пересекаются в одной точке.

Для самостоятельного решения
72. Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая медиану CC1? 

73. Площадь параллелограмма ABCD равна 1. Точка M делит сторону BC в отношении 3:5, считая от вершины B. Прямые AM и BD пересекаются в точке P. Вычислить площадь четырехугольника CMPD. 
74. В окружность вписан четырехугольник ABCD; M – точка пересечения его диагоналей, Q – середина стороны CD. Вычислить в каком отношении делит прямая MQ сторону AB, если известно, что AD = a, BC = b.

Разные задачи на центр масс

9 класс ( 15 июля

75. Стороны треугольника ABC, противолежащие вершинам A, B и C имеют длины a, b и c. а) Доказать, что ц.м. системы aA, bB, cC — центр вписанной окружности этого треугольника. b) В каком отношении биссектриса AA’ делится точкой пересечения биссектрис?

76. P, Q, T — точки касания вписанной окружности и сторон АВ, ВС и СА треугольника АВС соответственно. Докажите, что прямые CP, AQ и BT пересекаются в одной точке.

77. Точки А1, В1 и С1 делят стороны ВС, СА и АВ треугольника АВС в одинаковом отношении. Докажите, что центр масс треугольника АВС совпадает с центром масс треугольника А1В1С1.

78. Три мухи равной массы ползают по сторонам треугольника так, что их центр масс остается на месте. Докажите, что он совпадает с точкой пересечения медиан треугольника, если известно, что одна муха проползла по всей границе треугольника.

Барицентрические координаты

Определение. Пусть на плоскости задан треугольник ABC. Если точка X является центром масс вершин этого треугольника с массами а, b и с, то числа (a : b : c) называют барицентрическими координатами точки X относительно треугольника ABC.
79. Пусть задан треугольник АВС. Докажите, что: а) любая точка X имеет некоторые барицентрические координаты относительно него; б) при условии a + b + c = 1 барицентрические координаты определены однозначно.

80. Докажите, что барицентрические координаты точки X лежащей внутри треугольника АВС равны 
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81. Найдите барицентрические координаты центра описанной окружности, центра вписанной окружности и ортоцентра.

82. Точка X имеет барицентрические координаты (a : b : c), причем a + b + c = 1. Докажите, что 
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Для самостоятельного решения

83. На сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС взяты точки C1, А1 и B1 так, что прямые AА1, BB1 и CC1 пересекаются в точке P. Прямые а, b и c соединяют середины отрезков ВС и B1C1, СА и С1А1, АВ и А1В1. Докажите, что эти прямые пересекаются в одной точке, причем эта точка лежит на отрезке PM, где M — центр масс треугольника АВС.

84. В параллелограмме ABCD на сторонах BC и CD взяты точки M и N так, что BM:MC = CN:ND. Докажите, что центр масс треугольника AMN лежит на диагонали BD.

85. Точка X имеет барицентрические координаты (a : b : c), причем a + b + c = 1. M — центр масс треугольника ABC. Докажите, что 
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Аффинные преобразования плоскости

9 класс ( 16 июля
86. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH, медиана AM, медиана BN и чевиана BG, причем точка G делит сторону AC в таком же отношении, в каком точка H делит сторону BC. Обозначим точку пересечения BN и AH через К и точку пересечения AM и BG через L. Докажите, что KL || AB. 

Определение. Назовем сжатием к прямой l с коэффициентом k (обозначение 
[image: image67.wmf]k
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) ту операцию, которую мы использовали при решении предыдущей задачи.
87. Докажите, что сжатие к прямой
a) переводит параллельные прямые в параллельные
b) сохраняет отношение отрезков на прямой
c) сохраняет отношение отрезков на параллельных прямых
d) сохраняет ли сжатие к прямой отношение отрезков на непараллельных прямых?
Обладает ли этими свойствами композиция сжатий к различным прямым?
88. С помощью нескольких сжатий к прямым переведите
a) произвольный треугольник в равнобедренный
b) произвольный треугольник в равносторонний
c) произвольный треугольник в любой другой
d) любой четырехугольник перевести в квадрат
e) произвольную трапецию в равнобокую

89. Известно, что в правильном пятиугольнике все диагонали точками пересечения делятся в золотом сечении. А существует ли неправильный пятиугольник с этим же свойством?
90. В треугольнике ABC на сторонах AB, BC, CA выбраны точки C1, C2, A1, A2, B1, B2. Обозначим точки пересечения прямых BB1 и AA1, CC2 и AA2, CC1 и BB1, AA2 и BB2, AA1 и CC1, BB2 и CC2 как D1, D2, D3, D4, D5, D6. Покажите, что стороны шестиугольника D1D2D3D4D5D6 параллельны сторонам треугольника ABC.

91. a) Пусть одна из сторон треугольника параллельна прямой l. Как изменятся
площадь треугольника при сжатии 
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b) Как изменяется площадь произвольного треугольника при сжатии 
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?
c) Как изменяется площадь произвольного многоугольника при сжатии 
[image: image70.wmf]k
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d) В параллелограмме ABCD на диагонали AC взята произвольная точка M. Проведем прямые EF||AB и KL||BC до пересечения с прямыми AB, CD, BC, DA в точках K, L, F, E соответственно. Покажите, что площади параллелограммов KMFB и LMED равны.
е) Из медиан треугольника построили новый треугольник. Найти отношение его площади к площади исходного треугольника.
Определение. Аффинным преобразованием называется преобразование плоскости переводящее прямые в прямые.
92. Докажите, что аффинное преобразование плоскости
а) переводит параллельные прямые в параллельные,
б) переводит равные отрезки на параллельных прямых в равные.
93. a) Даны прямые AB||CD. Известно, что отношение CD:AB равно натуральному числу. Докажите, что при аффинном преобразовании это отношение сохранится.
b) Докажите пункт а) для случая, когда это отношение рационально.
c) ** Докажите пункт b) для случая, когда это отношение иррационально.
94. Пусть прямая a перпендикулярна прямой b. Известно, что образы этих прямых при аффинном преобразовании перпендикулярны. Докажите, что это аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

95. * Докажите, что для любого аффинного преобразования существуют две перпендикулярные прямые, образы которых перпендикулярны.

Теорема о классификации. Любое аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

96. Что является аффинным образом эллипса?

97. Доказать, что множество середин параллельных между собой хорд эллипса образует хорду эллипса, проходящую через его центр.
Для самостоятельного решения

98. В треугольнике ABC проведены чевианы AM и BN, которые пересекаются в  точке O. Докажите, что середины отрезков CO, MN и AB лежат на одной прямой.

99. ** Внутри выпуклого четырехугольника ABCD взята точка O. Из точки O проведены прямые OH1, OH2, OH3, OH4 параллельные прямым AB, DA, CD, BC, до пересечения с прямыми DA, AB, BC, CD в точках H1, H2, H3, H4, соответственно. Докажите, что сумма площадей параллелограммов OH1H2A и OH3H4С не больше половины площади исходного четырехугольника ABCD.

Аффинные преобразования плоскости – 2 (для преподавателей)
9 класс ( 19 июля
До сих пор мы встречались со следующими типами преобразований плоскости: движения, гомотетии, сжатия к прямой и аффинные преобразования. Нетрудно заметить, что они обладают следующими общими свойствами
1) Взаимная однозначность;
2) Прямые переходят в прямые;
3) Сохраняется отношение длин отрезков на параллельных прямых.

Есть и ещё одно, может быть, самое важное свойство этих преобразований. Его можно cформулировать так:
равные параллельные отрезки переводит в равные параллельные => класс направленных отрезков сохраняется как класс, то есть вектор переходит в вектор!

Важность этого свойства заключается в том, что оно позволяет рассматривать эти преобразования, как функции на множестве векторов. Если бы этого свойства не было, то равные векторы переходили бы в различные. Это сделало бы перенос отображений с точек на векторы некорректным.

Вопрос. Какая функция на множестве векторов связана с параллельным переносом? С поворотом вокруг некоторого центра? Чем отличаются функции, связанные с поворотами на один и тот же угол вокруг разных центров?
Но дело не только в том, что такая функция на множестве векторов существует. Она ещё и обладает некоторым свойством, которое называется линейностью. Это свойство выражается следующими двумя правилами:

а) Для того, чтобы найти образ суммы двух векторов, достаточно найти образы каждого вектора, а затем их сложить 
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б) Для того, чтобы найти образ вектора, полученного из данного умножением на некоторое действительное число 
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, достаточно умножить на это число образ исходного вектора 
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Проверяем пункты а) и б) для различных преобразований. Обращаем внимание на то, что достаточно знать образ только двух неколлинеарных векторов.
Новое определение аффинного преобразования. Геометрическое преобразование называется аффинным, если оно обладает следующими свойствами:
а) взаимная однозначность;
б) равные параллельные отрезки переводит в равные параллельные. То есть задает некоторое преобразование f на множестве векторов.
в) преобразование f линейно: 
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 для любого действительного числа 
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Таким образом аффинное преобразование это преобразование множества векторного плюс образ одной точки.
Свойства аффинных преобразований

1) Прямые (параллельные, пересекающиеся) переходят в прямые (параллельные, пересекающиеся), а отрезки — в отрезки.

2) Сохраняется отношение длин (отношение, в котором точка делит отрезок равно отношению, в котором её образ делит образ этого отрезка).

3) Основное свойство. Для любых двух треугольников на плоскости АВС и А1В1С1 найдётся единственное аффинное преобразование, переводящее А в А1, В в В1, С в С1. (С помощью аффинного преобразования любой треугольник можно перевести в любой.)

Вспомним, что движения переводят треугольники в равные, а гомотетии — в подобные.

Важные рекомендации. На аффинные преобразования удобнее всего смотреть так. На плоскости берутся два неколлинеарных вектора 
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. Прежде всего мы должны определить, какие вектора 
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. будут образами этих векторов. Затем мы берем произвольный вектор плоскости 
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 должен перейти в вектор 
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. После того, как мы решили судьбы всех векторов, осталось договориться, куда перейдёт какая-нибудь (одна) точка плоскости. Тогда станет ясно, куда перешли все точки плоскости.

Аффинные преобразования плоскости – 2

9 класс ( 19 июля
100. В трапеции ABCD с основаниями AD и ВС через точку В проведена прямая, параллельная стороне CD и пересекающая диагональ АС в точке Р, а через точку С – прямая, параллельная стороне АВ и пересекающая диагональ BD в точке Q. Доказать, что прямая PQ параллельна основаниям трапеции.

101. Доказать, что два четырехугольника переводятся друг в друга аффинным преобразованиям тогда и только тогда, когда диагонали этих четырехугольников делятся точками пересечения в соответственно равных соотношениях.

102. Аффинное преобразование циклически меняет местами вершины треугольника АВС, т.е. переводит точку А в точку В, точку В в точку С, а точку С в точку А. Найти все неподвижные точки этого преобразования.

103. На сторонах AB, BC и CD параллелограмма ABCD взяты точки К, L, М соответственно, делящие эти стороны в одинаковых отношениях. пусть b, c, d – прямые, проходящие через B, C, D параллельно прямым КL, КМ и МР соответственно. Доказать, что прямые b, c, d проходят через одну точку. 

Для самостоятельного решения

104. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника параллельна одной из его сторон. Докажите, что аффинным преобразованием этот пятиугольник можно перевести в правильный пятиугольник.

Разнобой с геометрическим уклоном

9 класс ( 17 июля

105. В таблице 3(n расставлены произвольным образом фишки трех цветов: n красных; n желтых; n зеленых. Докажите, что можно переставить фишки в каждой строке так, чтобы в каждом столбце стояли фишки трех разных цветов.

106. На плоскости расположены два выпуклых многоугольника F и G. Обозначим через H множество середин отрезков, один конец каждого из которых принадлежит F, а другой G. Докажите, что H – выпуклый многоугольник.
107. На сторонах треугольника АВС внешним образом построены квадраты с центрами Р, Q, R. На сторонах треугольника PQR внутренним образом построены квадраты. Докажите, что их центры являются серединами сторон треугольника АВС.

108. На окружности отмечено несколько точек, А — одна из них. Каких выпуклых многоугольников с вершинами в этих точках больше: содержащих эту точку или остальных.

109. a) Если многочлен 
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110. Докажите, что для любого натурального n найдется число, составленное из цифр 1 и 2, делящееся на 2n.

111. Из середины М основания АС равнобедренного треугольника АВС опущен перпендикуляр МН на сторону ВС. Точка Р — середина отрезка МН. Докажите, что АН ( ВР.

112. Докажите, что внутри любого выпуклого семиугольника есть точка, не принадлежащая ни одному из четырехугольников, образованных четверками его соседних вершин.

Счетные множества

9 класс ( 05 июля
Определение. Бесконечное множество A счетное, если его элементы можно пронумеровать.
Упражнение. Доказать что множество 2N (множество четных чисел) счетное.

Упражнение. Доказать что множество Z счетное.

113. Может ли король обойти бесконечную шахматную доску, побывав на каждом поле ровно по одному разу?

Упражнение. Доказать что множество всех точек плоскости с целыми координатами счетное.

114. а) Бесконечное подмножество счетного множества — счетное.
б) Объединение счетного числа конечных множеств не более чем счетное (либо конечно либо счетное)
в) Объединение счетного числа счетных множеств счетное.

115. Докажите счетность множеств а) Nk (k - натурально); б) Q (всех рациональных чисел); в) Cfin(N) – всех конечных подмножеств в N.

116. На прямой расположено некоторое количество не пересекающихся отрезков. Докажите что их количество не более чем счетно.

Бесконечность

Предложение. В каждом бесконечном множестве есть счетное подмножество.

117. a) В некотором государстве король организовал тайную службу в обязанности которой входит слежка за каждым из подданных (включая саму тайную службу). Причем каждый служащий следит ровно за одним человеком. Докажите, что если служба справляется со своими обязанностями, то число подданных бесконечно. (Тайная служба не совпадает со всем населением государства)
б) Пусть в государстве бесконечно много подданных. Докажите, что король может создать успешно действующую тайную службу из пункта a).

118. а) Установить взаимнооднозначное соответствие между бесконечными последовательностями 0 и 1 и множеством всех подмножеств натурального ряда.
б) Доказать, что бесконечных последовательностей из 0 и 1 несчетно.

119. Король считает, что любое подмножество его подданных является тайным обществом. Каждому гражданину должно доносить ровно на одно тайное общество. Докажите, что есть тайное общество, на которое никто не доносит.

Для самостоятельного решения

120. Счетное ли множество из различных подмножеств счетного множества такое, что: а) любые два не пересекаются; б) любые два пересекаются не более, чем по 10 элементам; в) любые два пересекаются не более, чем по конечному множеству; г) среди любых двух одно есть подмножество другого?

121. На плоскости нарисовано некоторое количество а) кругов б) восьмерок. Докажите что их не более чем счетное множество.

Равномощность. Несчетные и континуальные множества. I.

9 класс ( 09 июля
Определение. Два множества называются равномощными, если между их элементами можно установить взаимно-однозначное соответствие (=биекцию).
Упражнение. а) Доказать равномощность двух интервалов; двух отрезков.
б) Доказать равномощность треугольника и произвольной окружности.
в) Доказать равномощность прямой и полуокружности; прямой и интервала.

Определение. Множество называется континуальным (имеет мощность континуум), если оно равномощно интервалу (0,1).

Упражнение. Приведите как можно больше примеров множеств мощности континуум.

122. Доказать, что у окружности множество диаметров равномощно множеству радиусов.

123. Доказать, что отрезок [0,1] и интервал (0,1) равномощны.

Упражнение. 0) Доказать, что из каждого бесконечного множества можно выделить счетное подмножество.
а) Доказать, что если к бесконечному множеству добавить конечное или счетное число элементов, то полученное множество будет равномощно исходному.
б) Доказать, что множество иррациональных чисел равномощно множеству действительных чисел.
в) Верно ли, что множества рациональных и иррациональных чисел равномощны?

Неконструктивные числа

Определение. Бесконечное множество A несчетное, если оно не является счетным.
Упражнение. а) Доказать, что множество бесконечных последовательностей из 0 и 1 несчетное.
б) Доказать, что отрезок [0,1] – несчетное множество.

124. Назовем действительное число конструктивным, если его запись в десятичной системе счисления генерируется некоторым алгоритмом, записанном буквами русского языка,  цифрами и математическими знаками типа больше, равно, плюс и так далее.  Доказать, что есть неконструктивные числа. Доказать, что неконструктивных чисел больше, чем конструктивных.

125. Доказать, что множество точек отрезка [0,1] равномощно множеству бесконечных последовательностей из 0 и 1.

Для самостоятельного решения

126. Доказать, что множество точек плоскости равномощно множеству внутренних точек круга.

127. Доказать, что множества точек круга и множество внутренних точек круга – равномощны.

128. Доказать, что множество непересекающихся букв “А” на плоскости всегда не более чем счетное. А букв “C”?

129. На плоскости есть счетное число комаров (нулевого размера). Юная защитница природы Оля находится в фиксированной точке, и у нее есть лазерное ружье. Доказать, что Оля может выстрелить так, чтобы не убить ни одного комара.

Мощности множеств.

9 класс ( 14 июля
130. Назовем число алгебраическим, если оно является корнем некоторого ненулевого многочлена с целыми коэффициентами. Иначе число назовем трансцендентным. Докажите, что множество трансцендентных чисел континуально. Совпадают ли множества конструктивных и алгебраических чисел?
Определение. Отображение множества A в множество B называется вложением (а по науке инъективным), если разные элементы переходят в разные.
Теорема Кантора–Бернштейна. Если множество A вкладывается в B, а B вкладывается в A, то множества A и B — равномощны.

131. Докажите, что все следующие множества равномощны: а) отрезок; б) квадрат; в) плоскость; г) куб; д) множество всех отрезков на плоскости.

132. Докажите континуальность множества всех поворотов плоскости.

Определение. Для любого множества X через 2X будем обозначать множество всех подмножеств множества X.
133. Что можно сказать о мощности 2X для конечных и счетных Х?

Теорема Кантора. Множество 2X не только не равномощно X, но даже не отображается на X (то есть при любом отображении X в 2X в некоторый элемент из 2X (т.е. подмножество в X) ни один элемент не будет отображаться).

Следствие. Существуют сколь угодно большие мощности.

Континуум-гипотеза. Существует ли множество, промежуточное по мощности между счетными и континуальными множествами? Оказывается, ответ на этот вопрос ни да, ни нет… Как такое может быть?

134. На первом шаге из отрезка [0; 1] вырезают средний интервал длины 1/3 — (1/3; 2/3), на втором — из каждого из оставшихся отрезков удаляют средние интервалы длины 1/9,... на n-ом – из каждого из оставшихся отрезков средние интервалы длины 1/3n. Множество, полученное после счетного числа шагов называется канторовым множеством.
а) Докажите, что канторово множество непусто;
б) Является ли это множество счетным?

Для самостоятельного решения

135. В тетрадке у отличницы Оли нарисовано несколько "хитрых" отрезков, с помощью которых Оля строит циркулем и линейкой другие отрезки. Докажите, что коварная Марьиванна может задать на дом построение такого отрезка, что Оля получит двойку (а все потому, что Оля злостно нарушала режим отбоя!).

136. Будет ли континуальным множество всех различныx ломаных на плоскости а) с конечным; б) со счетным числом звеньев?

137. *** Укажите явно хотя бы одно трансцендентное число (с доказательством!)

Последовательности и подпоследовательности

9 класс ( 06 июля
Беру кусок мрамора и отсекаю все лишнее...
Микеланджело
138. Бесконечное клетчатое поле раскрашено в несколько цветов. Докажите, что найдется прямоугольник с углами одинакового цвета.

139. Докажите, что в бесконечной последовательности натуральных чисел существует бесконечная неубывающая подпоследовательность.

140. В клетки неограниченной вправо таблицы 3×( вписаны натуральные числа. Докажите, что можно отметить некоторые столбцы так, чтобы в каждой строке оказалась отмечена неубывающая бесконечная последовательность.

141. Каждый человек смертен. Человечество бессмертно. Докажите, что существует бесконечная ветвь потомков, идущая от Адама.

142. Есть полный граф со счетным числом вершин, каждое ребро графа покрашены в один из нескольких цветов.
a) докажите, что из каждой вершины выходит бесконечно много ребер одного цвета;
б) докажите, что в этом графе можно выделить бесконечную последовательность вершин так, чтобы каждая из этих вершин была соединена со всеми последующими вершинами ребрами одинакового цвета;
в) докажите, что из этого графа можно выделить полный бесконечный подграф, все ребра которого выкрашены в один цвет.

143. Докажите, что из любой последовательности можно, стерев часть ее членов, получить монотонную бесконечную последовательность, то есть невозрастающую и неубывающую.

Для самостоятельного решения

144. Все целые числа разбиты на два подмножества. Докажите, что можно выбросить одно подмножество так, чтобы для любого K осталось бесконечно много чисел кратных K.

Многочлены. Корни многочленов.

9 класс ( 10 июля
Предварительная беседа.

- что такое многочлен и его стандартный вид? 
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 — пример многочлена

- запись в общем виде, старший коэффициент, свободный член. Найти это для пред. примера

- равенство двух многочленов (как алгебраических выражений)

- произведение ненулевых многочленов ненулевое. Почему?

- степень многочлена. Особые случаи: нулевая степень и минус бесконечность
Пример: в зависимости от a найти степень 
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- как ведет себя степень при сложении? При умножении?

- каждый многочлен задает некоторую функцию.

145. Сколько коэффициентов может быть у многочлена степени 46?

146. Найти степень, свободный член и старший коэффициент многочленов:
а) 
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147. При каких a, b, c равны многочлены 
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148. Записать многочлен в стандартном виде 
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149. а) Доказать, что если значение многочлена f(x) при всех x нулевое, то и сам многочлен нулевой.
б) Доказать, что если значения двух многочленов совпадают во всех точках, то многочлены равны. Верно ли обратное?

150. Какие из следующих выражений являются многочленами:
а) 
[image: image99.wmf]x

x

2

2

cos

sin

+

; б) 1/x; в) 
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Беседа. Об алгебраическом и функциональном определении равенства многочленов. Почему это одно и то же? Что такое корень многочлена 
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151. Найти сумму коэффициентов многочлена 
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152. Докажите, что число 
[image: image106.wmf]2

 не является корнем многочлена 
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153. Зная, что многочлен 
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 имеет корень c, найдите многочлен с целыми коэффициентами, который имеет корень а) –с; б) 1/с; в) 
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154. Докажите, что не существует многочлена f(x) с целыми коэффициентами, для которого f(–1) = 2  и  f(1)=1.

155. Представить многочлен 
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 как g (x + 1) для некоторого многочлена g (x).

156. * Если старший коэффициент многочлена положителен, то начиная с некоторой константы многочлен принимает только положительные значения.

157. * Известно, что все коэффициенты произведения многочленов f(x) и g(x) с целыми коэффициентами делятся на простое p. Докажите, что все коэффициенты f(x) или g(x) делятся на p.

Для самостоятельного решения

158. Найти коэффициент при x в многочленах а) 
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159. Известно, что 
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. Чему могут равняться степени многочленов а) f + g б) f – g в) f (x+2) г) f(g(x)).

160. Какие из следующих выражений являются многочленами
а) 
[image: image116.wmf]x
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; б) 
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[image: image119.wmf]|
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161. Докажите, что не существует многочлена f(x) с целыми коэффициентами, для которого f(1) = 2, f (2)=3 и  f(3) = 5.

Многочлены. Деление с остатком и теорема Безу.

9 класс ( 11 июля
Определение. Многочлен 
[image: image121.wmf])
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 делится на ненулевой многочлен 
[image: image122.wmf])

(

x

h

, если существует такой многочлен 
[image: image123.wmf])
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[image: image124.wmf])
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Беседа. Провести аналогию с делением целых чисел. Попросить сформулировать и Докажите некоторые свойства делимости.

Определение. Разделить многочлен 
[image: image125.wmf])
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 на ненулевой многочлен 
[image: image126.wmf])
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 с остатком — это значит найти такие многочлены 
[image: image127.wmf])
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[image: image130.wmf])

(

deg

)

(

deg

x

q

x

r

<

.
Беседа. Когда многочлены одинаковой степени делятся один на другой? Привести пример многочленов с целыми коэффициентами, в которых частное и остаток имеют нецелые коэффициенты.

162. Докажите, что для любого многочлена 
[image: image131.wmf])
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 и ненулевого 
[image: image132.wmf])
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деление с остатком существует и единственно.

163. Разделите многочлены с остатком:
а) 
[image: image133.wmf]10
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164. Докажите, что если многочлен 
[image: image139.wmf])
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 делится на многочлен 
[image: image140.wmf])
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, то всякий корень 
[image: image141.wmf])

(

x

Q

 является корнем 
[image: image142.wmf])
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. Верно ли обратное?

165. Приведите пример двух квадратных трехчленов, ни один из которых не делится на 
[image: image143.wmf]10
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Теорема Безу. Остаток от деления многочлена Р(х) на двучлен х – а равен Р(а).
Следствие. Многочлен P(x) делится на x – a тогда и только тогда, когда число a является корнем P(x).
166. Дан многочлен P(x) такой, что многочлен P(xn) делится на x – 1. Докажите, что многочлен P(x) также делится на x – 1.

Определение. Если многочлен делится на (х – а)k, 
[image: image145.wmf]1
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, но не делится на (х – а)k+1, то говорят, что его корень а  имеет кратность k.
167. а) Докажите, что многочлен Р(х) делится на произведение 
[image: image146.wmf])
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 тогда и только тогда, когда все числа 
[image: image147.wmf]k
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 — его корни (все числа 
[image: image148.wmf]i
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 — различны).
б) Докажите, что число корней многочлена, даже с учетом их кратности, не превосходит его степени.
в) Докажите, что если значения двух многочленов, степень каждого из которых не превосходит n – 1, совпадают в n различных точках, то эти многочлены равны.
г) Докажите, что если два многочлена задают одну и ту же функцию, то они равны.
168. а) Делится ли многочлен
[image: image149.wmf]1

999

-

x

 на 
[image: image150.wmf]1

2

-

x

?
б) При каких натуральных 
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 и 
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 многочлен 
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169. Многочлен P(x) дает остаток 5 при делении на x – 2 и остаток 7 при делении на x – 3. Какой остаток многочлен P(x) дает при делении на (x–2)(x–3)?

170. При каких целых n сократима дробь 
[image: image155.wmf]1
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Для самостоятельного решения

171. Можно ли многочлен 
[image: image156.wmf]1
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 разложить на множители с действительными коэффициентами?

172. а) 
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б) 
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173. Многочлены Р(х) и Q(х) с целыми коэффициентами таковы, что при любом целом k Р(k) делится на Q(k). Докажите, что Р(х) делится на Q(х).

Многочлены с целыми коэффициентами
9 класс ( 12 июля
174. Пусть 
[image: image170.wmf])
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 - многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что если 
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 – нечетно, то у многочлена нет целых корней.
Лемма. Пусть 
[image: image172.wmf])
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 — многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что 
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 при любых различных целых числах 
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175. Существует ли многочлен 
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[image: image178.wmf],

19

)

1

(

=

P

 
[image: image179.wmf]98

)

19

(

=

P

?
176. Для некоторого многочлена 
[image: image180.wmf])
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 с целыми коэффициентами числа 
[image: image181.wmf])
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 четные. Докажите, что для любого целого числа 
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177. Известно, что 
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 значение 
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178. Многочлен 
[image: image188.wmf])
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 принимает значение 5 при пяти различных целых значениях переменной. Докажите, что 
[image: image189.wmf])
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 не имеет целых корней.
Теорема. Всякий целый корень приведенного многочлена 
[image: image190.wmf]0
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 с целыми коэффициентами является делителем свободного члена 
[image: image191.wmf]0
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179. Решите уравнение: а) 
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Теорема. а) Пусть 
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 многочлен с целыми коэффициентами, где 
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б) Пусть в пункте (a) коэффициент 
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. Тогда все рациональные корни многочлена 
[image: image201.wmf]P

 — целые числа.

180. Найдите все рациональные корни многочленов а) 
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[image: image203.wmf]0

6

32

15

9

2

3

=

+

-

-

x

x

x

.
181. Найти коэффициент при 
[image: image204.wmf]98
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Для самостоятельного решения

182. Доказать, что если многочлен 7-й степени с целыми коэффициентами 
[image: image206.wmf]0
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 при 7 целых значениях 
[image: image207.wmf]x

 принимает значения +1 и –1, то его нельзя представить в виде произведения двух многочленов с целыми коэффициентами.
183. Найдите коэффициент при 
[image: image208.wmf]21
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Многочлены. Разложение на множители.

9 класс ( 15 июля
Обозначение. K[x] — множество многочленов, чьи коэффициенты принадлежат числовому множеству K.

184. Если K замкнуто по сложению и умножению, то K[x] — тоже.

Определение. Многочлен Р ненулевой степени называется приводимым в K[x], если он может быть разложен в произведение двух многочленов меньшей (но не нулевой) степени из K[x], и неприводимым в противном случае.
185. Является ли многочлен 
[image: image210.wmf]2
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 неприводимым в а) R[x], б) Q[x], в) Z[x]?

186. Может ли неприводимый многочлен иметь корни?

187. Докажите, что если многочлен степени 2 или 3 приводим, то у него есть корень (соответственно рациональный или действительный). Верно ли это для многочленов степени большей 3?

188. Докажите, что существуют неприводимые над рациональными числами многочлены сколь угодно высокой степени.

Основная теорема арифметики. Если K замкнуто относительно четырех арифметических операций, то всякий многочлен из K[x] может быть разложен в произведение числа из K и неприводимых в K[x] многочленов со старшим коэффициентом 1, причем такое разложение единственно с точностью до порядка сомножителей.

189. Пусть произведение 
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Определение. Пусть 
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 НОД коэффициентов 
[image: image218.wmf]P

 называется содержанием многочлена 
[image: image219.wmf]P
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190. Произведение многочленов с содержанием 1 является многочленом с содержанием 1.

191. а) Всякий многочлен 
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 равно 1. б) 
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 определен однозначно с точностью до знака.

192. Многочлен 
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Лемма Гаусса. В 
[image: image230.wmf]]
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 разложение на неприводимые множители однозначно.

Для самостоятельного решения

193. Можно ли разложить на множители с целыми коэффициентами многочлен а) 
[image: image231.wmf]10
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194. Произведение двух многочленов с целыми коэффициентами от переменной x есть многочлен с четными коэффициентами, не все из которых делятся на 4. Докажите, что в одном из многочленов-сомножителей все коэффициенты четные, а в другом – хотя бы один нечетный.

195. Докажите, что целые числа однозначно раскладываются на простые множители.

Теорема Виета.

9 класс ( 16 июля
196. Пусть x1 и x2 — корни квадратного трехчлена x2–4x–7. Не вычисляя x1 и x2 составьте квадратное уравнение, корнями которого являются числа а) 1/ x1 и 1/ x2; б) 
[image: image234.wmf]2
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 и 
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; в) 
[image: image236.wmf]3
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; г) x1+1/ x2 и x2+1/x1. 

197. Сформулируйте и докажите теорему Виета для корней квадратного многочлена.

198. Доказать, что если 
[image: image238.wmf]1
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 корни квадратного уравнения 
[image: image240.wmf]0

2

=

+

+

q

px

x

 с целыми коэффициентами 
[image: image241.wmf]p
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[image: image243.wmf]n

 число 
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 является целым.

199. Сформулируйте и докажите теорему Виета для корней произвольного многочлена.

200. Числа abc, ab+bc+ca и a+b+c -положительные. Докажите, что a, b, c - положительны.
201. Число a+1/a целое. Докажите, что для каждого натурального n число an+1/an - целое.
202. а) Выразите x6+y6 через x+y и xy; б) Выразите xn+yn через x+y и xy.
203. Решите систему уравнений

а) 
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204. Пусть числа a, b, и c таковы, что abc=1, a+b+c = 1/a +1/b +1/c.  Докажите, что одно из этих чисел равно 1.

Беседа. Провести аналогию с делением целых чисел. Попросить сформулировать и Докажите некоторые свойства делимости.
Для самостоятельного решения

205. Пусть x1, x2, x3 — корни многочлена x3-x2–6x+1. Составьте уравнение, корнями которого являются кубы этих чисел.

206. У квадратного уравнения x2+ax+b+1=0 (a, b — натуральные числа) есть два целых корня. Докажите, что число a2+b2— составное.

207.  Решите систему уравнений
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Симметрические многочлены

9 класс ( 17 июля

Определение. Многочлен от x и y называется симметрическим, если он не меняется при перестановке переменных местами.
Определение. Выражения x+y и xy называются элементарными симметрическими многочленами.
208. Докажите, что многочлен от элементарных симметрических многочленов является симметрическим многочленом.

Теорема о симметрических многочленах. Каждый симметрический многочлен есть многочлен от x+y и xy. (Докажите теорему, введя новые переменные x = (u + v)/2, y = (u – v)/2, и получая отсюда, что данный многочлен представим в виде F(u, v2) ).
209. Докажите, что любое симметрическое выражение (многочлен) от корней квадратного трехчлена с целыми коэффициентами есть целое число.

210. По аналогии вводится определение симметрических многочленов от трех букв и элементарных симметрических многочленов (их три штуки). Для них верна (но доказывается сложнее) теорема о симметрических многочленах. Число букв можно увеличивать и далее.

211. Докажите, что каждую степенную сумму 
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212. Пусть x1, x2,…, xn и y1, y2,…, ym — действительные корни двух многочленов n-й и m-й степеней с рациональными коэффициентами. Рассмотрим произведение всевозможных скобок вида (z – xi – yj) по всевозможным парам i и j. Докажите, что получится многочлен от z c рациональными коэффициентами.

213. Докажите, что в условиях предыдущего упражнения x1+y1 является алгебраическим числом. То же самое докажите для произведения.

Еще раз о неприводимости

Теорема (критерий Эйзенштейна). Многочлен с целыми коэффициентами, у которого старший коэффициент не делится на простое число p, все остальные коэффициенты делятся, причем свободный член делится не на p2, не раскладывается на множители с целыми коэффициентами.

214. Докажите, что многочлен 
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 не раскладывается на множители с целыми коэффициентами.

215. Докажите, что при любом целом 
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 уравнение
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 не имеет дробных корней. Какие целые корни может иметь это уравнение? 
Для самостоятельного решения

216. Пять целых чисел 
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 таковы, что  
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 делятся на нечетное число 
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. Доказать, что число 
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 также делится на 
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217. Докажите, что многочлен
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 при простых p не раскладывается на множители с целыми коэффициентами.

Симметрии фигур и группы движений
9 класс ( 19 июля
Беседа. Квадрат, прямоугольник и ромб имеют симметрии. Но у одних фигур симметрий “больше”, чем у других. Наша цель — уточнить это понятие “больше”.
218. Рассмотрим все движения плоскости, которые переводят некоторый многоугольник в себя (самосовмещения). а) Докажите, что их конечное число. б) Докажите, что композиция самосовмещений является самосовмещением; докажите, что обратное к самосовмещению движение тоже является самосовмещением.

Определение. Множество движений G называется группой движений (преобразований), если оно обладает следующими свойствами:
1) если два преобразования принадлежат G, то и их композиция принадлежит G;
2) вместе с любым своим преобразованием множество G содержит и преобразование, ему обратное.

219. Докажите, что множество самосовмещений некоторого многоугольника является группой движений.

220. Образуют ли группу движений: все повороты с фиксированным центром; все повороты; все параллельные переносы; все скользящие симметрии; все движения первого рода; все движения второго рода.
221. Докажите, что любая группа движений содержит тождественное преобразование.

222. Опишите группу самосовмещений правильного треугольника; квадрата; ромба.

223. Придумайте группу самосовмещений, которая содержит ровно: а) 2; б) 3; в) n элементов.

Определение. Группа преобразований называется конечной, если она состоит из конечного числа элементов.
a) Множество движений, состоящее из n поворотов на углы кратные 360°/n, с общим центром, будем называть циклической группой порядка n и обозначать Cn.
b) Множество, содержащее те же повороты, а также n отражений относительно прямых, проходящих через центр поворотов и расположенных через каждые 180°/n, назовем группой диэдра порядка 2n и обозначим Dn.
224. Докажите, что Сn и Dn действительно являются группами движений и даже группами самосовмещений некоторых многоугольников. Сколько в них элементов?

Теорема (о классификации конечных групп движений). Любая конечная группа движений есть либо Сn либо Dn.

225. Пусть некоторая группа движений состоит из 17 элементов. Докажите, что она состоит из 17 поворотов вокруг общего центра.

226. Пусть многоугольник имеет группу самосовмещений Dn. Является ли он правильным?

Беседа. Уточнение того, что было в начале занятия по поводу симметрии фигур.

Доказательство теоремы

227. Любое движение плоскости, переводящее в себя множество вершин некоторого многоугольника, имеет неподвижную точку.

228. Любое движение плоскости, имеющее неподвижную точку, есть либо поворот с центром в этой точке, либо осевая симметрия относительно прямой, проходящей через эту точку.

229. (частный случай теоремы) Любая конечная группа движений, все элементы которой имеют общую неподвижную точку, есть либо Сn либо Dn.
230. Докажите, что каждое движение из конечной группы движений переводит в себя множество вершин некоторого многоугольника.

231. Докажите, что каждая группа движений, содержащая перенос на ненулевой вектор, является бесконечной.
232. Докажите, что если A и B – две различные точки плоскости, то движение 
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 представляет собой параллельный перенос. Когда это будет перенос на нулевой вектор?

233. Докажите, что если в группе есть два поворота вокруг разных точек, то группа бесконечна.

234. Что это за конечные группы движений, которые не содержат двух пересекающихся осей симметрии? Опишите все такие группы.

235. Докажите, что все симметрии из конечной группы движений проходят через одну точку.

236. Завершите доказательство теоремы.
Для самостоятельного решения

237. а) У фигуры есть ровно две оси симметрии. Докажите, что они перпендикулярны.
б) Две оси симметрии фигуры образуют между собой угол в 84(. Докажите, что у нее есть еще по крайней мере 13 осей симметрии.
в) Может ли фигура на плоскости иметь ровно два центра симметрии?

238. На плоскости лежит правильный треугольник. Разрешается перекатывать его по плоскости, отражая относительно любой его стороны. Докажите, что если в результате нескольких таких операций треугольник вернется в исходное положение, то все его вершины займут первоначальное положение.
239. Останется ли верным утверждение предыдущей задачи, если равносторонний треугольник заменить на треугольник с углами:
а) 45°, 45°, 90°; б) 30°, 60°, 90°; в) 120°, 30°, 30°?

Малая Теорема Ферма

9 класс ( 20 июля
Определение. Пусть r — остаток от деления на m. Остаток s от деления на m называется обратным к r по модулю m, если rs сравнимо с 1 по модулю m. (Обратный остаток может и не существовать. Если он существует, то остаток r называется обратимым.) 

240. Найдите все обратимые остатки по модулю 8, 12. 

241. Пусть целое число a не делится на простое чисто p. Докажите, что:
а) числа a, 2a, 3a, …, (p – 1)a дают различные остатки по модулю p.
б) 
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242. Докажите, что все ненулевые остатки по модулю простого числа p обратимы.

243. Дано натуральное число m. Какие остатки от деления на m обратимы?

244. Какие остатки от делении на простое число p совпадают со своими обратными?

245. Найдите остаток от деления числа (p –1)! на p.
Теорема Вильсона. Докажите, что число (m –1)! +1 делится на m тогда и только тогда, когда m — простое.

Малая Теорема Ферма. Если р — простое и а не делится на р, то 
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246. Найдите остаток от деления а) 2100 на 101; б) 7102 на 101; в) 8900 на 29.

247. Докажите, что 162п+1 +(2п+1)16 делится на 17, если (2п+1) на 17 не делится.

Функция Эйлера

Определение. Пусть m — натуральное число. Количество чисел, взаимно простых с m и не больших m, обозначается ((m). Функция ((m) называется функцией Эйлера.

248. Вычислите a) ((1); б) ((6); в) ((25)
249. Докажите, что количество обратимых остатков по модулю m равно ((m).

250. Пусть p — простое число. а) Найдите ((p); б) Докажите, что 
[image: image263.wmf]1

)

(

-

-

=

n

n

n

p

p

p

j

.

251. Пусть a и b — взаимно простые натуральные числа. Запишем все числа от 1 до ab в таблицу a(b: 
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а) Сколько в этой таблице чисел, взаимно простых с b и где они располагаются?
б) Докажите, что в каждом столбце есть ровно ((a) чисел, взаимно простых с a.
в) Где находятся в таблице числа взаимно простые с ab.
г) Докажите, что функция Эйлера — мультипликативна: ((ab) = ((a)((b).

252. Пусть 
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 Докажите, что 
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253. Найти количество чисел, меньших n и взаимно простых с n, если n = 22002; 1000; 9000.
Для самостоятельного решения

254. Найти все натуральные n, при которых число (n – 1)!+1 не делится на n2.
255. p — простое число большее 5. Докажите, что 11111…11 ( р-1 единица ) делится на р.

256. Доказать, что существует натуральное число с суммой цифр n, делящееся на n, если n=49, 196, произвольное натуральное число.

257. Доказать, что при любом простом p разность 1...12...2...9...9 – 123456789 делится на p без остатка (в уменьшаемом каждая цифра повторяется p раз).
Перестановки

9 класс ( 20 июля
258. В игре «пятнадцать» все фишки высыпали из коробки, перемешали и вновь уложили случайным образом. Докажите, что их не всегда удастся упорядочить по правилам игры.

Определение. Перестановкой называется взаимно однозначное отображение конечного множества на себя. Если последовательно выполнить две перестановки, то получится новая перестановка, которая называется композицией (произведением) двух данных перестановок. 

259. Сколько всего имеется перестановок на n элементах?

260. Можно ли в произведении перестановок переставлять местами сомножители? 

Четные и нечетные перестановки

Определение. Пусть дана некоторая перестановка на множестве чисел 1, 2,...,n. Пара чисел i, j называется инверсией данной перестановки, если большее из этих чисел расположено в перестановке раньше меньшего. Перестановка называется чётной (нечётной), если чётно (нечётно) число её инверсий.
261. Найти чётность перестановки 
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Определение. Перестановка, которая меняет местами какие-то два элемента, а остальные оставляет на месте называется транспозицией.

262. Докажите, что любую перестановку можно представить в виде а) композиции транспозиций, б) композиции элементарных транспозиций (то есть меняющих местами два рядом стоящих элемента)

263. Докажите, что при умножении произвольной перестановки на транспозицию чётность перестановки изменится.

264. Как зависит четность перестановки от ее разложения на транспозиции?

Утверждение. Произведение перестановок одинаковой чётности есть чётная перестановка, а произведение перестановок разной чётности — нечетная.

265. А все-таки, как насчет пятнашек?

Разложение в циклы.

Определение. Перестановка называется циклической (или просто циклом), если она сдвигает некоторые элементы по кругу, а остальные оставляет неподвижными. Два цикла называются независимыми, если множества передвигаемых ими элементов не пересекаются. 

Беседа. Запись цикла. Примеры независимых и зависимых циклов.
266. Найдите произведения перестановок: (134)○(235); (23)○(245).

267. Запишите в виде композиции независимых циклов следующие перестановки: 
[image: image268.wmf].
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Беседа. Сказать, что независимые циклы можно в произведении менять местами.
Утверждение. Любая перестановка есть композиция независимых циклов. 

268. Докажите, что перестановка раскладывается в произведение независимых циклов однозначно (с точностью до порядка сомножителей).

269. Верно ли это для разложения в циклы, не являющиеся независимыми?
270. Найти чётность: цикла длины 3; цикла длины 4; цикла произвольной длины n.

271. В городе N разрешены только тройные обмены квартир (по циклу). Однажды выяснилось, что горожане Дилер и Брокер хотят поменяться своими квартирами, а все остальные жители при этом не хотят никуда переезжать. Докажите, что этот план невыполним.

Обсуждение. Как находить четность композиции? 

Обсуждение. Тройные циклы как система образующих четных перестановок.

Для самостоятельного решения

272. Сколько всего имеется четных и нечетных перестановок?

273. На шахматной доске отмечены 16 клеток, так что на каждой горизонтали и каждой вертикали находятся по две отмеченные клетки. Доказать, что из этих клеток можно выбрать 8 так, что расставленные в них ладьи не будут бить друг друга.

274. В слове из n букв разрешается перепрыгнуть любой буквой на n–2 или n–3 буквы направо или налево. Докажите, что такими операциями можно переставить буквы в произвольном порядке. 

275. Пионерка Оля за ход в строке из чисел 1,2,….,n переставляет числа циклическим образом, а хулиган Вася меняет местами первое и второе число. Докажите, что совместными усилиями они смогут переставить числа в строке любым способом.

276. После переименования города N в город Маклерск любой обмен квартир, для которого требовалось совершать нечетное число парных обменов, стал казаться гражданам противоестественным. а) Докажите, что любой благопристойный обмен можно осуществить, совершая лишь тройные обмены с участием гражданина Дилера. б) Докажите, что того же можно добиться, совершая лишь тройные обмены с одновременным участием Дилера и Брокера. в) Сформулируйте доказанное утверждение на языке разложения в циклы.

Конечные группы и теорема Лагранжа

9 класс ( 21 июля
Определение. Группой называется множество G элементов произвольной природы, в котором:
0) задано правило (групповая операция), согласно которому любой паре 
[image: image269.wmf])
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 элементов G сопоставляется некоторый элемент a(b того же множества;
1) групповая операция ассоциативна, т.е. для любых элементов a, b, c (G (a(b)(c=a((b(c);

2) в G имеется единичный (нейтральный) элемент, т.е. такой элемент e, что для любого a(G   a(e=e(a=a;

3) у каждого элемента a в G есть обратный, т.е. такой элемент a–1, что
a(a–1 = a–1(a = e.
Примеры групп и вопросы. 1) Группы преобразований плоскости. Какие именно?
2) Целые, рациональные, действительные числа с операцией сложения. А натуральные? А целые четные?
3) Ненулевые рациональные или действительные числа с операцией умножения. А почему ненулевые? А если целые? А если только  положительные рациональные или действительные? А если только отрицательные?
4) Остатки при делении на n с операцией сложения (обозначение Zn). Сколько элементов в этой группе?
5) Перестановки на n элементах (обозначение Sn). Четные перестановки. А нечетные перестановки?
6) Множество векторов на плоскости с операцией сложения.

Упражнение. Являются ли следующие множества с операциями группами:
1) степени двойки с целым показателем с операцией умножения;
2) действительные числа с операцией вычитания;
3) все аффинные преобразования плоскости?

277. Докажите, что обратимые остатки по некоторому модулю m являются группой по умножению. Сколько элементов в этой группе? Являются ли все ненулевые остатки группой по умножению. Если являются, то когда?
Определение. Подгруппа — это подмножество группы, которое относительно той же операции является группой.
Примеры. 1) В каждой группе есть как минимум две подгруппы: {e} и вся группа. 2) Для любого элемента g из группы G подмножество {..., g–1, e, g, g2,...} — подгруппа (порожденная элементом g).

Упражнение. В каждой из групп, встречавшихся выше, постарайтесь указать какие-нибудь подгруппы.

Определение. Число элементов в конечной группе называется порядком группы.
Определение. Пусть H — подгруппа в G. Множество gH = {g*h | h(H} называется смежным классом элемента g по подгруппе H.
278. Чем будут являться смежные классы в группе векторов по подгруппе векторов, коллинеарных данному.

279. Рассмотрим действительные ненулевые числа по умножению и подгруппу, состоящую из положительных чисел. Как в народе называют смежные классы по этой подгруппе?

280. Рассмотрим группу перестановок на n элементах. Разбейте ее на смежные классы по подгруппе всех четных перестановок.
281. Докажите, что два смежных класса по подгруппе либо полностью совпадают, либо не пересекаются. Группа не обязательно конечна.
Теорема Лагранжа. Порядок подгруппы конечной группы делит порядок группы.
Доказательство. Рассмотрим разбиение группы на смежные классы по данной подгруппе. Вот и все.
282. Найдите все подгруппы в Z13. Найдите все подгруппы в Z6.

Важное замечание. Есть искушение для каждого делителя d порядка группы искать подгруппу порядка d. Такая подгруппа найдется не всегда!

Упражнение. Рассмотрим элемент g группы G. Допустим, что gm = gn для некоторых m ( n. Докажите, что тогда gk = e для некоторого k. В этом случае множество {e, g, g2, ..., gk–1} является подгруппой. Как устроена эта подгруппа?

Определение. Наименьшее число k со свойством gk = e (если такое существует) называется порядком элемента. Если такого k не существует, то элемент называется элементом бесконечного порядка.
Упражнение. Приведите примеры групп с элементами конечного порядка; бесконечного порядка; одновременно с элементами конечного и бесконечного порядков. Покажите, что порядки элементов в конечных группах конечны.

Замечание. Если рассмотреть элемент порядка k  и рассмотреть порожденную им подгруппу, то она тоже будет иметь порядок k. Поэтому многозначность термина порядок не приводит к непониманию.

Следствие теоремы Лагранжа. Порядок элемента конечной группы делит порядок группы.

283. Опишите все группы из p элементов (p – простое число).

Упражнение. Чему точно не могут равняться порядки элементов в S6. Как насчет числа 10? 12?
Утверждение. Взаимно простые с m вычеты образуют группу по умножению. Ее порядок равен ((m).

Следствие теоремы Лагранжа. Теорема Эйлера. Для любых взаимно простых a и m: а((m) ( 1(mod m).

Следствие теоремы Эйлера. Малая Теорема Ферма. Для любых взаимно простых a и p, где p — простое: аp–1 ( 1(mod p).

Упражнение. Найдите остаток при делении 2002321 на 120.

Приложения теоремы Лагранжа к делимости чисел

9 класс ( 21 июля
284. Наша цель — доказательство следующей теоремы.

285. Везде ниже p — простое нечетное число.

Теорема. Простых чисел вида 2pn + 1 бесконечно много.

286. Пусть НОД(а, m) = 1. Наименьшее k для которого аk ( 1(mod m) есть порядок элемента а. Почему такое k существует? Верно ли, что k является делителем ((m)?

287. Если а имеет порядок k, то числа 1=a0, a1, a2, …, ak–1 по модулю m не сравнимы.

288. Если а имеет порядок k, то аr ( аs (mod m) тогда и только тогда, когда r ( s (mod k). В частности аr ( 1 (mod m) тогда и только тогда, когда r делится на k.

289. Берем число a и начинаем умножать его на самого себя. а) докажите, что последовательность из двух последних цифр зациклится; б) может ли это событие произойти через 25 шагов? в) а через сколько шагов оно может произойти?

290. Пусть a>1. Докажите, что простые нечетные делители числа аp–1 либо делят 
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291. Докажите сформулированную выше теорему.

292. Пусть a>1. Докажите, что простые нечетные делители числа аp+1 либо делят 
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Для самостоятельного решения

293. Докажите, что простые делители числа 
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 имеют вид 
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. Не поможет ли Вам это доказать, что при n = 5 рассматриваемое число будет составным.

294. Докажите, что 
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Вступительный тест

9 класс ( 03 июля

295. В классе 30 человек. В диктанте Саша сделал 13 ошибок, а остальные — меньше. Докажите, что по крайней мере три ученика сделали ошибок поровну.

296. Некоторое число дает остаток 3 при делении на 5 и остаток 2 при делении на 7. Может  ли оно давать остаток 9 при делении на 35? Ответ обоснуйте.

297. Приведите пример фигуры, у которой более одного центра симметрии.

298. На плоскости даны окружность, прямая и точка. Постройте отрезок, один из концов которого лежит на прямой, другой — на окружности, а его середина совпадает с данной точкой.

299. Разделите многочлен 
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300. Методом математической индукции докажите, что

301. 
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302. Какой остаток дает число  10 000 000 000 000  при делении на 13?

303. На стороне АВ треугольника АВС расположена точка М так, что АМ:МВ = 2:1, а на стороне ВС расположена точка К так, что ВК:КС = 3:2. Выразите вектор 
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 через вектора 
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304. Решите неравенство 
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Вступительная олимпиада
9 класс ( 04 июля
305. В таблице 10×20 расставлены 200 различных чисел. Саша обвел красной ручкой по два наибольших числа в каждой строке, а Гоша — синей ручкой по два наибольших числа в каждом столбце. Докажите, что найдутся три числа, обведенные обоими цветами.
306. В четырехугольнике из каждой вершины проведено по четыре вектора — с концами в серединах каждой из сторон. Докажите, что сумма всех шестнадцати векторов равна нулю.
307. Прямые k, l и m пересекаются в одной точке, причем углы между каждыми двумя прямыми равны 60(. Из точки А, не лежащей ни на одной из прямых, на них опущены перпендикуляры AB, AC и AD соответственно. Докажите, что треугольник BCD равносторонний.

308. Докажите, что все числа натурального ряда можно раскрасить в два цвета так, чтобы не нашлось бесконечной геометрической прогрессии одного цвета.
309. Докажите, что всякое число вида 9∙5n (где n — натурально), можно домножить на натуральное так, чтобы в произведении получился палиндром. (Палиндром — число, которое не меняется при записи его цифр в обратном порядке, например 7, 919, 2002).

310. Найдите хотя бы два различных решения уравнения 
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Матбой между собой

9 класс ( 07 июля
311. Даны числа a, b и с. Разрешается проводить следующие операции: возводить в куб, складывать, вычитать, делить на 2, делить на 3. При этом можно использовать все промежуточные результаты. Как, используя только описанные операции, получить произведение abс?

312. В уравнении (...x2 –...x +...)(...x2 –...x +...)(...x2 –...x +...) = 0 вместо многоточий подставлены числа 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 в некотором порядке. Какое наибольшее число корней может быть у этого уравнения?

313. Существует ли возрастающая геометрическая прогрессия b1, b2,…, bn, … такая, что последовательность дробных частей {b1}, {b2}, …, {bn}, … тоже является непостоянной геометрической прогрессией?

314. Параллелограмм разрезан на треугольники. Докажите, что один из них можно накрыть всеми остальными вместе.

315. Можно ли раскрасить натуральный ряд в 6 цветов так, чтобы для любого натурального n числа n, 2n,…, 6n окрашены в разные цвета?

316. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах во внешнюю сторону построены полуокружности S1 и S2 соответственно. Продолжения высот треугольника ABC, опушенных из вершин C и A пересекаются с полуокружностями S1 и S2 в точках E и F соответственно. Докажите, что BE=BF.

317. Кронциркуль — это инструмент, похожий на циркуль, но на концах его две иголки. Он позволяет только замерять расстояния между двумя произвольными точками и откладывать это расстояние на уже проведенной прямой. С помощью кронциркуля и линейки опустите перпендикуляр из данной точки на данную прямую.

318. Натуральные числа a, b, c таковы, что ab делится на c, bc делится на a, а ca делится на b. Докажите, что 
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Математический бой "профи-8" — сборная обычных групп 9

9 класс ( 12 июля
319. За один ход разрешается отсечь от многоугольника треугольник прямой, не проходящей через вершины многоугольника. Вначале есть квадрат с точкой в центре. Докажите, что после любого числа ходов точка не будет отсечена.
320. Докажите, что на ребрах двух единичных кубов можно расставить стрелочки так, что при любом совмещении этих кубов ровно на 6 ребрах обе проведенные стрелочки окажутся одинаково направленными.

321. В четырехугольнике ABCD AB=AD, CB=CD, (BAD = 120( и (BСD = 60(. На стороне BC выбрана точка M, а на стороне CD — точка N, так что MN касается окружности с центром в точке A радиуса AB. Докажите, что диагональ BD делит площадь (AMN в отношении 1:3.

322. AB — хорда окружности (. Найдите фигуру, образованную серединами всевозможных ломаных ACB, где С((.

323. Внутри выпуклого четырехугольника ABCD площади S нашлась такая точка M, что MA2+ MB2+ MC2+ MD2=2S. Докажите, что ABCD — квадрат.

324. Будем говорить, что несколько супружеских пар не образуют “устойчивого сообщества”, если среди них можно указать мужчину и женщину, которые не состоят в браке, но нравятся друг другу больше, чем их законные супруги. Пусть теперь есть 99 юношей и 99 девушек, где каждый из юношей составил список, в котором расположил всех девушек в порядке убывания “предпочтений”, и где аналогичным образом поступили все девушки. Докажите, что, руководствуясь этими списками, всегда возможно составить из них 99 супружеских пар, образующих “устойчивое сообщество”.

325. В каждой клетке таблицы n(n записано по –1. Кроме того, фиксированы натуральные числа k и l, меньшие n. Разрешается одновременно поменять знаки у всех чисел, образующих прямоугольник k(l (где сторона k горизонтальна, а сторона l – вертикальна). Докажите, что сделать при помощи этих операций все числа равными +1 возможно только тогда, когда число n делится как на k, так и на l.

326. Разложите многочлен х21 – 1 в произведение четырех многочленов ненулевой степени с целыми коэффициентами.

327. На доске написано n выражений вида …х2+…х+… = 0. Играют двое, ходят по очереди. За один ход можно вписать на место любого многоточия число, не равное 0. Игра заканчивается, когда все многоточия заменяются числами. Тот, кто ходит первым, стремится, чтобы среди получившихся квадратных уравнений было как можно больше таких, которые имеют корни, а второй стремится ему помешать. Какое наибольшее число уравнений, имеющих корни, может гарантировать себе первый независимо от игры второго?

328. Докажите, что натуральное число a является точным квадратом тогда и только тогда, когда для любого натурального числа b найдется натуральное число c такое, что a+bc — точный квадрат.
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