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Целые гауссовы числа.
Определение. Целым гауссовым числом называется число вида a + bi, где a, b – целые числа.
1. Является ли целым гауссовым числом сумма двух целых гауссовых чисел? Произведение двух целых гауссовых чисел? Частное двух целых гауссовых чисел?

Определение. Сопряженным к целому гауссову числу z = a + bi называется число 
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Нормой целого гауссова числа z = a + bi, называется число 
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2. Доказать, что если норма целого гауссова p не меньше, чем норма целого гауссова числа q, то у одного из целых гауссовых чисел p + q, p – q, p + qi, p – qi норма меньше, чем норма p.

3. Докажите, что для целых гауссовых чисел возможно деление с остатком. Точнее, для любых целых гауссовых чисел p и q существуют такие целые гауссовы числа h и r, что p = hq + r и норма r меньше, чем норма q.

Замечание. Следовательно, для целых гауссовых чисел возможен алгоритм Евклида.
Определение. Целое гауссово число называется простым, если его нельзя представить в виде произведения двух целых гауссовых чисел с нормой больше 1.

4. Докажите, что любое целое гауссово число можно разложить в произведение простых целых гауссовых чисел. Это разложение будет единственным с точностью до перестановки сомножителей и умножения на числа, по норме равные 1.

5. Докажите, что если z – простое целое гауссово число, то 
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 тоже простое гауссово число.
6. Докажите, что если z – простое целое гауссово число, то если оно вещественное, то оно простое, а если оно невещественное, то его норма равна простому числу.
Напомним теорему Вильсона: (p – 1)! + 1 кратно p для любого простого числа p.
7. Используя теорему Вильсона, докажите, что для простых p вида 4k + 1 существует такое натуральное число a, что a2 + 1 кратно p.

8. Используя разложение целого гауссова числа a + i на простые множители, где a – натуральное число из задачи 7, докажите, что простое число вида 4k + 1 представимо в виде суммы двух квадратов натуральных чисел причем единственным образом.
9. Докажите, что если числа m и n представимы в виде суммы двух квадратов натуральных чисел, то mn  также представимо в виде суммы квадратов двух натуральных чисел.
10. Докажите, что число n представимо в виде суммы двух квадратов натуральных чисел тогда и только тогда, когда все простые делители n вида 4k + 3 входят в него в четной степени.

11. Сколькими способами число 5(17(29 можно представить в виде суммы двух квадратов натуральных чисел?
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