Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 9 класс 
4 июля

Геометрия масс-1.

Определение. Точка А, снабженная вещественным числом m, называется материальной точкой mA. Число m при этом называется массой точки A.
Определение. Центром масс системы материальных точек m1A1, m2A2,…mnAn с суммой масс, не равной 0, называется точка Z, для которой имеет место равенство:
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1. Доказать, что центр масс системы материальных точек единствен.

2. Найти центр масс системы точек m1A1 и m2A2.
3. а) Найти центр масс системы из трех точек с равными массами, расположенных в вершинах треугольника.
б) Пусть A1B1...F1 – середины сторон AB, BC, ..., FA произвольного шестиугольника. Доказать, что точки пересечения медиан треугольников A1C1E1 и B1D1F1 совпадают.
4. Пусть дана система материальных точек m1A1, m2A2,…mnAn. 
1) Доказать, что если Z – центр масс, то для любой точки O верно следующее равенство: 
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2) Доказать, что если для точки Z верно предыдущее равенство для некоторой точки O, то точка Z – центр масс.

Замечание. Поскольку условие предыдущей задачи выполняется независимо от выбора точки O, то будем записывать его в следующем виде 
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5. Докажите, что у любой конечной системы материальных точек с суммой масс, не равной нулю, существует центр масс.

6. Теорема о группировке. Пусть в системе, состоящей из n точек, отмечены k точек m1A1, m2A2,…, mkAk, сумма масс которых не равна нулю, и пусть С – центр масс системы из отмеченных материальных точек. Если всю массу отмеченных точек сосредоточить в их центре масс С, то от этого положение центра масс всей системы не изменится.
7. Пусть система материальных точек m1A1, m2A2,…mnAn имеет координаты (x1, y1),…, (xn, yn). Найти координаты центра масс этой системы.
8. Центрально симметричная фигура на клетчатой бумаге состоит из n «уголков» и k прямоугольников размером 1 ( 4, изображенных на рисунке. Докажите, что n четно.


9. На сторонах AB, BC, CD, DA выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно, причем AK : KB = DM : MC = ( и BL : LC = AN : ND = (. Пусть P – точка пересечения отрезков KM и LN. Доказать, что NP : PL = ( и KP : PM = (.
10. Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая медиану CC1?
11. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, K, L, M, N – середины сторон AB, BC, CD, DA. Доказать, что точка пересечения отрезков KM и LN является серединой этих отрезков, а также и серединой отрезка, соединяющего середины диагоналей.
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