Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.  9 класс
9 июля.

Рекуррентные последовательности-1.

Один верблюд идет, второй верблюд идет,
И третий верблюд идет, и весь караван идет…
(из старой студенческой песни)
Определение. Последовательность чисел a1, a2,…, an, …, в которой a1 задается, а остальные члены определяются соотношением an = fn(an – 1,…, a1), называется рекуррентной последовательностью.
Определение 2. Последовательность чисел a1, a2, …, an, …, в которой первые k членов a1, …, ak задаются, а остальные члены определяются из соотношения an = fn(an – 1,…, an – k), n > k, называется рекуррентной последовательностью k-го порядка.
1. В концах диаметра окружности стоят единицы. На первом шаге каждая из получившихся дуг делится пополам, и в её середине пишется сумма чисел, стоящих в концах. Затем то же самое делается с каждой из четырёх полученных дуг и т.д. Такая операция проделывается n раз. Найти сумму всех полученных чисел.

2. Числа Фибоначчи получаются из рекуррентной последовательности φ1 = φ2 = 1,
φn = φn – 1+ φn – 2 , n > 3. Докажите, что при любом натуральном n числа Фибоначчи
а) φn + 1 и φn, б) φn + 2 и φn  взаимно просты.

3. Является ли ограниченной последовательность 
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4. Последовательность an задана соотношением 
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 и двумя первыми членами a1 = 2, a2 = 3. Найти a2005.

5. Последовательность, состоящая из натуральных чисел, удовлетворяет рекуррентному соотношению an = 3an-1 – 2an – 2, n > 2. Известно, что а2 > a1.  Докажите, что a2005  ≥ 22004.
6. Последовательность an задана соотношением an = 2an – 1 cosφ – an – 2, n > 2 и двумя первыми членами a1 = 1, a2 = cosφ. Докажите, что |an| ≤ 1 при любом натуральном n.

7. Даны две последовательности an, bn, в каждой из которых произвольный член равен сумме двух предыдущих. При этом a1 = 1, a2 = 2 и b1 = 2, b1 = 1. Найти количество совпадающих членов в этих последовательностях.

8. Последовательность a1,a2,…,an,… удовлетворяет рекуррентному соотношению 
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, a1 = а2 = 1. Докажите, что все члены последовательности – целые числа.

9. Последовательность натуральных чисел задана рекуррентной формулой an+1 = s(an)2 + 1, где s – сумма цифр числа. Докажите, что эта последовательность периодична.

Для самостоятельного решения
10. Последовательность определена рекуррентным соотношением an = an – 1  +…+ a1, a1 = 1. Найдите общий член последовательности.

11. Последовательность удовлетворяет рекуррентному соотношению 
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 a1 = 1. Доказать, что а) an  ≤ n при любом n ≥ 1 , б) 14 < a100 < 18.
12. Дано натуральное число n . Выпишем все дроби вида
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, где p, q – взаимно простые числа, 0 < p < q ≤ n  и  p + q > n. Доказать, что их сумма равна 1/2. 
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