Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.  9 класс
8 июля.

Многочлены-1. Коэффициенты.

Определения. Многочленом называется выражение вида P(x) = anxn +…+ a1x + a0, где n – целое неотрицательное число, a0, …, an – действительные числа.
Наибольшее k такое, что 
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 называется степенью многочлена P и обозначается deg P.
Числа аn, …, a0 называются коэффициентами многочлена Р.
Число аk называется старшим коэффициентом, а число a0 – свободным членом.

1. а) deg Р(х) = 5, deg Q(x) = 7. Что можно сказать про степень многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) × Q(x); Р(Q(x))?
б) Многочлены Р(х) и Q(x) имеют свободные члены 5 и 7. Что можно сказать о свободных членах многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) × Q(x); Р(Q(x))?

в) Старшие коэффициенты многочленов Р(х) и Q(x) равны 5 и 7. Что можно сказать о старших коэффициентах многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) × Q(x); Р(Q(x))?

2. Коэффициентами многочленов нечетной степени Р(х) и Q(x) являются целые нечетные числа. Докажите, что у многочлена  Р(х)×Q(x) есть хотя бы  один четный коэффициент.

Определение. Многочлен P(x) делится нацело на ненулевой многочлен Q(x), если существует такой многочлен H(x), называемый частным, что P(x) = Q(x)H(x).

Определение. Разделить многочлен P(x) на ненулевой многочлен Q(x) с остатком — это значит найти такие многочлены H(x) (неполное частное) и R(x) (остаток), что выполнено равенство P(x) = Q(x)H(x) + R(x), причем или R(x) = 0 или degR(x) < degQ(x).

3. а) Докажите, что деление многочленов с остатком всегда возможно.
б) Докажите, что при делении с остатком многочлены H и R определяются однозначно. 
4. Найдите все натуральные n, при которых число 3n3 + 2n2 + 3n + 4 делится на число n2 + 1.

5. При делении многочлена Р(х) на х – 1 был получен остаток 5, а при делении P(х) на х – 3 был получен остаток 7. Найдите остаток при делении на (х – 1)(x – 3) многочлена Р(х).

Определение. Наибольшим общим делителем (НОД) двух многочленов, один из которых ненулевой, называют многочлен наибольшей степени, делящий оба этих многочлена. НОД определен с точностью до умножения на константу.
6. Докажите, что в результате работы алгоритма Евклида получится НОД двух многочленов 
7. Известно, что многочлен 
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[image: image3.wmf]1

2

+

+

x

x

. Доказать, что 
[image: image4.wmf]n

 есть число вида 
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8. Найдите НОД(
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9. а) Докажите, что для любых двух многочленов P и Q существуют такие многочлены U и V, что НОД(P, Q)= PU + QV.
б) Докажите, что если степени многочленов P и Q положительны, то существуют такие многочлены U и V из пункта а), что deg U < deg Q и deg V < deg P.
10. Найдите НОД многочленов P(x) и Q(x) и представьте его в виде PU + QV, если 
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11. Докажите, что если все коэффициенты многочлена Р(х) – целые числа, и a и b – также целые, то число (Р(a) – Р(b)) ( (a – b).

Для самостоятельного решения
12. Известно, что все коэффициенты произведения многочленов P(x) и Q(x) с целыми коэффициентами делятся на простое p. Докажите, что все коэффициенты P(x) или Q(x) делятся на p.

13. При делении многочлена Р(х) на х2 – 1 был получен остаток х – 1, а при делении Q(х) на х2 – 1 был получен остаток х + 1. Найдите остаток при делении на х2 – 1 многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) ( Q(x).

14. Известно, что Р(Q(x)) = Q(Р(х)). Докажите, что Р(Р (x)) – Q(Q (х)) ( (Р(x) – Q(х)).
15. Многочлен P(x3) + Q(x3) делится на многочлен x2 + x + 1. Докажите, что многочлен P(x) + Q(x) делится на многочлен x – 1.
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