Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.
16 июля

Математический бой 9-10
1. Дана окружность с центром в точке O и прямая l, не пересекающая окружность. На прямой l выбраны точки E и M так, что OE
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l и E ≠ M. Пусть MA и MB – касательные к окружности. Выберем на отрезках MA и MB точки C и D так, что EC
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MA и ED
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MB. Прямые CD и OE пересекаются в точке F, прямые AB и CD – в точке K. Докажите, что EF = FK.

2. Докажите, что для произвольных положительных чисел a, b, c, d 
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3. Докажите, что существует число, делящееся на 21000 и не имеющее нулей в десятичной записи.

4. Есть n предметов массой от 1 до n грамм. Также есть весы, на левую чашку которых можно класть любой предмет и произвольную комбинацию гирек, а на правую – только произвольную комбинацию гирек. Вследствие взвешивания весы находятся либо в равновесии, либо одна из чашек тяжелее другой. Найдите наименьшее количество гирек, которые нужны для определения весов всех предметов.

5. На доске записаны в ряд несколько целых неотрицательных чисел a0, a1, …, a10, каждое из которых не превышает 10. Известно, что каждое целое число i (0≤ i ≤ 10) встречается среди записанных на доске чисел ровно ai раз. Какие именно числа написаны на доске?
6. На клетчатой плоскости дан многоугольник со сторонами по линиям сетки с периметром P и площадью S. Оказалось, что P2 = 16S. Докажите, что многоугольник – квадрат.

7. На плоскости дано n точек так, что никакие 3 из них не лежат на одной прямой. Оказалось, что для любых трех из них ортоцентр треугольника, образованного ими, тоже является одной из данных точек. При каких n это возможно?
8. Про многочлен P(x) известно, что для любого t P(cost) = P(sint). Докажите, что существует многочлен Q(x), такой что P(x) = Q(x2 – x4).
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