Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.  9 класс
6 июля
Теорема Хелли

Определение. Фигура называется выпуклой, если она целиком содержит отрезок, соединяющий любые две принадлежащие ей точки.

1. Докажите, что пересечение нескольких выпуклых фигур – выпуклая фигура.

2. Докажите, что если все вершины треугольника принадлежат выпуклой фигуре, то любая точка внутри треугольника также принадлежит фигуре.

3. На прямой даны несколько отрезков, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что все отрезки имеют общую точку.

4. На координатной плоскости даны несколько прямоугольников, стороны которых параллельны координатным осям. Докажите, что если любые два прямоугольника имеют общую точку, то и все прямоугольники имеют общую точку.

5. На плоскости даны четыре выпуклых фигуры, любые три имеют общую точку. Докажите, что существует точка, принадлежащая всем фигурам.

6. Теорема Хелли. На плоскости даны несколько выпуклых фигур, любые три из которых имеют общую точку. Докажите, что существует точка, принадлежащая всем фигурам.

7. На плоскости даны несколько многоугольников, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что найдется прямая, пересекающая все многоугольники.

8. Дана некоторая система дуг, принадлежащих одной окружности и имеющих длину, меньшую трети окружности. Каждые две дуги этой системы имеют общую точку. Докажите, что все дуги этой системы имеют общую точку.

9. На плоскости даны несколько точек, любые три из которых можно накрыть кругом радиуса 1. Докажите, что все точки можно накрыть кругом радиуса 1.
10. Теорема Юнга. На плоскости даны несколько точек, расстояние между любыми двумя из которых не превосходит 1. Докажите, что все точки можно накрыть кругом радиуса 
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.
Для самостоятельного решения

11. На плоскости заданы несколько полуплоскостей, внутренности которых покрывают всю плоскость. Докажите, что из них можно выбрать три, внутренности которых также покрывают всю плоскость.

12. На плоскости даны несколько параллельных отрезков, причем для любых трех отрезков найдется пересекающая их прямая. Докажите, что существует прямая, пересекающая все отрезки.

13. *На плоскости даны несколько выпуклых многоугольников, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что для любой точки плоскости найдется проходящая через эту точку прямая, пересекающая все многоугольники.
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