Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.  9 класс
19 июля.

Рекуррентные последовательности-2.

Линейные рекуррентные последовательности.

Прилетит воробушек – клюнет зернышко,
Прилетит воробушек – клюнет зернышко…
(из китайской сказки)
Определение 1. Последовательность чисел a1, a2,…, an, …, в которой первые k членов a1,…, ak задаются, а остальные члены определяются из соотношения
an = c1 an – 1 + c2 an – 2 +….+.ck an – k , n > k, где с1, c2,…, ck – некоторые константы, называется линейной рекуррентной последовательностью k-го порядка с постоянными коэффициентами.
1. Выведите формулу общего члена рекуррентной последовательности  xn+1=axn+b.
2. Докажите, что
а) рекуррентному соотношению  fn+2 = fn+1 + fn, n =1, 2, 3, ..., удовлетворяют ровно две ненулевые геометрические прогрессии un = un и vn  = vn,
б) при любых константах (, ( последовательность fn = (un + (vn также удовлетворяет этому соотношению.

3. Формула Бине. Докажите, что числа Фибоначчи выражаются формулой
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Определение 2. Для последовательности, удовлетворяющей линейному рекуррентному соотношению an = c1 an – 1 + c2 an – 2 +….+ ck an – k ,  уравнение qk = c1 qk – 1 + c2 qk – 2 +…+ ck называется характеристическим.
4. Пусть для рекуррентного соотношения 2-го порядка an = c1 an – 1 + c2 an – 2  характеристическое уравнение имеет различные корни x1 и x2. Докажите, что общее решение имеет вид an = ( x1n + ( x2 n, где ( и ( – некоторые константы.
5. Докажите, что всякая последовательность, удовлетворяющая рекуррентному соотношению  an + 2 = 6an + 1 – 9 an, n = 1, 2,…, имеет вид an = 3n – 1 (( n + (), где ( и ( – некоторые константы.
6. Докажите, что 
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 делится на 2n, но не делится на 2n + 1.

7. Сколько среди 2005-значных чисел, состоящих из цифр 1 и 2 таких, у которых две единицы не стоят подряд?

8. Пусть x1 и x2 – корни квадратного уравнения x2 – 6x +1 = 0. Докажите, что при любом натуральном n число x1n + x2n является целым и не делится на 5.
9. Определим последовательности an и bn с помощью равенства (1+
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)n = an + bn
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, n ≥ 0. Каким рекуррентным соотношениям удовлетворяют эти последовательности?
Для самостоятельного решения
10. Докажите, что рекуррентная последовательность xn + 1 = axn + b удовлетворяет линейному рекуррентному соотношению 2-го порядка.

11. Пусть последовательность an удовлетворяет рекуррентному соотношению an + 2 = 2r cosφ an + 1 – r2 an, для n = 0, 1, 2,… Докажите, что an = rn (( cos(nφ) + ( sin(nφ)), где ( и ( – некоторые константы.
12. Сколько среди 2005-значных чисел, состоящих из цифр 1, 2 и 3 таких, у которых две единицы и две двойки не стоят подряд?
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