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Многочлены-2. Корни и значения.

Будем рассматривать многочлены с комплексными коэффициентами.

Определение. Число a называется корнем многочлена P(x), если P(a) = 0.

1. а) Выразите числа Р(0), P(1), P( – 1) через коэффициенты многочлена Р(х).

б) Сумма коэффициентов многочлена Р(х) равна 5, а сумма коэффициентов многочлена Q(x) равна 7. Что можно сказать о сумме коэффициентов многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x)?

в) У многочлена Р(х) сумма коэффициентов при четных степенях равна сумме коэффициентов при нечетных степенях. Многочлен Q(x) обладает этим же свойством. Докажите, что этим же свойством обладают и многочлены Р(х) + Q(x); Р(х) × Q(x). Верно ли это, если о коэффициентах многочлена Q(x) ничего не известно?

2. Докажите, что если многочлен Р(х) делится на многочлен Q(x), то всякий корень Q(x) является корнем Р(х). Верно ли обратное?

3. Придумайте два квадратных трехчлена, ни один из которых не делится на х2 – 3х + 2, а их произведение делится на х2 – 3х + 2.

4. Теорема Безу. Докажите, что остаток от деления многочлена Р(х) на двучлен х – а равен Р(а).

Следствие. Многочлен P(x) делится на (x – a) тогда и только тогда, когда число a является корнем P(x).

5. Дан многочлен P(x) такой, что многочлен P(xn) делится на x – 1. Докажите, что многочлен P(x) также делится на x – 1.

6. Определение. Если многочлен делится на (х – а)k, k ( 1, но не делится на (х – а)k+1, то говорят, что его корень а имеет кратность k.

7. Докажите, что число корней ненулевого многочлена, даже с учетом их кратности, не превосходит его степени.

8. Докажите, что если значения двух многочленов, степень каждого из которых не превосходит n – 1, совпадают в n различных точках, то эти многочлены равны.

9. а) Доказать, что если значение многочлена f(x) при всех x нулевое, то и сам многочлен нулевой.
б) Доказать, что если значения двух многочленов совпадают во всех точках, то многочлены равны. Верно ли обратное?

10. Пусть Р(х) – многочлен с целыми коэффициентами и коэффициентом при старшем члене, равным 1. Докажите, что если уравнение имеет рациональный корень b, то b – целое число и является делителем свободного члена.

11. Докажите, что 
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 не является многочленом.

12.  Найдите НОД(
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Для самостоятельного решения
13. Числа a, b и c различны. Сколько корней может быть у уравнения
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14. Докажите, что не существует многочлена с целыми коэффициентами, значения которого при любом целом n простое.

15. Докажите, что многочлен 
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 делится на многочлен 
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16. Докажите, что многочлен 
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 делится на многочлен 
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