Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 10 класс
5 июля
Геометрия масс
1. В треугольнике ABC даны точки К и L на сторонах АВ и АС так, что АК:KВ=1:3, АL:LC=2:5. Пусть отрезки СК и ВL пересекаются в точке О, а АО пересекает ВС в точке М. Найдите отношения ВО к ОL, АО к ОМ, СО к ОК и ВМ к МС.

2. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, K,L,M,N – середины сторон AB, BC, CD, DA. Докажите, что точка пересечения отрезков KM и LN является серединой этих отрезков, а также и серединой отрезка, соединяющего середины диагоналей AC и BD. А если четырехугольник невыпуклый?
3. Пусть A1,B1,…,F1 – середины последовательных сторон AB,BC,…,FA произвольного шестиугольника. Докажите, что точки пересечения медиан треугольников A1C1E1 и B1D1F1 совпадают.
4. Все оси симметрии многоугольника пересекаются в одной точке. Докажите.

5. Вписанная в четырехугольник ABCD окружность касается его сторон последовательно в точках K,L,M,N. Отрезки KM и LN пересекаются в точке O. Выразите отношение KO:OM через расстояния от вершин до точек касания.
6. Три таракана равной массы ползают по сторонам треугольника так, что их центр масс остается на месте. Докажите, что он совпадает с точкой пересечения медиан треугольника, если известно, что один таракан прополз по всей границе треугольника.
7. (Теорема Чевы) Дан треугольник ABC, точки A1,B1,C1 лежат на прямых BC,CA,AB соответственно. Докажите, что прямые AA1,BB1,CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
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8.  (Точка Жергона) Пусть вписанная окружность треугольника ABC касается сторон AB, BC, CA в точках C1, A1, B1 соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке.
9. Центрально симметричная фигура на клетчатой бумаге состоит из 
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 "уголков" и 
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 прямоугольников размером 1(4, изображенных на рисунке. Докажите, что 
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 четно.
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10. На окружности дано n точек. Через центр масс n-2 точек проводится прямая, перпендикулярная хорде, соединяющей две оставшиеся точки. Доказать, что все такие прямые пересекаются в одной точке.
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