Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.  9 класс
15 июля

Числа Каталана-2. Явная формула
Докажем явную формулу для чисел Каталана.

1. Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0) состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и не опускающихся ниже оси OX равно Tn.
2. а) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
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, а количество путей из точки (0, 0) в точку (2n, – 2), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
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б) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и имеющих точки в нижней полуплоскости, равно 
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в) Докажите, что 
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3. Докажите, что количество последовательностей a1, a2, …, a2n, в которых по n раз встречаются 1 и – 1, и для всякого k({1, …, 2n} a1 + a2 + … + ak ≥ 0, равно Tn.
4. На окружности стоят m целых чисел a1, a2, …, am такие, что a1 + a2 + … + am = 1. Назовем число ai  хорошим, если ai > 0, ai + ai + 1 > 0,…, ai + ai + 1 + … +ai – 1 > 0.

а) Докажите, что хороших чисел не более одного.

б) Докажите лемму Рени: хорошее число ровно одно.

в) Сколько существует последовательностей из 2n + 1 целых чисел, в которых n + 1 раз встречается число 1 и n раз число – 1?
г) Докажите, что 
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Для самостоятельного решения

5. Докажите, что количество наборов n целых чисел от 0 до n, сумма которых делится на n + 1 равно Tn.
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