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Многочлены-5. Разложение на множители.
Определение. Многочлен p(x) ненулевой степени называется неприводимым над рациональными (действительными, комплексными числами), если он не раскладывается в произведение двух многочленов меньшей ненулевой степени с рациональными (действительными, комплексными)  коэффициентами, т.е. не представим в виде p(x) = f(x)g(x), где deg f(x), deg g(x) > 0. Многочлен называется приводимым в противном случае.
1. Что можно сказать о неприводимости многочлена x2 + 1 над действительными и комплексными числами? 

Теорема. Докажите, что каждый многочлен (степени > 0) раскладывается на неприводимые множители, причем такое разложение единственно. Единственность понимается с точностью до умножения на константы и перестановок сомножителей.

2. Докажите существование разложения.
3. Докажите, используя линейное представление НОД, что если P(x) взаимно прост с H(x) и P(x)Q(x) делится на H(x), то Q(x) делится на H(x).

4. Докажите, что НОД двух неприводимых многочленов P(x) и Q(x) равен P(x), если существует такое c, что P(x) = cQ(x), и 1 в противном случае.

5. Доказательство единственности проведем в несколько шагов.

а) Если существует контрпример f(x), то выберем его наименьшей степени и со старшим коэффициентом 1 (приведенным многочленом).

б) Без ограничения общности считаем, что f(x) = p1(x) p2(x)…pr(x) = q1(x)q2(x)…qs(x) – разложение на неприводимые приведенные сомножители.
в) Докажите, используя задачу 3, что существует i такое, что qi(x) кратно p1(x).
г) Завершите доказательство теоремы.
Определение. Многочлены f(x) и g(x) сравнимы по модулю многочлена h(x), если f(x) – g(x) кратно h(x). Множество сравнимых между собой многочленов называется остатком по модулю h(x).
В каждом остатке по модулю h(x) можно выбрать единственный многочлен минимальной степени. Какой?
6. а) Докажите, что при сложении и умножении многочленов их остатки соответственно складываются и перемножаются. 

б) Докажите, используя линейное представление НОД, что на множестве остатков по модулю неприводимого многочлена корректно определена операция деления на ненулевые остатки.
7. Докажите, что множество остатков по модулю х2 + 1 устроено так же, как и комплексные числа.
Для самостоятельного решения

8. Докажите, что если ab делится на простое число p, то одно из чисел a или b делится на p.

9. Докажите, что целые числа однозначно раскладываются на простые множители. С точностью до перестановки сомножителей и умножения на – 1.
10. Разложите на неприводимые (с рациональными, действительными, комплексными коэффициентами): а) 3x3 +14x2 + 16x – 7, б) х4 – 15х2 – 40х + 9.
11. Докажите, что существуют неприводимые над рациональными числами многочлены сколь угодно большой степени.
