Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.  9 класс
15 июля
Аффинные преобразования-1
Определение. Сжатием к прямой ℓ с коэффициентом k называется преобразование, при котором каждая точка М переходит в такую точку М1, что 
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, где О – проекция точки М на прямую ℓ.
1. Докажите, что сжатие к прямой:
a) переводит параллельные прямые в параллельные;
б) сохраняет отношение отрезков на прямой;
в) сохраняет отношение отрезков на параллельных прямых.

2. Сохраняет ли сжатие к прямой отношение отрезков на непараллельных прямых? Обладает ли свойствами а)-в) композиция сжатий к различным прямым?

3. С помощью нескольких сжатий к прямым переведите:
a) произвольный треугольник в равнобедренный;
б) произвольный треугольник в равносторонний;
в) произвольный треугольник в любой другой.

Определение. Преобразование плоскости (взаимно однозначное отображение плоскости на себя) называется аффинным, если:
а) параллелограмм ABCD переходит в параллелограмм A(B(C(D(, то есть определено некоторое преобразование f на множестве векторов;
б) преобразование f линейно: 
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 для любого действительного числа k.
4. Докажите, что при аффинном преобразовании а) прямая переходит в прямую; б) сохраняется отношение длин отрезков прямой либо параллельных прямых.

5. Основное свойство аффинных преобразований. Для любых двух треугольников на плоскости АВС и А1В1С1 найдётся единственное аффинное преобразование, переводящее А в А1, В в В1, С в С1 (то есть с помощью аффинного преобразования любой треугольник можно перевести в любой).
6. Докажите, что существует аффинное преобразование, переводящее: а) произвольную трапецию в равнобокую; б) произвольный параллелограмм в квадрат.

7. Докажите, что точка пересечения диагоналей трапеции, точка пересечения продолжений её боковых сторон и середины оснований лежат на одной прямой.

8. Доказать, что два четырёхугольника переводятся друг в друга аффинным преобразованием тогда и только тогда, когда диагонали этих четырехугольников делятся точками пересечения в соответственно равных отношениях.
Для самостоятельного решения

9. Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника, образованного этими прямыми, пересекаются в одной точке.
10. В треугольнике ABC проведены чевианы AM и BN, которые пересекаются в точке O. Докажите, что середины отрезков CO, MN и AB лежат на одной прямой.
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