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В поисках бесконечности

1. Простых чисел бесконечно много.

2. Докажите, что в десятичной записи 
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 какая-то ненулевая цифра встречается бесконечно много раз.
3. Докажите, что из любых 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе позиций.

4. Верны ли следующие утверждения:

а) В ряду натуральных чисел найдётся сколь угодно много последовательных составных чисел.
б) В ряду натуральных чисел найдётся бесконечно много последовательных составных чисел.

5. а) a1, a2, …, an, … – последовательность натуральных чисел. Докажите, что из нее можно выбрать неубывающую подпоследовательность.

б) Даны три последовательности натуральных чисел a1, a2, …; b1, b2, …; c1, c2, …. Докажите, что найдутся такие p и q, что ap ≤ aq, bp ≤ bq, cp ≤ cq.
в) Верно ли аналогичное утверждение, если имеется не три, а бесконечное число последовательностей?

Для самостоятельного решения

6. Имеется конечное число геометрических прогрессий. Докажите, что найдется натуральное число, которое не входит ни в одну из них.
7. Постройте бесконечную последовательность натуральных чисел, в которой каждое натуральное число встречается бесконечное число раз.
8. Докажите, что из любой бесконечной последовательности можно выбрать бесконечную монотонную подпоследовательность.
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