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Центр тяжести выпуклого многоугольника

Определение. Центром тяжести треугольника называется точка пересечения его медиан. Центром тяжести многоугольника, составленного из многоугольников Ф1 площади S1 и Ф2 площади S2, называется точка, лежащая на отрезке, соединяющем центры тяжести этих многоугольников и делящая отрезок в отношении S2 : S1, считая от центра тяжести Ф1.
1. Докажите, что центр тяжести корректно определен для всех выпуклых многоугольников (то есть не зависит от триангуляции и порядка объединения).

2. Верно ли, что центр тяжести выпуклого многоугольника совпадает с центром масс системы из вершин многоугольника, нагруженных равными массами? 

3. Принцип Кавальери. На плоскости даны два выпуклых многоугольника и прямая. Известно, что любая прямая, параллельная данной, пересекается с многоугольниками по отрезкам равной длины. Докажите, что эти многоугольники равновелики.

Решите задачу а) для треугольника, б) для произвольного выпуклого многоугольника.

4. Докажите, что два равновеликих прямоугольника можно расположить на плоскости так, что они будут пересекаться по равным отрезкам с любой прямой, параллельной данной.

5. На плоскости даны два выпуклых многоугольника и прямая. Известно, что любая прямая, параллельная данной, пересекается с многоугольниками по отрезкам равной длины. Докажите, что центры тяжести многоугольников лежат на прямой, параллельной данной.

Х-луч

Определение. Пусть К – выпуклый многоугольник, v – единичный вектор на плоскости.          Х-лучом для множества К в направлении v называется функция, которая каждой точке x координатной прямой, перпендикулярной v, ставит в соответствие длину отрезка пересечения прямой, проходящей через x и параллельной v с многоугольником К.
1. Постройте графики Х-лучей для квадрата в направлении а) его диагонали, б) в направлении, не параллельном диагоналям и сторонам.
2. Докажите, что если Х-лучи двух многоугольников по каким-либо двум неколлинеарным направлениям совпадают, то многоугольники имеют общий центр тяжести.

3. Докажите, что при любом натуральном n существует множество из n попарно неколлинеарных единичных векторов (направлений) и два различных выпуклых многоугольника, имеющие одинаковые Х-лучи по всем направлениям из данного множества.
Ассоциированная система компонент

4. Приведите пример двух различных многоугольников с Х – лучами, совпадающими по трем попарно неколлинеарным направлениям. Постройте указанную в определении систему компонент для этих многоугольников.

5. Пусть K и K1 – два различных выпуклых многоугольника с совпадающими Х – лучами по n попарно неколлинеарным направлениям из множества направлений S, с – компонента из int(K(K1) и С – система ассоциированных с с компонент. Тогда система С конечна и (C( ≥ 2n.

