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В поисках бесконечности
@
1. Простых чисел бесконечно много.

2. Докажите, что в десятичной записи 
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 какая-то ненулевая цифра встречается бесконечно много раз.

3. Докажите, что из любых 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе позиций.

4. Верны ли следующие утверждения:

а) В ряду натуральных чисел найдётся сколь угодно много последовательных составных чисел.

б) В ряду натуральных чисел найдётся бесконечно много последовательных составных чисел.

5. а) a1, a2, …, an, … – последовательность натуральных чисел. Докажите, что из нее можно выбрать неубывающую подпоследовательность.

б) Даны три последовательности натуральных чисел a1, a2, …; b1, b2, …; c1, c2, …. Докажите, что найдутся такие p и q, что ap ≤ aq, bp ≤ bq, cp ≤ cq.

в) Верно ли аналогичное утверждение, если имеется не три, а бесконечное число последовательностей?

Для самостоятельного решения

6. Имеется конечное число геометрических прогрессий. Докажите, что найдется натуральное число, которое не входит ни в одну из них.

7. Постройте бесконечную последовательность натуральных чисел, в которой каждое натуральное число встречается бесконечное число раз.

8. Докажите, что из любой бесконечной последовательности можно выбрать бесконечную монотонную подпоследовательность.

Множества-1
@
Множество – это неопределяемое понятие. Обычно под множеством понимают набор (семейство, совокупность) различных элементов произвольной природы.

Определение. Подмножеством множества A называется такое множество B, что любой элемент из B лежит в A.

Определение. Отображением множества A на множество B называется сопоставление каждому элементу из A некоторого элемента из B.

Определение. Отображение множества A на множество B является биекцией (иначе взаимно-однозначным отображением), если в каждый элемент множества B переходит ровно один элемент множества A.

Определение. Множества A и B называются равномощными, если существует биекция из A в B. (Обозначается A(B).

1. Докажите, что граница квадрата и вписанная в него окружность являются равномощными множествами.

2. Докажите, что два любых отрезка равномощны.

Определение. Множество, равномощное множеству натуральных чисел, называется счётным.

3. Докажите, что из любого бесконечного множества можно выделить счётное подмножество.

4. Докажите, что множество целых чисел 
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 счётно.

5. Может ли король обойти бесконечную шахматную доску, побывав на каждом поле ровно по одному разу?

6. Докажите, что множество всех рациональных чисел счётно.

7. Докажите, что бесконечное множество непересекающихся интервалов на прямой счётно.

8. Докажите, что бесконечное множество непересекающихся кругов на плоскости счётно.

9. Является ли счётным множество многочленов:

1) линейных с целыми коэффициентами;

2) линейных с рациональными коэффициентами;

3) n-ой степени с целыми коэффициентами;

4) n-ой степени с рациональными коэффициентами;

5) всех с рациональными коэффициентами;

Для самостоятельного решения

Определение. Действительное число называется алгебраическим, если оно является корнем некоторого многочлена с целыми коэффициентами. Остальные действительные числа называются трансцендентными.

10. Докажите, что множество алгебраических чисел счётно.

11. Докажите, что любое множество непересекающихся восьмёрок (то есть 2 окружностей, касающихся внешним образом) на плоскости счётно.

Множества-2.
@
Определение. Множество называется континуальным (имеет мощность континуум), если оно равномощно множеству точек интервала (0; 1).
1. Докажите, что множество бесконечных десятичных дробей несчётно.

2. Докажите, что следующие множества континуальны

1) точек полуокружности без её концов;

2) точек прямой.

3. Можно ли расположить на плоскости континуум

1) непересекающихся окружностей?

2) непересекающихся неконцентрических окружностей?

4. Докажите, что множество точек отрезка [0; 1] континуально.

5. Докажите, что множество бесконечных последовательностей, состоящих из цифр 0 и 1 континуально.

6. Докажите, что

1) если к бесконечному множеству добавить конечное или счётное, то получится множество, равномощное данному;

2) множество иррациональных точек континуально.

7. Докажите, что множество точек

1) квадрата [0; 1] ( [0; 1] континуально;

2) куба [0; 1] ( [0; 1] ( [0; 1] континуально;

3) плоскости континуально.

Для самостоятельного решения
8. Докажите, что множества точек круга и внутренних точек круга равномощны.

9. Бесконечная последовательность нулей и единиц называется вычислимой, если на некотором языке программирования можно написать программу, печатающую эту последовательность. Докажите, что существуют невычислимые последовательности.

Определение. На первом шаге из отрезка  [0; 1] вырезают средний интервал (1/3; 2/3) длины 1/3, на втором – из каждого из оставшихся отрезков удаляют средние интервалы длины 1/9,…, на n-ом – из каждого из оставшихся отрезков средние интервалы длины 1/3n. Множество, полученное после счетного числа шагов, называется канторовым множеством.
10. Является ли канторово множество

1) непустым;

2) счётным?

Геометрия масс-1.
@
Определение. Точка А, снабженная вещественным числом m, называется материальной точкой mA. Число m при этом называется массой точки A.
Определение. Центром масс системы материальных точек m1A1, m2A2,…mnAn с суммой масс, не равной 0, называется точка Z, для которой имеет место равенство:

m1
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1. Доказать, что центр масс системы материальных точек единствен.

2. Найти центр масс системы точек m1A1 и m2A2.

3. а) Найти центр масс системы из трех точек с равными массами, расположенных в вершинах треугольника.

б) Пусть A1B1...F1 – середины сторон AB, BC, ..., FA произвольного шестиугольника. Доказать, что точки пересечения медиан треугольников A1C1E1 и B1D1F1 совпадают.

4. Пусть дана система материальных точек m1A1, m2A2,…mnAn.
1) Доказать, что если Z – центр масс, то для любой точки O верно следующее равенство: 
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2) Доказать, что если для точки Z верно предыдущее равенство для некоторой точки O, то точка Z – центр масс.

Замечание. Поскольку условие предыдущей задачи выполняется независимо от выбора точки O, то будем записывать его в следующем виде 
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5. Докажите, что у любой конечной системы материальных точек с суммой масс, не равной нулю, существует центр масс.

6. Теорема о группировке. Пусть в системе, состоящей из n точек, отмечены k точек m1A1, m2A2,…, mkAk, сумма масс которых не равна нулю, и пусть С – центр масс системы из отмеченных материальных точек. Если всю массу отмеченных точек сосредоточить в их центре масс С, то от этого положение центра масс всей системы не изменится.

7. Пусть система материальных точек m1A1, m2A2,…mnAn имеет координаты (x1, y1),…, (xn, yn). Найти координаты центра масс этой системы.

8. Центрально симметричная фигура на клетчатой бумаге состоит из n «уголков» и k прямоугольников размером 1 ( 4, изображенных на рисунке. Докажите, что n четно.


9. На сторонах AB, BC, CD, DA выпуклого четырехугольника ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно, причем AK : KB = DM : MC = ( и BL : LC = AN : ND = (. Пусть P – точка пересечения отрезков KM и LN. Доказать, что NP : PL = ( и KP : PM = (.

10. Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая медиану CC1?

11. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, K, L, M, N – середины сторон AB, BC, CD, DA. Доказать, что точка пересечения отрезков KM и LN является серединой этих отрезков, а также и серединой отрезка, соединяющего середины диагоналей.

Геометрия масс-2
@
Определение. Чевианой называется отрезок, соединяющий вершину треугольника с точкой на противолежащей стороне. 

1. Точка X лежит на стороне BC треугольника ABC, а точка Y – на стороне AC. При этом BX:XC=2:1, CY:YA=3:2. В каком отношении точка пересечения AX и BY делит эти отрезки?

2. Теорема Ван-Обеля. Чевианы AA1 ,BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в одной точке K. Докажите, что AK /KA1 =AB1/ B1C + AC1/C1B.

3. Теорема Жергона. Чевианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC  пересекаются в точке O. Докажите, что OA1/AA1+OB1/BB1+OC1/CC1=1. 

4. Теорема Чевы. На сторонах AB, BC и  AC треугольника ABC взяты точки C1 , A1 и B1  соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
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5. Точки А1, В1 и С1 делят стороны ВС, СА и АВ треугольника АВС в одинаковом отношении. Докажите, что центр масс треугольника АВС совпадает с центром масс треугольника А1В1С1.

6. Дан треугольник со сторонами a, b, c и углами (, (, (. Какие массы следует поставить в вершины этого треугольника, чтобы их центр масс оказался  а) в середине средней линии; б) в центре вписанной окружности; в) в точке пересечения высот; г) в центре описанной окружности? 

7. Докажите, что любая точка внутри треугольника является центром масс его вершин с некоторыми массами.

Для самостоятельного решения

8. На сторонах BC и CD параллелограмма ABCD взяты точки K и L так, что 
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. Докажите, что точка пересечения медиан треугольника AKL лежит на диагонали BD.

9. Теорема Менелая. На сторонах AB и BC треугольника ABC взяты точки C1 и A1, а на продолжении стороны AC за точку C — точка B1. Докажите, что точки A1, B1, C1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
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10. Докажите, что отрезки, соединяющие вершины треугольника с точками касания противоположных сторон с а) вписанной окружностью; б) вневписанными окружностями, пересекаются в одной точке.

Теорема Хелли
@
Определение. Фигура называется выпуклой, если она целиком содержит отрезок, соединяющий любые две принадлежащие ей точки.

1. Докажите, что пересечение нескольких выпуклых фигур – выпуклая фигура.

2. Докажите, что если все вершины треугольника принадлежат выпуклой фигуре, то любая точка внутри треугольника также принадлежит фигуре.

3. На прямой даны несколько отрезков, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что все отрезки имеют общую точку.

4. На координатной плоскости даны несколько прямоугольников, стороны которых параллельны координатным осям. Докажите, что если любые два прямоугольника имеют общую точку, то и все прямоугольники имеют общую точку.

5. На плоскости даны четыре выпуклых фигуры, любые три имеют общую точку. Докажите, что существует точка, принадлежащая всем фигурам.

6. Теорема Хелли. На плоскости даны несколько выпуклых фигур, любые три из которых имеют общую точку. Докажите, что существует точка, принадлежащая всем фигурам.

7. На плоскости даны несколько многоугольников, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что найдется прямая, пересекающая все многоугольники.

8. Дана некоторая система дуг, принадлежащих одной окружности и имеющих длину, меньшую трети окружности. Каждые две дуги этой системы имеют общую точку. Докажите, что все дуги этой системы имеют общую точку.

9. На плоскости даны несколько точек, любые три из которых можно накрыть кругом радиуса 1. Докажите, что все точки можно накрыть кругом радиуса 1.

10. Теорема Юнга. На плоскости даны несколько точек, расстояние между любыми двумя из которых не превосходит 1. Докажите, что все точки можно накрыть кругом радиуса 
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Для самостоятельного решения

11. На плоскости заданы несколько полуплоскостей, внутренности которых покрывают всю плоскость. Докажите, что из них можно выбрать три, внутренности которых также покрывают всю плоскость.

12. На плоскости даны несколько параллельных отрезков, причем для любых трех отрезков найдется пересекающая их прямая. Докажите, что существует прямая, пересекающая все отрезки.

13. *На плоскости даны несколько выпуклых многоугольников, любые два из которых имеют общую точку. Докажите, что для любой точки плоскости найдется проходящая через эту точку прямая, пересекающая все многоугольники.
Поворотная гомотетия
@
Определение. Поворотной гомотетией (гомотетическим поворотом) называют композицию гомотетии и поворота, имеющих общий центр.
1. Докажите, что порядок, в котором берутся поворот и гомотетия, не важен.

2. Угол между векторами при поворотной гомотетии сохраняется (все они поворачиваются на один и тот же угол), а его модуль увеличивается в коэффициент гомотетии раз.

3. Постройте поворотную гомотетию с углом поворота 90°, совмещающую две неконцентрические окружности.

4. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Через точку A проведена прямая, пересекающая окружности в точках P1 и P2. Докажите, что при поворотной гомотетии вокруг точки B, переводящей S1 в S2, точка P1 переходит в P2.

5. Окружности S1 и S2 пересекаются в точках A и B. Прямые p и q, проходящие через точку A пересекают окружность S1 в точках P1 и Q1, а окружность S2 в точках P2 и Q2 соответственно. Докажите, что угол между окружностями совпадает с углом между прямыми P1Q1 и P2Q2.

6. Окружности S1, S2,…, Sn проходят через точку О. Кузнечик из точки Хi окружности Si прыгает в точку Хi+1 окружности Si+1 так, что прямая XiXi+1 проходит через точку пересечения окружностей Si и Si+1, отличную от точки О. Доказать, что после n прыжков( с окружности S1 на S2, c S2 на S3,…, с Sn на S1) кузнечик вернется в исходную точку.

7. На плоскости даны два одинаково ориентированных равносторонних треугольника АВС и А1В1С1, стороны АВ и А1В1 которых пересекаются в точке, делящей эти стороны пополам. Найдите угол между отрезками АА1 и СС1 и отношение их длин.

Для самостоятельного решения

8. Докажите, что композиция двух поворотных гомотетий есть либо параллельный перенос, либо поворотная гомотетия.

9. Даны два правильных пятиугольника с общей вершиной. Вершины каждого пятиугольника нумеруются цифрами от 1 до 5 по часовой стрелке, причем в общей вершине ставится 1. Вершины с одинаковыми номерами соединены прямыми. Доказать, что полученные четыре прямые пересекаются в одной точке.

10. Постройте центр O поворотной гомотетии с данным коэффициентом 
[image: image14.wmf]1

¹

k

, переводящей прямую l1 в прямую l2, а точку А1, лежащую на l1, – в точку А2.
11. Точки M и N лежат на сторонах AB и BC квадрата ABCD, причем MB=BN. H – основание высоты, опущенной из точки B на отрезок MC. Докажите, что (NHD=90(.

К зачёту

12. Дан треугольник ABC и положительные числа p, q и r (например, 1, 
[image: image15.wmf]2

 и 
[image: image16.wmf]3

). Найти точку M, для которой pMA + qMB + rMC минимально.
Аффинные преобразования-1
@
Определение. Сжатием к прямой ℓ с коэффициентом k называется преобразование, при котором каждая точка М переходит в такую точку М1, что 
[image: image17.wmf]1
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, где О – проекция точки М на прямую ℓ.
1. Докажите, что сжатие к прямой:

a) переводит параллельные прямые в параллельные;

б) сохраняет отношение отрезков на прямой;

в) сохраняет отношение отрезков на параллельных прямых.

2. Сохраняет ли сжатие к прямой отношение отрезков на непараллельных прямых? Обладает ли свойствами а)-в) композиция сжатий к различным прямым?

3. С помощью нескольких сжатий к прямым переведите:

a) произвольный треугольник в равнобедренный;

б) произвольный треугольник в равносторонний;

в) произвольный треугольник в любой другой.

Определение. Преобразование плоскости (взаимно однозначное отображение плоскости на себя) называется аффинным, если:

а) параллелограмм ABCD переходит в параллелограмм A(B(C(D(, то есть определено некоторое преобразование f на множестве векторов;

б) преобразование f линейно: 
[image: image18.wmf])
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[image: image19.wmf])
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 для любого действительного числа k.
4. Докажите, что при аффинном преобразовании а) прямая переходит в прямую; б) сохраняется отношение длин отрезков прямой либо параллельных прямых.

5. Основное свойство аффинных преобразований. Для любых двух треугольников на плоскости АВС и А1В1С1 найдётся единственное аффинное преобразование, переводящее А в А1, В в В1, С в С1 (то есть с помощью аффинного преобразования любой треугольник можно перевести в любой).
6. Докажите, что существует аффинное преобразование, переводящее: а) произвольную трапецию в равнобокую; б) произвольный параллелограмм в квадрат.

7. Докажите, что точка пересечения диагоналей трапеции, точка пересечения продолжений её боковых сторон и середины оснований лежат на одной прямой.

8. Доказать, что два четырёхугольника переводятся друг в друга аффинным преобразованием тогда и только тогда, когда диагонали этих четырехугольников делятся точками пересечения в соответственно равных отношениях.
Для самостоятельного решения

9. Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника, образованного этими прямыми, пересекаются в одной точке.
10. В треугольнике ABC проведены чевианы AM и BN, которые пересекаются в точке O. Докажите, что середины отрезков CO, MN и AB лежат на одной прямой.

Аффинные преобразования 2
@
1. Докажите, что при аффинном преобразовании площади всех: а) треугольников; б) выпуклых многоугольников изменяются в одно и то же число раз. 

2. На сторонах AB, BC, CA треугольника ABC взяты точки C1, А1, B1 соответственно такие, что AC1/AB = BA1/BC = CB1/CA = 1/3. Докажите, что площадь треугольника, образованного прямыми AА1, BB1, CC1 равна 1/7 площади ABC.

3. На сторонах AB, BC, AC треугольника ABC даны точки M, N, P соответственно. Докажите, что если точки M1, N1, P1 симметричны точкам M, N, P относительно середин соответствующих сторон, то 
[image: image20.wmf]111
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4. На сторонах AB, BC, CD, DA параллелограмма ABCD площади S взяты такие точки C1, D1, A1, B1, что BC1 = AB/3, CD1 = BC/3, DA1 = CD/3, AB1 = DA/3. Найдите площадь четырёхугольника, образованного прямыми AА1, BB1, CC1, DD1.
5. Пусть прямая a перпендикулярна прямой b. Известно, что образы этих прямых при аффинном преобразовании перпендикулярны. Докажите, что это аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

6. Теорема о классификации. Любое аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

Для самостоятельного решения

7. На сторонах AB, BC, AC треугольника ABC даны точки M, N, P соответственно. Докажите, что если точки M1, N1, P1 – такие точки сторон AC, AB, BC, что MM1 || BC, NN1 || CA, PP1 || AB, то 
[image: image21.wmf]111
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8. Аффинное преобразование циклически меняет местами вершины треугольника АВС, т.е. переводит точку А в точку В, точку В в точку С, а точку С в точку А. Найти все неподвижные точки этого преобразования.
Комплексные числа-1
@
Определение. Комплексным числом называется пара вещественных чисел (a, b) с операциями сложения и умножения, определяющимися так:

(a, b) + (c,d) = (a + c, b + d);

(a, b) ( (c, d) = (ac – bd, ad + bc).

Вопросы.

1. Проверьте, что операции сложения и умножения обладают свойствами коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности.

2. Проверьте, что числа вида (a, 0) можно рассматривать как вещественные числа.

3. Найдите комплексное число, квадрат которого равен (– 1, 0).

Любое комплексное число можно записать в виде z = (a, b) = a + bi, где i2 = – 1. Число i называется мнимой единицей. Число a называется вещественной частью комплексного числа и обозначается Re z, число b – мнимой частью числа z и обозначается Im z. 

Комплексное число 
[image: image22.wmf]bi
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 называется сопряженным к числу 
[image: image23.wmf]zabi
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Модулем комплексного числа z = a + bi называется число |z| = 
[image: image24.wmf]22
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Упражнения.

Вычислите

1. 
[image: image25.wmf](1)(1)
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2. 
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3. а) 
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б) 
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Проверьте, что

4. 
[image: image29.wmf]1212
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5. 
[image: image30.wmf]1212
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6. 
[image: image31.wmf]2
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7. 
[image: image32.wmf]11
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8. 
[image: image33.wmf]11
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9. Докажите, что а) 
[image: image34.wmf]z
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; б) 
[image: image35.wmf]z
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 ‑ действительные числа.

Задачи.

1. Вычислите 
[image: image36.wmf]34
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2. Решите в комплексных числах уравнение а) x3 – 1 = 0; б) 
[image: image38.wmf]2
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Сопоставим каждому комплексному числу z = a + bi точку на плоскости с координатами (a, b) и вектор с такими же координатами.

3. Какому множеству на плоскости соответствует 

а)Re z < 1; б) 
[image: image39.wmf]23
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[image: image41.wmf]1
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; д) Re (z2) ≤ 0; е)Re (z2) ≤ 1?

4. Докажите, что если 
[image: image42.wmf]1
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[image: image44.wmf]t

 справедливо равенство 
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Комплексные числа-2

@
Задачи

1. Любое комплексное число z, модуль которого равен единице, равно 
[image: image46.wmf]cossin
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 для некоторого вещественного числа (.

2. Любое комплексное число z можно представить в виде 
[image: image47.wmf](cossin)
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 для некоторых положительного числа r и числа (, 
[image: image48.wmf]02
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3. 
[image: image49.wmf]rz
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Число ( называется аргументом комплексного числа z.

Такая запись называется тригонометрической формой комплексного числа z.

Упражнения
Представить в тригонометрической форме

1+i; (3+i;
[image: image50.wmf]22
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Задачи

4. Пусть 
[image: image52.wmf](cossin)
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а) 
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5. Вычислите выражения, представив их в тригонометрической форме:

а) 
[image: image56.wmf]i
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6. Докажите формулу Муавра: 
[image: image59.wmf](cossin)

nn

zrnin

jj

=+
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7. Докажите формулу, которая позволяет вычислить все корни n–ой степени из данного числа z: 
[image: image60.wmf]1
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Замечание. Корни уравнения 
[image: image62.wmf]n
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при любом z располагаются в вершинах правильного n-уголь-ника.

8. Найдите все значения выражений 
[image: image63.wmf]4
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9. Вычислите 
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10. Решите уравнение 
[image: image68.wmf]432
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11. Докажите равенство 
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Для самостоятельного решения.

12. Какие множества на плоскости описываются условиями

а) 
[image: image70.wmf]||
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[image: image71.wmf]arg

4

zi

zi

p

-

=

+

;в) 
[image: image72.wmf]arg()

63

zi

pp

<-<

.

13. Докажите, что 
[image: image73.wmf]cos
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 при любом натуральном n представляется как многочлен относительно 
[image: image74.wmf]cos
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14. а)
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[image: image76.wmf]048

...

nnn

CCC

+++

; в) 
[image: image77.wmf]1

coscos2...cos(1)

n

nn

CCn

jjj

++++

; г)
[image: image78.wmf]2(1)

1...

aana

zzz

-

++++

 при 
[image: image79.wmf]22

cossin

zi

nn

pp

=+

и любом натуральном а; д)
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Комплексные числа в геометрии-1
@
1. Пусть z1, z2 – точки комплексной плоскости. Дайте геометрическое описание множеств всех точек z, удовлетворяющих соотношениям: а) 
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Определение. Комплексное число 
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1

0

2

0

1

2

)

,

,

(

z

z

z

z

z

z

z

V

-

-

=

 называется простым отношением трех точек (трех комплексных чисел) 
[image: image84.wmf]0
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2. Критерий коллинеарности трех точек. Докажите, что три точки 
[image: image85.wmf]0
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 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
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3. Докажите, что направленный угол между прямыми, пересекающимися в точке z0 и проходящими через точки z1, z2, равен аргументу отношения 
[image: image88.wmf])
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 трех комплексных чисел 
[image: image89.wmf]0
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4. Докажите, что

а) комплексное число z – чисто мнимое тогда и только тогда, когда 
[image: image90.wmf]zz

=-

;

б) для точек a, b, c, и d, лежащих на окружности 
[image: image91.wmf]1
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, прямые, проходящие через точки a и b, c и d, параллельны при 
[image: image92.wmf]abcd
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5. Напишите уравнение касательной к окружности 
[image: image94.wmf]1
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 в точке p, лежащей на этой окружности.

6. Докажите, что касательные к окружности 
[image: image95.wmf]1
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 в точках а и b пересекаются в точке 
[image: image96.wmf]b
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7. Теорема Ньютона. Докажите, что в описанном около окружности четырехугольнике середины диагоналей коллинеарны с центром окружности.

8. Докажите, что для точки z пересечения секущих к окружности 
[image: image97.wmf]1
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, проходящих через точки a и b, c и d соответственно, имеет место 
[image: image98.wmf]cd

ab

d

c

b

a

z

-

+

-

+

=

)

(

)

(

.

9. Докажите, что для точки z пересечения взаимно перпендикулярных секущих к окружности 
[image: image99.wmf]1
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, проходящих через точки a и b, c и d этой окружности, имеет место 
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10. Теорема Симсона. Докажите, что ортогональные проекции точки, лежащей на описанной около треугольника окружности, на прямые, содержащие его стороны, коллинеарны.

Для самостоятельного решения
11. Теорема Паскаля. Докажите, что точки пересечения прямых, содержащих противоположные стороны вписанного шестиугольника, лежат на одной прямой.

12. Докажите, что если основания перпендикуляров, опущенных из некоторой точки на прямые, содержащие стороны треугольника, коллинеарны, то эта точка принадлежит окружности, описанной около треугольника.

Комплексные числа в геометрии-2
@
1. Какие преобразования комплексной плоскости задают функции: а) z' = 
[image: image101.wmf]z

; б) z' = z + z0? в) z' = ((z, где через (( обозначается комплексное число cos(+isin(? г) z' = rz, где r – действительное число? д) z' = z0z, где z0 –  комплексное число?

2. Как с помощью комплексных чисел задать

а) поворот на угол ( вокруг произвольной точки z0 комплексной плоскости?

б) поворотную гомотетию с центром z0, углом ( и коэффициентом k (k > 0)?

3. Докажите с помощью комплексных чисел, что а) композиция двух центральных симметрий есть параллельный перенос; б) композиция двух поворотов есть поворот, если сумма углов поворотов не кратна 360( и перенос, если кратна.

4. Докажите с помощью комплексных чисел, что если O – центр правильного n-угольника A1A2…An, то 
[image: image102.wmf]12n
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5. Докажите с помощью комплексных чисел, что сумма квадратов длин всех сторон и всех диагоналей правильного n-угольника равна 
[image: image103.wmf]22
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, где R – радиус описанной окружности.

6. Докажите, что на комплексной плоскости движение, сохраняющее ориентацию, задается формулой z' = az + b, а меняющее ориентацию - формулой 
[image: image104.wmf]b
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 (a и b – комплексные числа, причем |a| = 1).

Для самостоятельного решения

7. Докажите, что композиция двух поворотных гомотетий есть либо параллельный перенос, либо поворотная гомотетия.

8. Докажите, что длина стороны правильного девятиугольника равна разности длин его наибольшей и наименьшей диагоналей.
Многочлены-1. Коэффициенты.
@
Определения. Многочленом называется выражение вида P(x) = anxn +…+ a1x + a0, где n – целое неотрицательное число, a0, …, an – действительные числа.

Наибольшее k такое, что 
[image: image105.wmf]0
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 называется степенью многочлена P и обозначается deg P.

Числа аn, …, a0 называются коэффициентами многочлена Р.

Число аk называется старшим коэффициентом, а число a0 – свободным членом.

1. а) deg Р(х) = 5, deg Q(x) = 7. Что можно сказать про степень многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) × Q(x); Р(Q(x))?

б) Многочлены Р(х) и Q(x) имеют свободные члены 5 и 7. Что можно сказать о свободных членах многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) × Q(x); Р(Q(x))?

в) Старшие коэффициенты многочленов Р(х) и Q(x) равны 5 и 7. Что можно сказать о старших коэффициентах многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) × Q(x); Р(Q(x))?

2. Коэффициентами многочленов нечетной степени Р(х) и Q(x) являются целые нечетные числа. Докажите, что у многочлена Р(х)×Q(x) есть хотя бы  один четный коэффициент.

Определение. Многочлен P(x) делится нацело на ненулевой многочлен Q(x), если существует такой многочлен H(x), называемый частным, что P(x) = Q(x)H(x).

Определение. Разделить многочлен P(x) на ненулевой многочлен Q(x) с остатком — это значит найти такие многочлены H(x) (неполное частное) и R(x) (остаток), что выполнено равенство P(x) = Q(x)H(x) + R(x), причем или R(x) = 0 или degR(x) < degQ(x).

3. а) Докажите, что деление многочленов с остатком всегда возможно.
б) Докажите, что при делении с остатком многочлены H и R определяются однозначно. 
4. Найдите все натуральные n, при которых число 3n3 + 2n2 + 3n + 4 делится на число n2 + 1.

5. При делении многочлена Р(х) на х – 1 был получен остаток 5, а при делении P(х) на х – 3 был получен остаток 7. Найдите остаток при делении на (х – 1)(x – 3) многочлена Р(х).

Определение. Наибольшим общим делителем (НОД) двух многочленов, один из которых ненулевой, называют многочлен наибольшей степени, делящий оба этих многочлена. НОД определен с точностью до умножения на константу.

6. Докажите, что в результате работы алгоритма Евклида получится НОД двух многочленов 

7. Известно, что многочлен 
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 есть число вида 
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8. Найдите НОД(
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9. а) Докажите, что для любых двух многочленов P и Q существуют такие многочлены U и V, что НОД(P, Q)= PU + QV.

б) Докажите, что если степени многочленов P и Q положительны, то существуют такие многочлены U и V из пункта а), что deg U < deg Q и deg V < deg P.

10. Найдите НОД многочленов P(x) и Q(x) и представьте его в виде PU + QV, если 
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11. Докажите, что если все коэффициенты многочлена Р(х) – целые числа, и a и b – также целые, то число (Р(a) – Р(b)) ( (a – b).

Для самостоятельного решения
12. Известно, что все коэффициенты произведения многочленов P(x) и Q(x) с целыми коэффициентами делятся на простое p. Докажите, что все коэффициенты P(x) или Q(x) делятся на p.

13. При делении многочлена Р(х) на х2 – 1 был получен остаток х – 1, а при делении Q(х) на х2 – 1 был получен остаток х + 1. Найдите остаток при делении на х2 – 1 многочленов Р(х) + Q(x); Р(х) ( Q(x).

14. Известно, что Р(Q(x)) = Q(Р(х)). Докажите, что Р(Р (x)) – Q(Q (х)) ( (Р(x) – Q(х)).

15. Многочлен P(x3) + Q(x3) делится на многочлен x2 + x + 1. Докажите, что многочлен P(x) + Q(x) делится на многочлен x – 1.
Многочлены-2. Корни и значения.
@
Будем рассматривать многочлены с комплексными коэффициентами.

Определение. Число a называется корнем многочлена P(x), если P(a) = 0.

1. а) Выразите числа Р(0), P(1), P( – 1) через коэффициенты многочлена Р(х).

б) Сумма коэффициентов многочлена Р(х) равна 5, а сумма коэффициентов многочлена Q(x) равна 7. Что можно сказать о сумме коэффициентов многочленов Р(х)+Q(x); Р(х)×Q(x)?

в) У многочлена Р(х) сумма коэффициентов при четных степенях равна сумме коэффициентов при нечетных степенях. Многочлен Q(x) обладает этим же свойством. Докажите, что этим же свойством обладают и многочлены Р(х) + Q(x); Р(х) × Q(x). Верно ли это, если о коэффициентах многочлена Q(x) ничего не известно?

2. Докажите, что если многочлен Р(х) делится на многочлен Q(x), то всякий корень Q(x) является корнем Р(х). Верно ли обратное?

3. Придумайте два квадратных трехчлена, ни один из которых не делится на х2 – 3х + 2, а их произведение делится на х2 – 3х + 2.

4. Теорема Безу. Докажите, что остаток от деления многочлена Р(х) на двучлен х – а равен Р(а).

Следствие. Многочлен P(x) делится на (x – a) тогда и только тогда, когда число a является корнем P(x).

5. Дан многочлен P(x) такой, что многочлен P(xn) делится на x – 1. Докажите, что многочлен P(x) также делится на x – 1.

Определение. Если многочлен делится на (х – а)k, k ( 1, но не делится на (х – а)k+1, то говорят, что его корень а имеет кратность k.

6. Докажите, что число корней ненулевого многочлена, даже с учетом их кратности, не превосходит его степени.

7. Докажите, что если значения двух многочленов, степень каждого из которых не превосходит    n – 1, совпадают в n различных точках, то эти многочлены равны.

8. а) Доказать, что если значение многочлена f(x) при всех x нулевое, то и сам многочлен нулевой.
б) Доказать, что если значения двух многочленов совпадают во всех точках, то многочлены равны. Верно ли обратное?

9. Пусть Р(х) – многочлен с целыми коэффициентами и коэффициентом при старшем члене, равным 1. Докажите, что если уравнение имеет рациональный корень b, то b – целое число и является делителем свободного члена.

10. Докажите, что 
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11. Найдите НОД(
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Для самостоятельного решения
12. Числа a, b и c различны. Сколько корней может быть у уравнения
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13. Докажите, что не существует многочлена с целыми коэффициентами, значения которого при любом целом n простое.

14. Докажите, что многочлен 
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 делится на многочлен 
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15. Докажите, что многочлен 
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 делится на многочлен 
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Многочлены-3. Интерполяция.
@
Определение. Построение такого многочлена P(x) степени не выше n, что P(xi)=yi, где 0 ≤ i≤ n называется интерполяцией.
Интерполяционный многочлен Ньютона.

0. а) Постройте многочлен 
[image: image121.wmf]0
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 нулевой степени, который в точке 
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б) Опишите все многочлены, которые в точке 
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1. а) Постройте многочлен 
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б) Опишите все многочлены, которые в точках 
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2. а) Постройте многочлен 
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б) Опишите все многочлены, которые в точках 
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n. а) Постройте многочлен 
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б) Опишите все многочлены, которые в точках 
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3. Представьте многочлен 
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 в виде 
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Интерполяционный многочлен Лагранжа
4. Существует ли такой многочлен второй степени P(x), что P(1) = 1, P(2) = 1, P(3) = 1?

5. Постройте такой многочлен n степени, что 
[image: image157.wmf]0
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6. Постройте такой многочлен n степени, 
[image: image158.wmf](),()0,0,

iij

PxyPxjnji

==££¹

.

7. Постройте многочлен n степени, что 
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8. а) Докажите, что для различных a,b,c,d 
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б) Докажите, если все 
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Многочлены-4. Разное.

@
9. Верно ли, что любой многочлен, принимающий целые значения в целых точках, имеет целые коэффициенты.

10. Многочлен P(x) степени n принимает целые значения в точках 
[image: image164.wmf]0,1,...,
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. Докажите, что многочлен P(x) принимает целые значения во всех целых точках.

11. Докажите, что многочлен P(x) степени n принимает целые значения в целых точках тогда и только тогда, когда P(x) представляется в виде линейной комбинации многочленов 
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12. Многочлен P(x) степени n принимает целые значения во всех целых точках. Докажите, что многочлен n!P(x) имеет целые коэффициенты.
Определение. Функция P(x) называется четной (нечетной), если P( – x) = P(x) (соответственно, P( – x) = – P(x)) для любого вещественного x.

13. а) Докажите, что многочлен P(x) четен (нечетен) тогда и только тогда, когда P(x)=
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б) Докажите, что любой многочлен представим в виде суммы четного и нечетного, причем единственным образом. Верно ли это для произвольной функции?

14. Докажите, что многочлен P(x) степени 2n четен, если для ненулевых xi 1 ≤ i ≤ n, с попарно различными модулями P(xi) = P( – xi).

15. Многочлен Q(x) степени n принимает целые значения при x = 0, 1, 4,( n2. Докажите, что многочлен Q(x) принимает целые значения во всех квадратах натуральных чисел.

Многочлены-5. Разложение на множители.
@
Определение. Многочлен p(x) ненулевой степени называется неприводимым над рациональными (действительными, комплексными числами), если он не раскладывается в произведение двух многочленов меньшей ненулевой степени с рациональными (действительными, комплексными)  коэффициентами, т.е. не представим в виде p(x) = f(x)g(x), где deg f(x), deg g(x) > 0. Многочлен называется приводимым в противном случае.

1. Что можно сказать о неприводимости многочлена x2 + 1 над действительными и комплексными числами? 

Теорема. Докажите, что каждый многочлен (степени > 0) раскладывается на неприводимые множители, причем такое разложение единственно. Единственность понимается с точностью до умножения на константы и перестановок сомножителей.

2. Докажите существование разложения.

3. Докажите, используя линейное представление НОД, что если P(x) взаимно прост с H(x) и P(x)Q(x) делится на H(x), то Q(x) делится на H(x).

4. Докажите, что НОД двух неприводимых многочленов P(x) и Q(x) равен P(x), если существует такое c, что P(x) = cQ(x), и 1 в противном случае.

5. Доказательство единственности проведем в несколько шагов.

а) Если существует контрпример f(x), то выберем его наименьшей степени и со старшим коэффициентом 1 (приведенным многочленом).

б) Без ограничения общности считаем, что f(x) = p1(x) p2(x)…pr(x) = q1(x)q2(x)…qs(x) – разложение на неприводимые приведенные сомножители.

в) Докажите, используя задачу 3, что существует i такое, что qi(x) кратно p1(x).

г) Завершите доказательство теоремы.
Определение. Многочлены f(x) и g(x) сравнимы по модулю многочлена h(x), если f(x) – g(x) кратно h(x). Множество сравнимых между собой многочленов называется остатком по модулю h(x).
В каждом остатке по модулю h(x) можно выбрать единственный многочлен минимальной степени. Какой?
6. а) Докажите, что при сложении и умножении многочленов их остатки соответственно складываются и перемножаются. 

б) Докажите, используя линейное представление НОД, что на множестве остатков по модулю неприводимого многочлена корректно определена операция деления на ненулевые остатки.

7. Докажите, что множество остатков по модулю х2 + 1 устроено так же, как и комплексные числа.

Для самостоятельного решения

8. Докажите, что если ab делится на простое число p, то одно из чисел a или b делится на p.

9. Докажите, что целые числа однозначно раскладываются на простые множители. С точностью до перестановки сомножителей и умножения на – 1.
10. Разложите на неприводимые (с рациональными, действительными, комплексными коэффициентами): а) 3x3 +14x2 + 16x – 7, б) х4 – 15х2 – 40х + 9.
11. Докажите, что существуют неприводимые над рациональными числами многочлены сколь угодно большой степени.

Целые гауссовы числа.
@
Определение. Целым гауссовым числом называется число вида a + bi, где a, b – целые числа.

1. Является ли целым гауссовым числом сумма двух целых гауссовых чисел? Произведение двух целых гауссовых чисел? Частное двух целых гауссовых чисел?

Определение. Сопряженным к целому гауссову числу z = a + bi называется число 
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Нормой целого гауссова числа z = a + bi, называется число 
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2. Доказать, что если норма целого гауссова p не меньше, чем норма целого гауссова числа q, то у одного из целых гауссовых чисел p + q, p – q, p + qi, p – qi норма меньше, чем норма p.

3. Докажите, что для целых гауссовых чисел возможно деление с остатком. Точнее, для любых целых гауссовых чисел p и q существуют такие целые гауссовы числа h и r, что p = hq + r и норма r меньше, чем норма q.

Замечание. Следовательно, для целых гауссовых чисел возможен алгоритм Евклида.

Определение. Целое гауссово число называется простым, если его нельзя представить в виде произведения двух целых гауссовых чисел с нормой больше 1.

4. Докажите, что любое целое гауссово число можно разложить в произведение простых целых гауссовых чисел. Это разложение будет единственным с точностью до перестановки сомножителей и умножения на числа, по норме равные 1.

5. Докажите, что если z – простое целое гауссово число, то 
[image: image170.wmf]z

 тоже простое гауссово число.

6. Докажите, что если z – простое целое гауссово число, то если оно вещественное, то оно простое, а если оно невещественное, то его норма равна простому числу.

Напомним теорему Вильсона: (p – 1)! + 1 кратно p для любого простого числа p.

7. Используя теорему Вильсона, докажите, что для простых p вида 4k + 1 существует такое натуральное число a, что a2 + 1 кратно p.

8. Используя разложение целого гауссова числа a + i на простые множители, где a – натуральное число из задачи 7, докажите, что простое число вида 4k + 1 представимо в виде суммы двух квадратов натуральных чисел причем единственным образом.

9. Докажите, что если числа m и n представимы в виде суммы двух квадратов натуральных чисел, то mn  также представимо в виде суммы квадратов двух натуральных чисел.

10. Докажите, что число n представимо в виде суммы двух квадратов натуральных чисел тогда и только тогда, когда все простые делители n вида 4k + 3 входят в него в четной степени.

11. Сколькими способами число 5(17(29 можно представить в виде суммы двух квадратов натуральных чисел?

Сопряженные числа
@
1. Рассмотрим числа вида 
[image: image171.wmf]2
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, где a и b – рациональные числа. Докажите, что различным парам a и b соответствуют различные числа z.

2. Назовем число 
[image: image172.wmf]2
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 сопряженным к числу z. Докажите, что

а) 
[image: image173.wmf]1212
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; б) 
[image: image174.wmf]1212
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3. Докажите, что для любого натурального n из условия 
[image: image175.wmf](
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, где a, b, p, q, d – рациональные числа, причем d не является полным квадратом, следует, что 
[image: image176.wmf](
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4. Докажите, что уравнение 
[image: image177.wmf](
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 не имеет решений в рациональных числах x, y, z, t.

5. Докажите, что ни для каких натуральных чисел k и n равенство 
[image: image178.wmf](
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 не может выполняться.

6. Докажите, что если 
[image: image179.wmf]1
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 – корень уравнения с целыми коэффициентами, то 
[image: image180.wmf]2
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 также является корнем этого уравнения.

7. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе 
[image: image181.wmf]32
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8. Найдите а) десятый знак после запятой в десятичной записи числа 
[image: image182.wmf](

)

2005

635

+

;

б) первые сто знаков после запятой в десятичной записи числа 
[image: image183.wmf](
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9. Докажите, что для всех натуральных n выполняется сравнение 
[image: image184.wmf](
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Для самостоятельного решения

10. а) Найдите уравнение четвертой степени, корнями которого являются числа 
[image: image185.wmf]pq
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, 
[image: image186.wmf]pq
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, 
[image: image187.wmf]pq
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б) Докажите с его помощью формулы сложных радикалов: 
[image: image189.wmf]22
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11. Докажите, что если 
[image: image190.wmf]1
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 – корень уравнения с целыми коэффициентами, то 
[image: image191.wmf]2
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 также является корнем этого уравнения.

12. Докажите, что

а) 
[image: image192.wmf](
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 делится на 2n, но не делится на 2n + 1;

б) 
[image: image193.wmf](
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 делится на 2.

13. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе 
[image: image194.wmf]1
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Рекуррентные последовательности-1.
@
Один верблюд идет, второй верблюд идет,

И третий верблюд идет, и весь караван идет…

(из старой студенческой песни)

Определение. Последовательность чисел a1, a2,…, an, …, в которой a1 задается, а остальные члены определяются соотношением an = fn(an – 1,…, a1), называется рекуррентной последовательностью.

Определение 2. Последовательность чисел a1, a2, …, an, …, в которой первые k членов a1, …, ak задаются, а остальные члены определяются из соотношения an = fn(an – 1,…, an – k), n > k, называется рекуррентной последовательностью k-го порядка.

1. В концах диаметра окружности стоят единицы. На первом шаге каждая из получившихся дуг делится пополам, и в её середине пишется сумма чисел, стоящих в концах. Затем то же самое делается с каждой из четырёх полученных дуг и т.д. Такая операция проделывается n раз. Найти сумму всех полученных чисел.

2. Числа Фибоначчи получаются из рекуррентной последовательности φ1 = φ2 = 1,
φn = φn – 1+ φn – 2 , n > 3. Докажите, что при любом натуральном n числа Фибоначчи

а) φn + 1 и φn, б) φn + 2 и φn  взаимно просты.

3. Является ли ограниченной последовательность 
[image: image195.wmf]0
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4. Последовательность an задана соотношением 
[image: image196.wmf]n

n

n

a

a

a

1

2

+

+

=

 и двумя первыми членами a1 = 2, a2 = 3. Найти a2005.

5. Последовательность, состоящая из натуральных чисел, удовлетворяет рекуррентному соотношению an = 3an-1 – 2an – 2, n > 2. Известно, что а2 > a1.  Докажите, что a2005  ≥ 22004.
6. Последовательность an задана соотношением an = 2an – 1 cosφ – an – 2, n > 2 и двумя первыми членами a1 = 1, a2 = cosφ. Докажите, что |an| ≤ 1 при любом натуральном n.

7. Даны две последовательности an, bn, в каждой из которых произвольный член равен сумме двух предыдущих. При этом a1 = 1, a2 = 2 и b1 = 2, b1 = 1. Найти количество совпадающих членов в этих последовательностях.

8. Последовательность a1,a2,…,an,… удовлетворяет рекуррентному соотношению 
[image: image197.wmf].
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, a1 = а2 = 1. Докажите, что все члены последовательности – целые числа.

9. Последовательность натуральных чисел задана рекуррентной формулой an+1 = s(an)2 + 1, где s – сумма цифр числа. Докажите, что эта последовательность периодична.

Для самостоятельного решения
10. Последовательность определена рекуррентным соотношением an = an – 1  +…+ a1, a1 = 1. Найдите общий член последовательности.

11. Последовательность удовлетворяет рекуррентному соотношению 
[image: image198.wmf],
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 a1 = 1. Доказать, что а) an  ≤ n при любом n ≥ 1 , б) 14 < a100 < 18.
12. Дано натуральное число n . Выпишем все дроби вида
[image: image199.wmf]pq

1

, где p, q – взаимно простые числа, 0 < p < q ≤ n  и  p + q > n. Доказать, что их сумма равна 1/2.
Рекуррентные последовательности-2.

Линейные рекуррентные последовательности.
@

Прилетит воробушек – клюнет зернышко,

Прилетит воробушек – клюнет зернышко…

(из китайской сказки)

Определение 1. Последовательность чисел a1, a2,…, an, …, в которой первые k членов a1,…, ak задаются, а остальные члены определяются из соотношения

an = c1 an – 1 + c2 an – 2 +….+.ck an – k , n > k, где с1, c2,…, ck – некоторые константы, называется линейной рекуррентной последовательностью k-го порядка с постоянными коэффициентами.
1. Выведите формулу общего члена рекуррентной последовательности  xn+1=axn+b.

2. Докажите, что

а) рекуррентному соотношению  fn+2 = fn+1 + fn, n =1, 2, 3, ..., удовлетворяют ровно две ненулевые геометрические прогрессии un = un и vn  = vn,

б) при любых константах (, ( последовательность fn = (un + (vn также удовлетворяет этому соотношению.

3. Формула Бине. Докажите, что числа Фибоначчи выражаются формулой


[image: image200.wmf]n

n

n

f

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

2

5

1

5

1

2

5

1

5

1

.

Определение 2. Для последовательности, удовлетворяющей линейному рекуррентному соотношению an = c1 an – 1 + c2 an – 2 +….+ ck an – k ,  уравнение qk = c1 qk – 1 + c2 qk – 2 +…+ ck называется характеристическим.
4. Пусть для рекуррентного соотношения 2-го порядка an = c1 an – 1 + c2 an – 2  характеристическое уравнение имеет различные корни x1 и x2. Докажите, что общее решение имеет вид an = ( x1n + ( x2 n, где ( и ( – некоторые константы.

5. Докажите, что всякая последовательность, удовлетворяющая рекуррентному соотношению  an + 2 = 6an + 1 – 9 an, n = 1, 2,…, имеет вид an = 3n – 1 (( n + (), где ( и ( – некоторые константы.

6. Докажите, что 
[image: image201.wmf](
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 делится на 2n, но не делится на 2n + 1.

7. Сколько среди 2005-значных чисел, состоящих из цифр 1 и 2 таких, у которых две единицы не стоят подряд?

8. Пусть x1 и x2 – корни квадратного уравнения x2 – 6x +1 = 0. Докажите, что при любом натуральном n число x1n + x2n является целым и не делится на 5.

9. Определим последовательности an и bn с помощью равенства (1+
[image: image202.wmf]2

)n = an + bn
[image: image203.wmf]2

, n ≥ 0. Каким рекуррентным соотношениям удовлетворяют эти последовательности?

Для самостоятельного решения

10. Докажите, что рекуррентная последовательность xn + 1 = axn + b удовлетворяет линейному рекуррентному соотношению 2-го порядка.

11. Пусть последовательность an удовлетворяет рекуррентному соотношению an + 2 = 2r cosφ an + 1 – r2 an, для n = 0, 1, 2,… Докажите, что an = rn (( cos(nφ) + ( sin(nφ)), где ( и ( – некоторые константы.

12. Сколько среди 2005-значных чисел, состоящих из цифр 1, 2 и 3 таких, у которых две единицы и две двойки не стоят подряд?

Числа Каталана-1. Различные интерпретации.
@
Определение. Обозначим через 
[image: image204.wmf]n
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 количество способов расставить в ряд n открывающихся и n закрывающихся скобок так, чтобы запись была корректна (то есть, среди любого количества первых элементов ряда открывающихся скобок не меньше, чем закрывающихся). 
[image: image205.wmf]0
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 полагается равным 1.

1. Докажите, что Tn  удовлетворяют соотношениям Tn = T0Tn – 1 + T1Tn – 2 + … + Tn – 1T0, T0 = 1, T1 = 1.
2. Посчитайте 
[image: image206.wmf]345
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3. Докажите, что количество путей из точки (0, 0) в точку (
[image: image207.wmf]n

,
[image: image208.wmf]n

) по линиям клетчатой бумаги, идущих вверх и вправо и не поднимающихся выше прямой 
[image: image209.wmf]yx
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, равно 
[image: image210.wmf]n
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4. Докажите, что количество способов расставить 2n человек разного роста в две шеренги так, чтобы в каждой шеренге люди стояли по убыванию роста и каждый человек первой шеренги был бы выше стоящего за ним человека второй шеренги, равно 
[image: image211.wmf]n

T

.
5. Докажите, что количество способов разбить 2n точек на окружности на пары и соединить точки из одной пары отрезком так, чтобы отрезки не пересекались, равно Tn
а) используя рекуррентную формулу.

б) построив явное взаимно однозначное соответствие с множеством из определения.
6. Докажите, что количество способов разбить выпуклый (n + 2)-угольник на треугольники непересекающимися диагоналями равно 
[image: image212.wmf]n

T

.
а) используя рекуррентную формулу.

б) построив явное взаимно однозначное соответствие с множеством из определения.
Для самостоятельного решения.

7. Мама на кухне печет n блинов. Время от времени на кухню забегает Егор и берет самый горячий блин. Докажите, что число способов съесть все n блинов равно 
[image: image213.wmf]n
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8. Докажите, что количество последовательностей неотрицательных целых чисел 
[image: image214.wmf]122
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9. Докажите, что количество пар путей на клетчатой бумаге с началом в точке (0, 0) и концом в одной и той же точке, идущих только вверх и вправо и не имеющих общих точек периметра 
[image: image219.wmf]22
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[image: image220.wmf]n
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Числа Каталана-2. Явная формула
@
Докажем явную формулу для чисел Каталана.

1. Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0) состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и не опускающихся ниже оси OX равно Tn.
2. а) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
[image: image221.wmf]2
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, а количество путей из точки (0, 0) в точку (2n, – 2), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток, равно 
[image: image222.wmf]C
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б) Докажите, что количество путей на клетчатой бумаге из точки (0, 0) в точку (2n, 0), состоящих из 2n отрезков, проходящих по диагоналям клеток и имеющих точки в нижней полуплоскости, равно 
[image: image223.wmf]C
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в) Докажите, что 
[image: image224.wmf]2
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3. Докажите, что количество последовательностей a1, a2, …, a2n, в которых по n раз встречаются 1 и – 1, и для всякого k({1, …, 2n} a1 + a2 + … + ak ≥ 0, равно Tn.

4. На окружности стоят m целых чисел a1, a2, …, am такие, что a1 + a2 + … + am = 1. Назовем число ai  хорошим, если ai > 0, ai + ai + 1 > 0,…, ai + ai + 1 + … +ai – 1 > 0.

а) Докажите, что хороших чисел не более одного.

б) Докажите лемму Рени: хорошее число ровно одно.

в) Сколько существует последовательностей из 2n + 1 целых чисел, в которых n + 1 раз встречается число 1 и n раз число – 1?

г) Докажите, что 
[image: image225.wmf]1
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Для самостоятельного решения

5. Докажите, что количество наборов n целых чисел от 0 до n, сумма которых делится на n + 1 равно Tn.

Симметрические неравенства
@
Определение. Многочлен называется симметрическим, если он не меняется при любых перестановках входящих в него переменных.

Пусть k ≥ j ≥ i ≥ 0. Обозначим ( = (k; j; i), Т((x; y; z) – многочлен, получающийся из одночлена xkyjzi всевозможными перестановками переменных.
Упражнение 1. Записать многочлены Т(2; 1; 0)(x; y; z); Т(3; 1; 1)(x; y; z); Т(2; 2; 2)(x; y; z).

Набор ( = (k; j; i) удобно изображать в виде клетчатой лесенки из трех ступенек, высота ступенек равна k, j, i, ширина равна 1 (диаграммы Юнга). Сумма k + j + i называется весом диаграммы Юнга.

Упражнение 2. Нарисуйте диаграммы Юнга, соответствующие многочленам из упражнения 1.

Пусть есть два набора ( = ((1; (2; (3); ( = ((1; (2; (3), (1 ( (2 ( (3; (1 ( (2 ( (3 с одинаковой суммой (1 + (2 + (3 = (1 + (2 + (3. Будем говорить, что ( 
[image: image226.wmf]f

 ( (( мажорирует (), если ( можно получить из (, проделав несколько раз какие-то из операций:
(k; j; i) ( (k – 1; j + 1; i);    (k; j; i) ( (k – 1 ; j; i + 1);    (k; j; i) ( (k; j – 1; i + 1)

(операции «сбрасывания кирпичей»).

Аналогично даются определения в случае двух, четырех и более переменных.

Упражнение 3. Доказать, что если ( 
[image: image227.wmf]f

 ( и ( 
[image: image228.wmf]f

 (, то ( 
[image: image229.wmf]f

 (.

Упражнение 4. Нарисуйте в порядке убывания лесенки из 4 кирпичей, начиная от (4; 0; 0; 0) до (1; 1; 1; 1).

Упражнение 5. Нарисуйте диаграммы Юнга для трех переменных с весом 6. Есть ли среди них несравнимые?

Упражнение 6. Докажите, что для многочленов двух переменных ( 
[image: image230.wmf]f

 (, тогда и только тогда, когда при всех неотрицательных х и у выполняется неравенство Т((x; у) ≥ Т((x; у). Обратно, если выполнено такое неравенство, то ( 
[image: image231.wmf]f

 (.

1. Докажите цепочку неравенств Т(3; 0; 0)(x; y; z) ≥ Т(2; 1; 0)(x; y; z) ≥ Т(1; 1; 1)(x; y; z).

2. Докажите, что ( 
[image: image232.wmf]f

 ( тогда и только тогда, когда 
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3. Докажите, что для неотрицательных x; y; z и m ≥ n + 2 выполняется неравенство Т(m; n; k)(x; y; z) ≥ Т(m – 1; n + 1; k)(x; y; z).

4. Докажите, что если ( и ( – два набора с одинаковым весом и ( 
[image: image234.wmf]f

 (, то для неотрицательных x; y; z справедливо неравенство Т((x; y; z) ≥ Т((x; y; z).

5. Докажите неравенства для неотрицательных переменных:

а) 
[image: image235.wmf];
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б) 
[image: image236.wmf]222222333

;

222

xyyzzxxyz

xyz

zxyyzzxxy

+++

++£++£++


в) 
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6. Докажите, что если ( и ( – два набора с одинаковой суммой и при всех неотрицательных x; y; z выполняется неравенство Т((x; y; z) ≥ Т((x; y; z), то ( 
[image: image238.wmf]f

 (. (Указание. Рассмотрите случаи x = y = z = t; x = y= t, z = 1; x = t, y = z = 1).

Теорема Мюрхеда. Пусть ( = ((1; (2; …; (n); ( = ((1; (2; …; (n) – два набора показателей с одинаковой суммой. Если ( 
[image: image239.wmf]f

 (, то при всех неотрицательных х1, х2, …, хn выполняется неравенство Т((x1; x2; …; xn) ≥ Т((x1; x2; …; xn). Обратно, если выполнено такое неравенство, то ( 
[image: image240.wmf]f

 (.

Для самостоятельного решения

7. Выведите из теоремы Мюрхеда неравенство для средних арифметического и геометрического n неотрицательных чисел. Сколько «кирпичей» надо сбросить, чтобы из набора (n; 0; 0; …; 0) из n чисел перейти к набору (1; 1; 1; …; 1)?

8. Докажите неравенства для неотрицательных переменных:

а) 
[image: image241.wmf]z
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б) х4 + у4 + z4 ≥ х + у + z при условии, что хуz = 1;

в) х3 + у3 + z3 ≥ х2 + у2 + z2 при условии, что х + у + z = 3;

г) 
[image: image242.wmf]).

(

2

)

(

)

(

)

(

2

2

3

2

2

3

2

4

2

4

y

x

y

x

y

x

y

x

xy

x

x

y

y

y

x

+

+

³

+

+

+

+

+


Вступительный тест
@
1. Найдите а) i7; б) (3 – 2i) ( (1 + i); в) 
[image: image243.wmf]i
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2. Найдите 
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3. В какие точки перейдут вершины треугольника АВС при гомотетии с центром в точке пересечения медиан и коэффициентом 
[image: image245.wmf]2

1

-

?

4. Разделите с остатком

а) х3 + 1 на х2 + 1;

б) х2 + 1 на х3 + 1.

5. Равномощны ли множества

а) четных чисел и отрицательных целых чисел;

б) (0; 1( и (0; 1(?

Ответ обосновать!

6. Последовательность задана рекуррентно: а1 = 3, аn + 1 = 2an + 1. Задайте эту последовательность с помощью формулы n-го члена.

7. Сколькими способами 13 одинаковых монет можно разложить по семи различным кошелькам (некоторые кошельки могут остаться пустыми)?

Вступительная олимпиада
@
1. Квадратные трехчлены 
[image: image246.wmf]b
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 принимают только положительные значения. Докажите, что квадратный трехчлен 
[image: image248.wmf]bd
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 также принимает только положительные значения.

2. В таблице 10(20 расставлены 200 различных чисел. Саша обвел красной ручкой по два наибольших числа в каждой строке, а Гоша – синей ручкой по два наибольших числа в каждом столбце. Докажите, что найдутся а) два числа, б) три числа, обведенные обоими цветами.

3. Докажите, что сумма квадратов длин двух взаимно перпендикулярных хорд, проходящих через фиксированную точку M внутри круга, не зависит от положения этих хорд.

4. Докажите, что сумма цифр числа 
[image: image249.wmf]320
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 меньше, чем 2005.

5. На плоскости даны 5n точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что можно построить n выпуклых непересекающихся четырехугольников с вершинами в этих точках.

6. Перед началом игры в клетках доски 10(10 расставлено 12 фишек. Каждую секунду ставятся новые фишки на все те клетки, у которых хотя бы две соседние по стороне клетки уже заняты фишками. Игра останавливается, если нельзя сделать следующий ход. Можно ли расставить фишки так, чтобы игра продолжалась более минуты?

Заключительная олимпиада
@


Довывод

1. Решите уравнение: 
[image: image250.wmf]11
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2. В таблице 4(4 расставлены натуральные числа от 1 до 16. Докажите, что существует уголок из трех клеток, сумма чисел в котором не меньше 27.

3. Дан связный граф без кратных ребер, в котором более двух вершин. При удалении любой вершины вместе со всеми выходящими из нее ребрами получается дерево. Докажите, что степень каждой вершины равна двум.

4. Ортоцентр Н остроугольного треугольника АВС делит высоту АК в отношении 3:1, считая от точки A. Докажите, что окружность, построенная на отрезке ВС, как на диаметре, проходит через середину отрезка AK.

5. Даны вещественные числа a1, a2, …, an, большие некоторого положительного числа k. Докажите неравенство 
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Вывод
6. Многочлен Р(х) с целыми коэффициентами таков, что при любых натуральных m и n число Р(m + n) делится хотя бы на одно из чисел: m или n. Докажите, что Р(х) – нулевой многочлен.

7. В четырехугольнике ABCD углы при вершинах B и C равны 1000. Диагонали четырехугольника образуют со стороной BC углы 500 и 600. Найти величины углов, образованных диагоналями со стороной AD.

8. На координатной плоскости расположены несколько равных квадратов так, что их стороны параллельны осям координат. Известно, что среди любых k + 1 квадратов найдутся, по крайней мере, два, имеющие общую точку. Докажите, что множество всех квадратов можно разбить на не более чем 2k – 1 групп таким образом, что квадраты каждой группы имеют общую точку.

Послевывод

9. На международной математической олимпиаде участникам были предложены 6 задач. Оказалось, что каждая пара задач была решена более чем 2/5 от общего числа участников, но никто не решил все 6 задач. Докажите, что найдутся, по крайней мере, два участника, каждый из которых решил ровно 5 задач.

Математическая карусель
@
	1.(Исход) 
Цена на нефть за первый месяц выросла на 10%, за второй – упала на 20%, а за третий – ещё упала на 10%. На сколько процентов изменилась цена на нефть за эти три месяца по сравнению с исходной?
	2.(Исход) 
Точка М, лежащая внутри равностороннего треугольника, удалена от его вершин на 1 см, 2 см и 2 см. Найдите площадь треугольника.

	3.(Исход)  

Найдите наибольшее натуральное число, на которое выражение 
n(n2 – 49 )(n2 + 49) делится при любом натуральном n.
	4.(Исход) 

Найдите радиус окружности, описанной около равнобочной трапеции с основаниями 2 и 14 и боковой стороной 10.

	5.(Исход) 
В ряд без запятых пишутся числа 12345678910111213…N (пока не будут выписаны все натуральные числа от 1 до N по разу). При каком наименьшем N в таком ряду встретится кусок 999?
	6.(Исход) 

Какое наименьшее количество полей шахматной доски могут бить 3 ладьи (занятые ими поля не учитываются)? (Ладья бьёт по вертикали и горизонтали).

	7.(Исход)
В равнобедренном треугольнике биссектриса угла при основании равна основанию. Найдите углы треугольника (в градусах).
	8.(Исход) 

Сколько надо взять первых слагаемых суммы 1 + 2 + 3 + 4 +…, чтобы в результате сложения получилось трёхзначное число, в записи которого все цифры одинаковы?

	9.(Исход) 
Найдите все такие натуральные N > 1, что правильный треугольник можно разбить на N правильных треугольников (не обязательно равных).
	10.(Исход 
Какое наибольшее количество цифр может быть у натурального числа (с ненулевыми цифрами), у которого любые две последовательные цифры образуют полный квадрат?

	11.(Исход) 
Точка М, лежащая внутри равностороннего треугольника, удалена от его сторон на 1 см, 2 см и 2 см. Найдите площадь треугольника
	12.(Исход) 
Сколько существует натуральных чисел N таких, что число N4 + 64 является простым?

	1. (Зачёт)
Сколько раз могла набрать по 3 балла за решённые задачи команда на математической карусели, состоящей из 20 зачётных задач? (Перечислите все возможные варианты)
	2. (Зачёт)
Найдите наименьшее основание системы счисления, в которой выполняется неравенство:

55 < 2001.

	3. (Зачёт)
В ряд без запятых пишутся числа 

1N2(N – 1)3(N – 2)4(N – 3)… (пока не будут выписаны все натуральные числа от 1 до N по разу). При каком наименьшем N в таком ряду встретится кусок 2001 ?
	4. (Зачёт) 

В ряд лежат в некотором порядке семь монет (по одной с весами 1, 2, …, 7 граммов). Для любой монеты (кроме крайних) известна сумма весов её соседей. У какого наибольшего количества монет можно гарантированно узнать вес?

	5. (Зачёт) 

Решить неравенство: {x} > [x].

([x] – наибольшее целое число, не превосходящее x; {x} = x – [x])
	6. (Зачёт)
Двое играют в такую игру. За один ход из написанного на доске натурального числа k можно вычесть любой его делитель и записать вместо k полученную разность. Проигрывает игрок, получивший 1 или 0. Укажите все начальные значения k>1, при которых второй игрок может выиграть независимо от того, как играет первый.

	7. (Зачёт) 

Сколько  решений в целых числах имеет уравнение: 

           
[image: image252.wmf]1
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	8. (Зачёт)
N команд провели однокруговой (любые две команды сыграли по одному матчу между собой) турнир по футболу (победа – 3 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0 очков). В итоге все команды набрали по 10 очков. Найдите все возможные значения N.

	9. (Зачёт)
В окружности радиуса 1 дана хорда АВ длины 
[image: image253.wmf]3

. Рассматриваются всевозможные хорды СD такие, что СА||BD (все точки A, B, C, D различные). Найти геометрическое место середин хорд CD.
	10. (Зачёт)

Найдите количество решений ребуса ДВАПЯТЬ = ДЕСЯТЬ. (Одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры). Ответ дать в виде натурального числа.

	11. (Зачёт)
На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, а лжецы – врут) в некоторой компании каждый заявил остальным: «Среди вас – три рыцаря». Сколько рыцарей могло быть в этой компании?
	12. (Зачёт)
У скольких простых чисел, больших 10 и не превосходящих 2001, произведение цифр равно их сумме?

	13. Зачет

Найти наименьшее целое четное число, имеющее ровно 6 целых делителей.
	14. (Зачёт)

Сколько верно решённых задач (из 14) на исходном рубеже могло быть у команды (из 6 человек) к моменту, когда очередь представлять решение этой задачи (№14 на зачётном рубеже) у игрока №4 ?

	15. (Зачёт)
Сколькими способами можно составить расписание первого тура чемпионата России по футболу, в котором играет 16 команд?  (Является важным, кто хозяин поля). Ответ дать в виде натурального числа.
	16. (Зачёт) 

Найдите сумму 1001 дроби:
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	17. (Зачёт)
В окружность радиуса 1 вписан равнобедренный треугольник, у которого сумма основания и высоты, проведённой к нему, равна диаметру. Найдите длину этой высоты.
	18. (Зачёт)
Найдите все такие функции f:R(R, что для всех действительных чисел выполняется равенство:

f(x) + f(2y) = 0,5f(x + y) + 1,5 f(xy). 


Ответы к ИСХОДНЫМ задачам
 
Ответы к ЗАЧЕТНЫМ задачам

1. уменьшилась на 20,8%   




1.      от 0 до 10 раз

2.  Внимательно!        
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4.       у 3 монет
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5.        x < 0,  0 < x < 1    (x < 1,  x ( 0)
6.       25 полей





6.        2 и нечетные числа, начиная с 5

7.      36(, 72( и 72





7.       бесконечно много

8.      36






8.       8, 9, 10, 11 команд

9.      ( N = 4 и N ( 6




9.  окружность радиуса ½ с тем же центром,

вписанная в равносторонний треугольник со стороной АВ, с тремя выколотыми точками – серединами сторон этого треугольника
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11.     0 или 4 рыцаря
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14.      от 4 до 14 задач
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17.       0,4 = 2/5








18.    f(x) = const
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Математический бой № 1
@
1. В окружности с центром в точке O проведена хорда AB. С центром в точке A проведена окружность, пересекающая исходную окружность в точках M и N и хорду AB в точке C. Докажите, что серединный перпендикуляр к BC делит дугу MB (не содержащую точку A) пополам.

2. Два злодея украли замкнутую цепь, состоящую из 2k серебряных и 2m золотых колец. Найдите минимальное количество разрезов, которые необходимо сделать для справедливого раздела цепи в зависимости от k и m. (Раздел считается справедливым, если каждый из злодеев получил k серебряных и m золотых колец.)

3. Для данного простого p найдите все пары целых x y, для которых выполняется соотношение 
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4. Докажите, что для n неотрицательных чисел 
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5. Каждый ли многочлен четвертой степени 
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 – квадратные трехчлены?

6. На плоскости заданы 2n точек. Двое игроков по очереди выбирают по одной точке до тех пор, пока они не закончатся. Проигрывает тот, у которого сумма попарных расстояний между выбранными точками меньше, чем у соперника. Может ли кто-либо из игроков обеспечить себе выигрыш? (Считать, что все расстояния между точками и суммы расстояний между группами точек попарно различны.)

7. Пусть AA1, BB1, CC1– высоты треугольника ABC, а AA2, BB2, CC2– его медианы. Докажите, что длина замкнутой ломаной A2B1C2A1B2C1A2 равна периметру данного треугольника.

8. Шахматную доску размерами 8(8 произвольным образом разделили на 32 доминошки. Горизонтально расположенная доминошка называется черно-белой, если её левая клетка черная, и бело-черной – в другом случае. Докажите, что количества черно-белых и бело-черных горизонтальных домино равны.

Математический бой № 2
@
1. 
В вершинах куба расставлены натуральные числа, сумма которых равна 2005. За один ход разрешается к двум числам, стоящим в концах одного ребра, прибавить по единице. Для какого наибольшего простого числа 
[image: image266.wmf]p

 все числа после нескольких операций могут стать кратными 
[image: image267.wmf]p
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2. В треугольнике АВС угол А равен 750, СК – высота, АТ – медиана. Из точки Т опущен перпендикуляр ТМ на прямую АС. Известно, что 
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3. Задан граф с mn ребрами, каждое из которых окрашено в один из m цветов так, что ребра, выходящие из одной вершины, окрашены в разные цвета. Докажите, что можно перекрасить некоторые ребра так, что ребра, выходящие из одной вершины, по-прежнему будут окрашены в разные цвета и будет ровно n ребер каждого цвета.

4. Известно, что для отличных от нуля чисел a, b, c выполняются равенства: 
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5. Может ли произведение пяти последовательных натуральных чисел быть точным квадратом?

6. На сторонах АВ, ВС, АС равностороннего треугольника АВС выбраны точки M, N, K соответственно так, что радиусы окружностей, вписанных в треугольники AMK, BMN, CNK и MNK оказались равны. Докажите, что точки M, N, K – середины соответствующих сторон треугольника АВС.

7. На доске написано слово УАУУААУУААУАУ. Разрешается вычеркнуть любое подслово УА или вписать в любое место АУ (вычеркиваются или вписываются две соседние буквы). Можно ли при помощи конечного количества таких операций оставить на доске слово УУУАА?

8. Положительные числа 
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Маттематический бой 8-9 классы
@
1. Докажите, что 
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2. Из кучи в n камней два игрока поочередно берут некоторое (отличное от нуля и меньшее, чем n) количество камней. При этом разрешается взять любое количество камней, но не больше, чем взял соперник предыдущим ходом. Проигрывает тот, у кого нет хода. При каких n выигрышную стратегию имеет первый игрок, а при каких - второй?

3. Какое наименьшее количество выстрелов при игре в «Морской бой» на доске 5 × 5 необходимо сделать, чтобы гарантированно потопить корабль 3 × 1 (то есть попасть во все клетки корабля)?

4. Может ли произведение трех последовательных натуральных чисел быть точным квадратом?

5. На ветви параболы у = х2, х ( 0 отмечены точки А и В, расстояние между которыми равно 4. Докажите, что середина отрезка АВ удалена от параболы менее чем на 1,5.

6. На стороне BC выпуклого четырехугольника ABCD отмечены точки K и E так, что ВК = КЕ = ЕС, О – точка пересечения диагоналей четырехугольника. Прямые EO и KO пересекают продолжения сторон ВА за точку А и CD за точку D в точках M и N соответственно. Известно, что MA = AB, ND = DC. Докажите, что MN = BC.
7. Найдите наименьшее натуральное число а, обладающее следующим свойством: среди любых 4 натуральных чисел b, c, d, e, для которых произведения ab, bc, cd, de являются полными квадратами, есть четырехзначное число.

8. При каких натуральных n существует выпуклый шестиугольник, который можно разрезать на n равных треугольников?

9. Сколько существует подмножеств множества {1, 2, …, 15}, в которых не содержится никаких двух последовательных натуральных чисел?

10. Точка Н – ортоцентр, точка О – центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC, O ≠ H. Докажите, что площадь одного из треугольников АОН, ВОН, СОН равна сумме площадей двух других.

Математический бой 9-10 классы
@
1. Дана окружность с центром в точке O и прямая l, не пересекающая окружность. На прямой l выбраны точки E и M так, что OE
[image: image278.wmf]^

l и E ≠ M. Пусть MA и MB – касательные к окружности. Выберем на отрезках MA и MB точки C и D так, что EC
[image: image279.wmf]^

MA и ED
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MB. Прямые CD и OE пересекаются в точке F, прямые AB и CD – в точке K. Докажите, что EF = FK.

2. Докажите, что для произвольных положительных чисел a, b, c, d 
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3. Докажите, что существует число, делящееся на 21000 и не имеющее нулей в десятичной записи.

4. Есть n предметов массой от 1 до n грамм. Также есть весы, на левую чашку которых можно класть любой предмет и произвольную комбинацию гирек, а на правую – только произвольную комбинацию гирек. Вследствие взвешивания весы находятся либо в равновесии, либо одна из чашек тяжелее другой. Найдите наименьшее количество гирек, которые нужны для определения весов всех предметов.

5. На доске записаны в ряд несколько целых неотрицательных чисел a0, a1, …, a10, каждое из которых не превышает 10. Известно, что каждое целое число i (0≤ i ≤ 10) встречается среди записанных на доске чисел ровно ai раз. Какие именно числа написаны на доске?

6. На клетчатой плоскости дан многоугольник со сторонами по линиям сетки с периметром P и площадью S. Оказалось, что P2 = 16S. Докажите, что многоугольник – квадрат.

7. На плоскости дано n точек так, что никакие 3 из них не лежат на одной прямой. Оказалось, что для любых трех из них ортоцентр треугольника, образованного ими, тоже является одной из данных точек. При каких n это возможно?

8. Про многочлен P(x) известно, что для любого t P(cost) = P(sint). Докажите, что существует многочлен Q(x), такой что P(x) = Q(x2 – x4).

Математический бой
Киров-Татарстан
@
1. Докажите, что среди любых шести последовательных натуральных чисел можно выбрать число, взаимно простое с остальными.

2. Даны 4 квадратных трехчлена: x2 + pix + qi, i = 1, 2, 3, 4. Известно, что p1p2 = 2(q3 + q4), p3p4 = 2(q1 + q2). Докажите, что хотя бы один из трехчленов имеет действительный корень.

3. a, b, c, d > 0, a + b + c + d = 1. Докажите неравенство: 
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4. Из вершин правильного 35-угольника выбрали 8. Докажите, что какие-то 4 из них являются вершинами трапеции.

5. В параллелограмме ABCD из вершины тупого угла В опущены перпендикуляры на стороны CD, AD и диагональ АС. Доказать, что основания этих перпендикуляров и точка пересечения диагоналей параллелограмма лежат на одной окружности.

6. На прямой даны 2005 отрезков, никакие два из которых не имеют общих концов. Докажите, что эти отрезки нельзя занумеровать так, чтобы для любого k от 1 до 2005 k-й отрезок содержал ровно k концов других отрезков.
7. В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты АА1 и СС1. Точка М – середина стороны АС, точка О – центр описанной окружности. Прямые С1М и АО пересекаются в точке К, прямые А1М и СО пересекаются в точке L. Докажите, что КС1 = LA1.
8. Последовательность (аn), составленная из натуральных чисел, такова, что 
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Матбой

Киров-Барнаул
@
1. Биллиардный стол имеет форму правильного треугольника. Докажите, что если шар прошел через некоторую точку семь раз, то он пройдет через нее еще хотя бы один раз.

2. В каждую клетку таблицы 10 ( 19 записывают ноль или один, после чего подсчитывают суммы в каждом столбце и в каждой строке. Какое наибольшее количество различных чисел могло получиться?

3. Выпуклый n-угольник помещен внутрь квадрата со стороной 1. Докажите, что найдутся такие три вершины A, B, C этого n-угольника, что площадь треугольника ABC меньше 
[image: image285.wmf]2

8

n

.

4. Натуральные числа x и y связаны равенством 3x2 + x = 4y2 + y. Докажите, что x – y – полный квадрат.

5. По окружности расположено 15 белых и 15 черных фишек. За ход можно поменять местами две фишки. За какое наименьшее число ходов наверняка можно расположить все фишки в порядке чередования?

6. Числа 2n и 5n начинаются с одной и той же цифры. С какой?

Спецкурс

@
Центр тяжести выпуклого многоугольника

Определение. Центром тяжести треугольника называется точка пересечения его медиан. Центром тяжести многоугольника, составленного из многоугольников Ф1 площади S1 и Ф2 площади S2, называется точка, лежащая на отрезке, соединяющем центры тяжести этих многоугольников и делящая отрезок в отношении S2 : S1, считая от центра тяжести Ф1.
1. Докажите, что центр тяжести корректно определен для всех выпуклых многоугольников (то есть не зависит от триангуляции и порядка объединения).

2. Верно ли, что центр тяжести выпуклого многоугольника совпадает с центром масс системы из вершин многоугольника, нагруженных равными массами? 

3. Принцип Кавальери. На плоскости даны два выпуклых многоугольника и прямая. Известно, что любая прямая, параллельная данной, пересекается с многоугольниками по отрезкам равной длины. Докажите, что эти многоугольники равновелики.

Решите задачу а) для треугольника, б) для произвольного выпуклого многоугольника.

4. Докажите, что два равновеликих прямоугольника можно расположить на плоскости так, что они будут пересекаться по равным отрезкам с любой прямой, параллельной данной.

5. На плоскости даны два выпуклых многоугольника и прямая. Известно, что любая прямая, параллельная данной, пересекается с многоугольниками по отрезкам равной длины. Докажите, что центры тяжести многоугольников лежат на прямой, параллельной данной.

Х-луч

Определение. Пусть К – выпуклый многоугольник, v – единичный вектор на плоскости. Х-лучом для множества К в направлении v называется функция, которая каждой точке x координатной прямой, перпендикулярной v, ставит в соответствие длину отрезка пересечения прямой, проходящей через x и параллельной v с многоугольником К.
1. Постройте графики Х-лучей для квадрата в направлении а) его диагонали, б) в направлении, не параллельном диагоналям и сторонам.

2. Докажите, что если Х-лучи двух многоугольников по каким-либо двум неколлинеарным направлениям совпадают, то многоугольники имеют общий центр тяжести.

3. Докажите, что при любом натуральном n существует множество из n попарно неколлинеарных единичных векторов (направлений) и два различных выпуклых многоугольника, имеющие одинаковые Х-лучи по всем направлениям из данного множества.

Ассоциированная система компонент

4. Приведите пример двух различных многоугольников с Х – лучами, совпадающими по трем попарно неколлинеарным направлениям. Постройте указанную в определении систему компонент для этих многоугольников.

5. Пусть K и K1 – два различных выпуклых многоугольника с совпадающими Х – лучами по n попарно неколлинеарным направлениям из множества направлений S, с – компонента из int(K(K1) и С – система ассоциированных с с компонент. Тогда система С конечна и (C( ≥ 2n.
Аффинно правильные многоугольники

Определение. Многоугольник называется аффинно правильным, если он является образом правильного многоугольника при некотором аффинном преобразовании.
1. Охарактеризуйте множество аффинно правильных а) треугольников, б) четырехугольников.

Определение. Пусть S – конечное множество направлений. Выпуклый многоугольник называется   S – правильным, если прямая, проходящая через любую из его вершин параллельно любому из направлений множества S, содержит еще ровно через одну вершину многоугольника.

2. Докажите, что центры масс выпуклых оболочек многоугольников, образующих ассоциированную с M систему. Докажите, что они являются вершинами S – правильного многоугольника.

3. Теорема без доказательства. Дан S – правильный многоугольник. Докажите, что векторы, образующие множество S, коллинеарны сторонам некоторого аффинно правильного многоугольника.

Основная теорема

Определение. Говорят, что множество S направлений (единичных векторов) позволяет различать многоугольники, если любые два многоугольника, имеющие одинаковые Х-лучи по всем направлениям из S, совпадают.

4. Если множество S направлений позволяет различать многоугольники, то S не является подмножеством множества направлений сторон аффинно правильного многоугольника.

5. Существуют четыре направления, позволяющие различать многоугольники.

6. Не существует трех направлений, позволяющих различать многоугольники.

Вопросы для подготовки к зачету
@
1. Определение комплексного числа. Алгебраические свойства комплексных чисел.

2. Тригонометрическая форма комплексного числа. Формула Муавра. Формула для корней.

3. Алгоритм Евклида для многочленов. Линейное представление НОД. Докажите, что НОД делится на любой общий делитель.

4. Докажите, что число корней ненулевого многочлена, даже с учетом их кратности, не превосходит его степени.

5. Интерполяционный многочлен Ньютона.

6. Интерполяционный многочлен Лагранжа.
7. Докажите, что многочлен P(x) степени 
[image: image286.wmf]n

 принимает целые значения в целых точках тогда и только тогда, когда P(x) представляется в виде линейной комбинации многочленов 
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8. Докажите, что каждый многочлен (степени > 0) раскладывается на неприводимые множители, причем такое разложение единственно. Единственность понимается с точностью до умножения на константы и перестановок сомножителей.

9. Докажите, что множество остатков по модулю 
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 устроено так же, как и комплексные числа.

10. Докажите, что числа Каталана Tn  удовлетворяют соотношениям 

T0 = T1 = 1, Tn = T0Tn – 1 + T1Tn – 2 + … + Tn – 1T0.
11. Докажите, что количество способов разбить 2n точек на окружности на пары и соединить точки из одной пары отрезком так, чтобы отрезки не пересекались, равно Tn а) используя рекуррентную формулу, б) построив явное взаимно однозначное соответствие с множеством из определения.

12. Докажите, что количество способов разбить (n+2)-угольник на треугольники непересекающимися диагоналями равно 
[image: image289.wmf]n
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 а) используя рекуррентную формулу, б) построив явное взаимно однозначное соответствие с множеством из определения.

13. Докажите, что 
[image: image290.wmf]2
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, используя подсчет количества путей из 2n отрезков, лежащих не ниже оси Ox.

14. Докажите, что 
[image: image291.wmf]2

1

n

n

n

T

n

C

=

+

, используя лемму Рени.

15. Докажите, что для целых гауссовых чисел возможно деление с остатком. Докажите, что любое целое гауссово число можно разложить в произведение простых целых гауссовых чисел.

16. Докажите, что простое число вида 
[image: image292.wmf]41

k

+

 представимо в виде суммы двух квадратов натуральных чисел причем единственным образом.

17. Множество, подмножество, биекция, равномощность. Доказательство равномощности окружности и квадрата, двух произвольных отрезков.

18. Определение счётного множества. Счётность множеств целых, рациональных чисел, множества непересекающихся интервалов на прямой и кругов на плоскости.

19. Мощность континуум, доказательство континуальности [0; 1], полуокружности, прямой.

20. Докажите, что мощность объединения бесконечного множества A и счётного множества совпадает с мощностью A. Континуальность множества точек квадрата 
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21. Докажите теорему Мюрхеда для n = 3.

22. Докажите, что из любой бесконечной последовательности можно выбрать бесконечную монотонную подпоследовательность.

23. Выведите формулу общего члена рекуррентной последовательности  xn+1=axn+b.

24. Докажите, что геометрическая прогрессия 
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 является решением линейного рекуррентного соотношения an = c1 an – 1 + c2 an – 2 +….+.ck an – k , n > k тогда и только тогда, когда число q – корень характеристического уравнения qk = c1 qk – 1 + c2 qk – 2 +…+ ck. 

25. Найдите все решения линейного рекуррентного соотношения второго порядка.

26. Определения материальной точки, центра масс, единственность и существование центра масс.

27. Теорема о группировке.

28. Докажите теоремы Ван Обеля, Чевы и Менелая с помощью масс.

29. Докажите, что любая точка треугольника может быть центром масс его вершин.

30. Определение поворотной гомотетии, доказательство сохранения углов между прямыми и отношения отрезков.

31. Задание в комплексных координатах преобразований комплексной плоскости: поворота, параллельного переноса, осевой симметрии, скользящей симметрии, поворотной гомотетии.

32. Уравнение единичной окружности на комплексной плоскости.

33. Вывод формулы для координаты точки пересечения двух хорд единичной окружности на комплексной плоскости.

34. Критерий перпендикулярности и параллельности хорд единичной окружности на комплексной плоскости.

35. Вывод уравнения касательной к единичной окружности на комплексной плоскости.

36. Вывод формулы для координаты точки пересечения касательных к единичной окружности на комплексной плоскости.

37. Доказательство теоремы Симсона с помощью комплексных чисел.
38. Доказательство теоремы Ньютона с помощью комплексных чисел.

39. Доказательство с помощью комплексных чисел, что композиция двух поворотов есть поворот, если сумма углов поворотов не кратна 360( и перенос, если кратна.

40. Доказательство с помощью комплексных чисел, что композиция двух поворотных гомотетий есть либо параллельный перенос, либо поворотная гомотетия.

41. Понятие выпуклой фигуры на плоскости. Пересечение выпуклых фигур. Теорема Хелли на прямой.

42. Теорема Хелли на плоскости.

43. Теорема Юнга.

44. Аффинные преобразования. Определение. Свойства.
45. Для любых двух треугольников на плоскости АВС и А1В1С1 найдётся единственное аффинное преобразование, переводящее А в А1, В в В1, С в С1.
46. Доказать, что два четырёхугольника переводятся друг в друга аффинным преобразованиям тогда и только тогда, когда диагонали этих четырехугольников делятся точками пересечения в соответственно  равных соотношениях.

47. Докажите, что при аффинном преобразовании площади всех  многоугольников изменяются в одно и то же число раз.
48. Доказать, что любое аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

49. Рациональные корни многочленов с целыми коэффициентами.
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