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1. Четыре окружности расположены так, что первая касается второй в точке A, вторая третьей ‑ в точке B, третья четвёртой ‑ в точке C, а четвёртая первой ‑ в точке D. Все касания внешние. Докажите, что точки A, B, C и D лежат на одной окружности.
2. Пусть A' и B' точки, инверсные точкам A и B относительно окружности радиуса R с центром в точке O. Выразите A'B' через стороны треугольника ABO и R.

3. (Теорема Птолемея) Доказать, что в четырехугольнике, вписанном в окружность сумма произведений противоположных сторон равна произведению его диагоналей.

4. а) Докажите, что при инверсии относительно вписанной окружности некоторого треугольника его стороны и описанная около него окружность переходят в четыре равных окружности. 

б) Докажите, что если r ‑ радиус вписанной окружности некоторого треугольника, R ‑ радиус его описанной окружности, а d ‑ расстояние между их центрами, то r2/(R ‑ d) + r2/(R + d) = r.

в) (Теорема Эйлера) Докажите, что если r ‑ радиус вписанной окружности некоторого треугольника, R ‑ радиус его описанной окружности, а d ‑ расстояние между их центрами, то R2 ‑ d2 = 2Rr.

5. а) Пусть в треугольнике ABC точка A1 середина стороны BC. Рассмотрим инверсию с центром в A1. При каком радиусе инверсии вписанная окружность перейдет в себя? А вневписанная напротив угла A? 

б) Покажите, что окружность Эйлера при инверсии перейдет в прямую. Опишите все прямые касающиеся вписанной
 и одной вневписанной окружности. 

в) (Теорема Фейербаха) Докажите, что в любом треугольнике окружность Эйлера касается вписанной и всех вневписанных окружностей треугольника.
Для самостоятельного решения

6. Вневписанная окружность касается стороны BC треугольника ABC. Другая окружность касается извне вписанной в треугольник ABC окружности и указанной вневписанной. Докажите, что точки касания окружностей лежат на прямой, проходящей через вершину A.
7. Каждая из четырёх окружностей пересекает две другие. Если четыре точки пересечения, взятые по одной из каждой пары точек пересечения двух окружностей, лежат на одной окружности или прямой, то и четыре из оставшихся точек пересечения лежат на одной окружности или прямой.
