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Многочлены — 2
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1. Многочлен P(x) = x – a неприводим над любым полем, содержащим a.

2. Теорема Безу. P(x) = Q(x)(x – a) + P(a) для любых a из поля K и P(x) из K[x].

Определение. Такое a, что P(a) = 0, называется корнем многочлена. Корень имеет кратность k, если P(x) делится на (x – a)k и не делится на (x – a)k+1.
3. Любой многочлен степени n над любым полем имеет не более n корней.

4. Если два многочлена степени не выше n совпадают в n + 1 различных точках, то эти многочлены равны.

5. Если два многочлена над бесконечным полем равны как функции, то они равны как многочлены. Аналогичное утверждение неверно в Zp[x]. 
6. Любой многочлен из С[x] степени 2 приводим.
7. Теорема о существовании корня (без доказательства). 

Каждый непостоянный многочлен из С[x] имеет комплексный корень.

8. Всякий многочлен из С[x] степени n ≥ 0 имеет ровно n корней с учетом кратности.
9. В R[x] всякий многочлен раскладывается в произведение неприводимых многочленов степени не выше 2. (Указание: рассмотрите комплексные корни этого многочлена.)
10. Разложите на неприводимые в R[x] многочлен xn – 1.
11. Многочлен нечетной степени над R имеет действительный корень.
12. Дан многочлен P(x) такой, что многочлен P(xn) делится на x – 1. Докажите, что многочлен P(x) также делится на x – 1.

Для самостоятельного решения

13. Если многочлен P(x) делится на многочлен Q(x), то всякий корень Q(x) кратности k является корнем P(x) кратности не меньшей k.

14. Докажите, что для любого многочлена P(x) ( x многочлен P(P(…P(x)…)) – x делится на P(x) – x.
15. Разложите на неприводимые в R[x] многочлен x8 + 1.

