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Гауссовы числа - 2.
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Упражнение. Пусть z — простое гауссово. Докажите, что оно является делителем

а) натурального числа; 


 

б) простого натурального; 



в) единственного простого натурального p.


1. Докажите, что если простое натуральное p в сумму двух квадратов целых чисел

а) не разложимо, то оно является простым гауссовым;

б) разложимо, то оно равно произведению двух сопряженных простых гауссовых. При этом разложение в сумму квадратов единственно с точностью до перестановки. Когда получающаяся здесь пара сопряженных ассоциирована?
2. Если a2 + b2 делится на простое натуральное n, не представимое в виде суммы двух квадратов, то a и b делятся на n.

3. Докажите, что если p — простое натуральное вида 4k + 1, то ((2k)!)2 + 1 делится на p. (Вспомните теорему Вильсона.)
4.  Простое натуральное число вида 4k + 1 представимо суммой двух квадратов целых чисел.
Таким образом, простые гауссовы числа — это число 1 + i, простые натуральные вида 4k + 3 и пары сопряженных, на которые раскладываются простые натуральные вида 4k + 1.

Для самостоятельного решения

1. Докажите, что натуральное число можно представить в виде суммы двух квадратов целых чисел тогда и только тогда, когда в разложение его на простые множители все простые числа вида 4k + 3 входят в четных степенях.
2. Докажите, что 15 не представимо суммой квадратов двух рациональных чисел.
3. Пусть n2 + 1 делится на m2 – 1 для целых n и m. Каким может быть m?















