Двадцать шестая летняя многопредметная школа

МАТЕРИАЛЫ ЗАНЯТИЙ
9 класс, группа «Профи»
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Вступительная олимпиада

1.
Найдутся ли такие четыре различных натуральных числа, что сумма любых двух из них является степенью тройки?

2.
Числа p и q целые. Известно, что неравенство x2 + px + q ≤ 0 не имеет целых решений. Докажите, что у него нет и действительных решений.

3.
Последовательность a0, a1, a2,… такова, что am+n + am–n = (a2m + a2n)/2 для любых целых m ≥ n ≥ 0. Кроме того, a1 = 1. Найдите a1000.

4.
Сиденья карусели раскрашены в n цветов так, что для каждых двух различных цветов число пар соседних сидений этих цветов одно и то же. При каком наименьшем числе сидений это возможно?

5.
На высоте BH остроугольного треугольника ABC выбрана точка M. Точки P и Q лежат на сторонах AB и BC соответственно, причем  PMC =  QMA = 90°. Докажите, что PQ и AC параллельны.

6.
В записи точного квадрата более миллиона цифр. Сколько, самое меньшее, среди этих цифр может быть четных?
Цифры 2n
Теорема. Для любой комбинации цифр найдется такое натуральное m, что 2m начинается на эту комбинацию. (Например, есть степень 2, которая начинается на 2010.) 

Определение.  Пусть y>0. Обозначим lg(y) единственное решение уравнения 10x=y. Иначе говоря, 
10x=y ( x=lg(y). 

Упр1. Найдите lg100, lg10, lg0,1, lg0,001, lg1.

Упр2. Докажите, что a) lg(ab)=lg(a)+lg(b); b) lg(an)=n lg(a).

Определение. Дробная часть числа {x} – это расстояние на числовой оси от x до ближайшего слева целого числа.  (Например, {5}=0,  {3,14}=0,14,  {–3,14}=0,86).

Упр3. Докажите, что a) 0({x}<1; b) {x+y}({x}+{y}; c){x+y}={{x}+{y}};  d) {nx}={n{x}} для целого n. 

Пред4. Десятичные записи положительных чисел x и y состоят из одних и тех же цифр в одном и том же порядке ( {lg(x)}={lg(y)}. 

Пред5. Пусть n – натурально и {lg(n)}({lg(x)}<{lg(n+1)}. Тогда десятичная запись числа x начинается в точности цифрами числа n. 

Пред6. Блоха скачет по окружности длины 1 прыжками постоянной иррациональной длины. На окружности есть ямка некоторой ширины. Докажите, что рано или поздно блоха попадет в ямку.

Пред7. lg 2 – иррациональное число. 

Пред8. Для любого натурального n найдется такое натуральное m, что {lg(n)}({mlg2}<{lg(n+1)}.

Зад9. Докажите, что для любой комбинации цифр найдется бесконечно много таких натуральных m, что 2m начинается на эту комбинацию. 

Для самостоятельного решения

Цф1. Решите уравнение x=9{x}.

Цф2. Докажите, что lg2+lg3 – иррациональное число.

Цф3. Существуют ли такие иррациональные числа a и b, что ab – рационально?
Комплексные числа 

Определения. Рассмотрим евклидову плоскость с базисными векторами, которые обозначим 1 и i. Комплексное число представляется вектором в этой системе координат: 
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, где a – вещественная часть числа z, b – мнимая часть. На комплексных числах задано сложение (вектора на плоскости можно покоординатно складывать) и умножение (здесь действует правило: 
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Упр 1. Пусть 
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 – комплексные числа. Найдите 
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Определение. Комплексное число 
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 называется комплексно сопряженным к числу 
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Упр 2. Докажите, что а) 
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Определение. Модулем комплексного числа 
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 называется действительное число 
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Упр 3. Докажите, что 
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Определение. Для ненулевого комплексного числа z аргумент 
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 равен углу поворота от положительной полуоси O1 в сторону положительной мнимой полуоси Oi до направления числа z.

Упр 4. Докажите, что 
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sin

(cos

a

a

×

+

×

=

i

z

z

.

Упр 5. Докажите, что при перемножении комплексных чисел их модули перемножаются, а аргументы – складываются.

Упр 6. Докажите, что при любом натуральном n 
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Упр 7. Описать множество точек, удовлетворяющих уравнению 
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Задача 8. Докажите, что для комплексного числа 
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 с модулем 1 преобразование комплексной плоскости, задаваемое формулой 
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Для самостоятельного решения

КЧ1 (Теорема Наполеона). На сторонах треугольника ABC внешним образом построены равносторонние треугольники. Докажите, что их центры лежат в вершинах равностороннего треугольника.

КЧ2 (Неравенство Птолемея). Докажите, что для произвольных точек A, B, C, D 
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КЧ3. Точка M лежит на окружности, описанной вокруг равностороннего треугольника ABC. Докажите, что величина 
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 не зависит от выбора точки M.

КЧ4. а) Напишите уравнение прямой, проходящей через точки z1 и z2. б) Покажите, что уравнение любой прямой имеет вид 
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КЧ5. Каждую сторону n-угольника в процессе обхода против часовой стрелки продолжили на ее длину. Оказалось, что концы построенных отрезков лежат в вершинах правильного n-угольника. Докажите, что исходный n-угольник тоже правильный.
Многочлены и корни
Определение. Многочленом (от x) называется выражение, составленное из букв x и чисел с помощью операций сложения, вычитания и умножения (например, 7x4+3x4, (1+2x)(3–0,5x), x3–2x2+3x–4). При сложении, вычитании и умножении многочленов снова получается многочлен. Каждый многочлен единственным образом может быть записан в стандартном виде P(x)=anxn+an–1xn–1+…+a1x+a0, где ai – числа, an(0. Для такого многочлена слагаемое anxn называется старшим членом, а n – степенью многочлена. Многочлены равны, если при любом x равны их значения. 

Упр1. В верном равенстве многочленов (x2–1)(x+...) = (x–1)(x+3)(x+…) два числа стерли и заменили точками. Что это были за числа?

Теорема 2 (Безу). Многочлен P(x) делится на x–a ( a – корень многочлена.
Теорема 3. У многочлена степени n – не более n корней.

Зад4. Произведение четырех последовательных целых чисел равно 7!. Найдите эти числа. Сколько решений имеет задача?

Зад5. Докажите, что 
a) если два квадратных трехчлена совпадают в трех точках, то они равны.
b) если два многочлена n-й степени совпадают в n+1 точках, то они равны.

Зад6. Сколько всего корней у многочлена 
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Зад7*. Даны два многочлена положительной степени P(x) и Q(x), причём  выполнены тождества P(P(x)) ( Q(Q(x)) и P(P(P(x))) ( Q(Q(Q(x))). Обязательно ли тогда выполнено тождество P(x) = Q(x)?
Пред. 8. При достаточно больших x (по модулю) значения многочлена и его старшего члена отличаются на сколь угодно малое число процентов. 
Теорема 9. У многочлена нечетной степени всегда есть действительный корень.
Теорема 10. Если 
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Зад11. P(x) – многочлен. Уравнение P(x)=x не имеет корней. Докажите, что уравнение P(P(x))=x тоже не имеет корней.
Зад12. Докажите, что любая натуральная степень многочлена

P(x) = x4 + x3 – 3x2 + x + 2  имеет хотя бы один отрицательный коэффициент.

Для самостоятельного решения

Зад M1. Найдите все действительные корни уравнения

(x + 1)21 +(x + 1)20(x – 1) +(x + 1)19(x – 1)2 + ... + (x – 1)21 = 0.

Зад M2. При каком значении a многочлены 
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 имеют общий корень?

Зад M3. Коэффициенты квадратного уравнения 
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 изменили не более чем на 0,01. Мог ли больший корень уравнения измениться больше чем на 1000?
Зад M4. Существует ли квадратный трехчлен, который каждое целое числа вида 11...1 переводит в числа такого же вида?

Разложение многочленов на множители

Определение 1. Множества комплексных чисел, замкнутых относительно четырех арифметических действий, называется числовым полем.

Примеры числовых полей: комплексные числа C, действительные числа R, рациональные числа Q.

Упр 1. Докажите, что всякое числовое поле содержит рациональные числа.

Обозначение. Пусть K – числовое поле. Обозначим K[x] множество многочленов с коэффициентами из K.
Упр 2. K[x] замкнуто относительно обычных операций сложения, вычитания, умножения и деления с остатком.

Определение 2. Наибольшим общим делителем (НОД) двух многочленов, один из которых ненулевой, называют многочлен наибольшей степени, делящий оба этих многочлена.

Упр 3. Как найти НОД двух многочленов с помощью алгоритма Евклида?

Предл 4. Пусть многочлены f, g(K[x], h=НОД(f,g) со старшим коэффициентом 1. Если все коэффициенты у f и g на самом деле лежат в меньшем поле L, то у h – тоже.

Лемма 5 (о линейном представлении НОД). Если f, g(K[x], h=НОД(f,g), то найдутся такие u, v(K[x], что h=uf+vg.

Определение 3. Многочлен ненулевой степени называется приводимым в K[x], если он может быть разложен в произведение двух многочленов меньшей степени из K[x], и неприводимым в противном случае.

Упр 6. Докажите, что всякий многочлен нечетной степени выше 2 приводим в R[x].
Зад 7. Приводим ли x4+1 а) в C[x]; б) в R[x] б) в Q[x]?

Пред 8. Пусть p, u, v(K[x], p – неприводим. Если uv делится на p, то u делится на p либо v делится на p.

Теорема 9 (Основная теорема арифметики для многочленов). Всякий многочлен может быть разложен в произведение числа и неприводимых многочленов со старшим коэффициентом 1, причем такое разложение единственно с точностью до порядка сомножителей.

Для самостоятельного решения

РМ 1. Многочлен f(x)(Q[x], и f(
[image: image31.wmf]2

)=0. Докажите, что f(x) делится на x2–2.

РМ 2. Разложите на неприводимые в R[x] многочлены a) 
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РМ 3.Пусть f – многочлен с целыми коэффициентами и старшим коэффициентом 1. Докажите, что найдется такой многочлен g с целыми коэффициентами, что у произведения fg ровно два нечетных коэффициента.
Многочлены над ℂ, ℝ и ℚ.
Определение 1. Поле K алгебраически замкнуто, если каждый непостоянный многочлен из K[x] имеет корень в K.

Упр 1. Являются ли алгебраически замкнутыми поля а) Q; б) R?

Теорема 2 (Основная теорема алгебры). Поле С комплексных чисел алгебраически замкнуто.

Следствие 3. Всякий многочлен n-й степени 
[image: image34.wmf]]
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Предл 4. Пусть z – комплексный корень алгебраического уравнения с действительными коэффициентами. Тогда 
[image: image37.wmf]z

– тоже корень этого уравнения.

Предл 5. В R[x] всякий многочлен степени выше 2 – приводим.

Теорема 6. В R[x] всякий многочлен может быть разложен в произведение многочленов 1-й и 2-й степени.

Упр 7. Разложите многочлен x4–60x2+100 на неприводимые а) в R[x] б) в C[x].

Зад 8. Докажите, что многочлен x4–60x2+100 неприводим в Q[x].

Упр 9. Многочлен 3-й степени приводим в Q[x] ( он имеет рациональный корень.

Теорема 10 (без доказательства). Многочлен с целыми коэффициентами приводим в Z[x] ( он приводим в Q[x].

Теорема 11. (Критерий неприводимости Эйзенштейна). Пусть 
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 и 
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 – простое число. Если an не делится на p, 
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 делится на p для всех i<n, но a0 не делится на p2, то A(x) неприводим в 
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Зад. 12. Приведите пример неприводимого многочлена 100-й степени в 
[image: image42.wmf]]
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, не подпадающего под критерий Эйзенштейна.

Для самостоятельного решения

CQ1. Многочлен f(x)(Q[x], и имеет 4 различных действительных корня. Известно, что есть два корня, у которых сумма и сумма квадратов рациональны. Докажите, что многочлен приводим в Q[x].

CQ2. K – числовое поле, многочлен f(x) неприводим в K[x]. Докажите, что найдется такой многочлен g(x), что f(g(x)) приводим в K[x]. 
CQ3. Пусть P(x) и Q(x) – многочлены с рациональными коэффициентами с общим комплексным корнем. Докажите, что они не взаимно просты в Q[x].

CQ4. Докажите, что при простом 
[image: image43.wmf]p

 многочлен 
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[image: image45.wmf]]
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Поля и числа

Зад 1. Можно ли разрезать квадрат на равные прямоугольные треугольники с углом 30(?

Упр 2. Докажите, что сумма, разность, произведение и частное чисел вида 
[image: image46.wmf]3

b

a

+

, (где a, b – рациональны) – число того же вида.

Упр 3. Докажите, что если число представляется в виде 
[image: image47.wmf]3
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, где a, b – рациональны, то оно представляется единственным образом.

Зад4. Являются ли числовыми полями множества выражений вида а) 
[image: image48.wmf]6
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Определения. Если 
[image: image54.wmf]K

 и 
[image: image55.wmf]L

 – (числовые) поля, и 
[image: image56.wmf]L
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 называют подполем в 
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, а 
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 – расширением 
[image: image60.wmf]K

.

Упр 5. Существует ли набор а) из пяти б) из бесконечного количества числовых полей, в котором для любых двух полей одно является расширением другого?

Зад6. а) Найдите многочлены f и g такие, что 
f·(x+2)+g·(x3–2)=НОД(x+5, x3–2).

б) Домножьте 
[image: image61.wmf]3
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 с целыми a, b, c так, чтобы произведение было целым. 
в) Избавьтесь от иррациональности в знаменателе 
[image: image63.wmf]3
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Зад7. Докажите, что множества выражений вида a) 
[image: image64.wmf]3
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б) a+b(+c(2+d(3 (где 
[image: image65.wmf]Q
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, ( – корень неприводимого многочлена 4-й степени из Q[x]) образуют числовые поля.
Зад8. Существует ли такое числовое поле L(C, что многочлен x3+27 раскладывается в L[x] на линейные множители? 

Предл 9. а) Пересечение двух числовых полей – поле.
б) Для любого подмножества M(C существует наименьшее (по включению) поле, содержащее 
[image: image66.wmf]M

.

Зад 10. Известно, что число ( трансцендентно, то есть не является корнем никакого многочлена с рациональными коэффициентами. Найдите все элементы наименьшего числового поля, содержащего (. 

Для самостоятельного решения

ЧП1. Можно ли ненулевые комплексные числа разбить на положительные и отрицательные так, чтобы произведение чисел разного знака было отрицательным, и одинакового – положительным?

ЧП2. L – числовое поле, всякий многочлен x2–n неприводим, если n натурально, но не точный квадрат. Верно ли, что L=Q?

ЧП3. Проверьте, что множество M комплексных чисел вида m+ni, где m и n – целые, замкнуто по сложению, вычитанию и умножению. Назовем такое число простым, если его нельзя разложить в M в произведение двух меньших по модулю чисел. Верно ли, что всякое число единственным образом представляется в виде произведения простых множителей? 

ЧП4. Квадрат разрезан на прямоугольные треугольники с катетами 1 и 2. Доказать, что число треугольников ( четно.

Геометрические построения-1

Определение. Скажем, что число ( можно построить с помощью циркуля и линейки (построить ЦЛ), если на координатной плоскости, где можно отметить любую точку с рациональными координатами и уже отмечены две точки на единичном расстоянии, можно построить точку с абсциссой или ординатой (.

Упр1. Докажите, что если числа a и b можно построить ЦЛ, то числа а) 
[image: image67.wmf]b
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, б) 
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, г) 
[image: image70.wmf]b
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можно построить ЦЛ.

Замечание. Это означает, что множество чисел, которые можно построить ЦЛ, образует числовое поле.

Упр2. Докажите, что если числа a и b можно построить ЦЛ, то числа а) 
[image: image71.wmf]2
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[image: image73.wmf]ab

 можно построить ЦЛ.

Упр3. Докажите, что можно построить ЦЛ корни любого квадратного уравнения с рациональными коэффициентами.

Упр4. Докажите, что если числа a, b, d можно построить ЦЛ, то число 
[image: image74.wmf]d
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 можно построить ЦЛ.

Замечание. В следующих задачах проводятся построения при помощи только циркуля. Снова считаем, что на координатной плоскости уже отмечены две точки на расстоянии 1. Будем считать, что прямая построена (задана), если построены (заданы) две точки на этой прямой.

Упр5. При помощи одного циркуля построить а) точку, симметричную данной точке относительно данной прямой; б) отрезок, в n раз больше данного; в) отрезок, в n раз меньше данного.

Упр6. При помощи только циркуля построить прямую, перпендикулярную к заданному отрезку и проходящую через один из его концов.

Упр7. Даны отрезки a, b, c. При помощи одного циркуля построить отрезок 
[image: image75.wmf]c
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.
Геометрические построения-2

Зад1. а) На окружности отмечена дуга AB c серединой M. Точки С и D таковы, что OBAC и OABD – параллелограммы. N – точка, равноудаленная от С и D на расстояние BC. Докажите, что CM=ON.  б) Дана дуга окружности с отмеченным центром. Постройте середину дуги с помощью одного циркуля. 

Зад2. Докажите, что если числа a и b можно построить при помощи одного циркуля, то и числа а) 
[image: image76.wmf]b
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, г) 
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, д) 
[image: image80.wmf]a

 можно построить при помощи одного циркуля.

Зад3. Докажите, что если мы умеем строить все числа некоторого числового поля K, то а) применение одной линейки не выведет нас за пределы этого поля; б) проведя лишь одну окружность, мы сможем построить только числа, имеющие вид 
[image: image81.wmf]d
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Определения.  Пусть K  – числовое поле, и число 
[image: image83.wmf]a

​(K. Обозначим K(() наименьшее поля, включающее в себя всё K и (.    Назовем расширение 
[image: image84.wmf])
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 квадратичным, если ( – действительный корень неприводимого квадратного трехчлена с коэффициентами из K.

Упр 4. Перечислите простейшим способом все элементы квадратичного расширения. 

Предл 5. Число 
[image: image85.wmf]a

 можно построить ЦЛ тогда и только тогда, когда найдется конечная цепочка (башня) квадратичных расширений 
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Теорема 6 (Мор-Маскерони). При помощи одного циркуля можно выполнить все построения, которые выполнимы при помощи циркуля и линейки.

Зад7. Даны 4 точки A, B, C и D. При помощи одного циркуля постройте точку пересечения прямых AB и CD.

Для самостоятельного решения

ГП1. При помощи одного циркуля постройте точки пересечения данной окружности c известным центром и данной прямой.

ГП2. При помощи одного циркуля постройте центр начерченной окружности.

ГП3 (теорема Штейнера) Если на плоскости начерчена окружность и отмечен ее центр, то все построения, выполнимые при помощи циркуля и линейки, могут быть выполнены при помощи одной линейки.
Многочлены деления круга

Упр1. Из центра правильного n-угольника проведены векторы ко всем его вершинам. Чему равна сумма векторов?
Зад2. Пусть 
[image: image88.wmf]e

 – корень n-й степени из 1. Докажите, что 
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Определение 1.  
[image: image90.wmf]1
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Упр3. Докажите, что при простом p многочлен Fp(x+1) неприводим в 
[image: image91.wmf]]
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Теорема 4. При простом p многочлен Fp(x) неприводим в 
[image: image92.wmf]]
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Определение 2. Пусть 
[image: image93.wmf]e

 – корень n-й степени из 1, и не является корнем никакой меньшей степени. Тогда 
[image: image94.wmf]e

 – примитивный корень n-й степени.

Зад 5. Примитивный корень из 1 простой степени p не является корнем никакого многочлена с рациональными коэффициентами степени меньше чем p–1.

Зад 6. Из центра правильного p-угольника (где p – простое) к его вершинам проведены k<p векторов. Докажите, что а) их сумма не равна 0 б) любая их нетривиальная линейная комбинация с рациональными коэффициентами не равна 0.

Упр 7. В поле C есть ровно 
[image: image95.wmf])
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 примитивных корней n-й степени из 1 (где 
[image: image96.wmf])

(

n

j

 – функция Эйлера, то есть количество взаимно простых с n среди 1, 2, ..., n–1)

Определение 3. Многочлен деления круга – это 
[image: image97.wmf])
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 – все примитивные корни n-й степени из 1.

Упр 8. Вычислите 
[image: image99.wmf])
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Теорема 9. 
[image: image100.wmf])
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Упр 10. Если p – простое, то 
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Задача 11. Найдите 
[image: image102.wmf])
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 для всех n<12.
Теорема 12. Все коэффициенты 
[image: image103.wmf])
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 – целые.

Факт. Все многочлены деления круга неприводимы в 
[image: image104.wmf]]
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Теорема 13. Для любого натурального a найдется бесконечно простых чисел вида ak+1.

Для доказательства понадобятся три леммы:

Лемма 14. Пусть многочлены C(x) и D(x) взаимно просты. Тогда для достаточно больших простых p значения многочленов в одной точке не могут одновременно делиться на p.

Лемма 15. Рассмотрим всевозможные значения многочлена Фa(x) в целых точках. Все достаточно большие простые делители этих значений сравнимы с 1 по модулю a.

Определение: Показателем целого a по модулю натурального n (при условии, что a и n взаимно просты) называется такое наименьшее натуральное t, что  at  ≡ 1 (mod n). 

Лемма 16   ad ≡ 1 (mod n)  тогда и только тогда, когда d делится на t.
Для самостоятельного решения

ДК1. Докажите (без ссылки на неприводимость), что различные многочлены деления круга взаимно просты. 

ДК2. Докажите, что коэффициенты 
[image: image105.wmf])
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ДК3. При каких m и n многочлен 
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 делится на многочлен 
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ДК4. Рассматриваются многочлены с целыми коэффициентами. 
а) P(x) – неприводимый многочлен. Докажите, что найдется такой многочлен Q(x), что P(Q(x)) – приводим. 
б) P(x)=xn–1. Доказать что найдется такой многочлен Q(x), что P(Q(x)) раскладывается в произведение множителей степени меньше степени Q(x) (Указание. Среди отношений 
[image: image108.wmf]!

)

!

(

n

n

j

 встречаются сколь угодно малые.)

Алгебраические и конструктивные числа

Определение 1. Алгебраическое число – это действительное или комплексное число, являющееся корнем многочлена с целыми коэффициентами; остальные числа называются трансцендентными.

Зад 1. Множество алгебраических чисел – счетно.

Теорема 2 (Кантор). Трансцендентные числа существуют, и их большинство!

Факт. Числа e и π – трансцендентны!

Определение 2. Конструктивное число – это действительное или комплексное число, для которого существует конечное описание, как вычислить его с любой точностью. Остальные числа называются неконструктивными.

Зад 3. Множество конструктивных чисел – счетно.

Теорема 4. Неконструктивные числа существуют, и их большинство!

Зад 5. Пусть x – алгебраическое число, q – рациональное, 
[image: image109.wmf]0
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Определение 3. Иррациональное число 
[image: image116.wmf]a

 называется хорошо приближаемым, если 
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Зад 6. Приведите пример хорошо приближаемого числа.

Теорема 7 (Лиувилль). Хорошо приближаемое число не может быть алгебраическим.

Для самостоятельного решения

АКЧ0. Приведите пример трансцендентного числа, в десятичной записи которого нет нулей. 

АКЧ1. а) Найдите ошибку в следующем доказательстве несчетности конструктивных чисел: «Пусть все конструктивные числа занумерованы. Укажем алгоритм получения пропущенного конструктивного числа между 0 и 1: i-й знак равен 1, если i-й знак i-го числа равен 2, иначе: i-й знак равен 2. Противоречие»

б) Приведите пример неконструктивного числа.

АКЧ2. Докажите, что число π конструктивно.

АКЧ3. Пусть F – квадратичное расширение над Q, a – корень многочлена из F[x]. Докажите, что число a – алгебраическое.
Три классические задачи

1. Удвоение куба: построить сторону куба, чей объем вдвое больше данного.

2. Трисекция угла: разделить данный угол на три равные части.

3. Квадратура круга: построить квадрат, равновеликий данному кругу.

Теорема 1. Корень неприводимого кубического многочлена из Q[x] нельзя построить ЦЛ.

Доказательство опирается на лемму:

Лемма 2. Пусть построена башня квадратичных расширений Q=
[image: image120.wmf]n
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. Тогда если у квадратного и кубического многочленов из Fn–1[x] есть общий корень в поле Fn,, то у этого кубического многочлена есть корень в Fn–1.

Следствие 3. Нельзя построить ЦЛ числа а) 
[image: image121.wmf]3
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; б) 
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Предл 4. Если построена башня квадратичных расширений 
[image: image123.wmf]n
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, то все числа в поле Fn – алгебраические.

Следствие 5. Нельзя построить ЦЛ число 
[image: image124.wmf]p
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Теорема 6. С помощью циркуля и линейки нельзя
а) удвоить куб;
б) разделить угол 
[image: image125.wmf]°

30

 на три равные части;
в) квадрировать круг.

Для самостоятельного решения

ЦЛ1. Для каких целых n угол в 
[image: image126.wmf]°

n

 можно построить ЦЛ?

ЦЛ2. Всегда ли можно построить ЦЛ равнобедренный треугольник по биссектрисе и высоте, проведенных из одной вершины основания? 

ЦЛ3. Можно ли разбить ЦЛ квадрат на 3 неравных, но подобных прямоугольника?
Линейные системы. Рациональный трюк.

Трудные задачи

[image: image1.jpg]


T1. Есть 10 бананов. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно убедиться, что все бананы весят одинаково?

Т2. Двое разбойников отобрала у купца мешок золотых слитков. Оказалось, что какой бы слиток ни отложить, оставшиеся слитки можно разделить между разбойниками так, чтобы каждый получил золота поровну (по весу). Докажите, что общее число слитков нечётно.
Системы линейных уравнений

Зад. 1. На рисунке приведено разрезание прямоугольника на квадраты. Зная, что сторона наименьшего квадрата равна 1, найдите размеры прямоугольника.
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Предл 2. Всякая система линейных уравнений

либо противоречива (не имеет решений), либо равносильна такой: 
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где наборы переменных {x1, x2, …, xn} и {y1, y2, …, yk, z1, z2, …, zm} отличаются лишь перестановкой.

Идея доказательства. Пусть у линейной системы есть решение. Упростим систему равносильными преобразованиями: будем по одной исключать неизвестные, выражая их через другие в виде суммы с числовыми коэффициентами. В итоге останутся k неизвестных, чьи значения можно задавать свободно, а остальные можно последовательно выразить через эти k.
Зад. 3. а) Докажите, что у системы линейных уравнений может быть либо 0, либо 1,  либо бесконечно много решений.
б) Докажите что у однородной (без свободных членов) линейной системы уравнений может быть либо одно, либо бесконечно много решений.

Определение. Неизвестные {y1, y2, …, yk, z1, z2, …, zm} из предложения 2 назовем свободными, а число k – рангом (множества) решений.

Зад. 4. Найдите ранг решений системы x1+x2=0, x2+x3=0, …, xn–1+xn=0, xn+x1=0
a) при нечетном n; б) при чётном n.
Теорема 5. Ранг решений системы из k уравнений с n неизвестными не меньше n–k. 

Зад. 6. а) Докажите, что если у однородной линейной системы неизвестных на 2 больше, чем уравнений, то найдется решение, где не все переменные равны. б) Решите T1.

Рациональный трюк

Предл 7. Дана линейная система с целыми коэффициентами 
а) Если она имеет какое-то решение, то она имеет и решение в рациональных числах. 
б) Если она имеет положительное решение, то она имеет и решение в положительных рациональных числах. 

Зад. 8. У Пети было несколько яблок. Он проделал с ними несколько взвешиваний на чашечных весах без гирь, и каждый раз получал равенство. Докажите, что можно приписать каждому яблоку цену в целое число копеек так, чтобы при каждом из проведенных взвешиваний цены чаш были одинаковы.  

Зад.9. а) Двое разбойников отобрали у купца мешок золотых монет. Каждая монета стоит целое число грошей. Оказалось, что какую бы монету ни отложить, остальные можно разделить между разбойниками так, чтобы каждый получил поровну грошей. Докажите, что число монет нечетно. б) Решите задачу Т2.

Для самостоятельного решения

[image: image234.png]


ЛС0. На рисунке приведено разрезание прямоугольника на квадраты. Зная, что сторона наименьшего квадрата равна 3, найдите стороны остальных квадратов.

ЛС1. а) Есть 
[image: image127.wmf]1
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 камней, каждый весит целое число граммов. Известно, что убрав любой из камней, можно оставшиеся разложить на две равные по количеству и весу кучки. Докажите, что все камни весят одинаково.

б) То же, но веса камней – рациональны.

в)* То же, но веса камней – действительны.

(Все веса положительны).

ЛС2. На отрезке 
[image: image128.wmf][
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 отмечены концы, а также конечное число точек внутри. Известно, что любая внутренняя отмеченная точка лежит ровно посередине между какими-нибудь отмеченными точками. Докажите, что все отмеченные точки рациональны.

ЛС3. а) Дана схема разрезания прямоугольника на квадраты (типа схемы в зад. ЛС0). Известно, что есть хотя бы одно разрезание по такой схеме. Докажите, что для заданного значения нижней стороны такое разрезание ровно одно. 
б) Прямоугольник можно разрезать на квадраты. Докажите, что его можно разрезать на равные квадраты.

Указание к а) Если есть много разрезаний, зависящих от параметра t, то длина другой стороны прямоугольника зависит от t линейно, а площадь – квадратично.
Векторные пространства и линейная зависимость

Зад 1.  Назовем последовательности фибочкой, если в ней каждый член, начиная с третьего, равен сумме двух предыдущих. В хорошей фибочке есть хотя бы один 0. Докажите, что любая фибочка равна сумме двух хороших фибочек.
Зад 2. В окружности с центром O хорды AC и BD пересекаются в точке K. M и N – центры описанных окружностей треугольников AKB и CKD. Докажите, что OM=KN.

Определение 1. Пусть даны множества 
[image: image129.wmf]V

 ("векторы") и поле 
[image: image130.wmf]K

 ("числа"), и векторы можно складывать и умножать на числа, причем: 
[image: image131.wmf]V

 – группа по сложению, и выполнены четыре правила: 1) 
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 называется векторным пространством над 
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Упр 3. Задайте структуру векторного пространства на следующих множествах: а) линейные уравнения вида 
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: строки из 
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 чисел, в) многочлены (какие?), г) 
[image: image143.wmf]]
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 – многочлены степени 
[image: image144.wmf]n
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, д) векторы, е) последовательности.

Упр 4. Сформулируйте определение изоморфизма векторных пространств и приведите пример изоморфных пространств.

Упр 5. Докажите, что а) Множество векторов в пространстве изоморфно R3; б) 
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 изоморфно 
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Определение 3. Вектор 
[image: image147.wmf]v

 линейно зависим от 
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 линейно независим, если в нем нет векторов, линейно зависимых от остальных, и линейно зависим в противном случае. Максимальный по включению линейно независимый набор в пространстве 
[image: image152.wmf]V

 называется базисом пространства.

Предл. 6. Любой базис векторов трехмерного пространства состоит из 3 элементов.

Упр 7. Докажите, что любой базис а) в R3; б) в R2[x] состоит из 3 элементов.
Упр 8. Рассмотрим в пространстве бесконечных последовательностей набор из последовательностей с одним членом, равным 1, остальные члены равны 0. Является ли такой набор а) линейно независимым, б) базисом?

Предл 9. Зафиксируем различные 
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, и сопоставим каждому многочлену 
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. Докажите, что такое отображение дает изоморфизм векторных пространств 
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Указание. Найдите многочлен степени n, равный 1 в точке xi, и 0 в остальных xj. 

Зад 10. Для каждой грани выпуклого многогранника взяли направленный наружу вектор, перпендикулярный грани, с длиной равной площади грани. Докажите, что сумма этих векторов равна 0. 

Для самостоятельного решения

ЛЗ1. Докажите, что всякий многочлен степени n линейно зависим от xn, (x+1)n, …, (x+n)n.

ЛЗ3. а) Из центра правильного 17-угольника провели векторы v1, v2, …, v17 в его вершины. Найдутся ли такие действительные числа r1, r2, …, r16, что v17=r1v1+r2v2+…+r17v17.
б) То же, но числа r1, r2, …, r16 – рациональные.

ЛЗ4.* В квадратной таблице строки линейно зависимы. Докажите, что столбцы – тоже.
Поля Fp и векторные пространства

Определение 1. Полем K называется структура, где определены сложение, вычитание, умножение и деление, причем

а) сложение коммутативно, и поле – это группа по сложению; нейтральный элемент обозначается 
[image: image158.wmf]0

.

б) Умножение коммутативно, K–{0} – группа по умножению, нейтральный элемент обозначается 1.

в) Сложение и умножение связаны дистрибутивным законом: (a+b)c=ac+bc.

Примеры не числовых полей: а) поле Fp остатков по простому модулю p. б) Поле рациональных функций K(x) c коэффициентами из другого поля K.

Поле Fp может с успехом заменять числовые поля: определены кольцо многочленов Fp[x] и векторные пространства над Fp.

Упр1. Сколько элементов в пространстве (Fp)n?

Упр2. Докажите, что многочлен x2+x+1 неприводим в F2[x].

Упр3. Докажите, что любая функция из  Fp в Fp задается многочленом.

Зад4. Дан многочлен A(x) из Z[x]. Его коэффициенты заменили на остатки по модулю p и получили неприводимый многочлен в Fp[x]. Докажите, что A(x) неприводим в Z[x].

Зад5. Докажите, что уравнение xp–x имеет p pазличных корней в поле Fp.
Зад 6. а) Докажите, что найдется такой элемент w в поле Fp, что все остальные ненулевые элементы поля есть степени w. б) Докажите, что если p – простое, то группа по умножению ненулевых остатков по модулю p изоморфна группе по сложению остатков по модулю p–1.

Факт 7. Во всяком векторном пространстве есть базис.

Теорема 8. Если 
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e

e

,

,

1

K

 – базис V, то всякий вектор v(V
а) можно представить в виде 
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 б) такое представление единственно.

Следствие 9. Такое V изоморфно Kn.

Зад10. В векторном пространстве над Fp нашли два базиса. В одном базисе n векторов. Докажите, что в другом их тоже n. 

Зад11. В клетчатом прямоугольнике m×n расставляются числа +1 и –1 так, чтобы каждое число было произведением соседей по стороне. Докажите, что

а) общее число таких расстановок есть степень двойки;

б) расстановок не более 2min(m,n).

Лемма 12. В 
[image: image161.wmf]n
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 любые 
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 строк линейно зависимы.

Теорема 13. Во всех базисах векторного пространства элементов поровну.
Для самостоятельного решения

Fp1. Клетки прямоугольника m×n покрашены в красный, желтый и зеленый цвета. За одну операцию все клетки любой вертикали или горизонтали разрешено перекрасить по циклу: красный ( желтый ( зеленый ( красный. а) Докажите, что всего так можно получить 3k различных узоров; б) найдите k.

Fp2. Есть n различных чисел 
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[image: image164.wmf])

,

,

,

(

,

),

,

,

,

(

),

,

,

,

(

),

1

,

,

1

(

1

1

1

2

2

2

-

-

-

n

n

n

c

b

a

c

b

a

c

b

a

K

K

K

K

K

 – линейно независимы.

Fp3. Лампочки и кнопки расположены в виде квадрата 10×10, по одной лампочке и кнопке на каждой клетке; при этом лампочка и кнопка соединены, если они находятся в одном горизонтальном или вертикальном ряду. Нажатие на кнопку меняет состояние всех соединенных с ней лампочек на противоположное. Вначале все лампочки выключены. За какое наименьшее количество нажатий кнопок их можно все включить?

Fp4. После окончания однокругового хоккейного турнира оказалось, что для любой группы команд найдется команда, сыгравшая с командами группы вничью нечетное число матчей. Докажите, что число команд четно.
Счет размерностей

Лемма 1. В 
[image: image165.wmf]n
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 любые 
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 строк линейно зависимы.

Теорема 2. Во всех базисах конечномерного векторного пространства элементов поровну.

Определение 1. Количество элементов в базисе пространства V над полем K называется размерностью (обозначается dimKV).

Зад 3.  Пусть K – конечное поле. Докажите, что
а) Найдется такое натуральное n, что 
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б) Минимальное среди таких n – простое. (Назовем его характеристикой поля и обозначим p).
в) В поле K есть подполе Fp.
г) Поле K состоит из pm элементов.

Определение. Пусть V – векторное пространство. Линейной оболочкой <v1, …, vn> набора векторов изV называется множество всевозможных их линейных комбинаций.

Упр 4. а) Линейная оболочка – это векторное пространство.
б) Любой линейно независимый поднабор набора{v1, …, vn} можно векторами набора дополнить до базиса линейной оболочки <v1, …, vn>.
в) Размерность этой оболочки не больше n. 

Зад 5. а) Пусть x и y – корни многочленов степени не выше n из Q[x], V=<xkyl> по всем k,l≤n. Докажите, что для всех натуральных m элементы (xy)m и (x+y)m лежат в V.
б) Докажите, что все алгебраические числа образуют поле.

Предл 6. Множество решений однородной линейной системы – векторное пространство, размерность его равна рангу.

Зад 7. Рассматриваются шестерки чисел в вершинах шестиугольника такие, что сумма любых трех подряд равна 0. Докажите, что множество решений образует векторное пространство, и найдите его размерность.
Упр 8. а) Докажите, что множество последовательностей, где выполнено рекуррентное соотношение 
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, образуют двумерное векторное пространство. б) Найдите все геометрические прогрессии, для которых выполнено это рекуррентное соотношение. в) Найдите явную формулу для последовательности, заданной этим рекуррентным соотношением и условиями x0=0, x1=1.

Для самостоятельного решения

Рзм1. В таблицу 10×10 вписаны числа. За одну операцию разрешается увеличить или уменьшить на одно и то же число все числа в прямоугольнике 3×5. Всегда ли можно добиться чтобы стали равны все числа, кроме, быть может, одного?

Рзм2. Пусть x, y – элементы поля характеристики p. Докажите, что 
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Рзм3. В квадратной таблице строки линейно зависимы. Докажите, что столбцы – тоже.

Рзм4. Приведите пример поля из 4 элементов. 

Рзм5. Докажите, что поле алгебраических чисел алгебраически замкнуто.

Рзм6=Предл 9. Если 
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Рзм7=Зад 10. Пусть 
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Рзм8=Зад 11. а) Если Q =
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Рзм9=Зад 12. Докажите, что 
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не строится циркулем и линейкой.
Инвариант Дена

Определение 1. Два многогранника называются равносоставленными, если один из них можно разрезать на конечное число многогранных частей, из которых можно составить другой.
Зад 1. Докажите, что любые два прямоугольных параллелепипеда равного объема равносоставлены.

Зад 2. Перекроите куб в два равных меньших кубика, разрезав его не более, чем на 100 частей.

Зад 3. Можно ли круг разрезать на конечное число частей по отрезкам и дугам окружностей и составить из них квадрат?

3-я проблема Гильберта: верно ли, что любые два многогранника равного объема равносоставлены?

Определение 2. Пусть у многогранника n ребер. Пусть l1, …, ln – длины этих ребер, (1, …, (n – величины соответствующих двугранных углов. Инвариантом Дена многогранника называется набор пар (l1, (1), …, (ln, (n), рассматриваемый с точностью до подобия.

Определение 3. С набором можно проводить в ту или обратную сторону следующие преобразования:

1. пара (l, () заменяется двумя парами (l(, (), (l(, (), где l(+l(=l;
2. пара (l, () заменяется двумя парами (l, (’), (l, (”), где ((+((=(;

3. выкидывается пара вида (0, () или (l , 2k(), где k – целое.

Наборы подобны, если они получаются друг из друга одним или несколькими из таких преобразований.

Упр 4. Найдите простейшие наборы, подобные размерам куба и правильного тетраэдра.

Теорема 5. Если два многогранника равносоставлены, то их инварианты Дена подобны.

Теорема 6. Инварианты Дена куба и правильного тетраэдра не подобны.

Теорема 7 (Ден). Куб и правильный тетраэдр не равносоставлены.

Для доказательства теоремы 5 потребуются следующие леммы, теоремы и утверждения:

Лемма 8. Если число ( соизмеримо с π, то при любом l пару (l, () можно выкинуть из набора.

Теорема 9. Если ( соизмеримо с π и cos ( – рационален, то cos ( = 0, (1 или (
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Лемма 10. Есть числовая функция на множестве наборов, которая принимает равные значения на подобных наборах, и различные – на наборах тетраэдра и куба.

Для самостоятельного решения

ИД1. Докажите, что у любой а) прямой б) косой призмы набор Дена подобен пустому набору.

ИД2. Докажите, что любая призма равносоставлена с кубом.

ИД3.Найдите все углы, соизмеримые с π, у которых тангенс рационален.

ИД4. Найдите все углы, соизмеримые с π, у которых а) косинус б) тангенс имеет вид r1
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 , где r1 и r2 – рациональные числа.

ИД5 (обратная теорема) Если у двух многогранников одинаковы объемы и инварианты Дена, то они равносоставлены.
Базовые понятия математического анализа

Последовательности и пределы

1. (Задача для мотивации) На прямой дана бесконечная последовательность отрезков, любые два из которых имеют общую точку. Тогда все эти отрезки имеют общую точку.

Определение: Мы будем говорить, что последовательность действительных чисел        x1,  x2,  x3, … сходится к действительному числу x (или что x – предел этой последовательности), если для любого ε > 0 открытый интервал (x-ε, x+ε) содержит почти все члены последовательности {xn} (то есть все кроме конечного числа).

2. Дайте определение что значит для последовательности сходится к  бесконечности.

Несколько примеров:

3. Сходятся ли к какому-нибудь пределу следующие последовательности: xn = sin n;    xn = tg(1/n); xn = (sin n)/n; xn = sin p(n), где p(x) – многочлен с целыми коэффициентами?

4.  Вычислите пределы следующих последовательностей и докажите сходимость:                           

xn = 1 + ½ + ¼ + ... + 1/2n + ... ;    xn =  n+1 - n; xn = n2 + n – n; xn  = sin {(2+3)n π}. 

5. На отрезке [0, 1] отмечено бесконечно много точек (включая 0 и 1), так что для любых двух из них найдется третья, такая что среди этих трех точек одна лежит ровно посередине между двумя другими. Докажите, что можно выбрать последовательность выделенных точек, которая стремится к  ⅓.

6. Вася разлил по 3 кувшинам 1 литр молока. Затем он стал переливать молоко, так чтобы в  момент времени n+1 в каждом стакане было бы ровно половина от того, что было в двух других стаканах в момент n. Можно ли утверждать  что объем молока в каждом стакане стремится к ⅓ литра?

Свойства пределов:

а). Покажите, что два разных числа не могут быть пределами одной и той же последовательности.

б).  Пусть a — предел последовательности {xn},  b — предел последовательности {yn}. Найдите пределы последовательностей {xn+yn}; {xnyn}; {xn /yn} при условии что b ≠ 0. 

Опять вокруг пределов
Полнота действительных чисел: 

Если A – некоторое множество действительных чисел, будем говорить, что число C является его верхней гранью, если любое число в A не превосходит С. Понятно, что множество может вообще не иметь верхних граней. Если же у него есть хоть одна, то тогда их бесконечно много, и множество называется ограниченным сверху. Наименьшая из верхних граней множества A, если она существует, называется точной верхней гранью и обозначается sup A. Аналогично определяются нижняя грань, ограниченность снизу и точная нижняя грань, которая обозначается inf A.

Аксиома полноты: Пусть L и R – два непустых множества действительных чисел, причем L находится «левее» R, то есть l ≤ r для любых l из L и r из R. Тогда существует разделяющее число c, такое что l ≤ с ≤ r для любых l из L и r из R.

1. Докажите, что любое ограниченное сверху множество действительных чисел имеет точную верхнюю грань. Выведите отсюда, что любая монотонно неубывающая ограниченная сверху последовательность имеет предел.

2. Докажите принцип вложенных отрезков: если дана бесконечная последовательность вложенных отрезков  [a1, b1] ﬤ [a2, b2] ﬤ ... ﬤ [an, bn] ﬤ ..., то найдется действительное число, принадлежащее всем отрезкам.

3. Верен ли аналогичный «принцип вложенных интервалов»?

4. (Компактность отрезка) Докажите, что из любой последовательности точек отрезка [0, 1] можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к к какому-нибудь пределу.

5. Докажите, что из любого иножества открытых интервалов вещественной прямой, покрывающего [0, 1], можно выбрать конечное подмножество, которое также будет покрывать [0, 1].

6. По положительному квадранту плоскости непрерывно ползет змея, которая в момент времени t находится в точке (x(t), y(t)), где x(t) > 0, y(t) > 0. Известно, что траектория ее движения пересекает каждую прямую лишь конечное число раз. Докажите, что последовательность x(n)/y(n) имеет предел.

7. Последовательность {xn} называется последовательностью Коши, если для любого ε > 0 из нее можно выкинуть конечное число членов, так что все попарные расстояния между оставшимися не больше  ε. Верно ли, что любая сходящаяся к конечному пределу последовательность является последовательностью Коши? Верно ли обратное?

8. Дано отображение p отрезка [0; 1] в себя, такое что для любых 0 ≤ x ≤ y ≤ 1 выполнено |p(x) – p(y)| ≤ ½|x-y| (то есть p сжимает все расстояния хотя бы в 2 раза). Тогда у p есть неподвижная точка, то есть такое a, что p(a) = a.

9. Последовательность {xn} неотрицательных чисел такова, что для любых натуральных m и  n выполняется неравенство xm+n ≤ xm + xn. Докажите, что последовательность  {xn / n} имеет предел.

10. Пусть cn — количество различных несамопересекающихся маршрутов длины n по узлам клетчатой плоскости, стартующих из 0 и идущих по линиям сетки. Пусть далее bn — корень n-й степени из cn. Докажите, что последовательность bn  имеет предел. Что вы можете сказать об этом пределе? А что в случае, если мы рассматриваем пути на шестиугольной решетке? 

Определение: Подмножество A вещественной прямой называется замкнутым, если для любой последовательности его точек, которая сходится к какому-нибудь конечному пределу, этот предел также принадлежит A.  Подмножество A называется открытым, если оно представимо в виде объединения некоторого множества открытых интервалов.

11. Убедитесь, что множество является замкнутым тогда и только тогда, когда его дополнение является открытым.

12. Дана последовательность открытых множеств на прямой, каждое из которых всюду плотно (имеет непустое пересечение с любым открытым интервалом). Докажите, что их пересечение также всюду плотно. Может ли оно быть счетно?

13. Покажите, что множество иррациональных чисел нельзя представить в виде объединения последовательности замкнутых множеств. 

14. Можно ли представить (0, 1) в виде объединения некоторого множества попарно непересекающихся отрезков?

15. Можно ли представить плоскость в виде объединения некоторого множества кругов, попарно не имеющих общих внутренних точек.

Фазовое пространство

1). Монах выходит из своей обители в 12 дня и идет в гору по прямой дороге, достигая вершины в 12 ночи. После ночной стоянки на следующий день он выходит в 12 дня и возвращается в монастырь в 6 вечера. Докажите, что найдется точка пути, в которой монах побывал в одно и то же время в течение обоих маршрутов.

2). Два дуэлянта договорились встретиться в Гайд-парке между 5.00 и 6.00. Каждый из них приходит на место встречи случайным образом, ждет 15 минут, и если встреча не произошла, то в гневе уходит. Какова вероятность того, что дуэль все-таки состоится.

3). Из города A в город B идут две непересекающиеся дороги. Известно, что две машины, едущие по разным дорогам из A в B и связанные веревкой длины 20 метров, смогли проехать не порвав веревки. Могут ли разминуться не коснувшись два круглых воза радиуса 10 метров, центры которых движутся по этим дорогам навстречу друг другу?

4). Прямая на сфере — это пересечение сферы и плоскости, проходящей через ее центр. Отрезок определяется как дуга этой «прямой». На сфере единичного радиуса выбрано несколько отрезков суммарной длины меньше π. Докажите, что существует прямая, не пересекающая ни один из этих отрезков.

5). Двое флатландцев спускаются с высочайшей вершины Флатландии «Пик кипа»  - один по левому склону, другой по правому.Гора везде выше уровня моря, а ее поверхность — график кусочно-линейной непрерывной функции. Флатландцы двигаются «непрерывно».

а) Докажите, что флатландцы могут достичь моря, все время находясь на одинаковой высоте над уровнем моря.

б) Докажите, что если есть несколько гор равной высоты, и по склону каждой горы спускается флатландец, то они смогут спуститься, оставаясь все на одной и той же высоте.

в) Можно ли ослабить требование кусочно-линейности склона на какое-нибудь содержательное и более мягкое?

Для самостоятельного решения

Фп1 В Москве 7 высоток. Турист-математик хочет найти такую точку, из которой все эти высотки видны в заданном порядке (начиная с МГУ, по часовой стрелке). Всегда ли ему удасться это сделать?

Фп2 В пространстве имеется n прямых. Докажите, что из них можно выбрать 7n/24 прямых, среди которых нет перпендикулярных.

Фп3 На плоскости вбито k гвоздей общего положения (никакие три не лежат на одной прямой). Проводятся прямые, не пересекающие ни один из гвоздей. Две прямые назовем эквивалентными, если одна из них может быть перемещена между гвоздями, так чтобы получилась вторая. Чему равно число классов эквивалентности прямых и почему оно не зависит от расположения гвоздей? 

Непрерывные функции (10 июля)

Мотивационная задача: Найти все функции f, определенные на всей действительной прямой, такие что f(x+y) = f(x) + f(y) для любых действительных x и y. 

1). Дайте строгое определение непрерывной функции (на прямой, отрезке, интервале). Подсказка: не забывайте про пределы!

2). Убедитесь в том, что данное Вами определение удолетворяет всем естественным свойствам, а именно сумма,  произведение и композиция непрерывных функций непрерывны.

Теорема о промежуточном значении: Если f – непрерывная функция, определенная на отрезке [a, b], и значения f(a) и f(b) — разных знаков, то существует такое a ≤ c ≤ b, что  f(c) = 0.

Отложим доказательство на потом, но будем пользоваться этой теоремой.

3). Докажите, что любое непрерывное отображение отрезка в себя имеет неподвижную точку, то есть такое c, что f(c) = c.

4). Докажите, что для любого многоугольника существует прямая, которая делит его площадь пополам. 

5). Докажите, что для любого многоугольника существует прямая, которая делит его площадь и периметр пополам. 

Теорема о блинах: На плоской сковородке лежат два блина (какой-угодно формы). Докажите, что можно провести ножом по прямой, так чтобы каждый из блинов - на две части равной площади.

6). Докажите теорему о блинах.

7). А вот теперь докажите теорему о промежуточном значении. Подсказка: используйте пределы и супремумы.

8). В 99 ящиках лежат вперемешку яблоки и апельсины. Докажите, что можно выбрать 50 ящиков, которые будут содержать не менее половины всех яблок и не менее половины всех апельсинов.

9). Докажите, что непрерывная функция на отрезке ограниченна. Верно ли аналогичное утверждение для интервала?

10). Докажите, что непрерывная функция на отрезке достигает значения максимума и минимума. Верно ли аналогичное утверждение для интервала при условии ограниченности функции?

Для самостоятельного решения

Н1 Докажите, что сейчас на земном экваторе можно выбрать две диаметрально противоположные точки, в которых одинаковая температура. Температура считается непрерывной функцией (на окружности). Кстати, дайте определение.

Н2 Докажите, что если график функции f из мотивационной задачи не является всюду плотным множеством на плоскости, то она линейна.

Непрерывность-2 ( июля)

Теорема о промежуточном значении: Если f – непрерывная функция, определенная на отрезке [a, b], и значения f(a) и f(b) — разных знаков, то существует такое a ≤ c ≤ b, что  f(c) = 0.

1). Непосредственно из определения непрерывных функций через пределы выведите что если непрерывная функция на прямой положительна в какой-то точке A, то она положительна на некотором открытом интервале, содержащем A.

2). Без ограничения общности предположим, что f(a) < 0. Назовем число d из отрезка [a, b] левым, если f отрицательна всюду на отрезке [a, d]. Пусть s – супремум множества всех левых чисел. Докажите, что f(s) = 0 и выведите отсюда доказательство теоремы о промежуточном значении.

Определение: Диаметром ограниченного (то есть такого, которое можно накрыть кругом) множества точек называется точная верхняя грань иножества попарных расстояний между ее точками. 

3). Найдите диаметры следующих точечных множеств: прямоугольник со сторонами 3 и 4, треугольник со сторонами 18, 19, 20, круг радиуса 1 без границы, все иррациональные точки квадрата [0, 1] x [0, 1].

В следующих задачах мы рассматриваем на плоскости множество S диаметра d.

4). а). Строго докажите, что S можно накрыть полосой ширины d, края которой параллельны любой наперед заданной прямой. б). Покажите, что S можно накрыть ромбом с длинами диагоналей d и d
[image: image184.wmf]3


5). Пусть l(α) – прямая, полученная поворотом оси Ox на α против часовой стрелки  (0 ≤ α ≤ π), S(α) – подмножество оси Ox, полученное из S сперва проектированием на  l(α), а затем поворотом на α по часовой стрелке. Покажите, что функции sup S(α), inf S(α) непрерывны.

6). Предположим, что на плоскости также заданы две точки A и B. Докажите, что S можно накрыть полосой ширины d, так что расстояние от A до одного из краев полосы равно расстоянию от B до другого края. 

7). (Лемма Пала) Покажите, что любое множество диаметра d можно поместить внутрь правильного шестиугольника с длиной стороны 
[image: image185.wmf]3

d

. 

8). (Теорема Борсука) Докажите, что любое множество можно разбить на три множества меньшего диаметра.

Для самостоятельного решения

Неп1  Можно ли разбить круг диаметра 1 на два множества диаметра меньше 1?

Неп2 Докажите, что для любого выпуклого многоугольника существуют две взаимно перпендикулярные прямые, которые делят его на 4 части равной площади.

Теория чисел и алгебра

Суммы квадратов. Эпизод первый (12 июля)

Теорема Ферма-Эйлера: Натуральное число n представимо в виде суммы квадратов двух целых чисел, если и только если каждое простое число вида 4k+3 входит в разложение n на  простые множители в четной степени. 

1). Докажите, что если x2+y2 делится на простое число p = 4k+3, то x и y делятся на p. Подсказка: покажите, что в этом случае xp-1+yp-1 делится на x2+y2.

2). Докажите, что если n представимо в виде суммы квадратов двух целых чисел, то каждое простое число вида 4k+3 входит в разложение n на  простые множители в четной степени. 

3). Докажите, что если числа m и n представимы в виде суммы квадратов двух целых чисел, то тоже можно сказать и про их произведение. Что за тождество всплывает в процессе доказательства этого факта, и как оно связано с комплексными числами?

Из предыдущей задачи следует, что для завершения доказательства теоремы нужно просто показать, что любое простое число вида p = 4k+1 представимо в виде суммы двух квадратов. Для этого есть много способов:

4). Докажите, что  r2+1 делится на p, если p = 4k+1, r = (2k)!

Доказательства последнего этапа теоремы:

По Лагранжу: «Рассмотрим все числа вида a+br, где 0 ≤ a, b ≤ [
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]. Тогда какие-то два из них ...» Завершите рассуждения.

По Эйлеру: «Мы будем осуществлять спуск, то есть покажем, что если  x2+y2 = mp           (m > 1), то существуют такие z и w, что  z2+w2 = tp, 0 ≤ t < m. Заменим x и y на сравнимые с ними по модулю p числа между -p/2 и p/2. От этого m  не увеличится. Возьмем числа u и v, сравнимые соответственно с x и y  по модулю m и лежащие между -m/2 и m/2. Пусть u2+v2 = tm. Тогда  0 ≤ t < m и tp = (m2tp)/m2+= (mp)(mt)/m2 представимо в виде суммы двух квадратов, потому что...» Завершите рассуждения.

По Минковскому: «Нам понадобится следующая лемма: если a, b и с – целые числа и    ac – b2=1, то уравнение ax2+ 2bxy + cy2 =1 разрешимо в целых чисел. Убедитесь, что наша теорема получается применением этой леммы к числам a=p, b=r, c=(r2+1)/p. Для доказательства леммы предположим, что  m – наименьшее ненулевое целое число, представимое в виде ax2+ 2bxy + cy2  при целых x и y (m > 1). Убедитесь, что m – положительно. Тогда неравенство ax2+ 2bxy + cy2 ≤ m задает фигуру эллипс с единственной целой точкой (0, 0) внутри площадью πm /(ac – b2) =  πm > 4. Осталось доказать, что любая выпуклая центрально-симметричная фигура с центром в (0, 0) площади больше 4 содержит еще одну целую точку. Тогда мы получим противоречие. Для этого сперва покажем, что любая фигура площади больше 1 содержит концы вектора с целыми координатами. Затем применим это к гомотетичной относительно (0, 0) фигуре с коэффициентом гомотетии ½, чтобы получить искомое...» Завершите рассуждения. 

По Дону Цагиру: «Рассмотрим множество S троек целых неотрицательных чисел (x, y, z), таких что x2+4yz = p. Оно конечно. Мы докажем, что оно содержит нечетное число элементов и из этого будет следовать утверждение теоремы (почему?) Определим отображение J: S  S  по формуле J(x, y, z) = (x+2z, z, y-x-z) при x < y –z; J(x, y, z) = (2y-x, y, x-y+z) при y-z  x  2y; J(x, y, z) = (x-2y, x-y+z, y) при 2y < x. Тогда J – отображение из S в S c ровно одной неподвижной точкой  и J2 - тождественное отображение, поскольку…»

Суммы квадратов. Эпизод второй.

Теорема Лагранжа: Любое натуральное число представимо в виде суммы квадратов четырех неотрицательных целых чисел. 

1). Убедитесь в правильности тождества  (a12 + a22 + a32 + a42) (b12 + b22 + b32 + b42) =                                 (a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4)2 + (a1b2 - a2b1 + a3b4 - a4b3)2 + (a1b3 - a2b4 + a3b1 + a4b2)2 +                                    (a1b4 + a2b3 - a3b2 - a4b1)2 и выведите отсюда, что достаточно доказать теорему Лагранжа для простых чисел.

2). Докажите, что для любого простого p существуют такие целые a и b, что a2+b2+1 делится на p.

3). Назовем натуральное число m правильным, если mp представимо в виде суммы квадратов четырех целых чисел, не все из которых делятся на p. Наша задача состоит в том, чтобы доказать, что 1 — правильное число.

4). Покажите, что если 2k – правильное число, то и k – правильное число.

5). Покажите, что существуют правильные числа, меньшие p. 

6). Пусть m – нечетное правильное число, mp =  a2 + b2  + c2 + d2, а x, y, z, t –  целые числа, по модулю меньшие m/2, сравнимые по модулю m с числами a , b, c, d соответственно. Пусть           x2 + y2  + z2 + t2 = mk. Покажите, что k – правильное число, меньшее m. Завершите доказательство теоремы.

Теорема Лежандра: Пусть a, b и c -  попарно взаимно простые натуральные числа, свободные от квадратов. Тогда уравнение ax2 + by2 - cz2 = 0 имеет нетривиальное решение в целых числах тогда и только тогда, когда она имеет нетривиальное решение по любому простому модулю p, делящему abc.

7). Докажите, что для любого p, делящего abc, существуют такие линейные формы                     Lp(x, y, z) = rx + sy  + tz и Mp(x, y, z) = ux + vy  + wz, что  ax2 + by2 - cz2 ≡ Lp(x, y, z)Mp(x, y, z) (mod. p).

8). Докажите, что существуют такие линейные формы L(x, y, z) и M(x, y, z), что  ax2 + by2 - cz2 ≡    L(x, y, z)M(x, y, z) (mod. abc).

9). Докажите, что если abc > 1 (случай a=b=с=1 теоремы легко проверяется), то существуют такие целые x, y и z, что ax2 + by2 - cz2 ≡ 0 (mod. abc) и |x| < 
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, |y| < 
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, |z| < 
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.

10). Покажите, что если ax2 + by2 - cz2 = abc, то a(xz+by)2 + b(yz-ax)2 - c(z2 +ab)2 = 0. Завершите доказательство теоремы. 

Для самостоятельного решения

Ск1: Покажите, что любое число вида 4a(8b+7), где a и b — целые неотрицательные числа,  непредставимо в виде суммы квадратов трех целых чисел.

Ск2: Докажите, что любой многочлен P(x) с действительными коэффициентами, который принимает только неотрицательные значения, представим в виде суммы квадратов двух многочленов с действительными коэффициентами.

Ск3: Существует ли многочлен от двух переменных P(x,y) с действительными коэффициентами, множество значений которого (при действительных x и y) есть в точности множество положительных чисел?

Ск4: Докажите, что многочлен от двух переменных x2 y2 (x2 + y2  - 3) принимает неотрицательные значения при любых действительных x и y, но не может быть представлен в виде суммы квадратов нескольких многочленов от x и y с действительными коэффициентами. 

Квадратичный закон взаимности

Многочлены от  нескольких переменных: взгляд вдаль.

Множество многочленов от n переменных x1,  x2 , …, xn  с коэффициентами в поле K обозначается через     K[x1,  x2 , …, xn]. Обратите внимание, что оно замкнуто относительно умножения и сложения. 

Многочлены как функции

1). а). Многочлен от x и y c вещественными коэффициентами принимает значение 0 при всех x, y  из  [0, 1]. Докажите, что все его коэффициенты равны 0. б). Докажите подобное утверждение для многочлена от n переменных.    

2). Многочлен от n переменных c вещественными коэффициентами принимает как положительные, так и отрицательные значения. Докажите, что при каких-то значениях переменных он обращается в 0.

3). Многочлен от x и y c вещественными коэффициентами таков, что в каждый одночлен x входит в четной степени, а y – в нечетной степени. Докажите, что окружность радиуса 1 вокруг (0, 0) содержит точку, в которой многочлен обращается в 0. 

4). Существует ли многочлен от x и y c вещественными коэффициентами, множество значений которого  есть в точности множество положительных чисел.?

Неприводимость

5). (Лемма Гаусса) Для ненулевого многочлена P(x) c целыми коэффициентами обозначим через n(P) наибольший общий делитель всех его коэффициентов. Докажите, что n(PQ) = n(P)n(Q). Покажите, что если многочлен (от одной переменной) неприводим над целыми числами, то он неприводим и над рациональными числами.

6). Разложите на неприводимые множители многочлены x3+ y3, xyz+1,   x3y3 - x3  - y3 + 1. 

7). Рассматриваются многочлены от y c коэффициентами в поле R(x) (рациональные функции от х). Докажите для таких многочленов аналог предыдущей задачи, в котором целые числа заменятся на многочлены, а рациональные — на рациональные функции.

8). Покажите, что многочлен от x и y c вещественными коэффициентами единственным (с точностью до перестановки и переноса числового коэффициента из одной скобки в другую) способом раскладывается в произведение двух неприводимых многочленов от двух переменных.

9). Обобщите результат предыдущей задачи на многочлены от n переменных.

Немного комбинаторики и свойств конечности 

10). Докажите, что deg(PQ) = deg(P) + deg(Q), где deg обозначает степень многочлена.

11). В  языке племени Нави счетное число букв, и все они упорядочены (первая буква, вторая буква, ...). Допустимые слова в этом языке — это всевозможные последовательности длины k из этих букв. Докажите, что для любой бесконечной последовательности слов (возможно повторяющихся) можно выбрать такое n, что n+1-е слово это последовательности встречалось бы в нормально составленном словаре Нави позже n-го а). для k=2 б). для произвольного натурального  k. 

12). а). На складе имеется бесконечно много ящиков, в каждом из которых лежат яблоки и апельсины. Докажите, что можно промаркировать конечное число ящиков, так что для любого ящика A на складе найдется маркированный ящик, в котором яблок не больше чем в A и апельсинов не больше чем в A. 

б). Докажите подобное утверждение для k сортов фруктов.

13). Костя потратил бесконечно много времени, чтобы выписать на доску бесконечную последовательность многочленов от n переменных c вещественными коэффициентами. Никита утверждает, что может выбрать из них конечное число так,  что если в некоторой точке все выбранные многочлены принимают значение 0, то и вообще все выписанные многочлены принимают в этой точке значение 0. Прав ли он? 

Комбинаторика и иже с ней

Теория Рамсея и … узлы

1). Докажите, что для любых натуральных m1 и m2  существует такое натуральное N, что при любой раскраске ребер полного графа на N вершинах в красный и синий цвета найдется либо полный подграф на m1 вершинах, все ребра которого покрашены в красный цвет, либо полный подграф на m2 вершинах, все ребра которого покрашены в синий цвет. Наименьшее такое N обозначается через R(m1, m2). 

2). Вычислите R(3, 3) и R(3, 4).

3). Докажите, что для любых натуральных m1,  m2 , …, mk  существует такое натуральное N, что при любой раскраске ребер полного графа на N вершинах в k цветов найдется либо полный подграф на m1 вершинах, все ребра которого покрашены в цвет 1, либо полный подграф на m2 вершинах, все ребра которого покрашены в цвет 2, ..., либо полный подграф на mk  вершинах, все ребра которого покрашены в цвет k.

Определение: k-Гиперграф  - это некоторое множество вершин, в котором выделено некоторое семейство k-элементных подмножеств, называемых ребрами. Например 2-гиперграф — это просто обычный граф без петель и кратных ребер. Полный k-гиперграф на N вершинах получается, когда мы берем все k-элементные подмножества N-элементного множества. Полный двудольный k-гиперграф типа (r, b) на N красных и M синих вершинах (k = r+b) получается, когда мы берем все k-элементные подмножества, содержащие ровно r красных и b синих вершин.

4). (Теорема Рамсея) Докажите, что для любых натуральных m1,  m2 , …, mk  существует такое натуральное N, что при любой раскраске ребер полного s-гиперграфа на N вершинах в k цветов найдется либо полный гиперподграф на m1 вершинах, все ребра которого покрашены в цвет 1, либо полный гиперподграф на m2 вершинах, все ребра которого покрашены в цвет 2, ..., либо полный гиперподграф на mk  вершинах, все ребра которого покрашены в цвет k. 

5). (Теорем Эрдеша-Секкерша) Докажите, что для любого натурального n существует такое натуральное N, что среди любых N точек общего положения на плоскости можно выбрать n точек, образующих выпуклый многоугольник.

6). Докажите, что для любого натурального n существует такое натуральное N, что в любом круговом турнире среди N команд по воллейболу можно выбрать n команд, среди которых первая выиграла у всех остальных, вторая — выиграла у всех остальных, кроме первой, третья — выиграла у всех команд, кроме первой и второй, …, n-я — всем проиграла.

7). (Теорема Рамсея — двудольный вариант) Докажите, что для любых натуральных              m1,  m2 , …, mk , n1,  n2 , …, nk  существует такое натуральное N, что при любой раскраске ребер полного двудольного s-гиперграфа типа (r, b) на N красных и N синих вершинах     (s = r+b) в k цветов найдется либо полный гиперподграф на m1 красных и n1 синих вершинах, все ребра которого покрашены в цвет 1, либо полный гиперподграф на m2 красных и n2 синих вершинах, все ребра которого покрашены в цвет 2, ..., либо полный гиперподграф на mk красных и nk синих вершинах, все ребра которого покрашены              в цвет k. 

Определение: Узел — это замкнутая несамопересекающаяся ломаная в пространстве. Можно считать, что она сделана из тонкой веревки, и те узлы, которые могут быть получены друг из друга без разрывов и склеек веревки, считаются одинаковыми.

(Теорема Миечи) Для любого заданного узла A существует такое натуральное N, что для любых N красных и N синих точек общего положения в пространстве можно выбрать реализующую этот узел ломаную с вершинам в выбранных точках, такую что любое ее звено соединяет две разноцветных точки. 

Для фиксированной плоскости, проекции всех выбранных точек на которую различны, набор из n синих точек B1,  B2 , …, Bn  и n красных точек  R1,  R2 , …, Rn  назовем

нейтральным, если проекции отрезков BiRj  и BkRl  на данную плоскость не пересекаются для любых 1 ≤ i, j, k, l ≤ n.

положительным, если для любых 1 ≤ i, j, k, l ≤ n  проекции отрезков BiRj  и Bk Rl  или BiRl  и BkRj  на данную плоскость пересекаются и при этом, если идти по верхнему из этих отрезков (проекции которых пересекаются) от синего конца к кпасному, то синий конец нижнего из этих отрезков остается слева.

отрицательным, если для любых 1 ≤ i, j, k, l ≤ n  проекции отрезков BiRj  и Bk Rl  или BiRl  и BkRj  на данную плоскость пересекаются и при этом, если идти по верхнему из этих отрезков (проекции которых пересекаются) от синего конца к кпасному, то синий конец нижнего из этих отрезков остается слева.

8). Докажите, что для любого натурального n существует такое натуральное N, что для любых N красных и N синих точек общего положения в пространстве и фиксированной плоскости можно выбрать поднабор из n синих точек B1,  B2 , …, Bn  и n красных точек  R1,  R2 , …, Rn , который является положительным, отрицательным или нейтральным.

9). Докажите, что при n > 2 не существует нейтрального набора ранга n.

10). Если есть положительный набор из n синих точек B1,  B2 , …, Bn  и n красных точек  R1,  R2 , …, Rn , и две скрещивающиеся прямые в пространстве, то можно непрерывно подвинуть все синие точки на первую прямую и все красные точки на вторую прямую, так чтобы в процессе движения никакие два отрезка с разноцветными концами не пересеклись (во внутренней точке одного из них). 

Завершите доказательство теоремы Миечи.

Принцип локального порядка

1). (Теорема Эрдеша) В ряд расставлено mn+1 различных вещественных чисел. Докажите, что из них можно выбрать либо возрастающую подпоследовательность из m+1 чисел, либо убывающую подпоследовательность из n+1 чисел. 

2). Останется ли верным утверждение предыдущей задачи, если в условии  mn+1 заменить на  mn?

Теорема Ван-дер-Вардена (бесконечная версия):  Все натуральные числа покрашены в r  цветов. Тогда для любого натурального k можно выбрать арифметическую прогрессию длины k, состоящую целиком из чисел одного цвета.

Теорема Ван-дер-Вардена (конечная версия): Для любых натуральных k и r существует такое натуральное N(k, r), что при любой раскраске чисел {1, 2, …, N(k, r)} в r цветов найдется одноцветная арифметическая прогрессия длины k.

3). Очевидно, что бесконечная версия теоремы Ван-дер-Вардена следует из конечной. Докажите напрямую, что и конечная версия теоремы Ван-дер-Вардена следует из бесконечной.

Определение: Пучком прогрессий (ранга d, радиуса k, с корнем в a) назовем набор из d различных арифметическим прогрессий длины k, все из которых начинаются с одного и того же числа a. Тогда каждую из этих прогрессий (без корня) будем называть веткой пучка. Будем говорить, что пучок является полихроматическим, если внутри каждой ветки все числа покрашены в один цвет; эти цвета различны для разных веток и отличны от цвета, в который покрашен корень. 

Будем доказывать конечную версию теоремы Ван-дер-Вардена индукцией по k. База для k = 1 очевидна. Будем делать переход от k-1 к k.  Для этого докажем следующее утверждение:

Предложение: Предположим, что конечная версия теоремы Ван-дер-Варденв верна для k-1. Тогда для любых натуральных d и r существует такое натуральное M(k, d, r), что при любой раскраске чисел {1, 2, …, M(k, d, r)} в r цветов найдется либо одноцветная арифметическая прогрессия длины k, либо полихроматический пучок радиуса k и ранга d.

4). Выведите теорему из предложения.

5). Завершите доказательство предложения, приведенное ниже. Будем доказывать предложение индукцией по d. База для d=0 очевидна. Рассмотрим переход от d-1 к d.  Пусть N1 = M(k, d-1,  r),  N2 = N(k-1, rdN1d), N = 4N1N2. Предположим, что для N не выполняется утверждение предложения. Возьмем соответствующую раскраску. Тогда для любого 1 ≤  b ≤ N2 среди чисел {bN1+1, ...,  bN1 + N1} найдется полихроматический пучок радиуса k, ранга d-1, c корнем p(b), разностями r1(b), r2(b), ...,  rd-1(b)  и цветами  с0(b), c1(b), ...,  cd-1(b). Покрасим b в один из  rdN1d цветов, так чтобы  b и b' имели одинаковый цвет тогда и только тогда, когда p(b) = p(b'),  r1(b)= r1(b'), r2(b) = r2(b'), ..., rd-1(b) = rd-1(b')  и цветами  с0(b) = c0(b'), c1(b) = c1(b'), ...,  cd-1(b) = cd-1(b'). Тогда...

Для самостоятельного решения

ЛП1 Для любого действительного θ существует такое натуральное n, что  θn2 отличается от целого менее чем на 0,000001

ЛП2 (Теорема Шура) Все натуральные числа покрашены в m цветов. Тогда можно выбрать три одноцветных числа x, y, z, для которых  x + y = z
ЛП3 Аналога Великой Теоремы Ферма для остатков по простым модулям не существует. А именно, для любого натурального m существует такое натуральное N, что для всех простых чисел p > N существуют такие ненулевые остатки a, b, c по модулю p, что am + bm = cm (mod. p) 

Принцип локального порядка - 2

1). Числа от 1 до 9 покрашены в 2 цвета. Докажите, что можно выбрать одноцветную прогрессию длины 3. Покажите, что для 8 такой прогрессии может и не быть. 

Доказываем конечный вариант теоремы Ван-дер-Вардена через пучки прогрессий. Наименьшее такое натуральное N, что при любой раскраске чисел {1, 2, ..., N} в r цветов найдется одноцветная арифметическая прогрессия длины k, называется числом Ван-дер-Вардена (для фиксированных  k и r) и обозначается W(k, r). 

2). Докажите, что можно покрасить все натуральные числа в два цвета, так чтобы не нашлось бесконечной одноцветной арифметической прогрессии. 

3). Пусть  {a1 < a2  < … < ak  < ...} - возрастающая последовательность натуральных чисел, такая что     ai+1 - ai < 1000 для любого i. Докажите, что эта последовательность содержит сколь угодно длинные арифметические прогрессии.  

4). На бесконечной полоске клетчатой бумаги записаны целые числа. Докажите, что для любых натуральных m и n найдутся такие m одинаковых отрезков, идущих подряд, что сумма чисел внутри каждого из них делится на n.

Для любого числового множества S (не обязательно конечного) можно определить множество сумм P(S) – множество всех значений, которые может принимать сумма конечного числа различных элементов из S. Например, P({2, 3, 7}) = {2, 3, 5, 7, 9, 10, 12}, P({целые неотрицательные степени двойки}) = {все натуральные числа}. Очевидно, что S  P(S).

Теорема Фолкмана: Все натуральные числа покрашены в r цветов. Тогда для любого k можно выбрать такое множество S из k чисел, что все числа в P(S) покрашены в один цвет.  

5). Докажите, что для любых натуральных r и k существует такое натуральное n(r, k), что при любой раскраске {1, 2, ... n(r, k)} в r цветов можно выбрать числа 1 ≤  a1  < a2  <  … < ak  ≤ n(r, k), такие что a1 + a2 + … + ank ≤ n(r, k)  и для любых двух подмножеств из {a1, a2,  …  ak} c одинаковым максимальным числом, суммы элементов в этих подмножествах имеют один и тот же цвет.   Докажите это индукцией по k. Покажите, что для перехода достаточно взять n(r, k+1) =             2W(r, n(r, k) + 1).

6). Выведите теорему Фолкмана из предыдущей задачи. Достаточно рассмотреть участок натурального ряда от 1 до n(r, (r-1)k + 1).

7). Все узлы целочисленной решетки покрашены в k цветов. Докажите, что найдется равнобедренный прямоугольный треугольник с вершинами одного цвета.

Для самостоятельного решения и размышления

(Из прошлого листика) Докажите, что для любого действительного θ существует такое натуральное n, что  θn2 отличается от целого менее чем на 0,000001.

(Очень гробовой гроб) Все натуральные числа покрашены в r цветов. Всегда ли можно выбрать бесконечное множество S, что все числа в P(S) покрашены в один цвет?

Из жизни кентавров

1). Два кентавра появляются в стартовой точке круглого стадиона длины 1 и прыгают, каждую секунду сдвигаясь по часовой стрелке на дугу постоянной ширины. Ширина прыжка первого кентавра — a, ширина прыжка второго кентавра — b. Докажите, что не позднее чем за n2 шагов оба они одновременно окажутся на расстоянии не большем чем 1/n   от стартовой точки. Подсказка: фазовые пространства!

2). Та же задача для k кентавров. Докажите, что не позднее чем за  nk шагов все они одновременно окажутся на расстоянии не большем чем 1/n  от стартовой точки.

3). На этот раз два кентавра непрерывно двигаются по окружности с постоянными скоростями 
[image: image190.wmf]2

 и 
[image: image191.wmf]3

 соответственно. Верно ли, что как бы мы не выделили две дуги на окружности стадиона, найдется момент, в который первый кентавр будет на первой дуге, а второй кентавр — на второй дуге?

4). Та же задача, но кентавры движутся не непрерывно, а скачками.

5). Три кентавра непрерывно двигаются по окружности с постоянными скоростями 
[image: image192.wmf]2

, 
[image: image193.wmf]3

, 
[image: image194.wmf]2

+
[image: image195.wmf]3

 соответственно. Верно ли, что как бы мы не выделили три дуги на окружности стадиона, найдется момент, в который первый кентавр будет на первой дуге, второй кентавр — на второй дуге, третий — на третьей?

Определение: Действительные числа  a1,  a2 , …, an  соответственно называются линейно независимыми над Q, если не существует рациональных   q1,  q2 , …, qn, не все из которых равны нулю, таких что  q1a1  + … + qnan  = 0.

Теорема о кентаврах: Кентавры в количестве n штук  прыгают (непрерывно движутся) по окружности стадиона с длинами прыжков (скоростями)  a1,  a2 , …, an  соответственно. Тогда следующие два условия эквивалентны

(i) 1,  a1,  a2 , …, an   линейно независимы над Q, и кентавры дискретно движутся по стадиону; или a1,  a2 , …, an   линейно независимы над Q и кентавры непрерывно движутся по стадиону.

(ii) Для любых n дуг на окружности найдется момент, когда первый кентавр находится на первой дуге, второй кентавр — на второй, …, n-й кентавр — на n-й.

6). Докажите, что из второго условия теоремы следует первое.

7). Для того чтобы доказать, что из первого условия следует второе, нам понадобится интересное рассуждение по индукции.

8). Докажите, что из дискретного варианта теоремы для n кентавров следует непрерывный вариант для n+1 кентавров.

9). Докажите, что из непрерывного варианта теоремы для n кентавров следует дискретный вариант для n кентавров.

Для самостоятельного решения

Кен1 Дана бумага в клетку. Через два узла проведены параллельные прямые. Докажите, что в образовавшейся замкнутой полосе лежит бесконечно много узлов сетки.

Кен2 а). Докажите, что если радиус окружности стремится к бесконечности, то расстояние от нее до ближайшей целой точки стремится к нулю. б). К нулю также стремится также отношение числа целых точек, попавших на окружность к ее радиусу.

Геометрия.

0. Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника, образованного этими прямыми, пересекаются в одной точке.

Аффинные преобразования.

1. На сторонах AB, BC и CD параллелограмма ABCD взяты точки К, L, М соответственно, делящие эти стороны в одинаковых отношениях. пусть b, c, d – прямые, проходящие через B, C, D параллельно прямым КL, КМ и МР соответственно. Доказать, что прямые b, c, d проходят через одну точку.

2. В остроугольном треугольнике ABC  проведена высота AH, медиана AM, медиана BN и чевиана BG, причем точка G делит сторону BC в таком же отношении, в каком точка H делит сторону AC. Обозначим точку пересечения BN и AH через К и точку пересечения AM и BG через L. Докажите, что KL || AB. 

Определение: Назовем сжатием к прямой l с коэффициентом k (обозначение
[image: image196.wmf]k

l

D

)  ту операцию, которую мы использовали при решении предыдущей задачи.

3. Докажите, что сжатие к прямой 

a)  переводит параллельные прямые в параллельные

b)  сохраняет отношение отрезков на прямой

c)  сохраняет отношение отрезков на параллельных прямых

d)  сохраняет ли сжатие к прямой отношение отрезков на непараллельных прямых?

4. С помощью нескольких сжатий к прямым переведите

a)  произвольный треугольник в равнобедренный

b)  произвольный треугольник в равносторонний

c)  произвольный треугольник в любой другой

d)  любой ли четырехугольник можно перевести в квадрат?

e)  произвольную трапецию в равнобокую
5. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC через точку B

проведена прямая, параллельная стороне CD и пересекающая диагональ AC в точке P, а через точку C – прямая, параллельная стороне AB и пересекающая диагональ BD в точке Q. Докажите, что прямая PQ параллельна основаниям трапеции.
6. В параллелограмме ABCD точки A1, B1, C1, D1 лежат соответственно на сторонах AB, BC, CD, DA. На сторонах A1B1, B1C1,C1D1, D1A1 четырёхугольника A1B1C1D1 взяты соответственно точки A2, B2, C2, D2. Известно, что
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Докажите, что A2B2C2D2 —параллелограмм со сторонами, параллельными сторонам ABCD.

7. В параллелограмме ABCD точки P и K делят соответственно стороны BC и CD в отношении 2:1, считая от вершин B и C. Найдите отношение, в котором отрезки PD и AK делятся их точкой пересечения.

8. Дан параллелограмм ABCD. Произвольная прямая пересекает лучи AB, AC, AD в точках P, Q, R. Докажите, что 
[image: image198.wmf]AQ
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Для самостоятельного решения.

Ап1.
Аффинное преобразование циклически меняет местами вершины треугольника АВС, т.е. переводит точку А в точку В, точку В в точку С, а точку С в точку А. Найти все неподвижные точки этого преобразования.

Ап2.
Докажите, что если аффинное преобразование переводит окружность в себя, то оно является или поворотом или симметрией.

Ап3.
Доказать, что при аффинном преобразовании площади всех многоугольников умножаются на одно и то же число.
Аффинная геометрия.

1. Из медиан треугольника построили треугольник. Найдите отношение его площади к площади исходного треугольника.

2. Докажите, что прямая, соединяющая середины диагоналей произвольного четырехугольника ABCD, делит пополам отрезок, соединяющий точки пересечения противоположных сторон.

3. Можно ли аффинным преобразованием перевести треугольник с чевианами в 

треугольник с медианами? А в треугольник с высотами?

4. Пусть прямая 
[image: image199.wmf]a

 перпендикулярна прямой b. Известно, что образы этих прямых при аффинном преобразовании перпендикулярны. Докажите, что это аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

5. Докажите, что для любого аффинного преобразования существуют две перпендикулярные прямые, образы которых перпендикулярны.

6. Любое аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

7. Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. При помощи одной линейки а)разделить этот отрезок пополам; б)удвоить этот отрезок; в)увеличить отрезок в n раз; г)разделить его на n равных частей.

8. Дана пара параллельных прямых. Одной линейкой построить прямую параллельную им и проходящую через данную точку.

9. На плоскости нарисован треугольник и пара параллельных прямых. Можно ли при помощи одной линейки построить центр вписанной в этот треугольник окружности?

Для самостоятельного решения.

10. Пусть L—взаимно однозначное отображение плоскости в себя. Предположим, что оно обладает следующим свойством: если три точки лежат на одной прямой, то их образы тоже лежат на одной прямой. Докажите, что тогда L—аффинное преобразование.
11. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC даны точки M, N и P. Докажите, что если точки M1, N1 и P1 симметричны точкам M, N и P относительно середин соответствующих сторон треугольника ABC, то треугольники MNP и M1N1P1 имеют одинаковую площадь.

12. На сторонах треугольника ABC, как на диагоналях, построено три параллелограмма с одинаковыми направлениями сторон. Докажите, что вторые диагонали этих параллелограммов пересекаются в одной точке.

Поляры и полярное соответствие.

9 класс «Профи» • 14 июля

Определение: Полярой точки A относительно окружности ω с центром O называется прямая перпендикулярная лучу OA и проходящая через точку A’ на луче OA, причем OA(OA’=R2, где R – радиус окружности ω.
1. Пусть A и B – 2 точки, а a и b – их поляры относительно окружности с центром O, AP и BQ – перпендикуляры к b и a соответственно. Докажите, что [image: image201.png]0OA OB
AP =50



.

2. Лемма о поляре: пусть A и B – 2 точки, а a и b – их поляры, причем B∈a. Докажите, что A∈b.

3. Докажите, что поляра точки P вне окружности проходит через точки касания двух касательных из нее к окружности.

Определение: Полярным преобразованием относительно окружности ω называется сопоставление каждой точке, отличной от центра ω, ее поляры относительно ω.
4. Докажите, что если три точки лежат на одной окружности, то их поляры пересекаются в одной точке.

5. В какую теорему перейдет теорема о том, что медианы треугольника пересекаются в одной точке, при полярном преобразовании относительно описанной окружности треугольника?

6. В какую теорему при полярном преобразовании перейдет теорема о том, что высоты треугольника пересекаются в одной точке?

Теорема: Из точки P вне окружности проведены две секущих, которые пересекают ее в точках A, B, C и D соответственно. Докажите, что точка пересечения AC и BD лежит на поляре точки P.

7. Сформулируйте и докажите аналогичное утверждение для точки, лежащей внутри окружности.

8. Пусть ABCD – вписанный четырехугольник, P и Q – точки пересечения его противоположных сторон. Докажите, что перпендикуляр, опущенный из центра его описанной окружности на прямую PQ, проходит через точку пересечения его диагоналей.

Для самостоятельного решения.

П1.
Дан описанный четырехугольник ABCD. Его вписанная окружность касается сторон AB и CD в точках M и N. Докажите, что прямые AC, BD и MN пересекаются в одной точке.

П2.
Докажите задачу №8 для описанного четырехугольника.

П3.
Пусть l – произвольная касательная к вписанной окружности S треугольника ABC, M, N и P – точки пересечения l со сторонами треугольника. Из центра I вписанной окружности S проведем перпендикуляры к прямым IM, IN и IP. Докажите, что их точки пересечения с соответствующими сторонами треугольника лежат на одной прямой, причем она касается окружности S.
Поляры и проективная плоскость.

9 класс «Профи» • 15 июля

Теорема: Из точки P вне окружности проведены две секущих, которые пересекают ее в точках A, B, C и D соответственно. Докажите, что точка пересечения AC и BD лежит на поляре точки P.

1. Сформулируйте и докажите аналогичное утверждение для точки, лежащей внутри окружности.

2. Пусть ABCD – вписанный четырехугольник, P и Q – точки пересечения его противоположных сторон. Докажите, что перпендикуляр, опущенный из центра его описанной окружности на прямую PQ, проходит через точку пересечения его диагоналей.

Определение: Проективной плоскостью называется плоскость, пополненная бесконечно удаленной прямой, а проективным преобразованием проективной плоскости называется преобразование, сохраняющие проективные прямые.

3. Докажите, что для плоскости, пополненной бесконечной прямой, выполняется лемма о поляре.

4. Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее данную прямую в бесконечно удаленную.

Определение: Особой (выделенной) прямой называется прямая, переходящая в бесконечно удаленную при проективном преобразовании.
5. Отношение векторов коллинеарных особой прямой сохраняется.

6. Существует единственное проективное преобразование, переводящее данные четыре точки, не лежащие на одной прямой в другие четыре точки не лежащие на одной прямой.

7. Существует проективное преобразование, переводящее данные три коллинеарных точки в три другие коллинеарные точки. Будет ли оно единственно?

8. Теорема Дезарга: Два треугольника называются перспективными относительно точки если лучи соединяющие соответствующие вершины пересекаются в одной точке. Два треугольника называются перспективными относительно прямой если точки пересечения соответствующих сторон лежат на одной прямой. Докажите, что два треугольника перспективны относительно прямой тогда и только тогда, когда они перспекивны относительно точки.

Для самостоятельного решения.

Пр1. Теорема Паппа: Пусть точки A1, A2, A3 лежат на прямой l, а точки B1, B2, B3 – на прямой l1. Докажите, что точки пересечения AiBj с AjBi лежат на одной прямой.

Пр2.
Дан описанный четырехугольник ABCD. Его вписанная окружность касается сторон AB и CD в точках M и N. Докажите, что прямые AC, BD и MN пересекаются в одной точке.

Пр3.
Докажите задачу №8 для описанного четырехугольника.

Пр4.
Пусть l – произвольная касательная к вписанной окружности S треугольника ABC, M, N и P – точки пересечения l со сторонами треугольника. Из центра I вписанной окружности S проведем перпендикуляры к прямым IM, IN и IP. Докажите, что их точки пересечения с соответствующими сторонами треугольника лежат на одной прямой, причем она касается окружности S.

Коники.

Определение: эллипсом с фокусами F1 и F2 называется геометрическое место точек, сумма расстояний от которых до фокусов постоянна.

Определение: гиперболой с фокусами F1 и F2 называется геометрическое место точек, разность расстояний от которых до фокусов постоянна.

Определение: параболой с фокусом F и директрисой l называется геометрическое место точек, расстояние от которых до фокуса и директрисы совпадает.

1. а) Докажите, что для любой точки внутри эллипса сумма расстояний до фокусов меньше, чем такая сумма для точки эллипса, а сумма расстояний до фокусов от точки вне эллипса – больше. 
б) Докажите фокальное свойство эллипса: пусть прямая l касается эллипса в точке P, тогда прямая l будет биссектрисой угла внешнего к F1PF2. 
в) Докажите, что если хорда PQ проходит через фокус F1, а касательные к эллипсу пересекаются в точке R, то R является центром вневписанной окружности треугольника PQF2. 
г) Если точку пересечения касательных к эллипсу в концах хорды, содержащей фокус, соединить с этим фокусом, получившаяся прямая будет перпендикулярна хорде.
д) Докажите, что для двух касательных к эллипсу в точках P и Q, пересекающихся в точке R углы F1PX и F2PY равны.

2. Сформулируйте и докажите аналогичные утверждения для гиперболы и параболы.

3. Найдите геометрическое место центров окружностей, касающихся двух данных окружностей.

4. Докажите, что любые гипербола и эллипс с одинаковыми фокусами (такая пара коник называется софокусной) перпендикулярны, т.е. касательные к ним в точках пересечения перпендикулярны.

5. Пусть прямые l1 и l2 параллельны, а точка F лежит между ними. Докажите, что параболы с фокусом F и директрисами li перпендикулярны.

6. Докажите, что в некоторых координатах эллипс задается уравнением [image: image203.png]


, гипербола – уравнением [image: image205.png]


, а парабола – [image: image207.png]2px



.

Для самостоятельного решения.

Ко1.
Пусть F – фокус некоторой коники, вокруг которой описан 2n-угольник, стороны которого попеременно покрашены в черный и белый цвета. Докажите, что из фокуса все черные отрезки видны под тем же углом что и белые.

Ко2.
Пусть дан эллипс с фокусом F. Докажите, что множество точек симметричных ему относительно касательных является окружностью.

Ко3.
Докажите, что при аффинном преобразовании эллипсы переходят в эллипсы, гиперболы в гиперболы и параболы в параболы. Выведите отсюда формулу площади эллипса через полуоси.

Ко4.
Прямая l получена из директрисы параболы гомотетией с центром в фокусе параболы и коэффициентом 2. Из точки O прямой l проведены касательные OA и OB к параболе. Докажите, что ортоцентром треугольника AOB служит вершина параболы.
Аналитическая модель аффинной и проективной плоскости.

1. Докажите, что в некоторых координатах эллипс задается уравнением [image: image209.png]


, гипербола – уравнением [image: image211.png]


, а парабола – [image: image213.png]2px



.

Теорема: Любое аффинное преобразование задается образом одной точки и пары неколлинеарных векторов.

2. Докажите, что при аффинных преобразованиях коники остаются кониками, причем они сохраняют свой тип.

3. Докажите, что площадь эллипса, заданного уравнением [image: image215.png]


, равна [image: image217.png]


.

Определение: Аналитической моделью проективной плоскости называется множество троек действительных чисел (x1:x2:x3) с точностью до пропорциональности. Прямой в этой модели называется множество троек, удовлетворяющих уравнению a1x1+a2x2+a3x3=0 для некоторых a1,a2,a3, не все из которых равны нулю.

4.  Докажите, что аналитическая модель изоморфна стандартной модели проективной плоскости, т.е. есть биекция между точками, причем три точки одной прямой остаются тремя точками прямой.

5. Докажите, что проективное преобразование можно задать следующим способом: точка (x1:x2:x3) переходит в точку (x1':x2':x3'), где xi'=ai1x1+ai2x2+ai3x3.

6. Запишите уравнения коник в аналитической модели плоскости и докажите, что при проективных преобразованиях коники переходят в коники, и любую из них можно перевести в любую другую.

7. Докажите, что проективным преобразованием можно оставить окружность на месте, а любую точку внутри нее перевести в центр.

Для самостоятельного решения.

АМ1.
Докажите аналитическим способом следующие задачи из листка про проективные преобразования: 
а)3

б)4

в)5

г)6.

АМ2.
Запишите уравнение параллельного переноса в однородных координатах.
Внутренний математический бой

1. Докажите, что любой многочлен можно представить в виде разности двух многочленов, каждый из которых является монотонно возрастающей функцией.

2. На доске написаны числа 1, 2, 3, ..., 1001. Двое игроков стирают по очереди по одному числу пока не останется два числа. Первый выиграет, если одно из оставшихся делится на другое. Может ли второй ему помешать? 

3. Различные натуральные числа b1, b2, …, bk таковы, что НОК(bi, bj) ≥ n для всех пар i ≠ j. Докажите, что 
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4. В прямоугольном треугольнике ABC с катетами AC и BC точка M – середина BC. Окружность k, проходящая через точки A и M, касается описанной окружности треугольника ABC и пересекает BC в точке N, отличной от M. Докажите, что прямая AN делит пополам высоту CH треугольника ABC.

5. На окружности отмечены n точек, попарно соединенных хордами. Разрешено нарисовать на хорде стрелку, если из начала в конец нельзя пройти, следуя по ранее отмеченным стрелкам. Какое наибольшее число стрелок можно нарисовать? (Можно рисовать на хорде и стрелки в обе стороны, если это не противоречит правилу выше).

6. Некоторое взаимно-однозначное преобразование плоскости сохраняет расстояние между точками, если это расстояние – целое. Докажите, что это преобразование сохраняет расстояние между любыми точками.
7. Натуральные числа a, b, c таковы, что ab делится на c, bc делится на a, а ca делится на b. Докажите, что 
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 делится на abc. 
Дан остроугольный треугольник ABC и точка M внутри него; BC=a, AC=b и AB=с. Докажите, что 
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Математический бой 8 профи - 9 профи
1. Натуральное число называется палиндромом, если его запись читается одинаково в обе стороны (например, 1043401). Все палиндромы выписали в ряд в порядке возрастания. Найдите все простые числа, которые могут быть делителями разности двух соседних чисел этого ряда.
2. Верно ли, что для каждого приведенного квадратного трехчлена f(x) существует x такое, для которого числа f(x), f(f(x)) и f(f(f(x))) – стороны треугольника?
3. В клетках прямоугольника 5х9 лежат 33 шишки. За ход можно одновременно сдвинуть все шишки на соседние по стороне клетки. При этом запрещается ставить две шишки на одну клетку (в том числе и в начале).Кроме того, если шишка ходила по горизонтали, то в следующий ход она должна ходить по вертикали, и наоборот. Докажите, что нельзя сделать подряд 100 ходов.
4. Докажите, что если 4n + 2n + 1 – простое число, то n – степень тройки.
5. Назовем многочлен P с вещественными коэффициентами любопытным, если P(x) рационально тогда и только тогда, когда рационально x. При каких n существует любопытный многочлен n-й степени?

6. На плоскости дано 3n точек, расстояние между любыми двумя не больше 1. Докажите, что их можно разбить на n треугольников так, чтобы сумма площадей этих треугольников была не больше 1/2.
7. В окружность s вписан 43-угольник. Для любых трех подряд идущих вершин отмечают центр вписанной окружности этого треугольника. Оказалось, что все отмеченные точки равноудалены от центра s. Докажите, что первоначальный многоугольник правильный. 

8. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE, оказалось  что AB=AC и AD=AE, а также что угол (BAC=(DAE. Пусть X точка пересечения BD и CE, O - центр описанной окружности треугольника CXD. Докажите, что AO перпендикулярно BE.
9. В стране 2010 городов и 3014 дорог между ними, причем из любого можно добраться в любой другой. Докажите, что можно закрыть 2 дороги, ведущие из одного города так, чтобы по-прежнему из любого города можно было добраться до любого другого.
10. Для произвольных попарно различных вещественных чисел докажите неравенство: 
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Математический бой 9 профи - 10 профи
1. Назовем многочлен P с вещественными коэффициентами рационализаторским,  если P(x) рационально тогда и только тогда, когда рационально x. При каких n существует рационализаторский многочлен n-й степени?
2.  В толпе 20 грязных мальчиков и 20 грязных девочек. Неопытному преподавателю поручено разбить их на две группы для помывки в бане. Он может любым двум школьникам задать вопрос: «Пустят ли вас в баню вместе?» Каким наименьшим числом вопросов он сможет обойтись?
3. Найдите все функции f: ℝ→ℝ такие, что f([x]y)=f(x)[f(y)] для всех x,y(ℝ .

4. Пусть P – наугад выбранная точка внутри абсолютно произвольного треугольника ABC. Прямые AP, BP и CP вторично пересекают окружность (, описанную циркулем около треугольника ABC, в точках K, L и M соответственно. Касательная к окружности (, зачем-то проведенная через точку C, пересекает прямую AB в точке S. Так случилось, что когда линейкой померяли длины отрезков SC и SP, они оказались равными. Докажите, что если мерять длины отрезков MK и ML той же линейкой, то они будут отличаться не более, чем на 
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 сантиметров.
5. Найдите все пары, состоящие из двух простых чисел, для которых сумма числа пять, возведенного в степень первого простого числа, и числа пять, возведенного в степень второго простого числа, делится на произведение двух данных простых чисел.
6. Найдите все функции f:ℕ→ℕ такие, что число (f(m)+n)(m+f(n)) является точным квадратом при любых m,n(ℕ.
7. На плоскости растут четыре сосны, все попарные расстояние между которыми не меньше десяти метров. Вася протянул по веревке между каждыми двумя соснами и измерил сумму длин полученных веревок. Какое наименьшее число мог получить Вася?
8. На пленарном заседании Думы некоторые пары депутатов набили друг другу морды. Оказалось, что каждый набил морду не более, чем 2k+1 депутатам. Докажите, что депутатов можно распределить по двум партиям так, что межпартийных мордобитий окажется не менее, чем 
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 от общего числа мордобитий.
9. Назовем число квадратокубозамечательным, если оно является суммой квадрата и куба натуральных чисел. Докажите, что найдется бесконечное подмножество B(ℕ такое, что сумма любого конечного числа элементов из B не является квадратокубозамечательным числом.
Окружности (1 и (2 касаются внешним образом в точке D, а окружность ( касается внутренним образом окружностей (1 и (2 в точках B и C соответственно. Пусть A – одна из двух точек пересечения окружности ( с общей касательной  к (1 и (2, проходящей через точку D. AB пересекается с (1 в точке K, AC пересекается с (2 в точке L. Отрезок BC пересекается с окружностями (1 и (2 в точках M и N соответственно. Докажите, что прямые AD, KM и LN пересекаются в одной точке.

10. Кандидатские задачи-1
9 класс «Профи» • 5 июля

К1. Можно ли разрезать квадрат на подобные попарно различные прямоугольники?

К2. Прямоугольник разрезан на конечное число меньших прямоугольников, у каждого из которых есть целая сторона. Докажите, что у исходного прямоугольника тоже есть целая сторона.

К3. Разрезалка пополам (РП)– это инструмент, который для любой выпуклой фигуры и точки снаружи позволяет провести через эту точку прямую, делящую площадь фигуры пополам. Докажите, что с помощью циркуля, линейки и РП можно сделать 
а) удвоение куба; 
б) трисекцию любого угла; 
в) квадратуру круга.

К4. У многочлена 
[image: image224.wmf])
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К5. Найти 100-ю цифру после запятой в десятичной записи числа 
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К6. Докажите, что если многочлен из R[x] всюду неотрицателен, то его можно представить как сумму квадратов многочленов из R[x].
К7. Для какого лежащего в данном  круге  многоугольника  отношение  его площади к числу сторон будет максимальным?

К8. Из имеющихся  последовательностей  {bn}  и  {cn} (возможно, {bn} совпадает с {cn}) разрешается получать последовательности {bn+cn}, {bn–cn}, {bn·cn}и  {bn/cn} (если все cn отличны от 0).

Кроме того, из любой имеющейся последовательности можно получить новую, вычеркнув несколько начальных членов. Сначала есть только последовательность {an}.Можно ли получить из нее описанными выше операциями последовательность {n}, то есть 1, 2, 3, 4,..., если а) an=n2; б) an=n+
[image: image228.wmf]2

; в) an=(n2010+1)/n?
Кандидатские задачи-2
9 класс «Профи» • 6 июля

К1 Докажите, что существует бесконечное множество натуральных чисел, такое, что ни одно из чисел этого множества и никакая сумма нескольких из них не являются                 а) точным квадратом  б) никакой точной степенью натурального числа (с натуральным показателем, большим 1).

К2 Дана окружность и точка A внутри нее. Через A проводятся всевозможные хорды XY, и для каждой такой хорды строится точка пересечения касательных к окружности в точках X  и Y. Докажите, что все такие точки лежат на одной прямой.

К3 В графе больше миллиона вершин и степень каждой равна 1001. Всегда ли можно выкинуть несколько (но не все) ребра, так чтобы степени всех вершин по-прежнему были равны?

К4 Дан треугольник. В его вершинах поставлены по часовой стрелке цифры 1, 2 и 3. Этот треугольник триангулирован (т.е. разбит на треугольники так, что любые два треугольника разбиения имеют либо общую сторону, либо общую вершину, либо не имеют общих точек). В вершинах треугольника разбиения также расставлены цифры 1, 2 и 3, причем в вершинах, лежащих на стороне исходного треугольника, могут стоять только цифры, стоящие на концах этой стороны. Докажите, что

а) существует треугольник разбиения, в вершинах которого стоят все три цифры 1, 2 и 3.

б) треугольников, в которых они идут по часовой стрелке, ровно на один больше, чем треугольников, в которых они идут против часовой стрелки.

К5 Докажите, что можно выбрать несколько различных простых чисел p1, p2 , …, pn , так что p1p2 …pn  > 1000000(p1-​1)(p2 -​1) … (pn -​1).

К6 На окружности отмечены 2n точек так, что никакие три хорды с концами в этих точках не пересекаются в одной точке, лежащей внутри окружности. Разобьем отмеченные точки на n пар, и в каждой паре соединим точки отрезком. Число точек пересечения проведенных n отрезков назовем характеристикой разбиения. Найдите среднее арифметическое характеристик по всем разбиениям. 

К7 На сторонах правильного треугольника выбрали 6 точек, которые находятся в вершинах выпуклого равностроннего шестиугольника. Докажите, что диагонали, соединяющие его противоположные вершины, пересекаются в одной точке. 

К8  Натуральные числа n и m таковы, что n2 + m2 + m делится на mn. Докажите, что m – квадрат натурального числа.
Кандидатские задачи-3
9 класс «Профи» • 7 июля

К9. Кронциркуль – это инструмент, похожий на циркуль, но на концах его две иголки. Он позволяет только замерять расстояния между двумя произвольными точками и откладывать это расстояние на уже проведенной прямой. С помощью кронциркуля и линейки опустите перпендикуляр из данной точки на данную прямую.
К10. Часть клеток бесконечной шахматной доски покрашена. Известно, что любая окружность проходит через центры не более чем четырех покрашенных клеток. Докажите, что можно вырезать доску 1000(1000 клеток, в которой нет покрашенных клеток.

К11. Преподаватели Саша, Костя и Никита в ожидании кандидатов с решенными задачами нервно расхаживают из конца в конец по дорожке туда и обратно. Костя проходит дорожку в один конец за 1 минуту. Саша – за 2, а Никита – за 3. Докажите. что если ожидание длилось достаточно долго, а преподаватели ходили с постоянными скоростями, то был момент, когда все двигались в одну сторону.

К12. Пусть f – многочлен с целыми коэффициентами и старшим коэффициентом 1. Докажите, что найдется такой многочлен g с целыми коэффициентами, что у произведения fg ровно два нечетных коэффициента.

К13. Пусть n>3 – нечетное число. Докажите, что существует такое простое p, что p не делит n, но делит 2((n)–1.

К14. Найдите все пары положительных чисел a и b такие, что [a[bn]]=n–1 для всех натуральных n.

К15. На сторонах AB и BC остроугольного треугольника ABC как на диаметрах во внешнюю сторону построены полуокружности S1 и S2 соответственно. Продолжения высот треугольника ABC, опушенных из вершин C и A пересекаются с полуокружностями S1 и S2 в точках E и F соответственно. Докажите, что BE=BF.

К16. У многочлена x4+ax3+bx2+cx+d с рациональными коэффициентами и d<0 есть четыре действительных корня. Известно, что произведение двух корней рационально. Докажите, что сумма этих корней тоже рациональна.

Заключительная олимпиада

9 класс • 23 июля

Довывод

1. В стране фараонов одинаковыми монетами любого достоинства можно набрать сумму в один динар, причем для этого всегда нужно менее 50 монет. Барон Мюнхгаузен привез оттуда шесть монет разных достоинств и утверждает, что они как раз составляют сумму в один динар. Могут ли слова барона оказаться правдой?

2. Задана функция f(x) на числовой прямой, такая что если a, b, c, d, e – непостоянная геометрическая прогрессия (не все числа равны), то f(a)f(b)f(c)f(d)f(e) = 1. Докажите, что f(x) = 1 для всех x0.

3. На прямой, содержащей биссектрису угла C треугольника ABC взяли две точки U, V такие, что CU2=CV2=CA·CB. Докажите, что углы ABU и VBC равны.

4. На плоскости нарисовано 2010 кругов. Докажите, что из них можно выбрать несколько (возможно один) попарно непересекающихся так, что накрыв каждый из выбранных кругом втрое большего радиуса, мы покроем все 2010 кругов? 

5. В одном классе – 10 юношей и 10 девушек. На 8 марта каждый из юношей подарил некоторым одноклассницам цветы. Всего было подарено n цветков. При каком наименьшем n школьников наверняка можно разбить на танцевальные пары так, чтобы всего не менее 11 цветков оказались правильно подаренными,  то есть подаренными партнером будущей партнерше по танцу? 

Вывод

6. В клетках квадрата 55 расположены переключатели, которые могут принимать два положения: «Вкл» или «Выкл». За одну операцию можно выбрать одну клетку и поменять положение переключателей в ней, а также во всех соседних по стороне клетках. Изначально все переключатели были в положении «Выкл», а через несколько операций оказалось, что ровно один из них находится в положении «Вкл». Укажите все возможные положения этого переключателя в квадрате.  

7. Докажите, что для любого натурального k найдется арифметическая прогрессия длины k из несократимых дробей 
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 – попарно различные натуральные числа. 

8. На плоскости расположены три круга Г1,  Г2 ,  Г3, которые попарно не имеют общих точек. Точку плоскости P назовем исключительной, если, проведя из нее три пары касательных PAi  и PBi к кругу Гi  (i =1, 2, 3; точки Ai  и Bi лежат на граничной окружности Гi),  мы обнаружим, что прямые  A1B1,  A2B2,  A3B3  пересеклись в одной точке. Докажите, что все исключительные точки, если они есть, будут лежать на одной окружности.

Послевывод

9. Известно, что в группе из 10 монет ровно одна фальшивая. В другой группе 77 монет. Как за три взвешивания проверить, есть ли среди них фальшивые? (Все монеты выглядят одинаково, настоящие весят одинаково, фальшивые тоже одинаково, но легче настоящих).
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