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Определение. Пусть дана окружность ω с центром O и радиусом R. Инверсия — это преобразование плоскости с выколотой точкой O, которое переводит каждую точку A в точку A' такую, что A' лежит на луче OA и OA × OA' = R2. Точки A и A' называются симметричными или инверсными относительно ω. 
Упражнение. 
а) Для каждой точки плоскости, кроме центра О, существует единственная точка, симметричная ей.

б) Для центра О симметричной точки не существует.

в) Если точка А2 симметрична точке А1, то и точка А1 симметрична точке А2.

г) Каждая точка, лежащая на окружности ω, симметрична сама себе.

д) Если А1 и А2 различные симметричные точки, то одна из них лежит внутри окружности ω, а другая — снаружи.

е) Прямая проходящая через O переходит в себя. 
1. Пусть точка А лежит снаружи окружности ω с центром О, АМ и АN — касательные к окружности ω; прямые ОА и MN пересекаются в точке В. Тогда точки А и В симметричны относительно окружности ω.

2. Пусть А1, А2 и В1, В2 пары различных точек, симметричных относительно окружности ω. Тогда все эти четыре точки лежат на одной окружности.

3. Прямая, не проходящая через центр инверсии, переходит в окружность, проходящую через центр инверсии. И наоборот. 
4. Пусть окружность α является образом прямой а при инверсии относительно окружности ω, а точка А лежит на прямой а. Тогда касательные, проведенные к окружностям α и ω из точки А равны между собой.

5. Окружность, не проходящая через центр инверсии, переходит в окружность, не проходящую через центр инверсии.

Определение. Углом между двумя окружностями называется угол между их касательными в точке их пересечения. Аналогично определяется угол между прямой и окружностью.

6. а) Докажите, что прямая (окружность, кроме случая инверсной) сохраняется при инверсии тогда и только тогда, когда она ортогональна инверсной окружности. 

б) У окружности проведены диаметр AB и хорда CD, перпендикулярная этому диаметру. Меньшая окружность касается отрезка CD и дуги CBD. Докажите, что касательная к ней, проведенная из точки A, равна по длине AC. 

в) В сегмент вписываются всевозможные пары касающихся окружностей. Найдите ГМТ их точек касания.

г) В сегмент вписываются всевозможные пары пересекающихся окружностей. Рассмотрим множество прямых, проходящих через их точки пересечения. Докажите, что все такие прямые проходят через одну точку.

Для самостоятельного решения

7. Пусть К, M, N — произвольные точки на окружности ω, р — серединный перпендикуляр к отрезку MN. Тогда прямые KM и KN пересекают прямую р в точках А и В, симметричных относительно окружности ω.

8. Через точку A провели прямую, пересекающую окружность S с центром O в точках N и M и не проходящую через O. Пусть M' и N' — точки симметричные точкам M и N относительно AO. Пусть MN' и NM' пересекаются в точке A'. Докажите, что A' — образ A при инверсии, сохраняющей S.

9. Пусть дан треугольник ABC. A1 и B1 — середины сторон BC и AC соответственно. Окружности, проходящие через AB1C и A1BC, пересекаются в точке X. Прямая CX вторично пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке Y. Найдите CX/CY.
