Двадцать шестая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2010 г.


Теорема Мюрхеда
9 класс • 19 июля

Определение. Неравенство называется симметрическим, если оно формально не меняется при любой перестановке переменных.

Определение. Последовательность чисел а = (а1,а2,...,аn), где a1 ≥ a2 ≥…≥ an ≥ 0 назовем набором показателей.

Определение. Орбитой с набором показателей а = (а1,а2,...,аn) называется функция
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Определение. Будем говорить, что 
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, если данное неравенство справедливо при любых неотрицательных значениях переменных.

Упражнение. Это отношение сравнения орбит является отношением порядка.

1. а) Пусть f и g — приведенные действительные многочлены одной переменной и deg f > deg g. Докажите, что найдется такое x0, что f(x0) > g(x0). 

б) Пусть a = (3,…) и b = (5,…). Докажите, что 
[image: image3.wmf]b

a

T

T

³

/

.

в) Пусть a = (5,2,…) и b = (4,4,…). Докажите, что 
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г) Пусть a = (15,1,1,1…) и b = (6,5,5,3…). Докажите, что 
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д) Пусть a1 +…+ an > b1 +…+ bn. Докажите, что 
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Определение. Для двух наборов показателей а = (а1,а2,...,аn) и b = (b1,b2,...,bn) определим отношение мажорирования: 
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2. Докажите, что 
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3. Докажите 
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 для двух переменных.

4. Докажите 
[image: image10.wmf]b
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 для трех переменных в случае совпадения a и b в первой позиции.

5. Докажите, что отношение мажорирования является порядком для наборов любой длины.

6. Докажите 
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 для трех переменных. 

7. Пусть у нас n переменных и наборы a и b отличаются лишь двумя числами (назовем такие наборы близкими). Докажите, что тогда 
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8. Пусть у нас n переменных и 
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. Докажите, что существует цепочка 
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, где соседние наборы близки и k ≤ n. 

9. Докажите, что 
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10. Теорема Мюрхеда. 
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a

T

T

b

a

³

Û

f

. 

11. Докажите неравенства средних с помощью теоремы Мюрхеда. Сколько переходов надо будет доказать, если делать это ручками методом Мюрхеда?

Для самостоятельного решения

12. Докажите, неравенство Коши для трех переменных методом Мюрхеда.

13. При какой наименьшей сумме показателей существуют два не мажорирующих друг друга целочисленных набора длины 3 с такой суммой показателей? 
14. Докажите неравенство 
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 для неотрицательных переменных.
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