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Ïðîãðàììà çà÷åòà

I. Ìíîãî÷ëåíû è öåëûå ÷èñëà

1. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì. Àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
2. Òåîðåìà Áåçó è åå ñëåäñòâèÿ (ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n èìååò íå áîëåå n êîðíåé; åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè)
3. Èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà è Íüþòîíà
4. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè êàê êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàò-
êàõ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
5. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ äëÿ ÷èñåë è ìíîãî÷ëåíîâ
6. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè è êîìïëåêñ-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè.
7. Òåîðåìà Âèåòà äëÿ ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè.

II. Ëèíåéíîñòü

8. Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
9. Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà
10. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè (÷åðåç ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé)
11. Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé.

III. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

12. Èíâåðñèÿ: îïðåäåëåíèå, ïîñòðîåíèå îáðàçîâ òî÷åê öèðêóëåì è ëèíåéêîé, îäíèì öèð-
êóëåì
13. Îáðàçû ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé ïðè èíâåðñèè
14. Èçìåíåíèå ðàññòîÿíèé ïðè èíâåðñèè. Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ (â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîèç-
âåäåíèå äèàãîíàëåé ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí âïèñàííûé)
15. Ñîõðàíåíèå óãëîâ ïðè èíâåðñèè
16. Çàäà÷à Àïîëëîíèÿ (ïîñòðîåíèå îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ òðåõ äàííûõ îêðóæíîñòåé �
â ò. ÷. ñëó÷àè, êîãäà ÷àñòü îêðóæíîñòåé âûðîæäàþòñÿ â òî÷êè)
17. Âîçìîæíîñòü ïåðåâåñòè èíâåðñèåé ëþáóþ ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé â ïà-
ðó êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé. Ïîðèçì Øòåéíåðà
18. Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ: îïðåäåëåíèå, îáðàç ïðÿìîé ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâà-
íèè, ñîõðàíåíèå ïàðàëëåëüíîñòè, ñîõðàíåíèå îòíîøåíèé îòðåçêîâ íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-
ìûõ
19. Èçìåíåíèå ïëîùàäåé ïðè àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

IV. Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

20. Óìíîæåíèå è äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
21. Ìîäóëü è àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà êîìïëåêñíîãî
÷èñëà. Ôîðìóëà Ìóàâðà. Êîðíè èç åäèíèöû
22. Óðàâíåíèå îáîáùåííîé îêðóæíîñòè â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ.
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23. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîñòîãî îòíîøåíèÿ
24. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòíûõ ãî-
ìîòåòèé
25. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âçÿòèÿ îáðàòíîãî. Îáðàçû ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé ïðè äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

V. Äðóãîå

26. Âûïóêëûå ôèãóðû. Âûïóêëîñòü ïåðåñå÷åíèÿ. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà (îïðåäåëåíèå, ñó-
ùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü)
27. Òåîðåìà Õåëëè
28. Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà. Ìíîãîìåðíîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
29. ×åðåäóþùèåñÿ öåïè. Ëåììà Õîëëà
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Âàæíûå çàäà÷è

I. Ìíîãî÷ëåíû è öåëûå ÷èñëà

1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ, åñëè îíî íå äåëèòñÿ íè íà
îäèí êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n íàéäóòñÿ n ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë, íå ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ.
2. Ñêîëüêî îñòàòêîâ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ x2 ≡ 1 (mod p1p2 . . . pk), ãäå pi, ðàç-
ëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà.
3. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí, òàêîé ÷òî P (x) = P (x+1). Äîêàæèòå, ÷òî P (x) � êîíñòàíòà.
4. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, |P (3)| = |P (7)| = 1. Äîêàæèòå, ÷òî P (x)
íå èìååò öåëûõ êîðíåé.
5. Îïèøèòå âñå ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå â òî÷êàõ x0, . . . , xn ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ y0, . . . , yn.
6. Îäèí èç äâóõ ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ èìååò äâà êîðíÿ ìåíüøèõ òûñÿ÷è,
äðóãîé � äâà êîðíÿ áîëüøèõ òûñÿ÷è. Ìîæåò ëè ñóììà ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ èìåòü îäèí
êîðåíü ìåíüøèé òûñÿ÷è, à äðóãîé � áîëüøèé òûñÿ÷è?
7. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ ìíîãî÷ëåíà ñ ðàçëè÷íûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ãðàôèêè
ëþáûõ äâóõ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òðè ãðàôèêà èìåþò
îáùóþ òî÷êó.
8. Íàéäèòå ÍÎÄ xn − 1 è xm − 1.

II. Ëèíåéíîñòü

9. Â êàæäîé êëåòêå êàåìêè ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû çàïèñàíî ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæ-
íî ðàññòàâèòü (ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì) ÷èñëà âî âíóòðåííèå êëåòêè òàáëèöû òàê,
÷òîáû êàæäîå ÷èñëî âî âíóòðåííåé êëåòêå ðàâíÿëîñü ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ñâîèõ
ñîñåäåé ïî ñòîðîíå.
10. Åñòü 10 áàíàíîâ îäèíàêîâîãî âåñà è äâóõ÷àøå÷íûå âåñû áåç ãèðü. Äîêàæèòå, ÷òî ìåíåå
÷åì çà 9 âçâåøèâàíèé íåëüçÿ äîêàçàòü, ÷òî âñå áàíàíû äåéñòâèòåëüíî âåñÿò îäèíàêîâî.
11. Îáîçíà÷èì ÷åðåç an êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü êëåòêè ïðÿìîóãîëüíèêà 1×n òàê,
÷òîáû íå áûëî çàêðàøåíî äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ êëåòîê. Íàéäèòå a7.
12. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an îïðåäåëåíà ôîðìóëîé an = (5+

√
17)n+(5−

√
17)n. Äîêàæèòå,

÷òî an äåëèòñÿ íà 2n, íî íå äåëèòñÿ íà 2n+1.
13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn çàäàåòñÿ ðåêóððåíòíûì óðàâíåíèåì xn+1 = (2 cosφ)xn − xn−1

ãäå φ íåêîòîðûé óãîë. Íàéäèòå îáùèé âèä ðåøåíèÿ.Íàéäèòå ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïðè
x0 = 1, x1 = cosφ è ïðè x0 = 0, x1 = sinφ.

III. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

14. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ òðåõ äàííûõ
îêðóæíîñòåé, èìåþùèõ îáùóþ òî÷êó. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå.
15. Ïîñòðîéòå îáùóþ êàñàòåëüíóþ ê äâóì äàííûì îêðóæíîñòÿì. Ïðîâåäèòå èññëåäîâà-
íèå.
16. Äàíû äâå îêðóæíîñòè S è T . Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.
à) Îêðóæíîñòè S è T îðòîãîíàëüíû.
á) Ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî S îêðóæíîñòü T ïåðåõîäèò â ñåáÿ.
â) Îêðóæíîñòü T ïðîõîäèò ÷åðåç ïàðó òî÷åê, èíâåðñíûõ îòíîñèòåëüíî S.
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17. Â ñåãìåíò âïèñàíû âñåâîçìîæíûå ïàðû êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Íàéäèòå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê èõ êàñàíèÿ.
18. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ îêðóæíîñòåé ñóùåñòâóåò èíâåðñèÿ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò
èõ ëèáî íà ïàðó ïðÿìûõ, ëèáî íà äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè.
19. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òðàïåöèÿ àôôèííî ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ðàâíîáåäðåííîé
òðàïåöèè (íî íå âñåì ðàâíîáåäðåííûì òðàïåöèÿì);
20. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà àôôèííî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé äåëèò äèàãîíàëè â ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûõ
îòíîøåíèÿõ.
21. Äîêàæèòå, ÷òî îäíîé òîëüêî ëèíåéêîé íåëüçÿ ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.
Äîêàæèòå, ÷òî îäíîé ëèíåéêîé íåëüçÿ ïðîâåñòè áèññåêòðèñó.
22. Íà ñòîðîíàõ AB, BC, AC òðåóãîëüíèêà ABC äàíû òî÷êè M , N , P ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êèM1,N1, P1 ñèììåòðè÷íû òî÷êàìM ,N , P îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí, òî SMNP = SM1N1P1 .

IV. Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

23. Òðè òî÷êè z1, z2, z3 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïðîñòîå

îòíîøåíèå
z1 − z2
z1 − z3

âåùåñòâåííî.

24. Óãîë Z1 òðåóãîëüíèêà Z1Z2Z3 ðàâåí àðãóìåíòó ïðîñòîãî îòíîøåíèÿ
z1 − z2
z1 − z3

, à îòíî-

øåíèå áîêîâûõ ñòîðîí � ìîäóëþ ýòîãî ïðîñòîãî îòíîøåíèÿ.
25. Ðåøèòå óðàâíåíèå z3 = z̄.
26. Íàéäèòå ñóììó cosφ+ cos 2φ+ . . .+ cos 2012φ.
27. Íàéäèòå ñóììó C0

n − C2
n + C4

n − C6
n + C8

n + . . . .
28. Êîìïîçèöèÿ ëþáîãî ÷èñëà äâèæåíèé, ãîìîòåòèé è èíâåðñèé åñòü ëèáî äðîáíî-ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå, ëèáî ñîïðÿæåííîå ê íåìó.
29. Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò äâîéíîå îòíîøåíèå.
30. Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû.

V. Äðóãîå

31. Íà ïëîñêîñòè äàíî n òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå 4 èç íèõ ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âû-
ïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè n òî÷åê ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè âûïóêëîãî
n-óãîëüíèêà.
32. Äàíû âûïóêëàÿ ôèãóðà Φ è òî÷êà A âíå íåå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äâå îïîðíûå
ïðÿìûå ê ôèãóðå Φ ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó A. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ òàêàÿ,
÷òî òî÷êà A è ôèãóðà Φ ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé.
33. Äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ òð¼õ åãî ñòîðîí ìîæíî âû-
áðàòü òî÷êó O âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà òàê, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå èç òî÷êè O
íà ýòè òðè ñòîðîíû, ïîïàäàþò íà ñàìè ñòîðîíû, à íå íà èõ ïðîäîëæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
òîãäà òàêóþ òî÷êó O ìîæíî âûáðàòü äëÿ âñåõ ñòîðîí îäíîâðåìåííî.
34. Íà ïëîñêîñòè äàíû íåñêîëüêî òî÷åê, ëþáûå òðè èç êîòîðûõ ìîæíî íàêðûòü êðóãîì
ðàäèóñà 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè ìîæíî íàêðûòü êðóãîì ðàäèóñà 1.
35. Èìååòñÿ íåñêîëüêî þíîøåé, êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì ñ íåêîòîðûìè äåâóøêàìè.
Äâå ñâàõè çíàþò, êòî ñ êåì çíàêîì. Îäíà ñâàõà çàÿâëÿåò: ¾ß ìîãó îäíîâðåìåííî æåíèòü
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âñåõ áðþíåòîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ æåíèëñÿ íà çíàêîìîé åìó äåâóøêå!¿. Âòîðàÿ
ñâàõà ãîâîðèò: ¾À ÿ ìîãó óñòðîèòü ñóäüáó âñåõ áëîíäèíîê: êàæäàÿ âûéäåò çàìóæ çà
çíàêîìîãî þíîøó!¿. Ýòîò äèàëîã óñëûøàë ëþáèòåëü ìàòåìàòèêè, êîòîðûé ñêàçàë: ¾Â
òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòü è òî, è äðóãîå!¿. Ïðàâ ëè îí?
36. Âñå âåðøèíû äâóäîëüíîãî ãðàôà èìåþò ñòåïåíü d. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå åñòü
ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.
37. Ñðåäè n þíîøåé è íåñêîëüêèõ äåâóøåê íåêîòîðûå þíîøè çíàêîìû ñ íåêîòîðûìè
äåâóøêàìè. Êàæäûé þíîøà õî÷åò æåíèòüñÿ íà m çíàêîìûõ äåâóøêàõ. Äîêàæèòå, ÷òî
îíè ìîãóò ýòî ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç k þíîøåé
êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ èì â ñîâîêóïíîñòè äåâóøåê íå ìåíüøå km.
38. Èç òî÷êèM âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îïóñêàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðûMA1,MB1,MC1

íà ïðÿìûå BC, AC, AB ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ñóììà

BC

MA1

+
AC

MB1

+
AB

MC1

?

Ãäå ïðè ýòîì äîëæíà íàõîäèòüñÿ òî÷êà M?
39. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z òàêîâû, ÷òî x2 + y2 + z2 6 3. Äîêàæèòå, ÷òî 1

x
+ 1

y
+ 1

z
>

x+ y + z.

5


