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9 класс, 20 июля. Двойное отношение

Определение. Двойным отношением четырех различных коллинеарных точек A, B, C, D называется число  ( заметим, что любая из точек может ).

Определение. Двойным отношением четверки прямых a, b, c, d, пересекающихся в одной точке, называется число .
Вспомните, что вам известно про двойные отношения из комплексных чисел.
Упражнения на раздумья о том, как определять двойное отношение  и изучать его свойства. Почти все свойства надо еще сформулировать: 
1) что будет, если A=B? С=D? A=C?
2) найдите, чему равно (A, B, D, C); (B, A, C, D) (выразите через (A, B, C, D)).
3) чему равно (C, D, A, B)?
4) чем отличается ситуация (A, B, C, D)>0 от ситуации (A, B, C, D)<0?
5) чему равно (A, B, C, ) ?
6) в каких случаях (A, B, C, D)=0?
7) в каких случаях (A, B, C, D)=1?
8) в каких случаях (A, B, C, )=–1?
Определение. Гармонической четверкой называется четверка различных коллинеарных точек A, B, C, D таких, что .
T1. Докажите, что двойное отношение сохраняется при центральном проектировании. 
T2. Гармоническая четверка – это образ концов отрезка, его середины и бесконечно удаленной точки.
T3. Ключевой факт про двойные отношения. В четырехугольнике ABCD прямые AB и CD пересекаются в точке G, AD и BC  – в точке E. Прямые DB и EG пересекаются в точке H, AC и EG – в точке F. Докажите, что (E, G, F, H)= ‑1.
T4. Пусть в треугольнике ABC биссектрисы внутреннего и внешнего углов при вершине B пересекают сторону AC в точках M и N. Докажите, что (A, C, M, N)= –1.
T5. Гармоническая четверка – это образ концов отрезка, его середины и бесконечно удаленной точки.

1. На железной дороге рельсы параллельны, а шпалы уложены перпендикулярно рельсам через равное расстояние. Леонардо да Винчи изобразил рельсы двумя линиями, пересекающимися за горизонтом, а две шпалы – двумя параллельными отрезками. Как ему, используя только линейку, правильно изобразить третью шпалу?

Определение Двойным отношением четырех различных  точек A, B, C, D НА ОКРУЖНОСТИ называется число (A, B, C, D) = (XA, XB, XC, XD), где X – произвольная точка окружности, не совпадающая с A, B, C, D.
Кстати, это отношение не зависит от выбора точки X.

Определение. Гармоническим четырехугольником называется четверка таких точек A, B, C, D, лежащих на одной окружности, что .
T5. Гармонический четырехугольник – это образ гармонической четверки при проектировании прямой на окружность.
T6. Докажите, что если ABCD – гармонический четырехугольник, то прямая BD содержит симедиану треугольника ABC.
Т7. Докажите, что в гармоническом четырехугольнике  ABCD касательные в точках B, D и диагональ AC пересекаются в одной точке или параллельны.
Т8. Пусть в условиях предыдущей задачи точка пересечения касательных обозначена K, а точка пересечения диагоналей – O. Докажите, что точки A, C, O и К образуют гармоническую четверку.
Т9. Через точку P проводятся всевозможные пары секущих AB и CD данной окружности. Найдите ГМТ точек пересечения AC и BD.
2. Вневписанная окружность треугольника ABC касается стороны BC в точке D, а продолжений стороны AB и AC – в точках E и F. Пусть T- точка пересечения прямых BF и CE. Докажите, что точки A, D и Т лежат на одной прямой.
Т10. а) Пусть даны четыре точки A, B, C, D, никакие три  из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что существует проективное преобразование, которое переводит их в вершины данного квадрата.
б) Пусть даны четыре точки A, B, C, D, никакие три  из которых не лежат на одной прямой, и еще четыре точки A1, B1, С1, D1, никакие три из которых тоже не лежат на одной прямой. Докажите, что существует проективное преобразование, которое переводит A в A1, B в B1, C в C1. D в D1 .
в) докажите, что это преобразование – единственное.
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