
XXIX Êèðîâñêàÿ Ëåòíÿÿ Ìíîãîïðåäìåòíàÿ Øêîëà

Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2013 ãîäà. Ïðîôè 9.

Ãðóïïû. 10 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé (G, ∗), åñëè âûïîëíåíû ñëåäó-
þùèå àêñèîìû:
1) (àññîöèàòèâíîñòü) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ G èìååò ìåñòî a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c;
2) (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e ∈ G òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ G
âûïîëíåíî e ∗ a = a ∗ e = a;
3) (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b òàêîé, ÷òî
a ∗ b = b ∗ a = e.

Îïðåäåëåíèå. ÃðóïïàG ñ îïåðàöèåé ∗ íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé (èëè àáåëåâîé), åñëè ∀a, b ∈ G a∗b =
b ∗ a.

1. à) Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.
á) Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

2. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè íà íèõ ãðóïïàìè (åñëè ÿâëÿþòñÿ, òî
àáåëåâûìè èëè íåò):
à) öåëûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ (Z,+);
á) íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ (N,+);
â) äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (R,×);
ã) äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (R+,×);
ä) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ;
å) ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò òð¼õ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì F7 ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ;
ä) èíòåðâàë (−c, c) ñ îïåðàöèåé u ◦ v = u+v

1+uv
c2
;

å) ìíîæåñòâî äâèæåíèé ïëîñêîñòè ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
æ) ìíîæåñòâî ïîâîðîòîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
ç) ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè (Sn);
è) ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
ê) ìíîæåñòâî íå÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
ë) ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê 10 ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òðåòüèìè ñòåïåíÿì êàêèõ-òî äðóãèõ ïåðåñòàíî-
âîê;
ì) ìíîæåñòâî îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n c îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ (Zn,+);
í) ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (Zn \ {0},×).

Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ |G|.
Ïîðÿäîê ãðóïïû ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì.
Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî gn = e. Åñëè

òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, ãîâîðÿò, ÷òî g � ýëåìåíò áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà g îáîçíà÷àåòñÿ |g|.
3. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîé ãðóïïå êàæäûé ýëåìåíò èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê.
4. Ìîãóò ëè â áåñêîíå÷íîé ãðóïïå âñå ýëåìåíòû èìåòü êîíå÷íûé ïîðÿäîê?
Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G, êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî òîé æå îïåðàöèè,

íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Îáîçíà÷åíèå: H ≤ G.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.
6. Ìîæåò ëè ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû áûòü èçîìîðôíîé âñåé ãðóïïå?
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H ≤ G è g ∈ G. Ìíîæåñòâî gH = {g ∗ h |h ∈ H} íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì

êëàññîì ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H.
7. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà ïî îäíîé è òîé æå ïîäãðóïïå ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî

ñîâïàäàþò.
8. Îïèøèòå ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï è ïîäãðóïï: à) R ≤ C; á) Z ≤ R; â)

R∗ ≤ C∗; ã) ïîäãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ â ãðóïïå äâèæåíèé; ä) ïîäãðóïïà ïîâîðîòîâ âîêðóã äàííîé
òî÷êè â ãðóïïå äâèæåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû H â ãðóïïå G è îáîçíà÷à-
åòñÿ [G : H].

9. (Òåîðåìà Ëàãðàíæà) Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G Äîêàæèòå, ÷òî à) |G| = [G : H] · |H| äëÿ âñÿêîé
ïîäãðóïïû H; á) |G| äåëèòñÿ íà |g| äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g.


