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Теорема Виета и cимметрические многочлены. 12 июля

Первое отделение

1.1 Докажите, что сумма m-х степеней корней приведенного квадратного трехчлена с целыми
коэффициентами является целым числом для любого натурального m.

1.2 а) Найдите сумму квадратов корней многочлена x3 + x2 + 7x+ 1.

б) Найдите сумму кубов его корней.

1.3 Существуют ли такие ненулевые действительные числа a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn, что

(x2−a1x+b1)(x2−a2x+b2) · · · (x2−anx+bn) = (x−a1)(x−a2) · · · (x−an)(x−b1)(x−b2) · · · (x−bn).

1.4 В клетках таблицы 3× 3 расставлено 9 чисел, причем суммы чисел в строках и в столбцах
таблицы равны между собой. Докажите, что сумма произведений чисел в строках таблицы
равна сумме произведений чисел в столбцах таблицы.

1.5 Будем называть размером прямоугольного параллелепипеда сумму трех его измерений –
длины, ширины и высоты. Может ли в некотором прямоугольном параллелепипеде поме-
ститься больший по размеру прямоугольный параллелепипед?

Второе отделение

Определение: Многочлен P (x1, x2, . . . , xn) называется симметрическим, если
P (x1, x2, . . . , xn) = P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)) для любой перестановки σ : {1, 2, . . . , n} →
{1, 2, . . . , n}. Например, многочлен x4y + y4x + x4z + z4x + y4z + z4y является симметри-
ческим, а многочлены x2y + y2z + z2x и x2 + y3 + z2 - нет. Элементарным симметрическим
многочленом степени k от переменных x1, x2, . . . , xn называется многочлен

ek(x1, x2, . . . , xn) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

xi1xi2 · · · xik .

В частности, e1(x1, x2, . . . , xn) = x1 + x2 + · · · + xn и en(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · ·xn. Мы также
считаем, что e0 = 1.

2.1 Теорема Виета

Если многочлен xn+an−1xn−1+. . .+a1x+a0 имеет корни α1, α2, . . . , αn (с учетом кратностей),
то an−k = (−1)kek(α1, α2, . . . , αn).

2.2 У многочлена xn+an−1xn−1+ · · ·+a2x2+a1x+1 все корни - положительные действительные
числа. Докажите, что |ak|+ |an−k| ≥ 2Ck

n для любого 0 ≤ k ≤ n.

2.3 а) Пусть pm(x1, x2, . . . , xn) = xm1 + xm2 + · · · + xmn . Докажите, что для любого натурального

m выполнено mem =
m∑
r=1

(−1)r−1prem−r (формула Ньютона).

б) Докажите, что сумма m-х степеней корней унитарного многочлена с целыми коэффи-
циентами является целым числом для любого натурального m.



Третье отделение

Основная теорема о симметрических многочленах
Многочлен P (x1, x2, . . . , xn) с целыми коэффициентами является симметрическим тогда и

только тогда, когда найдется такой многочлен Q(y1, y2, . . . , yn) с целыми коэффициентами, что

P (x1, x2, . . . , xn) = Q(e1(x1, x2, . . . , xn), e2(x1, x2, . . . , xn), . . . , en(x1, x2, . . . , xn)).

Определение: Для строчек α = (a1, a2, . . . , an) и β = (b1, b2, . . . , bn), где ai и bi - неотрицатель-
ные целые числа, будем говорить, что α больше β в лексикографическом порядке и писать
α � β, если α 6= β и ai > bi для наименьшего i, такого что ai 6= bi .

3.1 а) Покажите, что для α 6= β выполнено ровно одно из условий α � β и β � α.

б) Покажите, что α � β и β � γ ⇒ α � γ.

б) Покажите, что α � β и α′ � β′ ⇒ α + α′ � β + β′ (сложение α и β производится
покомпонентно).

3.2 Докажите, что не существует такой бесконечной последовательности {αn}, что α1 � α2 �
· · ·αn � · · · .
Определение: Для многочлена P (x1, x2, . . . , xn) старшей степенью называется наиболь-
шая в лексикографическом порядке такая строчка α = (a1, a2, . . . , an), что одночлен
xa11 x

a2
2 · · ·xann входит в P с ненулевым коэффициентом.

3.3 а) Докажите, что старшая степень многочлена PQ равна сумме старшей степени много-
члена P и старшей степени многочлена Q.

б) Пусть α = (a1, a2, . . . , an) - старшая степень симметрического многочлена P . Докажите,
что a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an.

в) Пусть α = (a1, a2, . . . , an) и a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an. Покажите, что эта строчка является
старшей степенью многочлена

e1(x1, x2, . . . , xn)
α1−α2e2(x1, x2, . . . , xn)

α2−α3 · · · en−1(x1, x2, . . . , xn)αn−1−αnen(x1, x2, . . . , xn)
αn .

г) Докажите основную теорему о симметрических многочленах.

3.4 Докажите, что значение любого симметрического многочлена от корней унитарного мно-
гочлена с целыми коэффициентами является целым числом.


