
Двадцать девятая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль. 3-28 июля 2013 г.

9 класс, 13 июля. Матбой, непрофи

1. В углах шахматной доски стоят четыре ладьи. Ладьи ходят по горизонтали или вертикали на любое число клеток. Ход ладьи заканчивается, когда она упирается в край доски или в другую ладью. Можно ли последовательностью ходов переставить ладей в четыре центральные клетки?
2. Есть куча из  камней. Алиса и Боб играют в следующую игру. За один ход разрешается взять из кучи  камней для любого простого . Выигрывает тот, кто забирает последний камень. Алиса ходит первой. Докажите, что существует бесконечное количество таких , для которых у Боба есть выигрышная стратегия.
3. Дана доска . В каждой клетке доски стоит стрелка, которая может указывать вверх, вниз, вправо или влево. Из левого нижнего угла доски стартует путник, который ходит согласно направлениям стрелок (если стрелка отправит путника вне доски, он простоит один ход в этой клетке). После хода путника стрелка в клетке, где он стоял, поворачивается на  по часовой стрелке. Хождение завершается, когда путник достигает верхней правой клетки. Докажите, что хождение завершается вне зависимости от начальной расстановки стрелок.
4. Дан квадрат ,  – середина стороны , прямая  – серединный перпендикуляр к . Точка  симметрична  относительно прямой . Докажите, что  делит  в отношении 1:2.
5. На доске записаны числа . На каждом шаге под каждой парой соседних чисел записывается их полусумма (таким образом, в новой строчке количество чисел становится меньше на ). Рассмотрим строчку, в которой осталось только одно число . Докажите, что .
6. Для положительных чисел  известно, что . Докажите, что .
7. Рассматривается множество чисел . Его подмножество называется эгоистичным, если содержит число, равное количеству элементов в этом подмножестве. Эгоистичное подмножество называется минимальным, если не содержит никакого другого эгоистичного подмножества. Обозначим за  количество минимальных эгоистичных подмножеств множества . Докажите, что .
8. Дана окружность с центром в точке  и прямая , не пересекающая окружность. На прямой  выбраны точки  и  так, что  и . Пусть  и  – касательные к окружности. Выберем на отрезках  и  точки  и  так, что  и . Прямые  и  пересекаются в точке , прямые  и  – в точке . Докажите, что .
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