Двадцать девятая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль. 3-28 июля 2013 г.

9 класс, 19 июля. Начинаем рисовать проективные картинки
 (
8
)1. На плоскости даны две прямые, пересекающиеся в точке P, и точка O, не лежащая на них. Через О проводятся две произвольные прямые, пересекающие первоначальные в точках A и B соответственно первую, и в точках C и D соответственно вторую. Докажите, что ГМТ всех точек пересечения прямых AD и BC – прямая, проходящая через P.
2. В условиях ПРЕДЫДУЩЕЙ ЗАДАЧИ рассмотрим произвольную точку O1 на прямой PO, и проведем для нее аналогичное построение. Докажите, что в итоге получится та же прямая.
Определение. Прямая, полученная способом как в задаче 1, называется полярой точки O относительно угла, образованного двумя прямыми. 
Мы получили соответствие. Каждой точке O ставится в соответствие некая прямая, называемая её полярой. Можно ли назвать это соответствие функцией (надо хоть что-то понять насчет области определения). Является ли такая функция (если это функция) инъекцией и сюръекцией? 
Но две прямые образуют не один, а целых 4 угла! Что будет, если рассматривать поляру точки относительно угла, вертикального данному? Смежного данному? 
3. Даны две прямые, точка пересечения которых недоступна. Постройте прямую через эту недоступную точку и данную ДОСТУПНУЮ точку.
4. Даны две пары прямых, обе пары пересекаются недоступных точках Ё и Ъ. Дана прямая, которая пересекает ЁЪ в недоступной точке Ь. Начертите прямую через Ь и взятую вами точку. 
5. Продолжите данную прямую по другую сторону от большой дыры. 
6. Проведите прямую между двумя ДАЛЕКО расположенными точками (то есть каждая из точек вполне доступна, а вот линейка короткая).
УВОДИТЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТЬ ЛЮБЫЕ ПРЯМЫЕ!
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)7. (Теорема Паппа). Пусть X, Y, Z лежат на одной прямой, а точки X', Y', Z'– на другой. Прямые XY' и X'Y пересекаются в точке А, прямые YZ' и Y'Z – в точке В, прямые ZX' и Z'X – в точке С. Докажите, что точки А, В, С лежат на одной прямой.
8. (двойственная Паппу). Если стороны (или продолжения) AB1, BC1, CA1 любого шестиугольника AB1CA1BC1 проходят через одну точку, и прямые A1B, B1C, C1A тоже проходят через одну точку, то его диагонали проходят через одну точку.

9. (Теорема Дезарга, теорема о перспективных треугольниках). Даны два треугольника ABC и A1B1C1. Известно, что прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в точке O  (
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)тогда и только тогда, когда  точки пересечения прямых A1B1 и AB, BС и B1С1,, AС и A1С1 лежат на одной прямой.
10. (Обратная теорема Дезарга). Сформулируйте и докажите.
11. (Теорема о трижды перспективных треугольниках).  Даны два треугольника ABC и A1B1C1. Известно, что прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в точке O, прямые AA1, BС1 и B1С пересекаются в точке O1, прямые AC1, BB1 и A1С пересекаются в точке O2. Докажите, что прямые AB1, CC1 и A1B пересекаются в точке O3.
12. (теорема о дважды перспективных треугольниках). Даны два треугольника ABC и A1B1C1. Известно, что прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в точке O, а прямые AB1, BC1 и CA1 пересекаются в точке O1. Докажите, что прямые AС1, BA1 и CB1  пересекаются в одной точке.
13. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD. P и Q – точки пересечения прямых AB и CD, BC и AD соответственно, R – произвольная точка внутри четырёхугольника. K – точка пересечения BC и PR, L – точка пересечения AB и QR, M – точка пересечения AK и DR. Докажите, что точки L, M и C лежат на одной прямой.
14. (очень известная конфигурация) Докажите, что ортоцентры четырех треугольников, образованных четырьмя прямыми, лежат на одной прямой.
15. (Теорема Плюккера). Прямые AB и CD пересекаются в точке E, а прямые AC и BD – в точке F. Докажите, что окружности, построенные на AD, BC и EF как на диаметрах, проходят через две точки.



Определение. Двойным отношением четырех различных коллинеарных точек A, B, C, D называется число .
Ключевой факт про двойные отношения. В четырехугольнике ABCD прямые AB и CD пересекаются в точке G, AD и BC  - в точке E. Прямые DB и EG пересекаются в точке H, AC и EG – в точке F. Докажите, что (E, G, F, H)= ‑1.
1. Пусть в треугольнике ABC биссектрисы внутреннего и внешнего углов при вершине B пересекают сторону AC в точках M и N. Докажите, что (A, C, M, N)=-1.

Определение. Двойным отношением четверки прямых a, b, c, d, пересекающихся в одной точке, называется число .

Двойным отношением четырех различных  точек A, B, C, D НА ОКРУЖНОСТИ называется число , где X – произвольная точка окружности, не совпадающая с A, B, C, D.
2. Через точку A, не лежащую на окружности инверсии S, провели прямую, пересекающую поляру точки A в точке B, а окружность S – в точках C и D. Докажите, что пара точек С и D гармонически разделяет пару точек A и B.
3. На железной дороге рельсы параллельны, а шпалы уложены перпендикулярно рельсам через равное расстояние. Леонардо да Винчи изобразил рельсы двумя линиями, пересекающимися за горизонтом, а две шпалы – двумя параллельными отрезками. Как ему, используя только линейку, правильно изобразить третью шпалу?
4. Докажите, что в гармоническом четырехугольнике  ABCD касательные в точках B, D и диагональ AC пересекаются в одной точке или параллельны.
5. Пусть в условиях предыдущей задачи точка пересечения касательных обозначена K, а точка пересечения диагоналей – O. Докажите, что точки A, C, O и К образуют гармоническую четверку.
6. Через точку P проводятся всевозможные пары секущих AB и CD данной окружности. Найдите ГМТ точек пересечения AC и BD.
7. Вневписанная окружность треугольника ABC касается стороны BC в точке D, а продолжений стороны AB и AC – в точках E и F. Пусть T- точка пересечения прямых BF и CE. Докажите, что точки A, D и Т лежат на одной прямой.




8. Теорема Брианшона  Пусть  – описанный шестиугольник. Докажите, что его диагонали , ,  пересекаются в одной точке.
9. Теорема Паскаля. В окружность вписан шестиугольник. Докажите, что  либо продолжения противоположных сторон все попарно пересекаются, и тогда три точки их попарного пересечения лежат на одной прямой, либо противоположные стороны в каждой паре параллельны друг другу.










10. Пусть  – вписанный пятиугольник. Продолжения сторон  и ,  и  пересекаются соответственно в точках  и . Докажите, что касательная к окружности в точке  пересекает прямую  на прямой .
















11. Теорема о бабочке. Пусть  – середина хорды  окружности ,  и  – произвольные хорды, проходящие через , причем, точки  и  лежат по одну сторону от ,  и  – точки пересечения хорды  с хордами  и  соответственно. Докажите, что  – середина отрезка .
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