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9 класс, 19 июля. Корни по модулю
Определение. Число g называется первообразным корнем по модулю m, если все  являются различными степенями g. (Более правильно:  первообразным корнем является не число, а его остаток, вычет).
Определение. При НОД(a,m)=1 существуют положительные d такие, что ad ≡ 1 (mod m), (например, по теореме Эйлера (m)). Наименьшее из них называется порядком числа a (Обычно еще говорят, что x принадлежит показателю d)
1. Если число a имеет порядок d, то числа a0,a1,…,ad-1 по модулю m дают разные остатки.
2. Если число а имеет порядок d, то (m) делится на d. (Используйте малую теорему Ферма).
3. Докажите, что если существует вычет а, имеющий порядок d по модулю m, то сравнению хd ≡ 1 (mod m) удовлетворяют по крайней мере d элементов . (Рассмотрите все степени а, нарисуйте их в виде круга).
Далее мы будем заниматься случаем простого модуля. Основная цель – понять, есть ли вообще первообразный корень.
4. Пусть Р(х) – многочлен степени n, со старшим коэффициентом равным 1. Докажите, что при простом р сравнению Р(х) ≡ 0 (mod p) удовлетворяет не более, чем n различных остатков (классов вычетов). (Указание – воспользуйтесь теоремой Безу для остатков и индукцией по n).
Вопрос на понимание как раскладывается на простые множители с многочлен xp–1–1 (как многочлен с коэффициентами в остатках по модулю p).
5. Докажите, что порядок d имеет не более φ(d) элементов . (например, вы можете перечислить их, а дальше допустить, что есть и другие).
6. Докажите, что  (суммирование по всем делителям числа n). (Можно доказать по индукции по количеству простых делителей числа n). 
7. Пусть р – простое число , а d – делитель числа р–1. Тогда ровно φ(d) элементов  имеет порядок d.
Следствие Для каждого простого р существует φ(р –1) первообразных корней.
8. Найдите все первообразные корни а) по модулю 7; б) по модулю 13.
9. Докажите, что для любого простого р первые (р-1) натуральных чисел можно расставить по кругу так, чтобы для любых трех подряд идущих чисел a, b, c разность b2 – ac делилась на р.
10. Пусть x имеет порядок a, а y имеет порядок b. Докажите, что если НОД(a,b) = 1, то xy имеет порядок ab.
11. а) Пусть a целое, a>1. Докажите, что простые нечетные делители ap-1 или делят a–1, или имеют вид px+1. б) Докажите, что простых чисел вида px+1 бесконечно много.
12. Найдите а) произведение всех вычетов по модулю p; б) сумму их k-х степеней. 
13. Решите сравнение x6+x5+x4+x3+x2+x+1  0 (mod 101).
14. Пусть p и q — простые, q > 5. Известно, что 2p + 3p  делится на q. Докажите, что q > 2p.
15. Пусть p – простое число и S = 1n+2n+…+(p–1)n. Докажите, что S или S+1 делится на p. 
16. Докажите, что число 3 является первообразным корнем  по модулю простого числа p=2n+1, n>1.
