
XXIX Êèðîâñêàÿ Ëåòíÿÿ Ìíîãîïðåäìåòíàÿ Øêîëà

Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2013 ãîäà. Ïðîôè 9.

Ïîëÿ. 09 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî F ñ îïåðàöèÿìè + è × íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ) ∀a, b, c ∈ F (a+ b) + c = a+ (b+ c);
2) (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ) ∀a, b ∈ F a+ b = b+ a;
3) (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ) ∃0 ∈ F : ∀a ∈ F a+ 0 = 0 + a = a;
4) (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíòà) ∀a ∈ F ∃b : a+ b = b+ a = 0;
5) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ) ∀a, b, c ∈ F (a× b)× c = a× (b× c);
6) (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ) ∀a, b ∈ F a× b = b× a;
7) (ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû) ∃1 : ∀b b× 1 = 1× b = b;
8) (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíòà) ∀b 6= 0 ∃a : a×b = b×a = 1;
9) (äèñòðèáóòèâíîñòü) ∀a, b, c ∈ F a× (b+ c) = a× b+ a× c;
10) â ïîëå 1 6= 0.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëå 0× a = a× 0 = 0.
2. Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîé ýëåìåíò, åäèíèöà, îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ è îáðàòíûé ïî óìíî-

æåíèþ åäèíñòâåííû.

Àêñèîìû ïîëÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ � ýòî ýëå-
ìåíòû ïîëÿ. Ñ òàêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ìîæíî âûïîëíÿòü âñå ïðèâû÷íûå îïåðàöèè è ïîëó÷àòü
ïðèâû÷íûå èòîãè (äåëåíèå ñ îñòàòêîì, òåîðåìà Áåçó, íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ãëàâíîè-
äåàëüíîñòü, ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè).

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëå Fp ñî çíà÷åíèÿìè â Fp ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ìíîãî÷ëåíà.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà (x + 1)2
k
íàä F2 âñåãî äâà íåíóëåâûõ êîôôèöèåíòà. á)

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà (x+ 1)2013 íàä F2.
Îïðåäåëåíèå. Äàíû äâà ïîëÿ F1 è F2. Îòîáðàæåíèå ϕ : F1 −→ F2 íàçûâàåòñÿ èçîìîð-

ôèçìîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ F1 âûïîëíåíî ϕ(x+y) = ϕ(x)+ϕ(y)
è ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

Îïðåäåëåíèå. Ïîëÿ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò èçîìîð-
ôèçì.

Îïðåäåëåíèå. Èçîìîðôèçì èç ïîëÿ â ñàìî ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì èçîìîðôèçìå íîëü ïåðåõîäèò â íîëü, åäèíèöà â åäèíèöó.
6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì èçîìîðôèçìå ðàçíîñòü ïåðåõîäèò â ðàçíîñòü, à ÷àñòíîå � â

÷àñòíîå.
7. Äîêàæèòå, ÷òî èçîìîðôíîñòü ïîëåé åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
8. Ïðèäóìàéòå íåòîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ïîëÿ Q[

√
2].

9. Äîêàæèòå, ÷òî Q[
√
2] è Q[

√
3] íå èçîìîðôíû.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåò íåòîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà.
11. Åñòü ëè íåòîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ó ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?


