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Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè Ãàóññà. 22 èþëÿ

(Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè Ãàóññà.) Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ

íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
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4 .

Äîêàçàòåëüñòâî 1 áûëî ëèñòî÷êàõ ïðî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ïàðîé (a, b) òàêîé îñòàòîê s ïðè äåëåíèè íà pq, ÷òî âûïîë-

íåíû s ≡ a (mod p) è s ≡ b (mod q).
Äîêàçàòåëüñòâî 2.
1. Ðàññìòîðèì äâà ïîäìíîæåñòâà îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ pq

S = {(a, b) : a = 1, 2, . . . , p− 1; b = 1, . . .
q − 1

2
}

T = {(c mod p, c mod q) : (c, pq) = 1, c = 1, 2, . . . ,
pq − 1

2
}.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ îñòàòêîâ â äâóõ ìíîæåñòâàõ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî
îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.
2. Äîêàæèòå, ÷òî

à)
∏

(a,b)∈S

(a, b) ≡ ((p− 1)!
q−1
2 , ((q − 1)/2)!p−1) (mod pq);

á)
∏
c∈S

≡
(1 · 2 . . . · p− 1) · (p+ 1 · . . . 2p− 1) . . . (. . . · · · q−12 p− 1)(. . . · q−12 p+ p−1

2 )

q · 2q · . . . p−12 q
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â)
∏
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)
, (q − 1)!

p−1
2

(
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)
) (mod pq);

ã) Âûâåäèòå èç ýòèõ ñðàâíåíèé êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî 3.
3. Óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî íå÷åòíîìó

ïðîñòîìó ìîäóëþ p íà âû÷åò a 6≡ 0 (mod p) ïðîèçâîäèò â íåé ïåðåñòàíîâêó.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî ïîëó÷èâøà-

ÿñÿ ïîäñòàíîâêà ÷åòíà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî îíà íå÷åò-

íà.
4. Ðàññìîòðèì ïàðó îòîáðàæåíèé f, g : Zpq −→ Zpq, çàäàííóþ ñëåäóþùèìè

ðàâåíñòâàìè: f(a, b) = a+ pb è g(a, b) = qa+ b.
à) Äîêàæèòå, ÷òî f è g � ïåðåñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå Zpq.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàíîâêà f ÷åòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(
p
q

)
= 1.

â) Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó f ◦ g−1 íà ìíîæåñòâå Zpq. Âû÷èñëèòå ÷èñëî èí-
âåðñèé ýòîé ïåðåñòàíîâêè.
ã) (Äîêàçàòåëüñòâî Çîëîòàð¼âà.) Ïðè ïîìîùè ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ äî-

êàæèòå êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè.
5. Ïóñòü x1 = 1, y1 = 100, xn+1 = x237n + yn, yn+1 = y237n + xn. Äîêàæèòå, ÷òî

xnyn íå äåëèòñÿ íà 239 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.


