Двадцать девятая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль. 3-28 июля 2013 г.

9 класс, 6-7 июля. Гомотетия, да еще и с поворотом.
Теоретическая часть

Определение. Гомотетией называется геометрическое преобразование плоскости, переводящее точку X в точку X’ такую, что OX’=kOX (точка О и число k фиксированы). Точку О называют центром гомотетии, а число k — коэффициентом гомотетии. Гомотетию обозначают .

Т1. а) Каким преобразованием будет ?

б) Найдите неподвижную точку .

в) Справедливо ли равенство ?
Теорема . Докажите, что композиция двух гомотетий ПОЧТИ ВСЕГДА – гомотетия. 

Сразу во избежании иллюзий найдите случай, когда это не так.  (значит, отношение гомотетичности НЕТРАНЗИТИВНО
Т2. Лемма о колпаках. Общие внешние касательные к парам окружностей S1 и S2, S2 и S3, S3 и S1 пересекаются в точках A, B и C соответственно. Докажите, что точки A, B и C лежат на одной прямой.

Вспомните чертеж и попробуйте увидеть на нем гомотетию
а) окружность девяти точек (две разные гомотетии) ; б) прямая Симсона (гомотетия с центром в ортоцентре); в) точка Микеля (уж точнее, конфигурация Микеля).
[image: http://upload.wikimedia.org/wikibooks/ru/d/d4/Projection.jpg]
Подобием плоскости называется такое преобразование плоскости, что для любых двух точек A и B выполняется условие A1B1 = kAB, где k – коэффициент подобия, A1 и B1 – образы точек A и B.

Т3. Докажите, что любое подобие плоскости можно представить как композицию некоторой гомотетии и некоторого движения или наоборот, некоторого движения и некоторой гомотетии.
Т4. Докажите, что любое подобие однозначно задается образами трех неколлинеарных точек.
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Теоретическая часть -2


Поворотной гомотетией с коэффициентом k и углом φ называется композиция гомотетии с коэффициентом k и поворота на угол φ, имеющих общий центр .При этом можно считать, что k>0 и 0≤φ<360.

Гомотетическим поворотом с коэффициентом k и углом φ называется композиция поворота на угол φ  и гомотетии с коэффициентом k, имеющих общий центр .При этом можно считать, что k>0 и 0≤φ<360.

Т5. Докажите, что гомотетический поворот и поворотная гомотетия – это одно и то же.


Т6. Пусть A1 =, а B0 =  (попробуйте понять, что написано). Докажите, что существует единственная окружность ω, проходящая через A и A1 и касающаяся прямой AB0 в точке A. 

Т7. Рассмотрим подобие первого рода . Используя обозначения пункта а), найдите две пары точек, которые задают это преобразование.

Т8. Точка O – это точка пересечения окружности ω и окружности, описанной около треугольника ABB0. Докажите, что рассмотренное подобие .
Т9. Теорема. Каждое подобие первого рода является гомотетией, движением или гомотетическим поворотом.
[bookmark: _GoBack]Т10. Две окружности ω1 и ω2  пересекаются в точках A и B. Докажите, что одну из них можно отобразить на другую гомотетическим поворотом вокруг точки A. Докажите, что прямая, соединяющая точку на ω1 с ее образом на ω2 , проходит через точку B.
Т11. Даны точки A и B, и их образы при подобии первого рода  A1 и B1. Постройте центр этого подобия (вспомните, что это за штука и воспользуйтесь предыдущей задачей).
Т12. Докажите, что центр поворотной гомотетии, переводящей отрезок AB в отрезок A1B1 совпадает с центром поворотной гомотетии, переводящей отрезок AA1 в отрезок BB1.
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Задачки
 
33. Медианы AA1, BB1 и CC1 треугольника ABC пересекаются в точке M; P — произвольная точка. Прямая la проходит через точку A параллельно прямой PA1; прямые lb и lc определяются аналогично. Докажите, что: а) прямые la, lb и lc пересекаются в одной точке Q; б) точка M лежит на отрезке PQ, причем PM : MQ = 1 : 2. 
34. Дан квадрат ABCD. Точки P и Q лежат на сторонах AB и BC соответственно, причем BP = BQ. Пусть H – основание перпендикуляра, опущенного из точки B на отрезок PC.        Докажите, что DHQ = 90. 
35. Две окружности касаются друг друга внутренним образов в точке A. Хорда BC большой окружности касается малой в точке D. Докажите, что прямая AD – биссектриса угла BAC.
 36. На сторонах треугольника ABC построены подобные одинаково ориентированные треугольники ABC1, CBA1, ACB1. Докажите, что C1A1CB1 – параллелограмм.
37. Окружность S касается равных сторон AB и BC равнобедренного треугольника ABC в точках P и K, а также касается внутренним образом описанной окружности треугольника ABC. Докажите, что середина отрезка PK является центром вписанной окружности треугольника ABC. 
38. Пусть M — центр масс n-угольника A1...An; M1,..., Mn — центры масс (n-1)-угольников, полученных из этого n-угольника выбрасыванием вершин A1,..., An соответственно. Докажите, что многоугольники A1...An и M1...Mn гомотетичны. 
39. Какую наибольшую длину может иметь отрезок натурального ряда, в котором поровну чисел, делящихся на 2012 и 2013?
40. Вписанная окружность треугольника ABC касается стороны AC в точке D, DM — ее диаметр. Прямая BM пересекает сторону AC в точке K. Докажите, что AK = DC.  
41. Докажите, что три прямые, проведённые через середины сторон треугольника параллельно биссектрисам противолежащих углов, пересекаются в одной точке.
42. В графе степени всех вершин не превосходят 11. Докажите, что ребра этого графа можно раскрасить в 221 цвет таким образом, чтобы концы ребер каждого цвета не совпадали и были не смежны. 
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