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9 класс, 11 июля. Аффинные преобразования 
(решать по мере понимания и понимать по мере решения)
[image: http://upload.wikimedia.org/wikibooks/ru/5/51/Spreserve.jpg]Определение. Параллельное проектирование плоскости α на плоскость α1 называется такое преобразование, при котором каждой точке M плоскости α ставится в соответствии точка M1 так, что прямая MM1 параллельна некоторой данной прямой l.
Свойства параллельного преобразования.
1. Параллельное проектирование – это биекция
2. Прямая переходит в прямую.
3. Пара параллельных прямых переходит в пару параллельных прямых
4. Если A, B и C лежат на одной прямой или AB параллельна BC, то AB:BC = A1B1 : B1C1. 
Определение. Аффинным преобразованием называется композиция нескольких параллельных проектирований.
Т1. Как определить. Пусть даны три точки A, B, C, не лежащие на одной прямой, и еще три точки A1, B1, С1, не лежащие на одной прямой, но эти два множества точек могут частично или полностью совпадать. Докажите, что существует единственное афф. преобразование, которое переводит A в A1, B в B1, C в С1.
Т2. Теорема типа Шаля. Любое аффинное преобразование – это композиция не более чем трех параллельных проектирований.
Т3. Отношение площадей. Докажите, что если M' и N' — образы многоугольников M и N при аффинном преобразовании, то отношение площадей M и N равно отношению площадей M' и N' (сначала докажем для треугольников, а там уж как пойдет). 
Т4. Про четырехугольники. Докажите, что любой выпуклый четырехугольник, кроме трапеции, аффинным преобразованием можно перевести а) во вписанный четырехугольник; б) в четырехугольник, у которого противоположные углы прямые. 
Т5. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника параллельна одной из его сторон. Докажите, что аффинным преобразованием этот пятиугольник можно перевести в правильный пятиугольник. 
Т6. Докажите, что любой выпуклый шестиугольник ABCDEF, в котором каждая сторона параллельна противоположной стороне, аффинным преобразованием можно перевести в шестиугольник с равными диагоналями AD, BE и CF. 
[image: http://dic.academic.ru/pictures/bse/gif/0257408936.gif]Т7. На плоскости дан многоугольник A1A2...An и точка O внутри его. Докажите, что равенства  i=1, 2, ….n, A0=An, An+1=A1, необходимы и достаточны для того, чтобы существовало аффинное преобразование, переводящее данный многоугольник в правильный, а точку O — в его центр. 
Т8. ОЧЕНЬ ВАЖНОЕ! Новый подход к аффинным преобразованиям. Верно ли, что любое биективное преобразование плоскости, переводящее прямую в прямую, является аффинным?
Т9. При данном аффинном преобразовании квадрат перешел в квадрат. Можно ли утверждать, что это аффинное преобразование – преобразование подобия?
Т10. Пусть L - некое аффинное преобразование, для которого ВСЕ точки некоторой прямой l являются неподвижными. Пусть M не принадлежит прямой l. Докажите, что все прямые вида ML(M) параллельны друг другу.
Т11. Докажите, что если афф. преобразование оставляет какую-то окружность в себя, то это движение.
Т12. Докажите, что если афф. преобразование переводит каждую окружность в окружность, то это подобие.
T13. Докажите, что любое аффинное преобразование – это просто замена базиса на плоскости (т.е. в аффинной системе координат меняются оси, сами координаты остаются).
Т14. Доказать, что у каждого аффинного преобразования найдется пара перпендикулярных прямых, переходящая в пару перпендикулярных прямых.
Собственно задачки
105. В трапеции ABCD точка пересечения диагоналей делит диагональ AC  пополам. Докажите, что ABCD  – параллелограмм.
106. Докажите с помощью аффинного преобразования, что медианы делят треугольника на 6 равновеликих треугольников.
107. Через каждую вершину треугольника проведены 2 прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что  диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника, образованного этими прямыми, пересекаются в одной точке.
108. В остроугольном треугольнике ABC проведена высота AH, медиана AM, медиана BN и чевиана BG, причем точка G делит сторону AC в таком же отношении, в каком точка H делит сторону BC. Обозначим точку пересечения BN и AH через К, точку пересечения AM и BG – L. Докажите, что KL параллельно AB.
109. На сторонах AB, BC, CA треугольника ABC выбраны соответственно точки M, N, P и построены симметричные им точки M1, N1, P1 относительно середин этих сторон соответственно. Докажите, что треугольники MNP и M1N1P1 равновелики.
110. На сторонах AB, BC, CA треугольника ABC выбраны соответственно точки M, N, P и построены точки M1, N1, P1 так, что прямая MM1 параллельна BC, прямая NN1 параллельна CA, прямая PP1 параллельна AB. Докажите, что треугольники MNP и M1N1P1 равновелики.
111. Множество М получено выкалыванием из плоскости трех точек А, В, С. Найти наименьшее количество выпуклых множеств объединением которых является М.
112. Прямая Гаусса. В треугольнике ABC проведены чевианы AM и BN, которые пересекаются в  точке O. Докажите, что середины отрезков CO, MN и AB лежат на одной прямой.
113. На плоскости расположены n точек в общем положении. Доказать, что при n>4 существует не менее  выпуклых четырехугольников с вершинами в этих точках.
114. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC через точку В проведена прямая, параллельная стороне CD и пересекающая диагональ AC в точке P, а через точку C – прямая, параллельная стороне AB и пересекающая диагональ BD в точке Q. Доказать, что прямая PQ параллельна основаниям трапеции.
115. Дан треугольник ABC. Через точку X, лежащую внутри него, проводится отрезок cX, параллельный AB, с концами на сторонах AB и BC, и отрезок bX, параллельный AC, с концами на сторонах AB и CB. Докажите, что все точки X, для которых длины отрезков bX и cX равны, лежат на одной прямой.
116. В параллелограмме ABCD на сторонах AB и BC выбраны точки M и N соответственно так, что AM = NC, Q – точка пересечения отрезков AN и CM. Докажите, что DQ – биссектриса угла D.
117. На сторонах AB, BC и CD параллелограмма ABCD взяты точки K, L и M соответственно, делящие эти стороны в одинаковых отношениях. Пусть b, c и d – прямые, проходящие через точки B, C и D параллельно прямым KL, KM, ML соответственно. Докажите, что b, c, d  пересекаются в одной точке.
118. Внутри выпуклого многоугольника расположено несколько непересекающихся кругов. Доказать, что многоугольник можно разбить на  меньшие выпуклые многоугольники так, чтобы каждый содержал в точности один круг.
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