
Двадцать девятая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
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9 класс, 12 июля. Серия, где задач гораздо меньше, чем кажется на первый взгляд.

Определение. Дан треугольник ABС и точка M внутри него. A1, B1, C1 – основания перпендикуляров, опущенных из точки M на стороны BC, AC, AB соответственно. Треугольник A1B1C1 называется педальным для точки M. 
T1. Какой из следующих треугольников не является педальным ни для какой точки: а) серединный; б) ортотреугольник; в) образованный точками касания с вписанной окружностью; г) образованный основаниями биссектрис?
T2. Рассмотрим треугольник, образованный точками касания с вневписанными окружностями. Для какой точки внутри треугольника он будет педальным?
T3. Теорема Чевы (воспоминание). На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC или их продолжениях взяты точки C1, A1 и B1  соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда .
Т4. Угловая форма теоремы Чевы (что-то новенькое). На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC или их продолжениях взяты точки C1, A1 и B1 соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда , притом углы считаются направленными.

Определение. Дан треугольник ABС. Точка M1 называется изогонально сопряженной точке M, если .
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Т5. Докажите, что для любой точки внутри треугольника существует изогонально сопряженная. А если точка лежит вне треугольника?
Т6. Сколько точек оставляет на месте изогональное сопряжение?
Т7. Найдите точку, изогонально сопряженную ортоцентру.

Задачи.
133. Докажите, что педальный треугольник вырождается тогда и только тогда, когда точка P лежит на описанной окружности.
134. Пусть P лежит на описанной окружности треугольника ABC, а точка B1 выбрана на описанной окружности так, что PB1 перпендикулярна AC. Докажите, что прямая BB1 параллельна прямой Симсона точки P.
135. Докажите, что при вращении точки P по окружности прямая Симсона вращается в противоположную сторону и скорость поворота в два раза меньше, чем скорость изменения дуги PA.
136. Докажите, что прямая Симсона точки P относительно треугольника ABC делит отрезок PH пополам (H - ортоцентр).
137. Докажите, что точки симметричные точке P на описанной окружности данного треугольника, относительно сторон этого треугольника, лежат на прямой, проходящей через ортоцентр.
138. Теорема Симсона. Ортогональные проекции точки на прямые, содержащие стороны треугольника, коллинеарны тогда и только тогда, когда эта точка лежит на описанной около этого треугольника окружности.
139. Докажите, что величина угла между прямыми Симсона двух точек M и N, лежащих на описанной окружности, равна угловой мере дуги MN.
140. Докажите, что прямая Симсона точки P параллельна прямой AQ, где Q – точка пересечения окружности с перпендикуляром, проведенным через точку P к стороне BC.
141. Докажите, что прямая Симсона точки P окружности, описанной около правильного треугольника, делит пополам радиус OP.
142. а) Отразим точку произвольную P относительно сторон треугольника. Докажите, что центр окружности, проходящей через три получившиеся точки, изогонально сопряжен P. б) Если точка P лежит на описанной окружности треугольника ABC, то изогонально сопряженной ей будет точка на бесконечно удаленной прямой, которая задает направление перпендикулярное прямой Симсона точки P.
143. Докажите, что прямая, симметричная медиане AM относительно биссектрисы угла A треугольника ABC, проходит через точку пересечения касательных к описанной окружности треугольника ABC, проведенных в точках B и C.
144. Окружность S, проходящая через вершины A и C треугольника ABC, пересекает стороны AB и BC в точках D и E соответственно. F − точка пересечения CD и AE. Описанная окружность треугольника BEF пересекает S в точках E и G. Докажите, что GD делит BF пополам.
145. а) Докажите, что педальные окружности двух точек совпадают тогда и только тогда, когда точки изогонально сопряжены. б) Окружность Эйлера. Докажите, используя часть вышеприведенных задач, что середины сторон и основания высот одного треугольника лежат на одной окружности.
146. Касательные к описанной окружности треугольника ABC в точках B и C пересекаются в точке A1. Аналогично строятся точки B1 и C1. Докажите, что прямые AA1, BB1 и CC1 пересекаются в одной точке.
147. Окружности S1 и  S2 пересекаются в точках A и B. На окружности S1 выбрана точка Q. Прямые QA и QB пересекают окружность S2  в точках C и D, касательные к S1 в точках A и B пересекаются в точке P. Точка Q расположена вне S2, точки C и D −  вне S1. Докажите, что прямая QP проходит через середину отрезка CD.
148. Пусть на отрезке [0,1] отметили k непересекающихся отрезков так, что для любого действительного числа d, 0  d  1, можно взять две отмеченные точки на расстоянии d. Докажите, что сумма длин отмеченных отрезков не меньше 1/k. 
149. Для данного натурального n > 1 сложим все дроби 1/pq такие, что p и q – взаимно простые натуральные числа, каждое из которых не больше n, а их сумма больше n. Докажите, что полученная сумма равна ½.
150. В каждой клетке таблицы n×n стоит некая буква. Известно, что все строки таблицы различны. Докажите, что в ней можно стереть столбец так, что после стирания столбца все строки таблицы останутся различны.


