Двадцать девятая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 3-28 июля 2013 г.

9 класс, 22 июля. Группы перестановок. 
1. На утренней линейке отряд ЛМШат  построился в одну шеренгу. Игорь Соломонович подозревает, что кое-кто при этом  проспал. Для того, чтобы проверить свои догадки, он хочет выстроить весь отряд по алфавиту, но при этом он может менять местами только двух соседних ЛМШат. Докажите, что Игорь Соломонович сможет добиться своей цели.

2. В ряд стоит рота солдат. По уставу можно менять местами любых двух солдат, между которыми стоят ровно двое. Всегда ли можно выстроить солдат по росту?
3. Двоечник Федя написал на карточках числа от 1 до n и разложил карточки в некотором порядке. Он умеет  менять местами две самые левые карточки, а также переставлять самую правую карточку в левый конец. Всегда ли он сможет выставить карточки в порядке возрастания?

Определение. Перестановкой называется биективное отображение конечного множества на себя. 
Давайте задумаемся над этим определением, а потом попробуем представить перестановку элементов множества в виде точек и стрелок между ними.

4. Поразмыслим над операциями над множеством перестановок. а) Какую операцию между перестановками можно ввести? б) Не будет ли множество перестановок с этой операцией группой?
5. Докажите, что граф перестановок состоит из нескольких непересекающихся циклов.

Определение. Порядком перестановки a называется наименьшее число d, такое, что [image: image2.png]


 тождественная перестановка (догадайтесь, что это такое).

Упражнение. Докажите, что порядок перестановки всегда существует и конечен.

6. К собранному кубику Рубика применили последовательность поворотов. Доказать, что применив ее несколько раз, можно привести кубик в начальное состояние.

7. Минутка формализма. Общепринятое представление перестановки такое:
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Здесь [image: image5.png]


 переставленный местами набор чисел от 1 до n. Возьмите какие-нибудь две перестановки, представленные в таком виде, и найдите их композицию.

8. Вспомните, как мы искали группу движений, переводящих квадрат в себя. Найдите, какие перестановки вершин задаются этими движениями.

9. Рассмотрим множество движений, переводящих в себя куб. Пусть центр куба находится в начале координат, а его стороны параллельны осям. Даже не пытайтесь перебрать их всех, просто найдите, сколько их будет.

10. Попробуйте расставить 3 пальца на руке так, чтобы они были попарно параллельны с теми самыми осями координат. Сколькими способами это можно сделать? А если использовать обе руки? А теперь снова посмотрите на куб.

11. Представьте себе, что ваши пальцы можно произвольно менять между собой местами, а также разворачивать их в противоположную сторону. Как можно представить в этом случае самосовмещения куба? Как в таком представлении строить их композиции?

12. Сколько существует движений, переводящих в себя n-мерный куб?
