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ß íå áîþñü òîãî, êòî âûó÷èë òûñÿ÷ó óäàðîâ. ß áîþñü òîãî, êòî 1000 ðàç

âûó÷èë îäèí óäàð.

Áðþñ Ëè

Â ýòîò ðàç íàì áû õîòåëîñü íàïèñàòü êðàòêîå, íî ñåðüåçíîå ïðåäèñëîâèå. Äàâàé-
òå çàäàäèìñÿ âîïðîñîì: à ÷òî èìåííî äåëàåò ëåòíèå øêîëû, êðóæêè, ìàòåìàòè÷å-
ñêèå êëàññû è ïðî÷èå îêîëîîëèìïèàäíûå âåùè ñòîëü îñîáåííûìè è çíà÷èìûìè?
Íàì êàæåòñÿ, ÷òî êëþ÷åâîå ñëîâî çäåñü íåáåçðàçëè÷èå. ×åëîâåê âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì êàêèõ-òî ñèñòåì, è çà÷àñòóþ îíè äàâÿò íà íåãî ñâîèì ôîðìàëèçìîì
è ðàâíîäóøèåì, çàñòàâëÿÿ ïðèíèìàòü áåçëè÷íûå ïðàâèëà èãðû. Ïëîâåö, îêàçàâ-
øèéñÿ â ñåðåäèíå îçåðà, ìîæåò âûïëûòü èëè óòîíóòü â çàâèñèìîñòè îò ñèë ôèçè-
÷åñêèõ è ñèëû âîëè, íî âîäå â îçåðå äî ýòîãî íåò íèêàêîãî äåëà. Âàì ýòà ìûñëü
ìîæåò ïîêàçàòüñÿ òðèâèàëüíîé, íî ìû íå ðàç è íå äâà âèäåëè òàëàíòëèâûõ ðåáÿò,
êîòîðûå, ïîïàäàÿ â óíèâåðñèòåò, òåðÿëè íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ è íå ðåàëèçîâû-
âàëè ñâîè âîçìîæíîñòè òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ñèñòåìà ðåçêî ïåðåñòàâàëà ïûòàòüñÿ
ïîäîáðàòü ê íèì êëþ÷èê. Îíè áûëè èíòåðåñíû ñâîèì ó÷èòåëÿì è ðóêîâîäèòåëÿì
êðóæêîâ, íî äðóãàÿ ðåàëüíîñòü òðåáîâàëà èíûõ óñèëèé è íå âñå óñïåâàëè ê íåé
ïðèñïîñîáèòüñÿ.

Ïîýòîìó òî, ÷òî íà íàø âçãëÿä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ ýëåìåíòîâ
ËÌØ, ýòî âîçìîæíîñòü íå ÷óâñòâîâàòü ñåáÿ îäíèì ïëîâöîì, ïóñòü ñèëüíûì, ïóñòü
äàæå ÷åìïèîíîì. Ýòî âûñîêàÿ ñòåïåíü íåáåçðàçëè÷èÿ, èíòåðåñà ê òîìó, ÷òîáû
ñäåëàòü ëó÷øå è ïðàâèëüíåå äëÿ ìíîãèõ, ïîñòàðàòüñÿ îòûñêàòü íóæíûå êëþ÷èêè,
ïîòðàòèâ íà ýòî äóøåâíûå è ôèçè÷åñêèå óñèëèÿ, è äàëåêî íå òîëüêî äëÿ ñîáñòâåí-
íîãî óäîâëåòâîðåíèÿ. Ýòà òà ñòåïåíü, êîòîðàÿ îòëè÷àëà íàøèõ ó÷èòåëåé â ËÌØ
(è çà åå ïðåäåëàìè), êîòîðàÿ ñäåëàëà ýòî ìåñòî ÷åì-òî áîëüøèì ÷åì ïðîñòî áåñ-
ïîðÿäî÷íàÿ ðîññûïü âåòõèõ êîðïóñîâ. Î÷åíü õî÷åòñÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî â êàêîé-òî
ìåðå ýòà ñòåïåíü íåáåçðàçëè÷èÿ áûëà ñâîéñòâåíà è íàì. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìû
ñòàðàëèñü.
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Àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë.

×èñëîâûå ïîëÿ. 6 èþëÿ

Îïðåäëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, çàìêíóòîå îò-
íîñèòåëüíî ÷åòûð¼õ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ñîäåðæàùåå õîòü îäíî ÷èñëî,
îòëè÷íîå îò íóëÿ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ïîëåì.

1. ßâëÿþòñÿ ëè ÷èñëîâûìè ïîëÿìè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà: 1) ìíîæåñòâî âñåõ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; 2) ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë; 3) ìíîæåñòâî âñåõ ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë; 4) ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè; 5) ìíîæåñòâî ÷èñåë a+ b

√
2, ãäå a è b ðàöèîíàëüíûå?

Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì ïîëåì è îáîçíà÷àåòñÿ Q[
√

2].
2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñëîâîå ïîëå ñîäåðæèò âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ÷èñëîâîå ïîëå, ñîäåðæàùåå

√
2, ñîäåðæèò ëþáîé ýëå-

ìåíò èç Q[
√

2]. Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî Q[
√

2] ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ïî
âêëþ÷èåíèþ ïîëåì, ñîäåðæàùèì

√
2.

4. a) Îáðàçóþò ëè ÷èñëîâîå ïîëå ÷èñëà âèäà a+ b
√

2 + c
√

3, ãäå a, b, c ∈ Q?
á) Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 1

a+b
√

2+c
√

3+d
√

6
â âèäå u + x

√
2 + y

√
3 + z

√
6. (Âñå ÷èñëà,

îáîçíà÷åííûå áóâêàìè, ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè.) Îáÿçàòåëüíî ëè òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî?

â) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ÷èñëîâîå ïîëå, ñîäåð-
æàùåå

√
2 è
√

3. Êàêèå ÷èñëà â íåãî âõîäÿò?
5. Êàêèå ÷èñëà âõîäÿò â ìèíèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ÷èñëîâîå ïîëå, ñîäåðæà-

ùåå 3
√

2?
6. Êâàäðàò ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ êàòåòàìè 1 è 2. Äîêà-

æèòå, ÷òî ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ÷åòíî.
7. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðå-

óãîëüíèêå ñ óãëîì 30◦.
8. Êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1 ðàçðåçàëè íà ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíèêè. Äîêàæèòå, ÷òî

ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàöèîíàëüíû.

Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. 6 èþëÿ

Îáñóæäàåì: Îäíî÷ëåí îò äàííîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ, ñòåïåíü îäíî÷ëåíà,
ìíîãî÷ëåí, êàê ñóììà îäíî÷ëåíîâ, îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí, îäíîðîäíàÿ êîìïîíåí-
òà ìíîãî÷ëåíà, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, êîýôôèöèåíòû.

Â ýòîì ëèñòî÷êå âñå ìíîãî÷ëåíû ïðåäïîëàãàþòñÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.
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1 à) Ïóñòü f è g - äâà ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn è fg = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ëèáî f = 0, ëèáî g = 0.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà ñóììå èõ
ñòåïåíåé.

2 Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x200y200+1 íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåííîé x è ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåííîé y.

3 à) Ìíîãî÷ëåí f(x1, x2) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷å-
íèÿõ x1 è x2. Äîêàæèòå, ÷òî f = 0.

á) Äîêàæèòå òîò æå ðåçóëüòàò äëÿ ìíîãî÷ëåíà îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.

4 Ñóùåñòâóþò ëè ìíîãî÷ëåíû îò òð¼õ ïåðåìåííûõ
P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî òîæäåñòâî
(x− y + 1)3P + (y − z − 1)3Q+ (z − 2x+ 1)3R = 1?

5 Íàéäèòå ÷èñëî îäíî÷ëåíîâ ñóììàðíîé ñòåïåíè d îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn.

6 Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí îò x è y, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîòîðîãî åñòü â òî÷-
íîñòè ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë?

7 Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíî ïîäîáðàòü ìíî-
ãî÷ëåí P îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, äëÿ êîòîðîãî ìíîãî÷ëåí (x1 + · · · +
xn)P (x1, . . . , xn) åñòü ìíîãî÷ëåí îò êâàäðàòîâ ýòèõ ïåðåìåííûõ.

8 Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ P (x, y) îáðàùàåòñÿ â íóëü âî
âñåõ òî÷êàõ ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì ax+by+c = 0, (a, b) 6= (0, 0), òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí Q(x, y), òàêîé ÷òî P (x, y) =
(ax+ by + c)Q(x, y).

9 Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2y2(x2+y2−3)+1 ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ, íî ïðè ýòîì åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèò â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ
êâàäðàòîâ ìíîãî÷ëåíîâ.

10 Äàíû ìíîãî÷ëåíû P (x), Q(x). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà
R(x, y) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P (x)−P (y) = R(x, y)(Q(x)−Q(y)). Äîêàæè-
òå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí S(x) òàêîé, ÷òî P (x) = S(Q(x)).

Ïîëÿ. 09 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî F ñ îïåðàöèÿìè + è × íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
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1) (àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ) ∀a, b, c ∈ F (a+ b) + c = a+ (b+ c);
2) (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ) ∀a, b ∈ F a+ b = b+ a;
3) (ñóùåñòâîâàíèå íóëÿ) ∃0 ∈ F : ∀a ∈ F a+ 0 = 0 + a = a;
4) (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíòà) ∀a ∈ F ∃b : a+b =

b+ a = 0;
5) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ) ∀a, b, c ∈ F (a× b)× c = a× (b× c);
6) (êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ) ∀a, b ∈ F a× b = b× a;
7) (ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû) ∃1 : ∀b b× 1 = 1× b = b;
8) (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïî óìíîæåíèþ ýëåìåíòà) ∀b 6= 0 ∃a :

a× b = b× a = 1;
9) (äèñòðèáóòèâíîñòü) ∀a, b, c ∈ F a× (b+ c) = a× b+ a× c;
10) â ïîëå 1 6= 0.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëå 0× a = a× 0 = 0.
2. Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîé ýëåìåíò, åäèíèöà, îáðàòíûé ïî ñëîæåíèþ è îáðàòíûé

ïî óìíîæåíèþ åäèíñòâåííû.

Àêñèîìû ïîëÿ ïîçâîëÿþò ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ
� ýòî ýëåìåíòû ïîëÿ. Ñ òàêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ìîæíî âûïîëíÿòü âñå ïðèâû÷-
íûå îïåðàöèè è ïîëó÷àòü ïðèâû÷íûå èòîãè (äåëåíèå ñ îñòàòêîì, òåîðåìà Áåçó,
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü, ãëàâíîèäåàëüíîñòü, ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå
ìíîæèòåëè).

3.Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëå Fp ñî çíà÷åíèÿìè â Fp ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ìíîãî÷ëåíà.
4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà (x+1)2k íàä F2 âñåãî äâà íåíóëåâûõ êîôôè-

öèåíòà. á) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà (x+ 1)2013

íàä F2.
Îïðåäåëåíèå. Äàíû äâà ïîëÿ F1 è F2. Îòîáðàæåíèå ϕ : F1 −→ F2 íàçûâàåòñÿ

èçîìîðôèçìîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ F1 âûïîëíåíî
ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) è ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).
Îïðåäåëåíèå. Ïîëÿ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò

èçîìîðôèçì.
Îïðåäåëåíèå. Èçîìîðôèçì èç ïîëÿ â ñàìî ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì èçîìîðôèçìå íîëü ïåðåõîäèò â íîëü, åäèíèöà â

åäèíèöó.
6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì èçîìîðôèçìå ðàçíîñòü ïåðåõîäèò â ðàçíîñòü, à

÷àñòíîå � â ÷àñòíîå.
7. Äîêàæèòå, ÷òî èçîìîðôíîñòü ïîëåé åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
8. Ïðèäóìàéòå íåòîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ïîëÿ Q[

√
2].

9. Äîêàæèòå, ÷òî Q[
√

2] è Q[
√

3] íå èçîìîðôíû.
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10. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåò íåòîæäåñòâåííîãî àâòî-
ìîðôèçìà.

11. Åñòü ëè íåòîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ó ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë?

Ãðóïïû. 10 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ∗ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé

(G, ∗), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:
1) (àññîöèàòèâíîñòü) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ G èìååò ìåñòî a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c;
2) (ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e ∈ G òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ G âûïîëíåíî e ∗ a = a ∗ e = a;
3) (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò b òàêîé, ÷òî a ∗ b = b ∗ a = e.

Îïðåäåëåíèå. Ãðóïïà G ñ îïåðàöèåé ∗ íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé (èëè àáå-
ëåâîé), åñëè ∀a, b ∈ G a ∗ b = b ∗ a.
1. à) Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà.

á) Äîêàæèòå åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîãî ýëåìåíòà.

2. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè íà íèõ
ãðóïïàìè (åñëè ÿâëÿþòñÿ, òî àáåëåâûìè èëè íåò):
à) öåëûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ (Z,+);
á) íàòóðàëüíûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ (N,+);
â) äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (R,×);
ã) äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (R+,×);
ä) ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ;
å) ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò òð¼õ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì F7 ñ îïåðàöèåé ñëîæå-
íèÿ;
æ) èíòåðâàë (−c, c) ñ îïåðàöèåé u ◦ v = u+v

1+uv
c2
;

ç) ìíîæåñòâî äâèæåíèé ïëîñêîñòè ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
è) ìíîæåñòâî ïîâîðîòîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
ê) ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè (Sn);
ë) ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
ì) ìíîæåñòâî íå÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè;
í) ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê 10 ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òðåòüèìè ñòåïåíÿì
êàêèõ-òî äðóãèõ ïåðåñòàíîâîê;
î) ìíîæåñòâî îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n c îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ (Zn,+);
ï) ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ
(Zn \ {0},×).
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Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû
G è îáîçíà÷àåòñÿ |G|.

Ïîðÿäîê ãðóïïû ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì.
Îïðåäåëåíèå.Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå òàêîå íàòóðàëü-

íîå n, ÷òî gn = e. Åñëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, ãîâîðÿò, ÷òî g � ýëåìåíò áåñêî-
íå÷íîãî ïîðÿäêà. Ïîðÿäîê ýëåìåíòà g îáîçíà÷àåòñÿ |g|.
3. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíå÷íîé ãðóïïå êàæäûé ýëåìåíò èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê.
4. Ìîãóò ëè â áåñêîíå÷íîé ãðóïïå âñå ýëåìåíòû èìåòü êîíå÷íûé ïîðÿäîê?
Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G, êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îò-

íîñèòåëüíî òîé æå îïåðàöèè, íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G. Îáîçíà÷åíèå:
H ≤ G.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé.
6. Ìîæåò ëè ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû áûòü èçîìîðôíîé âñåé ãðóïïå?
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü H ≤ G è g ∈ G. Ìíîæåñòâî gH = {g ∗ h |h ∈ H}

íàçûâàåòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì ãðóïïû G ïî ïîäãðóïïå H.
7. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññà ïî îäíîé è òîé æå ïîäãðóïïå ëèáî

íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.
8. Îïèøèòå ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ äëÿ ñëåäóþùèõ ãðóïï è ïîäãðóïï: à)

R ≤ C; á) Z ≤ R; â) R∗ ≤ C∗; ã) ïîäãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ â ãðóïïå
äâèæåíèé; ä) ïîäãðóïïà ïîâîðîòîâ âîêðóã äàííîé òî÷êè â ãðóïïå äâèæåíèé.
Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïîäãðóïïû

H â ãðóïïå G è îáîçíà÷àåòñÿ [G : H].
9. (Òåîðåìà Ëàãðàíæà) Äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G Äîêàæèòå, ÷òî à) |G| = [G :

H] · |H| äëÿ âñÿêîé ïîäãðóïïû H; á) |G| äåëèòñÿ íà |g| äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g.

Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Îâåðòàéì. 10 èþëÿ

1 Îïèøèòå êàê óñòðîåíû ãðàôèêè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, çàäàí-
íûõ ìíîãî÷ëåíàìè

à) x2 + y2 á) y2 + x4 − 2yx2 + 1.

2 Äîêàæèòå, ÷òî íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå p − 1 îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Fp íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå
íóëü äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ èç Fp.

3 Äëÿ êàæäîãî èç íèæåïåðå÷èñëåííûõ ïîäìíîæåñòâ A òî÷åê íà êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè óñòàíîâèòå, íàéäåòñÿ ëè ìíîãî÷ëåí P (x, y), äëÿ êîòîðîãî A åñòü â
òî÷íîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ îí îáðàùàåòñÿ â íóëü?
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à) A - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

á) A - îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìûõ.

â) A = {( 1
n3 , 1−

√
1
n)| n ∈ N}.

ã) A = {(x, y)| x, y > 0;xy = 1}.
ä) A = {(x, y)| y = 2x}.

×èñëà. 11 èþëÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî a561 ≡ a (mod 561).
2. Äàíî p � ïðîñòîå ÷èñëî áîëüøå 3. Ïóñòü n = (22p − 1)/3. Äîêàæèòå, ÷òî

2n − 2 äåëèòñÿ íà n.
3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà ðåêêóðåíòíîé ôîðìóëîé: a1 = 29, a2 =

2013, an+2 = a2
n+1 + a2

n. Äîêàæèòå, ÷òî íè îäèí èç ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå
äåëèòñÿ íà 239.
4. à) Íàéòè êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 601 ñðåäè îñòàòêîâ

îò 1 äî 300.
á) Ê ñêîëüêèì êâàäðàòè÷íûì âû÷åòàì ïðè äîáàâëåíèè 1 ïîëó÷èòñÿ êâàäðàòè÷íûé
âû÷åò?
5. à) Ïóñòü p = 4k+3 � ïðîñòîå ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò

ïî ìîäóëþ p. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ êâàäðàòûõ êîðåé èç a ïî ìîäóëþ p.
á) Åñëè ïðîñòîå p èìååò âèä 3k + 2, òî ëþáîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì âû-
÷åòîì. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ êóáè÷åñêîãî êîðíÿ èç a.
6. Ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî p èìååò âèä 3k+ 1. à) Äîêàæèòå, ÷òî íàä Fp ìíîãî÷ëåí

x3 − 1 èìååò 3 êîðíÿ.
á) Ñêîëüêî âñåãî êóáè÷åñêèõ âû÷åòîâ áóäåò â ïî ìîäóëþ p? â) Âû÷åò b êóáè÷åñêèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b

p−1
3 ≡ 1 (mod p).

7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, m è n òàêîâû, ÷òî n2 = 15x+16y è m2 = 16x−15y.
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü ìèíèìóì èç
m è n.
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Òåîðåìà Âèåòà è cèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. 12 èþëÿ

Ïåðâîå îòäåëåíèå

1.1 Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà m-õ ñòåïåíåé êîðíåé ïðèâåäåííîãî êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì äëÿ ëþáîãî íàòó-
ðàëüíîãî m.

1.2 à) Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòîâ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x3 + x2 + 7x+ 1.

á) Íàéäèòå ñóììó êóáîâ åãî êîðíåé.

1.3 Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íåíóëåâûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà
a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn, ÷òî

(x2−a1x+b1)(x
2−a2x+b2) · · · (x2−anx+bn) = (x−a1)(x−a2) · · · (x−an)(x−b1)(x−b2) · · · (x−bn).

1.4 Â êëåòêàõ òàáëèöû 3×3 ðàññòàâëåíî 9 ÷èñåë, ïðè÷åì ñóììû ÷èñåë â ñòðîêàõ
è â ñòîëáöàõ òàáëèöû ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäå-
íèé ÷èñåë â ñòðîêàõ òàáëèöû ðàâíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé ÷èñåë â ñòîëáöàõ
òàáëèöû.

1.5 Áóäåì íàçûâàòü ðàçìåðîì ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñóììó òðåõ åãî
èçìåðåíèé � äëèíû, øèðèíû è âûñîòû. Ìîæåò ëè â íåêîòîðîì ïðÿìîóãîëü-
íîì ïàðàëëåëåïèïåäå ïîìåñòèòüñÿ áîëüøèé ïî ðàçìåðó ïðÿìîóãîëüíûé ïà-
ðàëëåëåïèïåä?

Âòîðîå îòäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå: Ìíîãî÷ëåí P (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñ-
ëè P (x1, x2, . . . , xn) = P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n)) äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ :
{1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí x4y+y4x+x4z+z4x+y4z+z4y
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, à ìíîãî÷ëåíû x2y+y2z+z2x è x2+y3+z2 - íåò. Ýëåìåí-
òàðíûì ñèììåòðè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè k îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn
íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

ek(x1, x2, . . . , xn) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
xi1xi2 · · ·xik.

Â ÷àñòíîñòè, e1(x1, x2, . . . , xn) = x1 +x2 + · · ·+xn è en(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · ·xn.
Ìû òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî e0 = 1.

2.1 Òåîðåìà Âèåòà

Åñëè ìíîãî÷ëåí xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 èìååò êîðíè α1, α2, . . . , αn (ñ

ó÷åòîì êðàòíîñòåé), òî an−k = (−1)kek(α1, α2, . . . , αn).
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2.2 Ó ìíîãî÷ëåíà xn +an−1x
n−1 + · · ·+a2x

2 +a1x+ 1 âñå êîðíè - ïîëîæèòåëüíûå
äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî |ak| + |an−k| ≥ 2Ck

n äëÿ ëþáîãî 0 ≤
k ≤ n.

2.3 à) Ïóñòü pm(x1, x2, . . . , xn) = xm1 + xm2 + · · ·+ xmn . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî m âûïîëíåíî mem =
m∑
r=1

(−1)r−1prem−r (ôîðìóëà Íüþòîíà).

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà m-õ ñòåïåíåé êîðíåé óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öå-
ëûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m.

Òðåòüå îòäåëåíèå

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ
Ìíîãî÷ëåí P (x1, x2, . . . , xn) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷å-

ñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí Q(y1, y2, . . . , yn) ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî

P (x1, x2, . . . , xn) = Q(e1(x1, x2, . . . , xn), e2(x1, x2, . . . , xn), . . . , en(x1, x2, . . . , xn)).

Îïðåäåëåíèå: Äëÿ ñòðî÷åê α = (a1, a2, . . . , an) è β = (b1, b2, . . . , bn), ãäå ai è bi
- íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî α áîëüøå β â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå è ïèñàòü α � β, åñëè α 6= β è ai > bi äëÿ íàèìåíüøåãî i,
òàêîãî ÷òî ai 6= bi .

3.1 à) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ α 6= β âûïîëíåíî ðîâíî îäíî èç óñëîâèé α � β è β � α.

á) Ïîêàæèòå, ÷òî α � β è β � γ ⇒ α � γ.

á) Ïîêàæèòå, ÷òî α � β è α′ � β′ ⇒ α + α′ � β + β′ (ñëîæåíèå α è β

ïðîèçâîäèòñÿ ïîêîìïîíåíòíî).

3.2 Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîé áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αn},
÷òî α1 � α2 � · · ·αn � · · · .
Îïðåäåëåíèå: Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P (x1, x2, . . . , xn) ñòàðøåé ñòåïåíüþ íà-
çûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå òàêàÿ ñòðî÷êà α =
(a1, a2, . . . , an), ÷òî îäíî÷ëåí x

a1
1 x

a2
2 · · ·xann âõîäèò â P ñ íåíóëåâûì êîýôôè-

öèåíòîì.

3.3 à) Äîêàæèòå, ÷òî ñòàðøàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà PQ ðàâíà ñóììå ñòàðøåé ñòå-
ïåíè ìíîãî÷ëåíà P è ñòàðøåé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà Q.

á) Ïóñòü α = (a1, a2, . . . , an) - ñòàðøàÿ ñòåïåíü ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
P . Äîêàæèòå, ÷òî a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an.
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â) Ïóñòü α = (a1, a2, . . . , an) è a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà ñòðî÷êà
ÿâëÿåòñÿ ñòàðøåé ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà

e1(x1, x2, . . . , xn)α1−α2e2(x1, x2, . . . , xn)α2−α3 · · · en−1(x1, x2, . . . , xn)αn−1−αnen(x1, x2, . . . , xn)αn .

ã) Äîêàæèòå îñíîâíóþ òåîðåìó î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

3.4 Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îò êîðíåé óíè-
òàðíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Ïîêàçàòåëè è ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. 14 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå: Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è n íàèìåíüøåå
òàêîå íàòóðàëüíîå t, ÷òî at ≡ 1 (mod n), íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì ÷èñëà a
ïî ìîäóëþ n. Åñëè ïîêàçàòåëü ðàâåí φ(n), òî îñòàòîê a íàçûâàåòñÿ ïåðâî-
îáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ n.

1 à) Äîêàæèòå, ÷òî ad ≡ 1 (mod n)⇔ d äåëèòñÿ íà t.

á) Äîêàæèòå, ÷òî φ(an − 1) äåëèòñÿ íà n.

â) Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p è q, òàêèå ÷òî 2p − 1 äåëèòñÿ íà q è 2q − 1 äåëèòñÿ
íà p

ã) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà 22n + 1 èìååò âèä 2n+1x+ 1
è âûâåäèòå áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë òàêîãî âèäà (äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîãî n).

ä) Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïðîñòîãî p äîêàæèòå áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë âèäà 2px + 1 (Ïîäñêàçêà: Ïîñìîòðèòå íà ïðîñòûå äåëèòåëè ap−1

a−1 ,
íå äåëÿùèå a− 1).

2 à) Äîêàæèòå, ÷òî n =
∑
d|n

φ(d) (Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå äðîáè 1
n ,

2
n , . . . ,

n
n).

Äëÿ ñëåäóþùèõ ïóíêòîâ âñïîìèíàåì ïðî ìíîãî÷ëåíû íàä Fp.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî d ñóùåñòâóåò íå áîëåå d îñòàòêîâ (ïî ìîäóëþ
p) ïîêàçàòåëÿ, äåëÿùåãî d.

â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ d|p − 1 ñóùåñòâóåò ðîâíî d îñòàòêîâ (ïî ìîäóëþ p)
ïîêàçàòåëÿ, äåëÿùåãî d.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ d|p − 1 ñóùåñòâóåò ðîâíî φ(d) îñòàòêîâ ïîêàçàòåëÿ d
ïî ìîäóëþ p (â ÷àñòíîñòè φ(p − 1) > 0, òàê ÷òî ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ ñóùåñòâóþò).
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3 à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, . . . , p− 1 ìîæíî ðàññòàâèòü ïî îêðóæíîñòè òàê,
÷òî êâàäðàò ëþáîãî ÷èñëà áóäåò ñðàâíèì ïî ìîäóëþ p ñ ïðîèçâåäåíèåì åãî
ñîñåäåé.

á) Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî d íàéäèòå

p−1∑
n=0

nd (mod p).

â) Ïðè ïîìîùè ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé äîêàæèòå, ÷òî (ap) ≡ a
p−1
2 (mod p).

4 à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíûõ u, r (u íå äåëèòñÿ
íà p) ÷èñëî (1 + pu)p

r − 1 äåëèòñÿ íà pr+1, íî íå íà pr+2.

à) Ïóñòü g - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p. Äîêà-
æèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë g è g + p ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì
ïî ìîäóëþ pα äëÿ ëþáîãî α.

á) Ïóñòü g - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pα. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç
÷èñåë g è g + pα áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 2pα.

5 Àëåêñàíäð Ëüâîâè÷ çàäóìàë s íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è âûïèñàë íà äîñêó âñå
èõ ïîïàðíûå ñóììû, â òîì ÷èñëå ñóììû ÷èñëà ñ ñàìèì ñîáîé. Äëÿ êàêîãî
íàèáîëüøåãî s ìîãëî òàê îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå âûïèñàííûå ÷èñëà äàþò ðàçíûå
îñòàòêè ïî ìîäóëþ p(p− 1) (p - ïðîñòîå ÷èñëî)?

Àëãåáðàè÷åñêèå è öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. 15 èþëÿ

Ïåðâîå äåéñòâèå

Îïðåäåëåíèå: Êîìïëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè; öåëûì àëãåáðà-
è÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óíèòàðíîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè; òðàíñöåíäåíòíûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì.
×èñëà e è π òðàíñöåíäåíòíû, íî äîêàçàòü ýòî î÷åíü íåïðîñòî.

1.1 Îïèøèòå íàèìåíüøåå ÷èñëîâîå ïîëå, ñîäåðæàùåå π.

1.2 Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ îäíîâðåìåííî ðàöèîíàëüíûì è öåëûì àë-
ãåáðàè÷åñêèì, ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

1.3 Äîêàæèòå ñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë è âûâåäèòå îòñþäà áåñ-
êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë.
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1.4 à) Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ Áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî α õîðîøî ïðè-
áëèæàåìûì, åñëè îíî íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì è äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ
N, n íàéäåòñÿ òàêîå ðàöèîíàëüíîå p

q , ÷òî |α −
p
q | <

1
Nqn . Äîêàæèòå, ÷òî âñå

õîðîøî ïðèáëèæàåìûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè.

á) Ïîñòðîéòå ïðèìåð õîðîøî ïðèáëèæàåìîãî ÷èñëà.

1.5 à) Ïóñòü p(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) - ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà

∏
1≤i<j≤n

(x− αiαj) âñå êîýôôèöèåíòû

òàêæå öåëûå.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷è-
ñåë òàêæå ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì.

â) Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà îáðàçóþò ïîëå.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè, à êîðíè âñåõ óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ÷èñëàìè.

Âòîðîå äåéñòâèå

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà α, β ñðàâíèìû
ïî ìîäóëþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n è ïèñàòü α ≡ β (mod n), åñëè ÷èñëî α−β

n

ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì.

2.1 Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òàêèõ ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ.

1) α ≡ β (mod n) è β ≡ γ (mod n)⇒ α ≡ γ (mod n).

2) α ≡ β (mod n) ⇒ p(α) ≡ p(β) (mod n) äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p(x) ñ
öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

3) Åñëè α è β - öåëûå ÷èñëà, òî ñðàâíèìîñòü ïî ìîäóëþ n â îïðåäåëåííîì
âûøå ñìûñëå ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ n.

2.2 Ïóñòü ζ = cos(2π
8 ) + i sin(2π

8 ).

à) Ïîêàæèòå, ÷òî ζ ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî ïðîñòîãî p âûïîëíåíà öåïî÷êà ñðàâ-
íåíèé (ïî ìîäóëþ p) è ðàâåíñòâ ζp + ζ−p ≡ (ζ + ζ−1)p = 2

p−1
2 (ζ + ζ−1) ≡

(2
p)(ζ + ζ−1).

â) Äîêàæèòå, ÷òî (2
p) = 1, åñëè p ≡ ±1 (mod 8), è (2

p) = −1, åñëè p ≡ ±3
(mod 8).

2.3 Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, çàäàííóþ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a0 =
3, a1 = 0, a2 = 2 è ñîîòíîøåíèÿìè an = an−2 + an−3.
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à) Ïóñòü α, β, γ - êîðíè ìíîãî÷ëåíà x3−x−1. Äîêàæèòå, ÷òî an = αn+βn+γn.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ap äåëèòñÿ íà p äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p, èñïîëüçóÿ ñðàâíè-
ìîñòü öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ p.

â) Äîêàæèòå òîò æå ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíîé èíòåðïðåòàöèèè:
an åñòü êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçðåçàòü êëåò÷àòîå êîëüöî èç n êëåòîê íà äî-
ìèíîøêè è òðèìèíîøêè.

Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè Äëÿ ðàçëè÷íûõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ p è
q âûïîëíåíî (pq )(

q
p) = (−1)

p−1
2

q−1
2 .

2.4 Ïóñòü ζ = cos(2π
p ) + i sin(2π

p ). Äëÿ 1 ≤ a ≤ p− 1 îáîçíà÷èì ga =

p−1∑
k=1

(
k

p

)
ζak.

×èñëà ga íàçûâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ñóììàìè Ãàóññà.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà ga ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ga = (ap)g1.

â) Äîêàæèòå, ÷òî g2
1 = (−1)

p−1
2 p. (Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå âûðàæåíèå

p−1∑
a=1

gag−a è äîêàæèòå, ÷òî îíî îäíîâðåìåííî ðàâíî è (−1
p )(p−1)g2

1, è p(p−1))

ã) Äîêàæèòå öåïî÷êó ñðàâíåíèé (ïî ìîäóëþ q) è ðàâåíñòâ(
q

p

)
g1 = gq ≡ gq1 = ((−1)

p−1
2 p)

q−1
2 g1 ≡ (−1)

p−1
2

q−1
2

(
p

q

)
g1.

ä) Âûâåäèòå êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè.

Ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè, êîðíè èç åäèíèöû è ìíîãî÷ëåíû
äåëåíèÿ êðóãà.

19 èþëÿ

Âñïîìèíàåì: Ó ìíîãî÷ëåíà zn − 1 åñòü n ðàçëè÷íûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé,
à èìåííî ÷èñëà âèäà cos(2πk

n ) + i sin(2πk
n ) äëÿ 0 ≤ k ≤ n − 1, êîòîðûå íà-

çûâàþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû . Ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ðàñïîëàãàþòñÿ
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è îáðàçóþò ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê. Êîðåíü èç
åäèíèöû ζ ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè ζm 6= 1 äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî 0 < m < n.
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1 à) Ïóñòü ζ - êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n, ζ 6= 1. Íàéäèòå 1+ζ+ζ2+· · ·+ζn−1.

á) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïðèìèòèâíûõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n.

â) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, ðàâåí 1.
Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé îò ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû A äî âñåõ
îñòàëüíûõ âåðøèí ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

2 à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ìíîãî÷ëåí xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1
íåïðèâîäèì íàä Z (Ïîäñêàçêà: âñïîìèíàåì êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà).

á) Â ðàâíîóãîëüíîì p-óãîëüíèêå (p - ïðîñòîå) äëèíû âñåõ ñòîðîí ðàöèîíàëü-
íû. Äîêàæèòå, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì.

3 Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàñêðàøåíû â íåñêîëüêî (áîëüøå îä-
íîãî) öâåòîâ, òàê ÷òî âñå âåðøèíû êàæäîãî öâåòà òàêæå îáðàçóþò ïðàâèëü-
íûé ìíîãîóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ îäíîöâåòíûõ ïðàâèëüíûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ íàéäóòñÿ äâà ðàâíûõ.

Îïðåäåëåíèå: Ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà - ýòî Φn(x) = (x − ζ1)(x −
ζ2) · · · (x− ζφ(n)), ãäå ζ1, ζ2, . . . , ζφ(n) - âñå ïðèìèòèâíûå êîðíè n-é ñòåïåíè èç
1.

4 à) Äîêàæèòå, ÷òî xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

á) Äîêàæèòå, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Φn(x) - öåëûå ÷èñëà.

â) Íàéäèòå Φn(x) äëÿ âñåõ n < 12.

5 ×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Äèðèõëå: Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàé-
äåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà nk + 1.

à) Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû C(x) è D(x) c öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè âçàèìíî ïðî-
ñòû. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïðîñòûõ p çíà÷åíèÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ â îäíîé öåëîé òî÷êå íå ìîãóò îäíîâðåìåííî äåëèòüñÿ íà p.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïðîñòûõ p âûïîëíåíî p|Φn(a)⇒ n
ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì a ïî ìîäóëþ p⇒ p = nk + 1.

ã) Äîêàæèòå ïðèâåäåííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Äèðèõëå.

6 Íåïðèâîäèìîñòü Φn(x)

à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü íåïðèâîäèìîñòü Φn(x) íàä Z,
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x) - íåïðèâîäèìûé íàä Z ìíîæèòåëü Φn(x),
ζ - êîðåíü f(x), p - ïðîñòîå ÷èñëî, íå äåëÿùåå n, òî ζp - òîæå êîðåíü f(x).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü α1 = ζ, α2, . . . , αk - âñå êîðíè f(x).
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á) Äîêàæèòå, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà g(x) = (x−αp1)(x−αp2) · · · (x−αpk) âñå êîýô-
ôèöèåíòû öåëûå è îí âçàèìíî ïðîñò ñ f(x).

Ïóñòü βi = αpi (1 ≤ i ≤ k). Îáîçíà÷èì âñå îñòàâøèåñÿ êîðíè ñòåïåíè n èç
åäèíèöû (êðîìå αi è βi) ÷åðåç γ1, . . . , γm. Ïóñòü

A =
∏

1≤i<j≤k

(αi − αj)2, B =
∏

1≤i<j≤k

(βi − βj)2, C =
∏

1≤i<j≤m
(γi − γj)2,

D =
∏

1≤i≤k, 1≤j≤k

(αi−βj)2, E =
∏

1≤i≤k, 1≤j≤m

(βi−γj)2, F =
∏

1≤i≤k, 1≤j≤m

(αi−γj)2.

â) Äîêàæèòå, ÷òî A,B,C,D,E, F - öåëûå ÷èñëà è |ABCDEF | = nn.

ã) Äîêàæèòå öåïî÷êó ðàâåíñòâ è ñðàâíåíèé (ïî ìîäóëþ p) öåëûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ÷èñåë D = (f(αp1)f(αp2) · · · f(αpk))

2 ≡ (f(α1)
pf(α2)

p · · · f(αk)
p)2 = 0.

ä) Ïîëó÷èòå ïðîòèâîðå÷èå è òåì ñàìûì çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî íåïðèâî-
äèìîñòè Φn(x).

Ïîëå, êîíå÷íîå ïîëå. 21 èþëÿ

Êâàçèîïðåäåëåíèå: Áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïîëåïðèãîäíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîëå èç n ýëåìåíòîâ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: à êàêèå ÷èñëà ÿâëÿ-
þòñÿ ïîëåïðèãîäíûìè? Ìû çíàåì, ÷òî â ÷àñòíîñòè âñå ïðîñòûå ÿâëÿþòñÿ.

1 à) ßâëÿåòñÿ ëè ïîëåïðèãîäíûì ÷èñëî 4?

á) À ÷èñëî 6?

2 Ïóñòü F - ïîëå èç n ýëåìåíòîâ.

à) Äîêàæèòå, ÷òî gn−1 = 1 äëÿ ëþáîãî g ∈ F , g 6= 0. (Ïîäñêàçêà: âñïîìèíàåì
ëèñòîê ïðî ãðóïïû)

á) Äîêàæèòå, ÷òî â F åñòü ðîâíî φ(n−1) ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé, òî åñòü òàêèõ
g ∈ F, g 6= 0, ÷òî gm 6= 1 äëÿ 0 < m < n− 1.

3 Ïóñòü n - ïîëåïðèãîäíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîêðàñèòü âñå ðåáðà
ïîëíîãî ãðàôàK íà n2 âåðøèíàõ â n+1 öâåò, òàê ÷òîáû â ëþáîì îäíîöâåòíîì
ñâÿçíîì ïîäãðàôå ãðàôà K ñîäåðæàëîñü áû íå áîëåå n âåðøèí.
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4 Ëàòèíñêèå êâàäðàòû

Ëàòèíñêèì êâàäðàòîì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ êâàäðàò n × n, â êëåòêàõ êî-
òîðîãî ðàññòàâëåíû ÷èñëà {0, 1, . . . , n − 1}, òàê ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå è
â êàæäîé ñòðîêå âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Äâà ëàòèíñêèõ êâàäðàòà íàçûâàþò-
ñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè ïðè íàëîæåíèè îäíîãî íà äðóãîé êàæäàÿ èç ïàð
(i, j), 0 ≤ i ≤ n − 1, 0 ≤ j ≤ n − 1 âñòðå÷àåòñÿ â êëåòêàõ îáðàçîâàâøåãîñÿ
êâàäðàòà ðîâíî îäèí ðàç.

à) Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ âûáðàòü áîëåå ÷åì n − 1 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ
ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ïîðÿäêà n.

á) Ïóñòü n - ïîëåïðèãîäíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü n − 1 ïî-
ïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ëàòèíñêèõ êâàäðàòîâ ïîðÿäêà n.

5 Êîíå÷íûå ïëîñêîñòè

Êîíå÷íîé àôôèííîé ïëîñêîñòüþ ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî èç n2

ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì âûäåëåí íåêîòîðûé íàáîð n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
(ïðÿìûõ), òàê ÷òî ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ëþ-
áûå äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå, è ÷åðåç
ëþáóþ òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äàííîé.

à) Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé àôôèííîé ïëîñêîñòè ïîðÿäêà n äëÿ
ëþáîãî ïîëåïðèãîäíîãî ÷èñëà n.

á) Ïóñòü n - ïîëåïðèãîäíîå ÷èñëî. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû n2 òî÷åê. Êàæäûå äâå
èç íèõ ñîåäèíåíû îòðåçêîì, ïðè÷åì îòðåçêè íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.
Êàæäûé îòðåçîê ïîêðàøåí â îäèí èç n − 1 öâåòîâ. Ïåòÿ õî÷åò ïîêðàñèòü
êàæäóþ òî÷êó â îäèí èç ýòèõ öâåòîâ òàê, ÷òîáû íå íàøëîñü äâóõ òî÷åê è
îòðåçêà ìåæäó íèìè, îêðàøåííûõ â îäèí öâåò. Âñåãäà ëè Ïåòå ýòî óäàñòñÿ?

Êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
èç n2+n+1 ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì âûäåëåí íåêîòîðûé íàáîð n+1-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ (ïðÿìûõ), òàê ÷òî ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé è ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå.

â) Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïîðÿäêà n äëÿ
ëþáîãî ïîëåïðèãîäíîãî ÷èñëà n.

ã) Ïóñòü n - ïîëåïðèãîäíîå ÷èñëî. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæ-
íî îòìåòèòü â êâàäðàòå n2 + n+ 1× n2 + n+ 1, ÷òîáû íèêàêèå ÷åòûðå îòìå-
÷åííûå êëåòêè íå îáðàçîâûâàëè ïðÿìîóãîëüíèê?

6 Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî p2 ÿâëÿåòñÿ ïîëåïðèãîäíûì äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p.
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Ðàçãîâîð ïðî êîíå÷íûå ïîëÿ (ñõåìà). 21 èþëÿ

Ïåðâàÿ ÷àñòü: Äîêàçûâàåì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïîëå F èç n ýëåìåíòîâ, òî
n = pk äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p.

Øàã 1.1: Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå òàêîå m, ÷òî
ñóììà m åäèíèö â F ðàâíà 0. Òîãäà m = p - ïðîñòîå, è F ñîäåðæèò ïîäïîëå,
èçîìîðôíîå Fp.

Øàã 1.2: Äîêàçûâàåì íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå ïðè ïîìîùè "âû÷åðïûâà-
íèÿ": íà k-ì øàãå ó íàñ åñòü ìíîæåñòâî èç pk ýëåìåíòîâ ïîëÿ. Åñëè â F åùå
îñòàëèñü ýëåìåíòû, òî ìû ðàñøèðÿåì âûáðàííîå ìíîæåñòâî äî pk+1 ýëåìåí-
òîâ.

Âòîðàÿ ÷àñòü: Ñóùåñòâóåò ïîëå èç pk ýëåìåíòîâ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
k.

Øàã 2.1: Äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ èç p2 ýëåìåíòîâ, ïðèñîåäèíÿÿ ê
Fp êâàäðàòíûé êîðåíü èç êàêîãî-òî êâàäðàòè÷íîãî íåâû÷åòà.

Øàã 2.2: Ïóñòü g(x) - íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä F . Òîãäà âñå îñòàòêè ïî
ìîäóëþ g îáðàçóþò ïîëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F . Íàïðèìåð,
ïðè F = R, g(x) = x2 + 1 ìû ïîëó÷àåì ðàñøèðåíèå, èçîìîðôíîå C.

Øàã 2.3: Ïðèìåíÿÿ îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó, ñòðîèì öåïî÷êó ðàñøèðå-
íèé F 1 ⊂ F 2 ⊂ · · · ⊂ F s, òàê ÷òî F 1 = Fp, äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k < s íàä
ïîëåì F k+1 ìíîãî÷ëåí xp

n − x ðàñêëàäûâàåòñÿ íà áîëüøåå ÷èñëî íåïðèâîäè-
ìûõ ìíîæèòåëåé, íåæåëè íàä ïîëåì F k+1, à íàä ïîëåì F s îí ðàñêëàäûâàåòñÿ
íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Øàã 2.4: Ïóñòü G = {α ∈ F s|αpn = α}. Òîãäà G çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (äëÿ ñëîæåíèÿ ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî Ck

pn

äåëèòñÿ íà p äëÿ ëþáîãî 0 < k < pn), òî åñòü îáðàçóåò ïîëå.

Øàã 2.5: ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî â G ñîäåðæèòñÿ ðîâíî pn ýëåìåíòîâ, òåïåðü
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ó xp

n − x íåò êðàòíûõ êîðíåé. Äëÿ ýòîãî ââîäèì
ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì: åñëè p(x) = anx

n + an−1x
n−1 +

· · ·+ a2x
2 + a1x+ a0, òî p

′(x) := nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ 2a2x+ a1

è âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà (p1p2)
′ = p′1p2 + p1p

′
2.
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Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè Ãàóññà. 22 èþëÿ

(Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè Ãàóññà.) Äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ íå÷åò-

íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p è q èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(
q
p

)
·
(
p
q

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

Äîêàçàòåëüñòâî 1 áûëî ëèñòî÷êàõ ïðî àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ïàðîé (a, b) òàêîé îñòàòîê s ïðè äåëåíèè íà pq, ÷òî âûïîë-

íåíû s ≡ a (mod p) è s ≡ b (mod q).
Äîêàçàòåëüñòâî 2.
1. Ðàññìòîðèì äâà ïîäìíîæåñòâà îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ pq

S = {(a, b) : a = 1, 2, . . . , p− 1; b = 1, . . .
q − 1

2
}

T = {(c mod p, c mod q) : (c, pq) = 1, c = 1, 2, . . . ,
pq − 1

2
}.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ îñòàòêîâ â äâóõ ìíîæåñòâàõ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî
îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.
2. Äîêàæèòå, ÷òî

à)
∏

(a,b)∈S

(a, b) ≡ ((p− 1)!
q−1
2 , ((q − 1)/2)!p−1) (mod pq);

á)
∏
c∈S

≡
(1 · 2 . . . · p− 1) · (p+ 1 · . . . 2p− 1) . . . (. . . · · · q−1

2 p− 1)(. . . · q−1
2 p+ p−1

2 )

q · 2q · . . . p−1
2 q

≡

(p− 1)!
q−1
2

(
q

p

)
(mod p)

â)
∏
c∈S

≡ ((p− 1)!
q−1
2

(
q

p

)
, (q − 1)!

p−1
2

(
p

q

)
) (mod pq);

ã) Âûâåäèòå èç ýòèõ ñðàâíåíèé êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî 3.
3. Óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî íå÷åòíîìó ïðî-

ñòîìó ìîäóëþ p íà âû÷åò a 6≡ 0 (mod p) ïðîèçâîäèò â íåé ïåðåñòàíîâêó.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ

ïîäñòàíîâêà ÷åòíà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî îíà íå÷åòíà.
4.Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì äâà ìíîæå-

ñòâà M = {0, 1, . . . , pq − 1} è M = Fp × Fq, ãäå Fp � ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.
Êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ M ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðó x = (xp, xq) ∈ M , ãäå
xp ≡ x (mod p) è xq ≡ x (mod q). Çàìåòèì (ïîéìèòå ýòî!), ÷òî äàííîå îòîáðàæå-
íèå áóäåò áèåêöèåé ìåæäó M è M .

Ðàññìîòðèì ïàðó îòîáðàæåíèé f, g : M → M , çàäàííóþ ñëåäóþùèìè ðàâåí-
ñòâàìè: f(a, b) = a+ pb è g(a, b) = qa+ b. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì îòîáðàæåíèÿ èç
M â M ìû òàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè f è g.
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à) Äîêàæèòå, ÷òî f è g � ïåðåñòàíîâêè íà ìíîæåñòâå M .

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàíîâêà f ÷åòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(
p
q

)
= 1.

â) Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó f ◦ g−1 íà ìíîæåñòâå M . Âû÷èñëèòå ÷èñëî èíâåð-
ñèé ýòîé ïåðåñòàíîâêè.

ã) (Äîêàçàòåëüñòâî Çîëîòàð¼âà.) Ïðè ïîìîùè ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ äîêà-
æèòå êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè:(

q

p

)
·
(
p

q

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

5. Ïóñòü x1 = 1, y1 = 100, xn+1 = x237
n + yn, yn+1 = y237

n + xn. Äîêàæèòå, ÷òî
xnyn íå äåëèòñÿ íà 239 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.

Èç íåâîøåäøåãî. Ãàóññîâû ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Ãàóññîâûìè ÷èñëàìè íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà a+
bi, ãäå a è b öåëûå. Ãàóññîâû ÷èñëà îáðàçóþò êîëüöî, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ Z[i].

Îïðåäåëåíèå. Íîðìîé ãàóññîâà ÷èñëà α = a + bi íàçûâàåòñÿ ÷èñëî N(α) =
αα = a2 + b2

Îïðåäåëåíèå. Ãàóññîâî ÷èñëî α äåëèòñÿ íà ãàóññîâî ÷èñëî β, åñëè ñóùåñòâóåò
òàêîå ãàóññîâî ÷èñëî γ, ÷òî α = βγ.

Îïðåäåëåíèå. Ãàóññîâî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè íà íåãî äåëèòñÿ
åäèíèöà, è íåîáðàòèìûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1. Íàéäèòå âñå îáðàòèìûå ãàóññîâû ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Íåîáðàòèìîå ãàóññîâî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ãàóññîâûì

åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåîáðàòèìûõ ãàóññîâûõ
÷èñåë.

2. (Äåëåíèå ñ îñòàòêîì) Äàíû äâà ãàóññîâûõ ÷èñëà α è β. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóþò òàêèå ãàóññîâû ÷èñëà γ è δ, ÷òî α = γβ + δ è N(δ) < N(β).

Âîîáùå ãîâîðÿ, â êîëüöå ãàóññîâûõ ÷èñåë äåëåíèå ñ îñòàòêîì íå îäíîçíà÷íîå.
Òåì íå ìåíåå, îíî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ íàè-
áîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ â êîëüöå Ãàóññîâûõ ÷èñåë.

3. Íàéäèòå íàèáîëüøèé äåëèòåëü ãàóññîâûõ ÷èñåë 3 + 4i è 11 + 13i.

4. à) (Ãëàâíîèäåàëüíîñòü) Ïóñòü α � ïðîñòîå ãàóññîâî ÷èñëî è βγ äåëèòñÿ
íà α. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà β äåëèòñÿ íà α èëè γ äåëèòñÿ íà α.
á) (Ôàêòîðèàëüíîñòü) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ãàóññîâî ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé è óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûå.

5. à) Ïóñòü p � öåëîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî îíî ïðîñòîå ãàóññîâî
÷èñëî, ëèáî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (a+ bi)(a− bi).
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á) Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+ 3. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
ãàóññîâûì ÷èñëîì.

â) Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+1. Äîêàæèòå, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
ãàóññîâûì ÷èñëîì. (Óêàçàíèå: âñïîìíèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãàóñññîâî ÷èñëî a+
bi, íîðìà êîòîðîãî íà p äåëèòñÿ, à äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòü � íåò)
6. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + 1 = y3.
7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x2 + 2y2 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äà¼ò îñòàòêè 1 èëè 3 ïðè äåëåíèè íà 8.
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Êîìáèíàòîðèêà.

Ñåòè Ôîðäà è Ôàëêåðñîíà. 6 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî âåðøèí V , â êîòîðîì âûäåëåíû äâå
âåðøèíû: s (âõîä) è t (âûõîä). Ïóñòü îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ c : V ×V → R, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

c(x, y) ≥ 0, c(x, s) = 0, c(t, y) = 0

äëÿ ëþáûõ âåðøèí x, y ∈ V . Òîãäà G = (V, s, t, c) � ñåòü, ôóíêöèÿ c íàçûâàåòñÿ
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ñåòè G.

Ìíîæåñòâî A(G) = {(x, y) : c(x, y) > 0} íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñòðåëîê

ñåòè G.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ñåòü. Ôóíêöèÿ f : V ×V → R íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì
â ñåòè G, åñëè f óäîâëåòâîðÿåò òðåì óñëîâèÿì äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V è v ∈ V \{s, t}:

f(x, y) ≤ c(x, y), f(x, y) = −f(y, x),
∑
z∈V

f(v, z) = 0.

×èñëî |f | =
∑

x∈V f(s, x) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîòîêà. Ïîòîê â ñåòè G ñ
ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ñåòü, à ìíîæåñòâî åå âåðøèí V ðàçáèòî íà äâà
íåïåðñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà S è T òàêèõ, ÷òî s ∈ S è t ∈ T . Òîãäà (S, T ) �
ðàçðåç ñåòè G.

Âåëè÷èíà c(S, T ) =
∑

x∈S,y∈T c(x, y) íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàç-

ðåçà. Ëþáîé ðàçðåç ñåòè G ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì.

Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f â ñåòè G âåëè÷èíà f(S, T ) =
∑

s∈S,y∈T f(x, y) íàçûâàåòñÿ
ïîòîêîì ÷åðåç ðàçðåç (S, T ).

1. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f è ðàçðåçà (S, T ) ñåòè G äîêàæèòå, ÷òî |f | = f(S, T ).

2. (Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.) Â ñåòè G ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ c
çàäàí ïîòîê f . Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1◦ ïîòîê f ìàêñèìàëåí;

2◦ ñóùåñòâóåò ðàçðåç (S, T ) òàêîé, ÷òî |f | = c(S, T );

3◦ â îñòàòî÷íîé ñåòè íåò äîïîëíÿþùåãî ïóòè.

Ñëåäñòâèå. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.
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3. Ïóñòü (S1, T1) è (S2, T2) � ìèíèìàëüíûå ðàçðåçû â ñåòè G. Äîêàæèòå, ÷òî
ðàçðåçû (S1 ∩ S2, T1 ∪ T2) è (S1 ∪ S2, T1 ∩ T2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè.
4. Äîêàæèòå, ÷òî â öåëî÷èñëåííîé ñåòè (ò. å. â ñåòè, ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè

âñåõ ðåáåð êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè) ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê,
ïðè÷åì ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ äàííîé ñåòè íàéäåòñÿ öåëî÷èñëåííûé.

Âûâåäåòå èç òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
5. (�Ðåáåðíàÿ òåîðåìà Ìåíãåðà.�) Äàíû ãðàôG è åãî âåðøèíû u è v. Ïóñòü

ïðè óäàëåíèè ëþáûõ k − 1 ðåáåð â îñòàâøåìñÿ ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó u
è v. Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò k ïóòåé ìåæäó u è v, íå èìåþùèå îáùèõ ðåáåð.
6. (Òåîðåìà Õîëëà.) Åñëè â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ äîëÿìè A è B äëÿ ëþáîãî

ìíîæåñòâà èç k âåðøèí V ⊆ A ñóùåñòâóåò íå ìåíåå k âåðøèí äîëè B, ñìåæíûõ
õîòÿ áû ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà V , òî ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå, ñîäåðæà-
ùåå âñå âåðøèíû èç A.
7. (Òåîðåìà Ê¼íèãà.) Íà êëå÷àòîé ïëîñêîñòè ðàññòàâëåíî íåñêîëüêî ëàäåé.

Òîãäà íàèáîëüøåå ÷èñëî íåáüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü
èç íèõ, ðàâíî íàèìåíüøåìó ÷èñëó ëèíèé (ñòîëáöîâ è ñòðîê), ïîêðûâàþùèõ âñå
äàííûå ëàäüè.
8. (�Âåðøèííàÿ� òåîðåìà Ìåíãåðà.) Ïóñòü âåðøèíû u è v íåñìåæíû è ïðè

óäàëåíèè ëþáûõ k− 1 âåðøèí â îñòàâøåìñÿ ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó u è v.
Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò k ïóòåé ìåæäó u è v, íå èìåþùèå îáùèõ âíóòðåííèõ
âåðøèí.

Èäåÿ ëîêàëüíîãî ïîðÿäêà 1: òåîðèÿ Ðàìñåÿ. 11 èþëÿ

1 Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 5 òî÷åê íà ïëîñêîñòè ìîæíî âûáðàòü 4, ÿâëÿþùèåñÿ
âåðøèíàìè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

2 à) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 6 ÷åëîâåê ìîæíî âûáðàòü èëè òðåõ ïîïàðíî çíà-
êîìûõ, èëè òðåõ ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 9 ÷åëîâåê ìîæíî âûáðàòü èëè òðåõ ïîïàðíî çíà-
êîìûõ, èëè ÷åòûðåõ ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

â) Ñòåïàí Þðüåâè÷, íåçíàêîìûé ñ âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé íàøåé ãðóïïû
ïðîôè, òåì íå ìåíåå èìååò ñìåëîñòü óòâåðæäàòü, ÷òî â íåé çàâåäîìî íàéäóòñÿ
ëèáî ÷åòûðå ÷åëîâåêà, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ êîãäà-íèáóäü ñèäåëè çà îäíîé
ïàðòîé, ëèáî ÷åòûðå ÷åëîâåêà, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íèêîãäà íå ñèäåëè çà
îäíîé ïàðòîé. Ïðàâ ëè îí?

ã) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 2m+n ÷åëîâåê ìîæíî âûáðàòü èëè m ïîïàðíî
çíàêîìûõ, èëè n ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.
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Îïðåäåëåíèå: Íàèìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå R, ÷òî èç R ÷åëîâåê ìîæíî
âûáðàòü èëè m ïîïàðíî çíàêîìûõ, èëè n ïîïàðíî íåçíàêîìûõ, íàçûâàåòñÿ
÷èñëîì Ðàìñåÿ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R(m,n).

3 Íàéäèòå R(3, 3) è R(3, 4).

Áîëåå îáùå, ïóñòü ôèêñèðîâàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, . . . , ak. Òîãäà íàè-
ìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå R, ÷òî ïðè ðàñêðàñêå ïîëíîãî ãðàôà íà R âåð-
øèíàõ â k öâåòîâ íàéäåòñÿ ëèáî ïîëíûé îäíîöâåòíûé ïîäãðàô öâåòà 1 íà
a1 âåðøèíàõ, ëèáî ïîëíûé îäíîöâåòíûé ïîäãðàô öâåòà 2 íà a2 âåðøèíàõ,
..., ëèáî ïîëíûé îäíîöâåòíûé ïîäãðàô öâåòà k íà ak âåðøèíàõ, îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç R(a1, . . . , ak) è òàêæå íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ðàìñåÿ.

4 Òåîðåìà Ðàìñåÿ äëÿ ãðàôîâ Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå R(a1, . . . , ak) è

R(a1, . . . , ak) ≤ ka1+···+ak.

5 à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
N , ÷òî ïðè ëþáîì èñõîäå êðóãîâîãî òóðíèðà ñðåäè N êîìàíä ïî âîëëåéáîëó
ìîæíî âûáðàòü n êîìàíä, ñðåäè êîòîðûõ ïåðâàÿ âûèãðàëà ó âñåõ îñòàëüíûõ,
âòîðàÿ � âûèãðàëà ó âñåõ îñòàëüíûõ, êðîìå ïåðâîé, òðåòüÿ � âûèãðàëà ó
âñåõ êîìàíä, êðîìå ïåðâîé è âòîðîé, . . ., n-ÿ � âñåì ïðîèãðàëà.

á) Òåîðåìà Øóðà Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâó-
åò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî åñëè ïîêðàñèòü ÷èñëà 1, 2, . . . , N â n öâåòîâ,
òî íàéäóòñÿ òðè ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) x, y, z îäíîãî öâåòà, äëÿ
êîòîðûõ x+ y = z.

6 à) Êàæäîå èç 3-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A èç 444
...4

(m + n ÷åò-
âåðîê) ýëåìåíòîâ ïîêðàøåíî â êðàñíûé èëè â ñèíèé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî â
A ìîæíî âûáðàòü ëèáî m ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ âñå òðîéêè - êðàñíûå,
ëèáî n ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ âñå òðîéêè - ñèíèå (m,n ≥ 3).

á) Òåîðåìà Ðàìñåÿ äëÿ ãèïåðãðàôîâ Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
n1, . . . , nk, s ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , åñëè â ìíîæåñòâå èç N ýëåìåí-
òîâ ðàñêðàñèòü âñå s-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà â k öâåòîâ, òî äëÿ êàêîãî-òî
1 ≤ i ≤ k ìîæíî âûáðàòü ni ýëåìåíòîâ, ñðåäè êîòîðûõ âñå s-ýëåìåíòíûå
ïîäìíîæåñòâà ïîêðàøåíû â öâåò i.
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Ðàçáîð÷èâàÿ íåâåñòà. 14 èþëÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: Ïðèíöåññà âûáèðàåò ñåáå æåíèõà. Äëÿ ýòîãî ê íåé
ïðèåõàëè n öàðåâè÷åé, êîòîðûå âûñòðîèëèñü ïåðåä äâîðöîì â î÷åðåäü è
âõîäÿò çíàêîìèòüñÿ ñ ïðèíöåññîé ïî îäíîìó. Óçíàâ î÷åðåäíîãî ïðåòåíäåí-
òà, ïðèíöåññà ìîæåò ëèáî ïðèíÿòü åãî ïðåäëîæåíèå (è òîãäà íà ñëåäóþùèé
äåíü èãðàþò ñâàäüáó), ëèáî îòâåðãíóòü (è òîãäà ãîðäûé êîðîëåâè÷ óåçæàåò
íàâñåãäà). Ïîçíàêîìèâøèñü ñ äâóìÿ öàðåâè÷àìè, ïðèíöåññà ìîæåò ñêàçàòü
êòî èç íèõ ëó÷øå (ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ åñòåñòâåííîå ïðàâèëî, ÷òî åñëè
Èâàí-äóðàê ëó÷øå ÷åì Äæîí-äóðàê, à Äæîí-äóðàê ëó÷øå ÷åì Èîãàíí-äóðàê,
òî Èâàí-äóðàê ëó÷øå ÷åì Èîãàíí-äóðàê). Ïðèíöåññà õî÷åò âûáðàòü ñàìîãî
ëó÷øåãî æåíèõà, íî â êàêîì ïîðÿäêå îíè èçíà÷àëüíî ðàññòàâëåíû ïåðåä äâîð-
öîì, íå çíàåò. Áóäåì ñ÷èòàòü ýòîò ïîðÿäîê ñëó÷àéíûì. Êàê åé äåéñòâîâàòü,
÷òîáû èìåòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ âåðîÿòíîñòü ïîáåäèòü (òî åñòü âûáðàòü
ëó÷øåãî æåíèõà)?

1 Ðåøèòå ýòó çàäà÷ó ïðè n = 2, 3, 4.

2 Îáîçíà÷èì ÷åðåç gt âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè t-é ïî ñ÷åòó æåíèõ îêàçàë-
ñÿ ëó÷øå âñåõ ïðåäûäóùèõ, òî îí âîîáùå ëó÷øå âñåõ. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ
óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Âû÷èñëèòå gt.

3 à) Îáîçíà÷èì ÷åðåç ht âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè ïðèíöåññà ïðîïóñòèò ïåð-
âûõ t ïðåòåíäåíòîâ (ïðîñòî óçíàâ î íèõ êàêóþ-òî èíôîðìàöèþ), à äàëüøå
áóäåò äåéñòâîâàòü íåêèì îïòèìàëüíûì îáðàçîì (êîòîðîãî ìû ïîêà íå çíàåì,
íî êîòîðûé ñóùåñòâóåò) òî îíà ïîáåäèò. Äîêàæèòå, ÷òî h0 ≥ h1 ≥ h2 ≥ . . . ≥
hn−1 ≥ hn.

á) Âû÷èñëèòå hn, hn−1, hn−2

4 Ïîêàæèòå, ÷òî ñòðàòåãèÿ îïòèìàëüíûõ äåéñòâèé äëÿ ïðèíöåññû ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïóñòü s - íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî, ÷òî gs > hs. Òîãäà ïðèíöåññå
íóæíî ïðîïóñòèòü ïåðâûå s−1 ÷åëîâåê, à çàòåì âûáðàòü ïåðâîãî âñòðå÷íîãî,
êîòîðûé ñòàë óñëîâíî ëó÷øèì (òî åñòü ëó÷øå âñåõ ïðåäûäóùèõ).

×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó, îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü s. À äëÿ ýòîãî íóæíî íà-
ó÷èòüñÿ ñ÷èòàòü ht.

5 à) Äîêàæèòå, ÷òî h0 = h1 = h2 = . . . . = hs−1.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè t ≥ s, òî ht = 1
n + t

t+1ht+1.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè t ≥ s, òî ht = t
n(1

t + 1
t+1 + · · ·+ 1

n−1).

6 Ïîêàæèòå, ÷òî s � ýòî íàèìåíüøåå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî 1
s+ 1

s+1 +· · ·+
1

n−1 < 1. Åùå ðàç óáåäèòåñü â ïðàâèëüíîñòè íàøåãî îòâåòà ê ïåðâîé çàäà÷å è



26

îïðåäåëèòå îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå ïðèíöåññû è âåðîÿòíîñòü åå âûèãðûøà,
åñëè n = 5, 6, 7, 8.

Âîïðîñ äëÿ ðàçìûøëåíèÿ: Êàê õîòÿ áû ïðèáëèçèòåëüíî âû÷èñëèòü s è
hs−1 (íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà) äëÿ äàííîãî n?

Îòâåò äëÿ ðàçìûøëåíèÿ: Äëÿ áîëüøèõ n èìååò ìåñòî ïðèáëèçèòåëüíîå
ðàâåíñòâî s ≈ n

e , ñîîòâåòñòâåííî hs−1 ≈ 1
e .

Òåîðåìà Áðóêñà è òåîðåìà Òàòòà. 14-15 èþëÿ

1. Ïóñòü u è v � ýòî äâå íåñìåæíûå âåðøèíû ãðàôà G. Äîêàæèòå, ÷òî G −
u − v ñâÿçåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u è v ÿâëÿþòñÿ âèñÿ÷èìè âåðøèíàìè
íåêîòîðîãî îñòîâíîãî äåðåâà ãðàôà G.

2. Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäÿò d. Äîêàæèòå, ÷òî åãî
âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ, åñëè

à) åñòü âåðøèíà, èìåþùàÿ ñòåïåíü ìåíüøå, ÷åì d;

á) åñòü âåðøèíà, ïðè óäàëåíèè êîòîðîé ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü;

â) d > 2 è åñòü äâå âåðøèíû òàêèå, ÷òî ïðè óäàëåíèè èõ îáåèõ ãðàô òåðÿåò
ñâÿçíîñòü;

ã) åñòü òðè âåðøèíû u, v è w òàêèå, ÷òî u ñìåæíà ñ v è w, âåðøèíû v è w
íåñìåæíû è ïðè óäàëåíèè âåðøèí v è w ñâÿçíîñòü íå íàðóøàåòñÿ.

ä) (Òåîðåìà Áðóêñà.) Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà, íå ÿâëÿþùå-
ãîñÿ íå÷åòíûì öèêëîì è ïîëíûì ãðàôîì èç d + 1 âåðøèíû, íå ïðåâîñõîäÿò d.
Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: åñëè U ⊂ V (G), òî ÷åðåç G − U
îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô, ïîëó÷åííûé óäàëåíèåì èç G âñåõ âåðøèí ìíîæåñòâà U (è
âñåõ èíöèäåíòíûõ èì ðåáåð); åñëè ab 6∈ E(G), òî ÷åðåç G + ab îáîçíà÷èì ãðàô,
ïîëó÷åííûé èç G äîáàâëåíèåì ðåáðà ab.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M � ïàðîñî÷åòàíèå ãðàôà G. Íàçîâåì ïóòü
M -÷åðåäóþùèìñÿ, åñëè â íåì ÷åðåäóþòñÿ ðåáðà èç M è ðåáðà, íå âõîäÿùèå
â M . Íàçîâåì ÷åðåäóþùèéñÿ ïóòü M -äîïîëíÿþùèì, åñëè åãî íà÷àëî è êîíåö
íå ïîêðûòû M (òî åñòü íè îäíî èç ðåáåð ïàðîñî÷åòàíèÿ M íå èíöèäåíòíî íè
îäíîìó èç êîíöîâ ïóòè).

3. (Òåîðåìà Áåðæà.) Äîêàæèòå, ÷òî ïàðîñî÷åòàíèå M ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåò M -äîïîëíÿþùèõ ïóòåé.
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4. Âåðøèíû x, y, z, w ∈ V (G) òàêîâû, ÷òî xy, yz ∈ E(G), íî xz, yw 6∈ E(G).
Ïóñòü â êàæäîì èç ãðàôîâ G + xz è G + yw åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà è â ãðàôå G åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç o(G) êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè ãðàôà G (òî åñòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùèõ íå÷åòíîå
÷èñëî âåðøèí).

Òåîðåìà Òàòòà î ñîâåðøåííîì ïàðîñî÷åòàíèè. Â ãðàôå G ñóùåñòâóåò ñî-
âåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî S ⊂ V (G) âû-
ïîëíÿåòñÿ o(G− S) ≤ |S|.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðàôå G åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå, òî îí
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Òàòòà (òî åñòü äëÿ ëþáîãî S ⊂ V (G) âûïîëíÿåòñÿ o(G−
S) ≤ |S|.)

Ïóñòü ãðàô G óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Òàòòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ìíîæåñòâî
âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè (òî åñòü U = {v ∈
V (G) | d(v) = v(G)− 1}).

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G− U ÿâëÿþòñÿ ïîë-
íûìû ãðàôàìè, òî â ãðàôå G åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

â) Ïóñòü ñðåäè êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà G − U õîòÿ áû îäíà íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì ãðàôîì è â ãðàôå G íåò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî äîáàâèòü ê G íåêîòîðîå ðåáðî òàê, ÷òîáû â íîâîì ãðàôå ïî-ïðåæíåìó íå
áûëî ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.

ã) Âûâåäèòå èç ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ òåîðåìó Òàòòà.

Èäåÿ ëîêàëüíîãî ïîðÿäêà 2: òåîðåìà Âàí-äåð-Âàðäåíà. 20 èþëÿ

Òåîðåìà Âàí-äåð-Âàðäåíà: Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k è r ñóùåñòâóåò
òàêîå íàòóðàëüíîåW (k, r), ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ÷èñåë {1, 2, . . . ,W (k, r)}
â r öâåòîâ íàéäåòñÿ îäíîöâåòíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû k.

1 Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âçÿòü W (3, 2) = 9, íî íå W (3, 2) = 8.

2 Çàïîëíèòå ïðîáåëû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Âàí-äåð-Âàðäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî k: áàçà äëÿ k = 1 î÷åâèäíà,
áóäåì äîêàçûâàòü ïåðåõîä k − 1→ k.

Îïðåäåëåíèå: Ïó÷êîì ïðîãðåññèé (ðàíãà d, ðàäèóñà k, ñ êîðíåì â a) íàçîâåì
íàáîð èç d ðàçëè÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèì ïðîãðåññèé äëèíû k, âñå èç êîòîðûõ
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íà÷èíàþòñÿ ñ îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà a. Òîãäà êàæäóþ èç ýòèõ ïðîãðåññèé (áåç
êîðíÿ) áóäåì íàçûâàòü âåòêîé ïó÷êà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïó÷îê ÿâëÿåòñÿ
ïîëèõðîìàòè÷åñêèì, åñëè âíóòðè êàæäîé âåòêè âñå ÷èñëà ïîêðàøåíû â îäèí
öâåò, ýòè öâåòà ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõ âåòîê è îòëè÷íû îò öâåòà, â êîòîðûé
ïîêðàøåí êîðåíü. Íàì ïîíàäîáèòñÿ

Ëåììà: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà Âàí-äåð-Âàðäåíà âåðíà äëÿ k−1. Òîãäà
äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ d ≤ r ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå M(k, d, r), ÷òî
ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ÷èñåë {1, 2, . . . ,M(k, d, r)} â r öâåòîâ íàéäåòñÿ ëèáî
îäíîöâåòíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû k, ëèáî ïîëèõðîìàòè÷åñêèé
ïó÷îê ðàäèóñà k è ðàíãà d.

à) Âûâåäèòå èç ëåììû ïåðåõîä èíäóêöèè.

á) Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, ïðèâåäåííîå íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû:

Áóäåì äîêàçûâàòü ëåììó èíäóêöèåé ïî d. Áàçà äëÿ d = 1 î÷åâèäíà (ïî-
÷åìó?) Ðàññìîòðèì ïåðåõîä d − 1 → d. Ïóñòü N1 = M(k, d − 1, r), N2 =
W (k−1, rdNd

1 ), N = 2N1N2. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âçÿòüM(k, d, r) = N . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, è âîçüìåì ðàñêðàñêó, äëÿ êîòîðîé óñëîâèå íå âûïîë-
íÿåòñÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãîN2 ≤ b ≤ 2N2−1 ñðåäè ÷èñåë {bN1+1, . . . , bN1+N1}
íàéäåòñÿ ïîëèõðîìàòè÷åñêèé ïó÷îê ðàäèóñà k è ðàíãà d−1. Ïîêðàñèì ÷èñëà
{N2, N2 + 1, . . . , 2N2 − 1} â ≤ rdNd

1 öâåòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì . . .

3 à) Ïóñòü {a1 < a2 < . . . < an < . . .} - âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêàÿ ÷òî ai+1 − ai < 2013 äëÿ ëþáîãî i. Äîêàæèòå,
÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ñêîëü óãîäíî äëèííûå àðèôìåòè÷åñêèå
ïðîãðåññèè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîêðàñèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà â äâà öâåòà, òàê
÷òîáû íå íàøëîñü áåñêîíå÷íîé îäíîöâåòíîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

â) Íà áåñêîíå÷íîé ïîëîñêå êëåò÷àòîé áóìàãè çàïèñàíû öåëûå ÷èñëà. Äîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n íàéäóòñÿ òàêèå m îäèíàêîâûõ
îòðåçêîâ ïîëîñêè, èäóùèõ ïîäðÿä, ÷òî ñóììà ÷èñåë âíóòðè êàæäîãî èç íèõ
äåëèòñÿ íà n.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî θ ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-
íîå n, ÷òî θn2 îòëè÷àåòñÿ îò öåëîãî ìåíåå ÷åì íà 10−100.

4 Òåîðåìà Ôîëêìàíà: Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k è r ñóùåñòâóåò òàêîå íàòó-
ðàëüíîå F (k, r), ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ÷èñåë {1, 2, . . . , F (k, r)} â r öâåòîâ
íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî S èç k îäíîöâåòíûõ ÷èñåë, ÷òî ñóììà íåñêîëü-
êèõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç S âñåãäà áóäåò èìåòü òîò æå öâåò.
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à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ r è k ñóùåñòâóåò òàêîå íàòó-
ðàëüíîå n(k, r), ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ÷èñåë {1, 2, . . . , n(k, r))} â r öâå-
òîâ ìîæíî âûáðàòü ÷èñëà 1 ≤ a1 < a2 < . . . < ak ≤ n(k, r), òàêèå ÷òî
a1 + a2 + · · · + ak ≤ n(k, r) è äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ {a1, a2, . . . , ak} c
îäèíàêîâûì ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì, ñóììû ýëåìåíòîâ â ýòèõ ïîäìíîæåñòâàõ
èìåþò îäèí è òîò æå öâåò. (Ïîäñêàçêà: Äîêàæèòå ýòî èíäóêöèåé ïî k. Ïîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà äîñòàòî÷íî âçÿòü n(k + 1, r) = 2W (r, n(r, k) + 1)).

á) Âûâåäèòå òåîðåìó Ôîëêìàíà èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è; ïîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
âçÿòü W (k, r) = n(r, (r − 1)k + 1).

5 Äîêàæèòå, ÷òî èç {0, 1, . . . 3n − 1} ìîæíî âûáðàòü 2n ÷èñåë, íèêàêèå òðè èç
êîòîðûõ íå îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Äåëåæ äðàãìåòàëëîâ. 22 èþëÿ

1 à) Äîêàæèòå, ÷òî 100 çîëîòûõ ñëèòêîâ (âîçìîæíî ðàçíûõ ïî âåñó) ìîæíî
ðàçëîæèòü íà äâå êó÷è ïî ïÿòüäåñÿò ñëèòêîâ, òàê ÷òîáû âåñà ýòèõ êó÷ ðàç-
ëè÷àëèñü íå áîëåå ÷åì íà âåñ ñàìîãî òÿæåëîãî ñëèòêà.

á) Èìååòñÿ 25 ñëèòêîâ ðàçíîãî âåñà. Âñåãäà ëè ìîæíî îäèí èç ýòèõ ñëèòêîâ
ðàñïèëèòü íà äâå ÷àñòè è ðàçëîæèòü èõ â äâà ñåéôà òàê, ÷òî ÷àñòè ðàç-
ðåçàííîãî ñëèòêà îêàæóòñÿ â ðàçíûõ ñåéôàõ, âåñà çîëîòà â ñåéôàõ áóäóò
îäèíàêîâû è â êàæäîì ñåéôå áóäåò ïî 12 öåëûõ ñëèòêîâ?

2 Èìååòñÿ 301 ÿùèê, â êîòîðûõ ðàçëîæåíû çîëîòî è ñåðåáðî.

à) Àëè Áàáà èìååò ïðàâî âûáðàòü ñåáå 151 ÿùèê. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò
ïîëó÷èòü íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåãî çîëîòà è íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåãî ñåðåáðà.
Ïîêàæèòå, ÷òî 150 ÿùèêîâ äëÿ ýòîãî ìîæåò è íå õâàòèòü.

á) Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÿùèêîâ äîëæåí èìåòü ïðàâî çàáðàòü Àëè
Áàáà, ÷òîáû îí ãàðàíòèðîâàííî ìîã ïîëó÷èòü íå ìåíåå òðåòè âñåãî çîëîòà è
íå ìåíåå òðåòè âñåãî ñåðåáðà?

â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ äâóõ ïÿòûõ.

Òåîðåìà î áëèíàõ: Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû äâå ôèãóðû (âîçìîæíî
íåñâÿçíûõ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ äåëèò êàæäóþ èç ýòèõ ôè-
ãóð íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè íà ñêîâîðîäêå æàðÿòñÿ
äâà áëèíà, òî ìîæíî îäíèì ïðÿìûì ðàçðåçîì ðàçäåëèòü êàæäûé èç áëèíîâ
íà äâå ðàâíûõ ïî ïëîùàäè ÷àñòè.
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3 Âûâåäèòå ïóíêò à) ïðåäûäóùåé çàäà÷è èç òåîðåìû î áëèíàõ.

4 à) Èìååòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ÿùèêîâ, â êîòîðûõ ðàçëîæåíû çîëîòî è ñåðåáðî,
ïðè÷åì êàæäûé ÿùèê ñîäåðæèò íå áîëåå a êã çîëîòà è íå áîëåå b êã ñåðåáðà.
Äîêàæèòå, ÷òî ÿùèêè ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ðàâíûå ïî êîëè÷åñòâó ãðóïïû,
òàê ÷òî ñóììàðíàÿ ìàññà çîëîòà îòëè÷àåòñÿ â äâóõ ãðóïïàõ íå áîëåå ÷åì íà
a êã, à ñóììàðíàÿ ìàññà ñåðåáðà îòëè÷àåòñÿ â äâóõ ãðóïïàõ íå áîëåå ÷åì íà
b êã.

á) Èìååòñÿ 100 ÿùèêîâ, â êîòîðûõ ðàçëîæåíû çîëîòî, ñåðåáðî è ïëàòèíà. Àëè
Áàáà èìååò ïðàâî âûáðàòü ñåáå 51 ÿùèê. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò ïîëó÷èòü
íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåãî çîëîòà, íå ìåíåå ïîëîâèíû âñåãî ñåðåáðà è íå ìåíåå
ïîëîâèíû âñåé ïëàòèíû. Ïîêàæèòå, ÷òî 50 ÿùèêîâ äëÿ ýòîãî ìîæåò è íå
õâàòèòü.

Òåîðåìà î ñýíäâè÷å: Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåíû òðè òåëà (âîçìîæíî
íåñâÿçíûõ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ äåëèò êàæäîå èç òåë íà
äâå ÷àñòè ðàâíîãî îáúåìà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñýíäâè÷, ñîñòîÿùèé èç õëåáà, ñûðà
è âåò÷èíû, ìîæíî îäíèì óäàðîì íîæà ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñòè, ñîäåðæàùèå
ïîðîâíó õëåáà, ñûðà è âåò÷èíû.

5 Âûâåäèòå ïóíêò á) ïðåäûäóùåé çàäà÷è èç òåîðåìû î ñýíäâè÷å.

6 Èìååòñÿ N ÿùèêîâ, â êîòîðûõ ðàçëîæåíû n äðàãìåòàëëîâ.

à) Íà ÿùèêè íóæíî íàêëåèòü ÿðëûê ñ öåíîé, è âñå äðàãìåòàëëû èç ýòîãî
ÿùèêà áóäóò ïðîäàâàòüñÿ ïî ýòîé öåíå. Êàæäàÿ öåíà äîëæíà áûòü äåéñòâè-
òåëüíûì ÷èñëîì îò 0 äî 1 (óñëîâíûõ åäèíèö çà êèëîãðàìì) è ñóììàðíàÿ
ñòîèìîñòü êàæäîãî ìåòàëëà (â óñëîâíûõ åäèíèöàõ) äîëæíà ñîñòàâëÿòü ïî-
ëîâèíó ñóììàðíîé ìàññû êàæäîãî ìåòàëëà (â êèëîãðàììàõ). Äîêàæèòå, ÷òî
ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû õîòÿ áû N − n öåí ðàâíÿëèñü 0 èëè 1.

á) Àëè Áàáà èìååò ïðàâî âûáðàòü ñåáå n + [(N − n)/2] ÿùèê. Äîêàæèòå,
÷òî îí ìîæåò ïîëó÷èòü íå ìåíåå ïîëîâèíû îò îáùåãî êîëè÷åñòâà êàæäîãî
èç ìåòàëëîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî ìåíüøåãî ÷èñëà ÿùèêîâ äëÿ ýòîãî ìîæåò è íå
õâàòèòü.
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Ãåîìåòðèÿ.

Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ. 05.07.2013

Îïðåäåëåíèå. Ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèåé ñ êîýôôèöèåíòîì k è óãëîì ϕ íàçûâà-
åòñÿ êîìïîçèöèÿ ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì k è ïîâîðîòà íà óãîë ϕ, èìåþùèõ
îáùèé öåíòð (Hk

O ◦R
ϕ
O). Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k > 0 è 0◦ ≤ ϕ < 360◦.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèåé ñ
êîýôôèöèåíòîì k 6= 1 è óãëîì ϕ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî âåê-
òîðà −→a äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò åãî â âåêòîð k · −→aϕ (ãäå −→aϕ � âåêòîð,
ïîëó÷åííûé èç âåêòîðà −→a ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ).
2. à) Ïðÿìûå AB è A1B1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðè÷åì âñå òî÷êè A, B, A1,

B1, P ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ,
ïåðåâîäÿùàÿ òî÷êó A â A1, à B â B1, ïðè÷åì å¼ öåíòðîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AA1P è BB1P . á) Äîêàæèòå,
÷òî öåíòð ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé îòðåçîê AB â îòðåçîê A1B1 ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé îòðåçîê AA1 â îòðåçîê BB1.
â) Äàíû ÷åòûðå ïðÿìûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Âûâåäåòå èç ïóíêòîâ à) è á) òî, ÷òî
îïèñàííûå îêðóæíîñòè ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè ïðÿìûìè,
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
3. Ñåðåäèíû ñòîðîí BC è B1C1 ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è A1B1C1

ñîâïàäàþò (âåðøèíû îáîèõ òðåóãîëüíèêîâ ïåðå÷èñëåíû ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Íàé-
äèòå âåëè÷èíó óãëà ìåæäó ïðÿìûìè AA1 è BB1, à òàêæå îòíîøåíèå äëèí îòðåç-
êîâ AA1 è BB1.
4. Îêðóæíîñòè S1 è S2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïðÿìûå p è q, ïðîõîäÿùèå

÷åðåç òî÷êó A, ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü S1 â òî÷êàõ P1 è Q1, à îêðóæíîñòü S2 �
â òî÷êàõ P2 è Q2. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè P1Q1 è P2Q2 ðàâåí óãëó
ìåæäó îêðóæíîñòÿìè S1 è S2.
5. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè C1

è A1; òî÷êè M è M1 � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AC è A1C1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿ-
ìàÿ BM ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà A1BC1 â òî÷êå K1, à
ïðÿìàÿ BM1 � îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå K. Ñàìè îïè-
ñàííûå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , à ïðÿìûå A1C1 è AC � â òî÷êå T .
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè M , M1, K, K1, P è T ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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Èíâåðñèÿ. 9 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S � îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O ðàäèóñà r. Èíâåðñèåé îòíîñè-
òåëüíî îêðóæíîñòè S íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå ëþáóþ òî÷-
êó A 6= O ïåðåâîäèò â òàêóþ òî÷êó A′, ëåæàùóþ íà ëó÷å OA, ÷òî |OA|·|OA′| = r2.
Äëÿ òî÷êè O ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå îïðåäåëåíî. Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ öåíòðîì èí-

âåñèè, S � îêðóæíîñòü èíâåñèè, r2 � ñòåïåíü èíâåñèè.
1. à) Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè f : R2 \ {O} → R2 \ {O} � ýòî èíâåð-

ñèÿ ñ öåíòðîì O. Äîêàæèòå, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé (òî åñòü f ◦ f = id �
òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå).

Ðàññìîòðèì èíâåðñèþ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. á) Ïóñòü öåíòðîì èíâåðñèè
ÿâëÿåòñÿ 0, à åå ñòåïåíü ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî z ïåðåõîäèò â 1

z̄ . â) Íàéäèòå
îáðàç z ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â a.
2. Èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì R

ïåðåâîäèò òî÷êè A è B â òî÷êè A′ è B′ ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî |A′B′| =
|AB|·R2

|OA|·|OB| .
3. Äîêàæèòå, ÷òî èíâåðñèÿ ñ öåíòðîì O

à) ïåðåâîäèò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç O, â ñåáÿ;
á) ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç O, â ïðÿìóþ, íå ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç O. Êóäà ïðè ïåðåõîäèò öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè?
â) ïåðåâîäèò ïðÿìóþ, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç O, â îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ

÷åðåç O. Êàêàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò â öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè?
ã) ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç O, â îêðóæíîñòü, íå ïðîõîäÿ-

ùóþ ÷åðåç O. Ïåðåõîäèò ëè ïðè ýòîì öåíòð îäíîé îêðóæíîñòè â öåíòð äðóãîé?
4. Òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òî÷êà P � âíå ýòîé ïðÿìîé.

Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABP,BCP,CAP
è òî÷êà P ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
5. Äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå A, êàñàþòñÿ òðåòüåé îêðóæíî-

ñòè â òî÷êàõ B1, C1 è ÷åòâåðòîé â B2, C2. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêîâ AB1C1 è AB2C2 êàñàþòñÿ.
6. Òî÷êè L è M âûáðàíû íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC òàêèì

îáðàçîì, ÷òî AL è AM � áèññåêòðèñû ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííåãî è âíåøíåãî
óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Íà ïðîäîëæåíèÿõ îòðåçêîâ AM è AL âûáðàíû òî÷êè P è Q
ñîîòâåòñòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî AM =MP , AL = LQ. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêîâ AMQ è ALP âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå S. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìûå AS è BC ïàðàëëåëüíû.
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ðàçíîáîé. 12 èþëÿ

1. Äàí âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû âïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ BCD, CDA, DAB è ABC îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê.
2. Íà ïëîñêîñòè äàíû ÷åòûðå îêðóæíîñòè. Êàæäàÿ èç íèõ êàñàåòñÿ âíåøíèì

îáðàçîì ðîâíî äâóõ èç îñòàâøèõñÿ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷åòûðå ïîëó-
÷èâøèåñÿ òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
3. Äàí êâàäðàò ABCD. Òî÷êè P è Q ëåæàò íà ñòîðîíàõ AB è BC ñîîòâåò-

ñòâåííî, ïðè÷åì BP = BQ. Ïóñòü H � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî
èç òî÷êè B íà îòðåçîê PC. Íàéäèòå ∠DHQ.
4. Äàíû ïîëóîêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB è öåíòðîì O è ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþ-

ùàÿ ïîëóîêðóæíîñòü â òî÷êàõ C è D, à ïðÿìóþ AB � â òî÷êå M . Ïóñòü K �
îòëè÷íàÿ îò O òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíè-
êîâ AOC è DOB. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë MKO � ïðÿìîé.
5. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû 4 ðàâíûõ îêðóæíîñòè ñëåäóþùèì îáðà-

çîì � 3 èç íèõ êàñàþòñÿ äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à ÷åòâåðòàÿ êàñàåòñÿ âíåøíèì
îáðàçîì ïåðâûõ òðåõ. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ÷åòâåðòîé îêðóæíîñòè, öåíòð âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
6. Äàíû äâà ïðàâèëüíûõ ïÿòèóãîëüíèêà ñ îáùåé âåðøèíîé. Âåðøèíû êàæäîãî

ïÿòèóãîëüíèêà íóìåðóþòñÿ öèôðàìè îò 1 äî 5 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïðè÷åì â îá-
ùåé âåðøèíå ñòàâèòñÿ 1. Âåðøèíû ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè ñîåäèíåíû ïðÿìûìè.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííûå ÷åòûðå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. 14 èþëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Áèåêöèÿ ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùàÿ ïðÿìûå â ïðÿìûå, íàçûâàåò-
ñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïëîñêîñòè.
1. Ïóñòü f � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî f ïåðåâîäèò ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïàðàëëåëüíûå.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
−→
AB =

−−→
CD, òî

−−−−−−→
f(A)f(B) =

−−−−−−→
f(C)f(D). Òåì ñàìûì ìîæíî

èíäóöèðîâàòü íàøå îòîáðàæåíèå íà âåêòîðà, ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå ϕ.
Îáîçíà÷åíèÿ f è ϕ ñîõðàíèì è íà ñëåäóþùèå çàäà÷è.
2. Ïóñòü ïðÿìàÿ l ïîä äåéñòâèåì f ïåðåõîäèò â l1 è A,B ∈ l. Ââåä¼ì íà êàæäîé

èç ïðÿìûõ êîîðäèíàòû òàê, ÷òîáû ó A è f(A) êîîðäèíàòû áûëè 0, à ó B è f(B)
� 1. Òîãäà f çàäà¼ò íåêîòîðóþ áèåêöèþ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé � îòîáðàæåíèå F .
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a è b:
à) F (a+ b) = F (a) + F (b);
á) F (ab) = F (a)F (b).
Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî F � èçîìîðôèçì ïîëåé, à ýòî çíà÷èò, ÷òî F (x) ≡
x. (ñìîòðè çàäà÷ó 10 èç ëèñòî÷êà ïðî ïîëÿ.)
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3. à)Äîêàæèòå, ÷òî ϕ(u+ v) = ϕ(u) +ϕ(v) è ϕ(λu) = λϕ(u) äëÿ ëþáîãî λ ∈ R.
á) Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèÿ äëèí îòðåçêîâ
íà ïðÿìîé.
4. Äîêàæèòå, ÷òî f � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè.
5. Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè îáðàçóþò ãðóïïó ñ îïå-

ðàöèåé êîìïîçèöèè.
6. à) Äàíû òî÷êè O è O′, à òàêæå ïàðû íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ e1, e2 è e

′
1, e
′
2.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå
O â O′, e1 â e

′
1, e2 â e

′
2.

á)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íåâûðîæäåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è
A′B′C ′ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå A â A′,
B â B′, à C â C ′.
7. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî

ïåðåâåñòè â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñ äâóìÿ ïðÿìûìè óãëàìè.
8. Äîêàæèòå, ÷òî ïÿòèóãîëüíèê ìîæíî ïåðåâåñòè â ïðàâèëüíûé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ó íåãî êàæäàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëüíà îäíîé èç ñòîðîí.
9. Äàíî áèåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîãî ïðîîáðàç ëþáîé

îêðóæíîñòè åñòü îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî
à) àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå;
á) ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ.

Ïëàíèìåòðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. 20 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå: Àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî íóëåé (íåíóëåâîãî) ìíîãî÷ëåíà f(x, y) ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Íàïðèìåð, ïðÿìàÿ - ýòî ìíîæåòñâî íóëåé íåêîòîðîãî ëè-
íåéíîãî ìíîãî÷ëåíà ax + by + c, (a, b) 6= (0, 0), à îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ
öåíòðîì â òî÷êå (x0, y0) - ìíîæåñòâî íóëåé ìíîãî÷ëåíà (x−x0)

2+(y−y0)
2−r2.

1 à) Ïóñòü A è B - äâå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, C - àëãåá-
ðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ â ñèñòåìå A ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n. Äîêàæèòå,
÷òî è â ñèñòåìå B êðèâàÿ C çàäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n.

á) Äîêàæèòå, ÷òî è â ëþáîé êîñîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò C çàäàåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n ïåðåñåêàåò
íåêîòîðóþ ïðÿìóþ áîëüøå ÷åì â n òî÷êàõ, òî îíà ñîäåðæèò ýòó ïðÿìóþ.

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü F1, F2 - òî÷êè íà ïëîñêîñòè (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå),
` - ïðÿìàÿ. Ýëëèïñîì ñ ôîêóñàìè F1 è F2 íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
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òî÷åê ïëîñêîñòè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî ôîêóñîâ ïîñòîÿííà è ðàâíà
íåêîòîðîìó a > F1F2. Ãèïåðáîëîé ñ ôîêóñàìè F1 è F2 íàçûâàåòñÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî
ôîêóñîâ ïîñòîÿíåí è ðàâåí íåêîòîðîìó a > F1F2. Ïàðàáîëîé ñ ôîêóñîì
F è äèðåêòðèñîé ` íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàññòîÿíèå îò
êîòîðûõ äî ôîêóñà è äèðåêòðèñû ñîâïàäàåò.

2 Äîêàæèòå, ÷òî ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè êðè-
âûìè, çàäàâàåìûìè ìíîãî÷ëåíàìè âòîðîé ñòåïåíè.

Âñïîìèíàåì è ðàçáèðàåì çàäà÷ó 3 èç ëèñòî÷êà "Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ. Îâåðòàéì".

3 à) Äëÿ ëþáîé ïðÿìîé ` íà ïëîñêîñòè ÷åðåç P` îáîçíà÷èì ëèíåéíûé ìíîãî-
÷ëåí, ìíîæåñòâîì íóëåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ `. Ïóñòü òî÷êè A,B,C,D
ëåæàò íà êðèâîé, çàäàííîé ìíîãî÷ëåíîì F ñòåïåíè 2. Äîêàæèòå, ÷òî òî-
ãäà ìîæíî ïîäîáðàòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà µ è λ òàê, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî F = µPABPCD + λPACPBD (Ïîäñêàçêà: Ðàññìîòðèòå ñèñòåìó êîîð-
äèíàò ñ îñÿìè AB è AC).

á) Òåîðåìà î áàáî÷êå: Äàíà îêðóæíîñòü ω. Ïóñòü õîðäû KL èMN ïðîõî-
äÿò ÷åðåç ñåðåäèíó O õîðäû AB. Òîãäà ïðÿìûåKN ,ML ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ
AB â òî÷êàõ, ðàâíîóäàë¼ííûõ îò òî÷êè O.

â) Òåîðåìà î äâóõ áàáî÷êàõ: Ïóñòü ñòîðîíû ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ KLMN è K ′L′M ′N ′, âïèñàííûå â îäíó è òó æå îêðóæíîñòü,
ïåðåñåêàþò õîðäó AB ýòîé îêðóæíîñòè â òî÷êàõ P,Q,R, S è P ′, Q′, R′, S ′ ñî-
îòâåòñòâåííî. Òîãäà åñëè òðè èç òî÷åê P,Q,R, S ñîâïàäàþò ñ òðåìÿ èç òî÷åê
P ′, Q′, R′, S ′, òî è îñòàâøèåñÿ òî÷êè òîæå ñîâïàäàþò.
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4 Òåîðåìà î äåâÿòè òî÷êàõ íà êóáè÷åñêîé êðèâîé: Íà ïëîñêîñòè ïðîâå-
äåíû òðè êðàñíûå è òðè ñèíèå ïðÿìûå è îòìå÷åíî 9 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðàçíî-
öâåòíûõ ïðÿìûõ (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýòè òî÷êè ñóùåñòâóþò è ðàçëè÷íû).
Òîãäà, åñëè âîñåìü èç ýòèõ òî÷åê ëåæàò íà êðèâîé, çàäàííîé ìíîãî÷ëåíîì
òðåòüåé ñòåïåíè, òî è äåâÿòàÿ òî÷êà òàêæå ëåæèò íà ýòîé êðèâîé.

à) Âûâåäèòå èç òåîðåìû î äåâÿòè òî÷êàõ íà êóáè÷åñêîé êðèâîé ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà Ïàñêàëÿ: Òî÷êè 1, 2, 3, 4, 5, 6 ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè, òàê
÷òî ïðÿìûå 12 è 45 ïåðåñêàþòñÿ â òî÷êå A, ïðÿìûå 23 è 56 ïåðåñêàþòñÿ â
òî÷êå B, à ïðÿìûå 34 è 61 - â òî÷êå C. Òîãäà òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

Òåîðåìà Ïàïïà: Òî÷êè 1, 2, 3, 4, 5, 6 ðàñïîëîæåíû íà äâóõ ïðÿìûõ (1, 3, 5 -
íà ïåðâîé, 2, 4, 6 - íà âòîðîé) òàê ÷òî ïðÿìûå 12 è 45 ïåðåñêàþòñÿ â òî÷êå A,
ïðÿìûå 23 è 56 ïåðåñêàþòñÿ â òî÷êå B, à ïðÿìûå 34 è 61 - â òî÷êå C. Òîãäà
òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îáîçíà÷èì êðàñíûå ïðÿìûå ÷åðåç R1, R2, R3, ñèíèå ÷åðåç B1, B2, B3, à òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ Ri è Bj ÷åðåç Aij. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàííàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ
ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè, êðîìå A22 è çàäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì F (x, y) òðåòüåé
ñòåïåíè â êîñîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñÿìè R1 (îñü x) è B1 (îñü y).

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà µ è λ, òàê ÷òî
F (x, 0) = µPB1

(x, 0)PB2
(x, 0)PB3

(x, 0) è F (0, y) = λPR1
(0, y)PR2

(0, y)PR3
(0, y).

â) Äîêàæèòå, ÷òî F (x, y) = µPB1
(x, y)PB2

(x, y)PB3
(x, y) +

λPR1
(x, y)PR2

(x, y)PR3
(x, y) è âûâåäèòå òåîðåìó î äåâÿòè òî÷êàõ íà êó-

áè÷åñêîé êðèâîé.

Îñòàíêè ãåîìåòðèè. 21 èþëÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî áèåêöèÿ ïëîñêîñòè íà ñåáÿ ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïåðåâîäèò öåíòðû ìàññ â öåíòðû ìàññ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèå ïëîùàäåé
òðåóãîëüíèêîâ.

3. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Íà îäíîé èç íèõ îòìå÷åí îòðåçîê äëèíû
1. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè ïîñòðîèòü îòðåçîê ëþáîé
ðàöèîíàëüíîé äëèíû.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ îäíîé ëèíåéêè íåëüçÿ ïîñòðîèòü áèññåêòðèñó
óãëà.
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5. Òî÷êè A1, B1, C1 äåëÿò ñîîòâåòñòâåííî ñòîðîíû BC, CA, AB òðåóãîëüíèêà
ABC â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè. Äîêàçàòü, ÷òî ñîâïàäàþò òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ ABC, A1B1C1 è òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA1, BB1, CC1.
6. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà. Ïðîâîäÿòñÿ äâà ñå÷åíèÿ, íå ïåðåñåêàþùèå îñ-

íîâàíèÿ ïðèçìû è íå çàäåâàþùèå äðóã äðóãà. Ìîãëè ëè ýòè ñå÷åíèÿ îêàçàòüñÿ
ïðàâèëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè ñî ñòîðîíîé 1 è ñî ñòîðîíîé 1, 01?
Îïðåäåëåíèå Äàíà îêðóæíîñòü ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O ðàäèóñîì R. Ïîëÿðîé

òî÷êè X 6= O îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâî
òî÷åê Y òàêèõ, ÷òî

−−→
OX ·

−−→
OY = R2.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëÿðà òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
Åñëè x � ïîëÿðà òî÷êè X, òî òî÷êó X íàçûâàþò ïîëþñîì ïðÿìîé x.
8. à) Äàíû äâå òî÷êè A è B, ïðÿìûå a è b � èõ ïîëÿðû. Äîêàæèòå, ÷òî

A ∈ b⇐⇒ B ∈ a.
á) Ïóñòü A,B,C � òî÷êè ïëîñêîñòè, a, b, c � èõ ïîëÿðû. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè
A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðÿìûå a, b, c ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè ïàðàëëåëüíû.
â) Îòðåçêè KA è KB êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè ω. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AB � ïî-
ëÿðà òî÷êè K.
ã) (Ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.) Äàí âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê
ABCD. Êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ B è D ïå-
ðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AC. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíûå ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè,
ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ A è C ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé BD.
9. (Òåîðåìà Áðèàíøîíà.) Êàæäàÿ ñòîðîíà øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF êà-

ñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AD, BE è CF ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. (Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ïàñêàëÿ.)
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Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.

Ïðåäåë. 7 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ýòî ôóíêöèÿ îò íàòóðàëüíîãî àðãó-
ìåíòà. Åñëè a � òàêîå ôóíêöèÿ, òî ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàïèñûâàþò
êàê a1 = a(1), a2 = a(2), . . . , à ñàìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîçíà÷àþò {an}.
Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàë (a, b) ìû áóäåì íàçûâàòü ëîâóøêîé äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {xn}, åñëè â ýòîì îòðåçêå ñîäåðæàòñÿ ïî÷òè âñå (ò. å. âñå, êðîìå, ìîæåò
áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà) ÷ëåíû äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èíòåðâàë (a, b) ìû
áóäåì íàçûâàòü êîðìóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè â ýòîì îòðåçêå
ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷ëåíîâ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé èíòåðâàëû (0, 1) è (2, 3)
îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ à) ëîâóøêàìè; á) êîðìóøêàìè?

Ïóñòü îòðåçêè (0, 1) è (9, 10) ÿâëÿþòñÿ êîðìóøêàìè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {xn}. Ìîæåò ëè äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâîâàòü â) ëîâóøêà
äëèíû 1; ã) ëîâóøêà äëèíû 9? ä) Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåç êîð-
ìóøåê? å) Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé ëþáîé îòðåçîê ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðìóøêîé?

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn},
åñëè ëþáîé îòêðûòûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé a ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé äëÿ {xn}.
×èñëî a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè ëþáîé îòêðûòûé èíòåðâàë,
ñîäåðæàùèé a ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé äëÿ {xn}. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüñíîñòü xn ñõîäèòñÿ (ê a) è ïèøóò a = lim

n→+∞
xn.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîòàëüíîñòè {xn}, òî a ÿâ-
ëÿåòñÿ åå òî÷êîé ñãóùåíèÿ. á) Äîêàæèòå, ÷òî ó âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü
íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà. â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ó êîòîðîé
íåñêîëüêî òî÷åê ñãóùåíèÿ. Åñòü ëè ó íåå ïðåäåë?

3. Ñëîæåíèå ïðåäåëîâ. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn} ñõîäÿòñÿ, à
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà {xn} è {yn}, ò. å. zn = xn + yn.
Òîãäà {zn} ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì lim

n→+∞
zn = lim

n→+∞
xn + lim

n→+∞
yn.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè íàé-
äåòñÿ òàêîå ÷èñëî M , ÷òî |xn| < M äëÿ âñÿêîãî n ∈ N.
4. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷å-

íà. á) Ïóñòü lim
n→+∞

xn = 0, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn îãðàíè÷åíà. Äîêàæèòå,

÷òî lim
n→+∞

xnyn = 0. â) Óìíîæåíèå ïðåäåëîâ. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
è {yn} ñõîäÿòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàê-
æå ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì lim

n→+∞
xnyn = lim

n→+∞
xn lim

n→+∞
yn.
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5. Âû÷èñëèòå à) lim
n→+∞

(n+1)2

n2 ; á) lim
n→+∞

(
√
n+ 1−

√
n).

6. Òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn}
è {zn} òàêîâû, ÷òî xn ≤ yn ≤ zn äëÿ âñÿêîãî n ∈ N. Èçâåñòíî, ÷òî {xn} è {zn}
ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì ïðåäåë ó íèõ îäèí è òîò æå. Äîêàæèòå, ÷òî {yn} òîæå ñõîäèòñÿ,
ïðè÷åì ê ýòîìó æå ïðåäåëó.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùåé, åñëè xn ≤ xn+1 äëÿ âñÿêîãî n ∈ N. Ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàþùåé èëè ìîíîòîííî óáûâàþùåé.

Àêñèîìà ïîëíîòû. Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò ïðåäåë.

7. Ëåììà î âëîæåííûõ ïðîìåæóòêàõ.Ïóñòü èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïðîìåæóòêîâ, òàê ÷òî ïîñëåäóþùèé ñîäåðæèòñÿ â ïðåäû-
äóùåì. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëèíà ïðîìåæóòêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïåðåñå÷åíèå
âñåõ îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé.

8. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1 =
√

2, x2 =
√

2 +
√

2, x3 =√
2 +

√
2 +
√

2, . . . (xn+1 =
√

2 + xn ). à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èìååò ïðåäåë. á) Íàéäèòå ýòîò ïðåäåë.

Íåïðåðûâíîñòü. 11 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íàçûâà-
åòñÿ âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}, ãäå nk � ýòî íåêîòîðàÿ âîçðàñòàþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñãóùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê a.
á) Äîêàæèòå, ÷òî èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. â) Äîêàæèòå, ÷òî ó âñÿêîé îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü òî÷êà ñãóùåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â a, åñëè îíà îïðåäåëåíà
â a è äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, ñõîäÿùåéñÿ ê a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(xn)
ñõîäèòñÿ ê f(a).

Ãîâîðÿò, ÷òî f íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â
êàæäîé åãî òî÷êå.
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2. Íåïðåðûâíîñòü ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà ïðî-
ìåæóòêå X è ïðèíèìàåò íà íåì âñå çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà Y è òîëüêî èõ. Äî-
êàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíà íà X. (Ïðîìåæóòêè ìîãóò áûòü êàê îòêðûòûìè, òàê è
çàìêíóòûìè, êàê îãðàíè÷åííûìè, òàê è íåîãðàíè÷åííûìè.)
3. a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = xn íåïðåðûâíà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè

äëÿ âñÿêîãî n ∈ N. á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí P ∈ R[x] íåïðåðûâåí
íà R.
4. Òåîðåìû Áîëüöàíî-Êîøè î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäå-

ëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. à) Èçâåñòíî, ÷òî f(a)f(b) ≤ 0. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäåòñÿ òàêîå c ∈ [a, b], ÷òî f(c) = 0. á) Ïóñòü f(a) = A è f(b) = B. Äîêà-
æèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî C ìåæäó A è B íàéäåòñÿ òàêîå c ∈ [a, b], ÷òî f(c) = C.
5. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0, 1] òàêàÿ, ÷òî

f(0) = f(1) = 0. à) Âåðíî ëè, ÷òî íà ãðàôèêå f íàéäåòñÿ õîðäà äëèíû 1
3 ,

ïàðàëëåëüíàÿ îñè (OX)? á) Ïðè êàêèõ ` íà ãðàôèêå f çàâåäîìî íàéäåòñÿ õîðäà
äëèíû `, ïàðàëëåëüíàÿ îñè (OX)?
6. Òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îò-

ðåçêå [a, b]. à) Äîêàæèòå, ÷òî f(x) îãðàíè÷åíà íà [a, b] ñâåðõó è ñíèçó. á) Äî-
êàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå x0, x1 ∈ [a, b], ÷òî f(x0) è f(x1) áóäóò, ñîîòâåòñòâåííî,
íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì èç âñåõ çíà÷åíèé f(x) íà [a, b].
7. Íàéäèòå ïðåäåëû ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: à) n

√
n; á) n2013

1.01n .

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. 19 èþëÿ.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Âñÿêèé íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñ-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü.
Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.
Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà f(z) ∈ C[z] åñòü êîìïëåêñíûé êîðåíü.
Øàã 1. Ôóíêöèÿ |f(z)| íåïðåðûâíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Øàã 2. (Ëåììà î ïîâåäåíèè ìíîãî÷ëåíà �âäàëè�). Äëÿ ëþáîé êîíòñòàí-
òû c ∈ R ñóùåñòâóåò òàêîå R, ÷òî ïðè |z| > R âûïîëíåíî |f(z)| > c.

Øàã 3. Ïîäáèðàåì c è ñîîòâåòñòâóþùåå R òàê, ÷òîáû ìèíèìóì |f(z)| íà
êðóãå ðàäèóñà R ñòàë è ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè. (Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
âçÿòü c > |f(0)|.)

Øàã 4. Íà êðóãå ðàäèóñà R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìèíèìóì.
(Êîòîðûé â èòîãå ÿâëÿåòñÿ è ãëîáàëüíûì.)
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Øàã 5. Åñëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå |f(z)| = 0, òî äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.
åñëè æå ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå z0 è f(z0) = q 6= 0, òî ðàññìîòðèì ðàçíî-
ñòûé ìíîãî÷ëåí g(δ) = f(z0 + δ) − f(z0). Ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ñâîáîäíûé ÷ëåí
ðàâåí 0.

Øàã 6. (Ëåììà î ïîâåäåíèè ìíîãî÷ëåíà �âáëèçè�). Ïóñòü

g(δ) = bmδ
m + bm+1δ

m+1 + . . . bnδ
n,

ïðè÷¼ì ñòåïåíè çäåñü ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî åñòü bm � êîýôôè-
öèåíò ïðè ñàìîé ìëàäøåé ñòåïåíè èç òåõ, êîýôôèöèåíò ïðè êîòîðûõ íå ðàâåí 0.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå h(δ) = g(δ)−bmδm. Òîãäà cóùåñòâóåò òàêîå r, ÷òî äëÿ ëþáîãî
δ ∈ C òàêîãî, ÷òî |δ| < r âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

|q|
2
> |bmδm| > 2|h(δ)|.

Øàã 7. Ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ C, ÷òî |δ| < r è q + bmδ
m ëåæèò íà îòðåçêå

ìåæäó 0 è q.

Øàã 8. Äëÿ âûáðàííîãî δ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |q + g(δ)| < |q|, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî q � ìèíèìóì ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 1. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä C èìåþò ñòåïåíü 1.
Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f(z) ∈ C[z] ñòåïåíè n ðàñêëàäûâàåòñÿ íà n

ñîìíîæèòåëåé ïåðâîé ñòåïåíè f(z) = a(z−α1)(z−α2) . . . (z−αn), ãäå α1, α2, . . . αn
� êîðíè ìíîãî÷ëåíà f .
Ñëåäñòâèå 3. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä R � ýòî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1

èëè êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.
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Ðàçíîå.

Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 04.07.2013

1. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî ãðàôèêè ôóíêöèé y = ax + b,
y = bx+ c è y = cx+ a ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî a = b = c.
2. Íà ñâîé äåíü ðîæäåíèÿ Êîëÿ Áóäèí óãîùàë ëþáèìûõ ïðåïîäàâàòåëåé òðå-

óãîëüíûì òîðòîì, êîòîðûé îí ðàçðåçàë íà 6 êóñêîâ ïî òðåì áèññåêòðèñàì. Çà-
äåðæàâøåìóñÿ Àëåêñàíäðó Ëüâîâè÷ó äîñòàëñÿ ïîñëåäíèé êóñîê â ôîðìå ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, íà îñíîâàíèè ÷åãî îí çàÿâèë, ÷òî òîðò èìåë ôîðìó ðàâ-
íîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Ïðàâ ëè Àëåêñàíäð Ëüâîâè÷?
3. Ó ñòàðèêà Õîòòàáû÷à åñòü òðè ïàëî÷êè. Âûðâàâ èç áîðîäû âîëîñîê, îí ìîæåò

óäëèíèòü ëþáóþ âûáðàííóþ èì ïàëî÷êó ðîâíî â òðè ðàçà. Îí ìîæåò ñäåëàòü
òàêóþ îïåðàöèþ ñêîëüêî óãîäíî ðàç. Îáÿçàòåëüíî ëè Õîòòàáû÷ ñìîæåò äîáèòüñÿ,
÷òîáû èç åãî ïàëî÷åê ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü íåâûðîæäåííûé òðåóãîëüíèê (âíå
çàâèñèìîòè îò ïåðâîíà÷àëüíûõ äëèí ïàëî÷åê)?
4. Íà ïëîñêîì ðîâíîì ïîëå ðàñòóò 6 äåðåâüåâ: À, Á, Â, Ã, Ä è Å. Ïî ïîëþ

ïðîõîäèò ïðÿìàÿ äîðîãà. Çåìëåóñòðîèòåëü óñòàíîâèë íà äîðîãå 17 ñòîëáîâ, è íà
êàæäîì ïðèêðåïèë òàáëè÷êó, íà êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû èìåíà äåðåâüåâ, ïðè÷åì
ïåðâûì óêàçàíî áëèæàéøåå, âòîðûì � âòîðîå ïî óäàëåííîñòè è ò.ä. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäóòñÿ äâà ñòîëáà ñ îäèíàêîâûìè òàáëè÷êàìè.
5. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå abc+ ab+ c = a3.
6. Íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè èñïîëüçóþòñÿ 4 îôèöèàëüíûõ ÿçûêà. Èç-

âåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà ó÷àñòíèêà ìîãóò îáùàòüñÿ íà îäíîì èç ýòèõ ÿçûêîâ. Äî-
êàæèòå, ÷òî åñòü ÿçûê, íà êîòîðîì ãîâîðÿò íå ìåíåå 60% ó÷àñòíèêîâ.

Äåêîìïîçöèÿ. 05.07.2013

Âñïîìèíàåì: Ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ, ìíî-
ãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ íàä Z ìíîãî-
÷ëåíîâ, ïåðåñòàíîâîê â ïðîèçâåäåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ (èëè òðàíñïîçè-
öèé), ãðàôîâ â îáúåäèíåíèå êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, äâèæåíèé â êîìïîçèöèþ îñåâûõ
ñèììåòðèé, íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ñóììó ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé äâîéêè è òï.
1. Â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ÷åòíà. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ðåáðà ìîæíî

ðàñêðàñèòü â íåñêîëüêî öâåòîâ òàê, ÷òî ðåáðà êàæäîãî öâåòà îáðàçóþò ïðîñòîé
öèêë.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (÷èñëàìè Ôèáîíà÷÷è íàçûâàþòñÿ ýëå-
ìåíòû ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn}, çàäàííîé óñëîâèÿìè F1 = F2 = 1
è Fn = Fn−1 + Fn−2 ïðè n ≥ 2).



43

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ ÷èñåë âèäà 1

n (n � íàòóðàëüíîå)
à) Ïðè ïîìîùèæàäíîãî àëãîðèòìà: â íà÷àëå ñâåñòè ê ñëó÷àþ ÷èñëà ìåíüøåãî

1, à çàòåì íà êàæäîì øàãå âû÷èòàòü íàèáîëüøåå 1
n , íå ïðåâîñõîäÿùåå èìåþùååñÿ

íà äàííûé ìîìåíò ÷èñëî.
á) Ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïàðíûõ çàìåí: 1

y + 1
y →

2
y , åñëè y ÷åòíî; 1

y + 1
y →

2
y+1 + 2

y(y+1) , åñëè y � íå÷åòíî.

4. Ìíîãî÷ëåí p(x) (ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) íàçûâàåòñÿ öå-

ëîçíà÷íûì, åñëè îí ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ ïðè âñåõ öåëûõ x
à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí x(x−1)···(x−k+1)

k! ÿâëÿåòñÿ öåëîçíà÷íûì.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ öåëîçíà÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îí ïðåäñòàâèì â âèäå

a0 + a1x+ a2
x(x− 1)

2!
+ a3

x(x− 1)(x− 2)

3!
+ · · ·+ an

x(x− 1) · · · (x− n+ 1)

n!
,

ãäå ÷èñëà a0, a1, . . . , an � öåëûå.
â) Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñòåïåíü ìîæåò èìåòü óíèòàðíûé (òî åñòü ñ åäèíè÷íûì

ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì) ìíîãî÷ëåí f(x), òàêîé ÷òî f(a) äåëèòñÿ íà 100 ïðè
ëþáîì öåëîì a.
5. Ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íåêî-

òîðûå îñîáåííî ðàçäðàæàþò Âëàäèìèðà Àëåêñååâè÷à, ïðè÷åì ñóììà è ðàçíîñòü
äâóõ ðàçäðàæàþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñàìà ÿâëÿåòñÿ ðàçäðàæàþùåé. Äîêàæèòå, ÷òî
èç ðàçäðàæàþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî âûáðàòü n + 1 òàê, ÷òî ëþáîé ðàçäðàæà-
þùèé ìíîãî÷ëåí ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âûáðàííûõ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè

à) Äëÿ n = 0.
á) Äëÿ n = 1.
â) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.
6. Ó Êàðëñîíà åñòü 1000 áàíîê ñ âàðåíüåì. Áàíêè íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûå,

íî â êàæäîé íå áîëüøå, ÷åì ñîòàÿ ÷àñòü âñåãî âàðåíüÿ. Êàðëñîí ñ÷èòàåò çàâòðàê
ïðàâèëüíûì, åñëè âî âðåìÿ íåãî îí ñúåäàåò ïîðîâíó âàðåíüÿ èç êàêèõ-òî 100
áàíîê è íå òðîãàåò îñòàëüíûå. Äîêàæèòå, ÷òî Êàðëñîí ìîæåò ñúåñòü âñå âàðåíüå
çà íåñêîëüêî ïðàâèëüíûõ çàâòðàêîâ.
7. Áóäåì íàçûâàòü ìíîãî÷ëåí p(x) ïî÷òè öåëîçíà÷íûì, åñëè p(2k) � öåëîå

÷èñëî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî k.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí pk(x) = 2−k(k−1)/2 (x−1)(x−2)···(x−2k−1)
(2−1)(22−1)···(2k−1)

ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè
öåëîçíà÷íûì.

á) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã óòâåðæäåíèÿ á) èç çàäà÷è 4.
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Ðàçíîáîé-1. 05.07.2013

1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî ó ÷èñëà 2n + 3 íå
ìåíåå 2013 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
2. Ðàññòîÿíèÿ îò îðòîöåíòðà äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà ðàâíû x, y è z. Ðàäèóñ

îïèñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí R. Äîêàæèòå, ÷òî x2 + y2 + z2 ≥ 3R2.
3. Äàíû äâà ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè P (x) è Q(x), ïðè÷åì âûïîë-

íåíû òîæäåñòâà P (P (x)) = Q(Q(x)) è P (P (P (x))) = Q(Q(Q(x))). Îáÿçàòåëüíî
ëè òîãäà âûïîëíåíî òîæäåñòâî P (x) = Q(x)?
4. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x1, x2,

. . . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñðåäè âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ t-ýëåìåíòíûõ íàáî-
ðîâ âèäà xk+1, xk+2, . . . , xk+t èìååòñÿ íå áîëåå t ðàçëè÷íûõ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïåðåîäè÷íà (âîçìîæíî, ñ ïðåäïåðèîäîì).
5. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ìàðøðóòîâ õðîìîé ëàäüè íà äîñêå 3 × n, êîòîðûå íà-

÷èíàþòñÿ â ëåâîì íèæíåì óãëó, ïðîõîäÿò ïî âñåì êëåòêàì ðîâíî îäèí ðàç è çà-
êàí÷èâàþòñÿ â ïðàâîì âåðõíåì óãëó. (Õðîìîé ëàäüåé íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ
ìîæåò õîäèòü òîëüêî â ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó.)
6. ×èñëà a, b, c ∈ R òàêîâû, ÷òî a+ b+ c = 1

a + 1
b + 1

c = 1. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî
èç ÷èñåë a, b è c ðàâíî 1.
7. ×èñëà k, n ∈ N òàêîâû, ÷òî k < n. Äàíà òàáëèöà k × n, â êàæäîé êëåòêå

êîòîðîé çàïèñàíî öåëîå ÷èñëî îò 1 äî n. Ïðè ýòîì â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì
ñòîëáöå âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòó òàáëèöó ìîæíî äîïîëíèòü äî
êâàäðàòà n × n, çàïèñàâ â êàæäóþ íîâóþ êëåòêó êàêîå-íèáóäü öåëîå ÷èñëî îò 1
äî n òàê, ÷òîáû ïî-ïðåæíåìó â â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå âñå ÷èñëà
áûëè ðàçëè÷íû.
8. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè M , N è K,

ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ AMK è CNK, êà-
ñàþòñÿ ïðÿìîéMN . Ðàäèóñû ýòèõ îêðóæíîñòåé � R1 è R2. Íàéòè ðàäèóñ îêðóæ-
íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðóãîëüíèêà MNB.

Ðàçíîáîé-2. 05 èþëÿ

1. Äàí âïèñàííûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF . Èçâåñòíî, ÷òî AB ‖ DE è BC ‖
EF . Äîêàæèòå, ÷òî CD ‖ AF .
2. Âåùåñòâåííûå ÷èñëà x, y, z ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî

x2 + y2 + z2 6 x2y + y2z + z2x+ 1.

3. Ó êàæäîãî æèòåëÿ ãîðîäà N çíàêîìûå ñîñòàâëÿþò íå ìåíåå 30% íàñåëåíèÿ
ãîðîäà. Æèòåëü èä¼ò íà âûáîðû ìýðà, åñëè áàëëîòèðóåòñÿ õîòÿ áû îäèí èç åãî
çíàêîìûõ. Âûáîðû ñ÷èòàþòñÿ ñîñòîÿâøèìèñÿ, åñëè ÿâêà èçáèðàòåëåé íå ìåíüøå
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50%. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè âûáîðû ñ äâóìÿ êàíäèäàòàìè, íà êîòîðûõ
áóäåò íåîáõîäèìàÿ ÿâêà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû òðåõ òî÷íûõ
êâàäðàòîâ íå ìåíåå ÷åì ìèëëèîíîì ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè O è I � öåíòðû îïèñàííîé è âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé. Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB è AC â òî÷-
êàõ K è M ñîîòâåòñòâåííî, à ñòîðîíû BC � â òî÷êå N . Îêàçàëîñü, ÷òî ñåðåäèíà
îòðåçêàKM ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè O, I è N ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

6. Ïîëîæèòåëüíûå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà p è q òàêîâû, ÷òî 1
p + 1

q = 1. Äîêà-
æèòå, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ðîâíî îäíîé èç ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé [np] è [nq].

7. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2013 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé,
÷òî åãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ 1, 2, . . . 2014 � ýòî ðàçëè÷íûå ñòåïåíè äâîéêè?

8. Â êëåòêàõ òàáëèöû m × n çàïèñàíû ðàçëè÷íûå ÷èñëà. Â êàæäîé ñòðîêå
ïîä÷åðêíóëè k íàèáîëüøèõ ÷èñåë, à êàæäîì ñòîëáöå � ` íàèáîëüøèõ ÷èñåë. Äî-
êàæèòå, ÷òî ïî ìåíüøåé ìåðå k` ÷èñåë ïîä÷¼ðêíóòû äâàæäû.

Âíóòðåííèé ìàòáîé. 13 èþëÿ

1. Ïåòÿ è Âàñÿ ïîêàçûâàþò Êîëå êàðòî÷íûé ôîêóñ. Êîëÿ âûáèðàåò ïÿòü
êàðò èç êîëîäû, ñîäåðæàùåé 52 êàðòû, è ïåðåäàåò èõ Ïåòå. Îí ñìîòðèò â íèõ,
ïðÿ÷åò îäíó èç êàðò â êàðìàí, à ÷åòûðå îñòàâøèåñÿ âûêëàäûâàåò ñëåâà íàïðàâî
â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå êàðòèíêàìè ââåðõ. Ïîñëå ýòîãî îíè çîâóò Âàñþ, êîòîðûé
îòãàäûâàåò ñïðÿòàííóþ êàðòó. Äîêàæèòå, ÷òî Ïåòÿ è Âàñÿ ìîãóò òàê ñãîâîðèòüñÿ,
÷òî ôîêóñ âñåãäà áóäåò óäàâàòüñÿ.

2. Äàíû ïîëóîêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB è öåíòðîì O è ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþ-
ùàÿ ïîëóîêðóæíîñòü â òî÷êàõ C è D, à ïðÿìóþ AB � â òî÷êå M . Ïóñòü K �
îòëè÷íàÿ îò O òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíè-
êîâ AOC è DOB. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë MKO � ïðÿìîé.

3. Âàñÿ íàïèñàë íà äîñêå n ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîñëå ýòîãî Ïåòÿ, âûáèðàÿ
âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè íåñêîëüêî èç íèõ, ïîäñ÷èòàë ñóììó âûáðàííûõ
÷èñåë è çàïèñàë îòâåòû íà êàðòî÷êàõ � ïîëó÷èëàñü 2n − 1 êàðòî÷êà. Äîêàæèòå,
÷òî Âàñÿ ìîæåò ðàçëîæèòü âñå êàðòî÷êè íà ñòîïêè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷èñëà
íà êàðòî÷êàõ â îäíîé ñòîïêå îòëè÷àëèñü íå áîëüøå, ÷åì â äâà ðàçà.
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4. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè îêðàøåíà â ñèíèé èëè
êðàñíûé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî êàêèå-òî 3 êðàñíûå òî÷êè îáðàçóþò òðåóãîëü-
íèê, ðàâíûé ABC, ëèáî íàéäóòñÿ äâå ñèíèå òî÷êè íà ðàññòîÿíèè 1.

5. Ïóñòü n ≥ a1 > a2 > · · · > ak � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå,
÷òî ÍÎÊ(ai, aj) ≤ n ïðè ëþáûõ i è j. Äîêàæèòå, ÷òî iai ≤ n ïðè âñåõ i.

6. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 4. Â ïðàâèëüíîì n-óãîëüíèêå ïðîâåäåíû n − 3
íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãîíàëè, ðàçáèâàþùèå åãî íà òðåóãîëüíèêè. Íàéäèòå ìàê-
ñèìàëüíîå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òðåóãîëüíèêîâ ñðåäè òðåóãîëüíèêîâ
ðàçáèåíèÿ.

7. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïðÿìàÿ, îòëè÷íàÿ
îò AB, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω1 â òî÷êàõ C è D, îêðóæíîñòü ω2 â òî÷êàõ E
è F , à ïðÿìóþ AB � â òî÷êå P , ëåæàùåé íà îòðåçêå AB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëüíèêîâ ACE
è BDF , ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó P .

8. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n óðàâåíåíèå f(f(. . . (f(x)) . . . )) = 0 (n
áóêâ f) èìååò ðîâíî 2n ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé?

Ïðîôè-9 � Ïðîôè-10. 17 èþëÿ

1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå èç êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé,
ìèíóÿ îñòàëüíûå ãîðîäà. Èçâåñòíà ñòîèìîñòü êàæäîãî òàêîãî ïðîåçäà. Ñîñòàâ-
ëåíî äâà ìàðøðóòà ïîåçäîê ïî ãîðîäàì ñòðàíû. Â êàæäûé èç ýòèõ ìàðøðóòîâ
êàæäûé ãîðîä âõîäèò ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Ïðè ñîñòàâëåíèè ïåðâîãî ìàðøðóòà
ðóêîâîäñòâîâàëèñü ñëåäóþùèì ïðèíöèïîì � íà÷àëüíûé ïóíêò ìàðøðóòà âûáè-
ðàëè ïðîèçâîëüíî, à íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå ñðåäè ãîðîäîâ, ÷åðåç êîòîðûå
ìàðøðóò åùå íå ïðîøåë, âûáèðàëè òîò, ïîåçäêà â êîòîðûé èç ïðåäûäóùåãî ãîðîäà
èìååò íàèìåíüøóþ ñòîèìîñòü (åñëè òàêèõ ãîðîäîâ íåñêîëüêî, òî âûáèðàëè ëþáîé
èç íèõ), è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðîéäåíû âñå ãîðîäà. Ïðè ñîñòàâëåíèè âòîðîãî
ìàðøðóòà íà÷àëüíûé ãîðîä òîæå âûáðàëè ïðîèçâîëüíî, à íà êàæäîì ñëåäóþùåì
øàãå ñðåäè ãîðîäîâ, ÷åðåç êîòîðûå ìàðøðóò åùå íå ïðîøåë, âûáèðàëè òîò, ïîåçä-
êà â êîòîðûé èç ïðåäûäóùåãî ãîðîäà èìååò íàèáîëüøóþ ñòîèìîñòü. Äîêàæèòå,
÷òî îáùàÿ ñòîèìîñòü ïðîåçäà ïî ïåðâîìó ìàðøóðòó íå áîëüøå îáùåé ñòîèìîñòè
ïðîåçäà ïî âòîðîìó ìàðøðóòó.
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2. Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðóãîâ ñ ñóììîé ðàäèóñîâ R. Èç-
âåñòíî, ÷òî âñå êðóãè ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ëþáîé ïðÿìîé, íå ïåðåñåêàþùåé
íè îäíîãî èç êðóãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå êðóãè ìîæíî íàêðûòü îäíèì êðóãîì ðà-
äèóñà R.
3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òðîåê (a, b, c) íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ 2a2 + 3b2 − 5c2 = 2013.
4. Íà áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ðàññòàâëåíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

òàê, ÷òî ÷èñëî â êàæäîé êëåòêå ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ÷èñåë â ñîñåä-
íèõ êëåòêàõ. Èçâåñòíû çíà÷åíèÿ âî âñåõ êëåòêàõ, ó êîòîðûõ îáå êîîðäèíàòû ÷åò-
íûå, êðîìå êëåòêè (0, 0). Âñåãäà ëè ìîæíî âîññòàíîâèòü çíà÷åíèå â êëåòêå (0, 0)?
5. Â òðåóãîëüíèêå ABC âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì I êàñàåòñÿ ñòîðîí

AC è AB â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êàM � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, à N �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AM è EF . Ïðÿìûå BI è CI âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü,
ïîñòðîåííóþ íà BC, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî NX

NY = AC
AB .

6. Ñóùåñòâóþò ëè äâà 2013-çíà÷íûõ ÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì
öèôð, òàêèå ÷òî îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, äðóãîå � òî÷íûì êóáîì
è êàæäîå èç íèõ äåëèòñÿ íà 12345678987654321.
7. Ïåòÿ è Ìàøà èãðàþò â èãðó. Íà äîñêå íàïèñàíû âñå öåëûå ÷èñëà îò 0 äî

1024. Íà ïåðâîì õîäó Ìàøà çà÷åðêèâàåò 29 ÷èñåë, íà âòîðîì Ïåòÿ çà÷åðêèâàåò 28

÷èñåë èç îñòàâøèõñÿ, ïîòîì Ìàøà ñíîâà 27 ÷èñåë è òàê ïîêà íà äîñêå íå îñòàíåòñÿ
2 ÷èñëà. Ðàçíîñòü ýòèõ ÷èñåë Ïåòÿ ïëàòèò Ìàøå â êîíôåòàõ. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êîíôåò Ìàøà ìîæåò ñåáå îáåñïå÷èòü?
8. Äàíî ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ìíîãî÷ëåí P (x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+
a1x+1 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí âåùåñòâåí-
íûé êîðåíü. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ a2

1 + a2
2 + · · ·+

a2
n−1.
9. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ω îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòî-

ðîíû BC â òî÷êå K; J � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû
BC. Îêðóæíîñòü ω1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè B è C è êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè ω. Äî-
êàæèòå, ÷òî ω1 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà KJ .
10. Ïóñòü a, b, c ∈ Z è p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî åñ-

ëè f(x) = ax2 + bx + c ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ðàâíûå òî÷íûì êâàäðàòàì â 2p − 1
ïîñëåäîâàòåëüíîé öåëîé òî÷êå, òî b2 − 4ac äåëèòñÿ íà p.

Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé "Ïðîôè-8 � Ïðîôè-9". Âàðèàíò M . 17 èþëÿ

1 Äâóì ðàçóìíûì ìóðàâüÿì çàðàíåå îáúÿâèëè, ÷òî èõ íî÷üþ âûñàäÿò îäíîâðå-
ìåííî â êàêèå-òî äâå âåðøèíû íàõîäÿùåãîñÿ â íåâåñîìîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî
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ïàðàëëåëåïèïåäà 1 × 1 × 2 ì. Ìóðàâüè ïîëçàþò òîëüêî ïî ðåáðàì, èõ ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü 1 ì/ìèí. Ìîãóò ëè îíè äîãîâîðèòüñÿ äåéñòâîâàòü òàê,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî âñòðåòèòüñÿ ðàíåå ÷åì ÷åðåç 9 ìèíóò ïîñëå âûñàäêè?
(Ìóðàâüè îòëè÷àþò âåðøèíû îò íå âåðøèí, íî âñå âåðøèíû èçíà÷àëüíî äëÿ
íèõ ðàâíîïðàâíû è íàïðàâëåíèÿ òîæå. Ìóðàâåé çíàåò, ñêîëüêî îí ïðîïîëç, è
ñìîæåò îòëè÷èòü äëèííîå ðåáðî îò êîðîòêîãî, äîáðàâøèñü äî åãî ñåðåäèíû.
Ìóðàâåé çàïîìèíàåò íàïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå è íàïðàâëåíèÿ
ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí, ãäå îí áûâàë. Äðóã äðóãà ìóðàâüè çàìåòÿò
òîëüêî îêàçàâøèñü â îäíîé òî÷êå).

2 210 òî÷åê ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáûå 209 èç íèõ
ëåæàò íà 14 ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè ëåæàò íà 14 ïðÿìûõ.

3 Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÷èñëà 2a− 1, 2b− 1 è a+ b � ïðîñòûå.
Äîêàæèòå, ÷òî íè ab + ba, íè aa + bb íå äåëÿòñÿ íà a+ b.

4 Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD áèññåêòðèñû óãëîâ B è D ïàðàëëåëü-
íû. Áèññåêòðèñà óãëà B ïåðåñåêàåò äèàãîíàëü AC â òî÷êå K, à áèññåêòðèñà
óãëàD ïåðåñåêàåò å¼ â òî÷êåM òàê, ÷òî AK = CM (òî÷êèK èM ðàçëè÷íû).
Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè KD è BM ðàâíû.

5 Íà äîñêå ìîæíî ëèáî íàïèñàòü äâå åäèíèöû, ëèáî ñòåðåòü ëþáûå äâà óæå
íàïèñàííûõ îäèíàêîâûõ ÷èñëà n è íàïèñàòü âìåñòî íèõ ÷èñëà n+ 1 è n− 1.
Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òàêèõ îïåðàöèé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü
÷èñëî 2013? (Ñíà÷àëà äîñêà áûëà ÷èñòîé.)

6 Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {an}, ÷òî 1
an

=
1

an+1
+ 1

an+2
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n?

7 Ïóñòü AA1, BB1, CC1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC; OA, OB,
OC � öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ AB1C1, BC1A1, CA1B1

ñîîòâåòñòâåííî; TA, TB, TC � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABC ñî ñòîðîíàìè BC, CA, AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî âñå
ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà TAOCTBOATCOB ðàâíû.

8 Âåðøèíû ãðàôà çàíóìåðîâàíû íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî 105, ïðè÷åì
êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì
ãðàôå íåò öèêëîâ èç ÷åòûðåõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àðèôìåòè-
÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èç ïÿòè íå ïðåâîñõîäÿùèõ 105 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ,
÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû ñ íîìåðàìè èç ýòîé ïðîãðåññèè íå ñîåäèíåíû ðåá-
ðîì.
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9 Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðåòüþ òàê, ÷òî ñðåäè ýòèõ òðåõ îäíà ëåæèò ðîâ-
íî ïîñðåäèíå ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî
îòìå÷åííûõ òî÷åê?

10 Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî abc = 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà
2a− 1

b , 2b−
1
c , 2c−

1
a íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî áîëüøå 1.

Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé "Ïðîôè-8 � Ïðîôè-9". Âàðèàíò N . 17 èþëÿ

1 Äâóì ðàçóìíûì ìóðàâüÿì çàðàíåå îáúÿâèëè, ÷òî èõ íî÷üþ âûñàäÿò îäíîâðå-
ìåííî â êàêèå-òî äâå âåðøèíû íàõîäÿùåãîñÿ â íåâåñîìîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà 1 × 1 × 2 ì. Ìóðàâüè ïîëçàþò òîëüêî ïî ðåáðàì, èõ ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü 1 ì/ìèí. Ìîãóò ëè îíè äîãîâîðèòüñÿ äåéñòâîâàòü òàê,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî âñòðåòèòüñÿ ðàíåå ÷åì ÷åðåç 9 ìèíóò ïîñëå âûñàäêè?
(Ìóðàâüè îòëè÷àþò âåðøèíû îò íå âåðøèí, íî âñå âåðøèíû èçíà÷àëüíî äëÿ
íèõ ðàâíîïðàâíû è íàïðàâëåíèÿ òîæå. Ìóðàâåé çíàåò, ñêîëüêî îí ïðîïîëç, è
ñìîæåò îòëè÷èòü äëèííîå ðåáðî îò êîðîòêîãî, äîáðàâøèñü äî åãî ñåðåäèíû.
Ìóðàâåé çàïîìèíàåò íàïðàâëåíèÿ ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå è íàïðàâëåíèÿ
ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí, ãäå îí áûâàë. Äðóã äðóãà ìóðàâüè çàìåòÿò
òîëüêî îêàçàâøèñü â îäíîé òî÷êå).

2 210 òî÷åê ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáûå 209 èç íèõ
ëåæàò íà 14 ïðÿìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè ëåæàò íà 14 ïðÿìûõ.

3 Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ p âñå ÷èñëà âèäà 4n2 + p � ïðîñòûå äëÿ ëþáîãî n =
1, 2, . . . , p− 1?

4 Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD áèññåêòðèñû óãëîâ B è D ïàðàëëåëü-
íû. Áèññåêòðèñà óãëà B ïåðåñåêàåò äèàãîíàëü AC â òî÷êå K, à áèññåêòðèñà
óãëàD ïåðåñåêàåò å¼ â òî÷êåM òàê, ÷òî AK = CM (òî÷êèK èM ðàçëè÷íû).
Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè KD è BM ðàâíû.

5 Íà äîñêå âûïèñàíû N ðàçëè÷íûõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
ëþáûõ âûïèñàííûõ a è b õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a

b+1 ,
b

a+1 ðàöèîíàëüíî. Êàêîâî
íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N?

6 Â òðåóãîëüíèêå åñòü ñòîðîíà áîëüøå 1. Âñåãäà ëè åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà
íåñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ åñòü ñòîðîíà, ðàâíàÿ 1?
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7 Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ñòîðîíîé äëèíû 99 ðàçáèò íà 992 êëåòîê � ïðà-
âèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé 1. Ó êëåòîê âñåãî 5050 âåðøèí, â êàæäóþ
âåðøèíó ïîëîæèëè ïî ìîíåòå. Ìîíåòû ìîãóò áûòü ðàçíîãî âåñà. Èçâåñòíî,
îäíàêî, ÷òî ó âñåõ êëåòîê, êðîìå îäíîé, ñóììàðíûå âåñà òðåõ ìîíåò â âåðøè-
íàõ îäèíàêîâû, à ó ýòîé îäíîé êëåòêè ýòà ñóììà ìåíüøå. Çà êàêîå íàèìåíü-
øåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü ìîæíî íàéòè ¾ëåãêóþ¿
êëåòêó?

8 Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü. ×åðåç òî÷êó A ïðîâåäåíû õîðäû,
ïåðåñåêàþùèå ñòîðîíó BC â òî÷êàõ K è L è äóãó BC â òî÷êàõ M è N . Äî-
êàæèòå, ÷òî åñëè âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà KLNM ìîæíî îïèñàòü îêðóæ-
íîñòü, òî òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé.

9 Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ
èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òðåòüþ òàê, ÷òî ñðåäè ýòèõ òðåõ îäíà ëåæèò ðîâ-
íî ïîñðåäèíå ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî
îòìå÷åííûõ òî÷åê?

10 Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî abc = 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà
2a− 1

b , 2b−
1
c , 2c−

1
a íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî áîëüøå 1.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà.

Äîâûâîä

1 Ó òðåõ áðàòüåâ äåíü ðîæäåíèÿ â îäèí äåíü. Êîãäà ñòàðøåìó èç íèõ èñïîë-
íèëîñü äâåíàäöàòü, îêàçàëîñü ÷òî ñóììà âîçðàñòîâ âñåõ áðàòüåâ äåëèòñÿ íà
äâåíàäöàòü. Òî æå ñàìîå ñëó÷èëîñü, êîãäà ñðåäíåìó èñïîëíèëîñü äâåíàäöàòü.
Äîêàæèòå, ÷òî òî æå ñàìîå ñëó÷èòñÿ, êîãäà òðåòüåìó èñïîëíèòñÿ äâåíàäöàòü.

2 Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ

max{x2 + y2, 2} = min{−2x, 2y}.

3 Âàñèëèé Èâàíîâè÷ è åãî âåðíûé îðäèíàðåö Ïåòüêà ïëåíèëè 999 áåëîãâàðäåé-
öåâ è íà÷àëè èõ äîïðàøèâàòü. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé áåëîãâàðäååö "ðàñêîëåò-
ñÿ"ïîñëå òðåõ çàäàííûõ åìó âîïðîñîâ (íî íå ðàíüøå!), à "ðàñêîëîâøåãî"(òî
åñòü çàäàâøåãî òðåòèé âîïðîñ) åãî ãåðîÿ ãðàæäàíñêîé âîéíû íàãðàæäàþò
îðäåíîì. Äîïðîñ ïðîèñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà Âàñèëèé Èâàíî-
âè÷ âûáèðàåò ëþáîãî åùå "íåðàñêîëîâøåãîñÿ" áåëîãâàðäåéöà è çàäàåò åìó
âîïðîñ, çàòåì òî æå ñàìîå äåëàåò Ïåòüêà, çàòåì - ñíîâà Âàñèëèé Èâàíîâè÷ è
ò.ä. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî îðäåíîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ëåãåíäàð-
íûé êîìäèâ?
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4 D - îñíîâàíèå âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè A â òðåóãîëüíèêå ABC. Íà
íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó D, íàøëèñü òàêèå òî÷êè E è F ,
ëåæàùèå âíå òðåóãîëüíèêà ABC, ÷òî BE ⊥ AE è AF ⊥ CF . M è N -
ñåðåäèíû BC è EF ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ANM - ïðÿìîé.

5 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {ak} òàêîâà, ÷òî ak+3 = akak+1ak+2+
1 ïðè ëþáîì k ≥ 1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ak − 43 � ñîñòàâíîå äëÿ ëþáîãî
k > 100.

Âûâîä

6 Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ
íå ïàðàëëåëüíû. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 íàéäåòñÿ
ïðîâåäåííàÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ åãî ïåðåñåêàåò. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàðèñî-
âàòü êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 0, 8, êîòîðûé ïåðåñåêàþò íå ìåíåå ÷åì òðè ïðîâå-
äåííûå ïðÿìûå.

7 Â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâåM âûáðàíî n ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ A1, . . . , An.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x ∈M ìíîæåñòâà A1∪{x}, . . . , An∪{x} òàêæå
ðàçëè÷íû.

8 Àëåêñàíäð Ëüâîâè÷ çàäóìàë òðè öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà, òàêèå ÷òî
ñóììà èõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó òî÷íîãî êâàäðàòà, à
ñóììà èõ êâàäðàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîã-
ëî ïðèíèìàòü ýòî ïðîñòîå ÷èñëî?

Ïîñëåâûâîä

9 Èìååòñÿ ìíîãî êàðòî÷åê, íà êàæäîé èç êîòîðûõ çàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî
îò 1 äî n. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà âñåõ êàðòî÷êàõ ðàâíà n! · k, ãäå k
� öåëîå ÷èñëî. Äîêàçàòü, ÷òî êàðòî÷êè ìîæíî ðàçëîæèòü íà k ãðóïï òàê,
÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå ñóììà ÷èñåë, íàïèñàííûõ íà êàðòî÷êàõ, ðàâíÿëàñü
n!.

Áèëåòû íà òåîðåòè÷åñêèé çà÷åò.

Áèëåò 1

1. Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå. Ïåðåõîä èç îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â äðóãóþ. Ýë-
ëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

2. Äîêàçàòåëüñòâî Çîëîòàðåâà êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà âçàèìíîñòè ÷åðåç ïåðåñòà-
íîâêè.
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3. Òåîðåìà Ôîëêìàíà.

Áèëåò 2

1. Àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î áàáî÷êå; òåîðåìû î äâóõ áàáî÷êàõ.

2. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ èç p2 ýëåìåíòîâ. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ â
ïîëå.

3. Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè è òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.

Áèëåò 3

1. Òåîðåìà î äåâÿòè òî÷êàõ íà êóáè÷åñêîé êðèâîé. Âûâîä íåâûðîæäåííîé òåî-
ðåìû Ïàñêàëÿ è òåîðåìû Ïàïïà.

2. Äîêàçàòåëüñòâî êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà âçàèìíîñòè ÷åðåç ïîäñ÷åò ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè.

3. Ëîâóøêè, êîðìóøêè, ïðåäåëû è òî÷êè ñãóùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îïå-
ðàöèè ñ ïðåäåëàìè. Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà lim

n→∞

√
n+ 1−

√
n.

Áèëåò 4

1. Îïðåäåëåíèå ïîëÿ è ÷èñëîâîãî ïîëÿ. Îïèñàíèå íàèìåíüøåãî ÷èñëîâîãî ïî-
ëÿ, ñîäåðæàùåãî

√
2; ñîäåðæàùåãî

√
2 è
√

3; ñîäåðæàùåãî 3
√

2. Èçîìîðôèçì
ïîëåé. Ïîëå Fp. Îòñóòñòâèå íåòîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà R.

2. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèìè ÷èñëàìè, êîðíè óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

3. Òåîðåìà Áðóêñà.

Áèëåò 5

1. Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Òåîðåìà Âèåòà. Ôîðìóëà Íüþòîíà. Ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

2. Ñðàâíåíèÿ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ.
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . Çàäà÷à

ïðî ðåêóððåíòó.

3. Èíâåðñèÿ, îïðåäåëåíèå, îáðàçû ïðÿìûõ è îêðóæíîñòåé ïðè èíâåðñèè, ôîð-
ìóëà äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáðàçàìè.
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Áèëåò 6

1. Àëãåáðàè÷åñêèå è öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. ×èñëî, ÿâëÿþùååñÿ îäíîâðå-
ìåííî öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì è ðàöèîíàëüíûì, ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ñóììà, ðàç-
íîñòü, ïðîèçâåäåíèå öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè-
÷åñêèì. Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà îáðàçóþò ïîëå.

2. Ïîêàçàòåëè. Áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 2nx+ 1 äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî n. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ïðî-
ñòîìó ìîäóëþ; ïî ìîäóëþ pk, 2pk (p � íå÷åòíîå ïðîñòîå).

3. Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ, îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâî ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðå-
âîäÿùåé îäíó îêðóæíîñòü â äðóãóþ.

Áèëåò 7

1. Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèìè ÷èñëàìè, êîðíè óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè.

2. Îïðåäåëåíèå ãðóïïû. Ïðèìåðû. Ïîäãðóïïû, ëåâûå êëàññû ñìåæíîñòè, ïîðÿ-
äîê ýëåìåíòà, èíäåêñ ïîäãðóïïû, òåîðåìà Ëàãðàíæà.

3. Ïîëÿðíîå ñîîòâåòñòâèå, ñâîéñòâà, ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.

Áèëåò 8

1. Ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà.
∏
d|n

Φd(x) = xn−1. Äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîñòè

ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà nx+ 1 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî n.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëå èç n ýëåìåíòîâ ⇒ n = pk.

3. Öåíòð ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé îòðåçîê â îòðåçîê. Òî÷êà Ìèêåëÿ.

Áèëåò 9

1. Íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ äåëåíèÿ êðóãà

2. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå. Íåïðåðûâíîñòü ìîíîòîííûõ ñþðúåêòèâíûõ
ôóíêöèé. Íåïðåðûâíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ.

3. Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñîõðàíåíèå îòíîøåíèé ïëîùàäåé. Ñîõðàíåíèå
öåíòðîâ ìàññ. Ïîñòðîåíèÿ ëèíåéêîé.

Áèëåò 10
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1. Îïðåäåëåíèå ãðóïïû. Ïðèìåðû. Ïîäãðóïïû, ëåâûå êëàññû ñìåæíîñòè, ïîðÿ-
äîê ýëåìåíòà, èíäåêñ ïîäãðóïïû, òåîðåìà Ëàãðàíæà.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìîäóëü
ìíîãî÷ëåí äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè).

3. Òåîðåìà Òàòòà

Áèëåò 11

1. Ñðàâíåíèÿ öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ.
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . Çàäà÷à

ïðî ðåêóððåíòó.

2. Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà. Îïèñàíèå íàèìåíüøåãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùå-
ãî π. Íåñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

3. Òåîðåìà î ìèëèöèîíåðàõ. Àêñèîìà ïîëíîòû è ëåììà î âëîæåííûõ ïðîìåæóò-
êàõ.

Áèëåò 12

1. Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà; ñòåïåíü ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà ñóììå èõ ñòåïåíåé. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Ìíîãî-
÷ëåí, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ ïðÿìîé, äåëèòñÿ íà ëèíåéíûé
ìíîãî÷ëåí, çàäàþùèé ýòó ïðÿìóþ.

2. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ðàâíîñèëüíîåñòè îïðåäåëå-
íèé. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Íåïðåðûâíîñòü ìî-
äóëÿ ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé. Äîñòèæåíèå ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà
íà êðóãå.

3. Ñåòè, ïîòîêè, òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà.

Áèëåò 13

1. Äîêàçàòåëüñòâî êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà âçàèìíîñòè ÷åðåç êâàäðàòè÷íûå ñóì-
ìû Ãàóññà.

2. Ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà; ñòåïåíü ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà ñóììå èõ ñòåïåíåé. Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Ìíîãî-
÷ëåí, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü âî âñåõ òî÷êàõ ïðÿìîé, äåëèòñÿ íà ëèíåéíûé
ìíîãî÷ëåí, çàäàþùèé ýòó ïðÿìóþ.
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3. Èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Áèëåò 14

1. Äîêàçàòåëüñòâî Çîëîòàðåâà êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà âçàèìíîñòè ÷åðåç ïåðåñòà-
íîâêè.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìîäóëü
ìíîãî÷ëåí äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè).

3. Ðåáåðíàÿ òåîðåìà Ìåíãåðà

Áèëåò 15

1. Äîêàçàòåëüñòâî êâàäðàòè÷íîãî çàêîíà âçàèìíîñòè ÷åðåç ïîäñ÷åò ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè.

2. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ èç pk ýëåìåíòîâ.

3. Òåîðåìà Ðàìñåÿ äëÿ ãèïåðãðàôîâ.

Áèëåò 16

1. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëå èç n ýëåìåíòîâ ⇒ n = pk.

2. Òåîðåìà î äåâÿòè òî÷êàõ íà êóáè÷åñêîé êðèâîé. Âûâîä íåâûðîæäåííîé òåî-
ðåìû Ïàñêàëÿ è òåîðåìû Ïàïïà.

3. Òåîðåìà Õîëëà

Áèëåò 17

1. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ èç pk ýëåìåíòîâ.

2. Èç âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

3. Âåðøèííàÿ òåîðåìà Ìåíãåðà.

Áèëåò 18

1. Êîíå÷íûå ïëîñêîñòè.

2. Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Òåîðåìà Âèåòà. Ôîðìóëà Íüþòîíà. Ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.
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3. Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, îïðåäåëåíèå, ñîõðàíåíèå îòíîøåíèé äëèí ïàðàë-
ëåëüíûõ îòðåçêîâ. Ñîõðàíåíèå îòíîøåíèé ïëîùàäåé. Ñîõðàíåíèå öåíòðîâ
ìàññ. Ïîñòðîåíèÿ ëèíåéêîé.

Áèëåò 19

1. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ èç p2 ýëåìåíòîâ. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ â
ïîëå.

2. Ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà.
∏
d|n

Φd(x) = xn−1. Äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîñòè

ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà nx+ 1 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî n.

3. Òåîðåìà Âàí-äåð-Âàðäåíà.

Áèëåò 20

1. Ïîêàçàòåëè. Áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 2nx+ 1 äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîãî íàòóðàëüíîãî n. Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ïðî-
ñòîìó ìîäóëþ; ïî ìîäóëþ pk, 2pk (p � íå÷åòíîå ïðîñòîå).

2. Àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå. Ïåðåõîä èç îäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â äðóãóþ. Ýë-
ëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà ÿâëÿþòñÿ êðèâûìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

3. Òåîðåìà Êåíèãà

Áèëåò 21

1. Òðàíñöåíäåíòíûå ÷èñëà. Îïèñàíèå íàèìåíüøåãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùå-
ãî π. Íåñ÷åòíîñòü ìíîæåñòâà òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ.

2. Àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î áàáî÷êå; òåîðåìû î äâóõ áàáî÷êàõ.

3. Òåîðåìà Áåðæà.


