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9 класс, 21-22 июля. Проекция, поляра и полная гармония
[image: http://files.school-collection.edu.ru/dlrstore/1ecc5e54-664c-2090-0e63-8a362382acb3/79133.jpg]Определение. Стереографичеcкая проекция – центральная проекция плоскости α на касающуюся её сферу S с центром проекции в точке P, диаметрально противоположной точке касания K ( сфера S на рисунке – малая).  

Длинные рассуждения для решения T1. 
a. Обобщите определение инверсии на пространство и рассмотрите инверсию  относительно сферы S1 – это сфера с центром в точке P и радиусом PK ( на рисунке – большая сфера).
б. Поймите (даже нельзя назвать это доказательством), что при пространственной инверсии сферы переходят в сферы или плоскости ( которые можно рассматривать как сферы бесконечно большого радиуса).
в. При такой пространственной инверсии касательная плоскость α переходит в сферу S (и наоборот), при этом получается ровно стереографическая проекция. 
г. Любую окружность можно получить как пересечение двух сфер или  сферы и плоскости.
Т1. При стереографической проекции прямые и окружности на плоскости переходят в окружности на сфере. 
T2. Найдите такую окружность на плоскости α, что проекция любого большого круга сферы S пересекает его в диаметрально противоположных точках.

Простая счетная задача, важная для дальнейших рассуждений.
Возьмем декартову систему координат, I четверть (ура!!!). Рассмотрим точки O(0;0), A(1;0), P(0;1) и четверть единичной окружности (дуга). Возьмем на этой дуге произвольную точку M и сделаем центральную проекцию из точки P на ось абсцисс. M проецируется в M1, T (середина отрезка MA) – в T1. Докажите (просто посчитайте!), что в зависимости от положения точки M точка T1 может делить отрезок AM1 практически в любом отношении. 

Т3.  Точку – в центр! Даны окружность  и точка A, лежащая внутри неё. Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее  в какую-то окружность, а точку A – в её центр. (именно для этого и решалась простая счетная задача и изучалась стереографическая проекция).
T4. Построение поляры. Докажите, что при преобразовании из задачи T3 исключительная прямая (так, которая убегает на бесконечность) перпендикулярна диаметру, проходящему через A. Кроме того, её точка пересечения с прямой, содержащей этот диаметр, инверсна точке A относительно окружности .

Определение. Дана окружность  и точка A внутри неё. Рассмотрим проективное преобразование, которое переводит  в окружность, а точку А – в её центр. Исключительная прямая этого преобразования называется полярой точки A относительно окружности .
T5. Проверим корректность. Докажите, что определение поляры корректно, то есть не зависит от проективного преобразования, а зависит только от точки A и окружности .
T6. Прямую – на бесконечность. Даны окружность  и прямая , не имеющие общих точек. Докажите, что существует проективное преобразование, переводящее  в себя, а прямую  в бесконечно удалённую (подсказка – после всего предыдущего это уже просто не задача)
T7. Докажите, что аффинное преобразование, которое переводит бесконечно удаленную прямую в бесконечно удаленную, является аффинным.
T8. Пусть некоторое проективное преобразование переводит окружность саму в себя, а её центр оставляет на месте. Докажите, что это – поворот или симметрия.
T9.  Построим поляру линейкой. Даны окружность  и точка A. Прямые b и c проходят через точку A и пересекают окружность в точках B1, B2 и C1, C2 соответственно.  A1– точка пересечения прямых B1C1 и B2C2. A2– точка пересечения прямых B1C2 и B2C1. Докажите, что прямая , проходящая через точки A1 и A2, не зависит от выбора секущих b и c. ( или докажите вместо этого, что a – поляра точки A, далее сошлитесь на предыдущие задачи) 
T10. И еще обобщим. До этого мы все время рассматривали определение поляры для точки Внутри окружности. Придумайте определение поляры для точки ВНЕ окружности ( и на окружности), докажите его корректность.
T11. Основное свойство поляр. a) Докажите, что если прямая  – поляра точки , прямая  – поляра точки  и  проходит через , то  проходит через . b) Докажите, что точки лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда их поляры пересекаются в одной точке.
 
1. Теорема Паскаля. Точки пересечения противоположных сторон вписанного шестиугольника лежат на одной прямой.
2. Теорема Брианшона. Диагонали, соединяющие противоположные вершины описанного шестиугольника, пересекаются в одной точке.
3. Про симедианы. Треугольник ABC вписан в окружность . Касательные в точках A и С пересекаются в точке P. Докажите, что BP – симедиана треугольника ABC.

Определение (напоминание). Четверка точек A, B, C, D называется гармонической, если (ABCD)=–1 (То есть она является проективным образом концов отрезка, его середины и бесконечно удаленной точки).
Определение. Гармоническим четырехугольником называется образ гармонической четверки точек при центральном проектировании на окружность.

4. Гармонический четырехугольник. Докажите, что в гармоническом четырехугольнике  ABCD касательные в точках B, D и диагональ AC пересекаются в одной точке или параллельны.
5. Гармония во всем.  Пусть в условиях предыдущей задачи точка пересечения касательных обозначена K, а точка пересечения диагоналей – O. Докажите, что точки A, C, O и К образуют гармоническую четверку.
6. Через точку P проводятся всевозможные пары секущих AB и CD данной окружности. Найдите ГМТ точек пересечения AC и BD.
ИЗУЧАЕМ ГАРМОНИЧЕСКИЙ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИК:
7. Докажите, что четырехугольник является гармоническим тогда и только тогда, когда он вписанный и произведения  длин его противоположных сторон равны.
8. Пусть N ‑ середина диагонали AC гармонического четырехугольника ABCD. Докажите, что BNC =  DNC.
9. Докажите, что в гармоническом четырехугольнике расстояние от точки пересечения диагоналей до сторон пропорциональны длинам сторон.
10. Лемма о бабочке. Через середину M хорды AB проведены секущие CD и EF. a) Хорды CE и DF пересекают отрезок AB в точках A1 и B1. Докажите, что MA1 = MB1. b) Прямые CF и DE пересекают прямую AB в точках  A2 и B2. Докажите, что MA2 = MB2.
Найдите в бабочке все гармонические четверки и все гармонические четырехугольники.
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[image: http://mathemlib.ru/mathenc/item/f00/s01/e0001334/pic/012_01.jpg]1. Вневписанная окружность треугольника ABC касается стороны BC в точке D, а продолжений стороны AB и AC – в точках E и F. Пусть T- точка пересечения прямых BF и CE. Докажите, что точки A, D и Т лежат на одной прямой.
2. В окружности S проведены две параллельные хорды AB и CD. Прямая, проведенная через C и середину AB, вторично пересекает S в точке E. Точка K – середина отрезка DE. Докажите, что  AKE =  BKE.
3. Пусть PT и PB ‑ две касательные к окружности, AB ‑ диаметр, проходящий через точку B, и TH ‑ перпендикуляр, опущенный из точки T на AB. Докажите, что прямая AP делит пополам отрезок TH.
4. Докажите, что для любых двух непересекающихся окружностей на плоскости существует существенно проективное преобразование, переводящее их в окружности (уберите на бесконечность правильную прямую).
T1. Покажите, что проективным преобразованием можно окружность перевести в эллипс. Для этого посмотрите на рисунок (называемый сферы Данделена). Конус рассечен плоскостью, две сферы касаются конуса и этой плоскости с двух разных сторон. M – произвольная точка на сечении, F и F1 – точки касания, STMT1 – одна прямая. Докажите, что F1M+FM =  TT1.
T2. Сделайте аналогичное построение для гиперболы.
T3. И для параболы – это пограничный случай, там все сложнее.
T4. И для пары пересекающихся прямых, хотя именно там ничего не получится (вырожденная кривая второго порядка).

TTT. Поляра всюду одинакова. Возьмем точку, её поляру относительно окружности и спроектируем эту картинку в а) эллипс; б) гиперболу; в) даже параболу. Дайте определение поляры относительно ЛЮБОЙ кривой второго порядка и докажите, что это – проективный образ поляры относительно окружности.

5. На дуге AC описанной окружности треугольника ABC выбрана точка P. Прямые AP и CP пересекают продолжения сторон AB и BC в точках C1 и A1 соответственно, а прямая BP пересекает сторону AC в точке B1. Прямые C1B1 и A1B1 пересекают стороны BC и AB в точках X и Y соответственно. Докажите, что прямая XY проходит через точку пересечения симедиан треугольника ABC.
6. Теорема Брокара. Пусть точки A, B, C, D лежат на окружности, а пары прямых АВ и CD, ВС и AD, АС и BD пересекаются соответственно в точках Р, Q, R. Тогда высоты треугольника PQR пересекаются в центре окружности.
7. Поймите, что теоремы Паскаля, Брианшона и лемма о бабочке спокойно обощаются на любые кривые второго порядка.
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