Двадцать девятая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль. 3-28 июля 2013 г.



9 класс, 5 июля. Классические движения. Памяти Гаусса

1. Дан угол с вершиной A и точка B на одной из сторон угла. а) Рассматриваются всевозможные пары пересекающиеся окружностей, касающихся сторон данного угла. Проводится окружность через две точки пересечений и точку B. Докажите, что все такие окружности пересекаются в одной точке.
б) Рассматриваются всевозможные пары касающихся окружностей, вписанных в данный угол. Рассматриваются все окружности, касающиеся этих двух (одну – внутренне, другую –внешне) и проходящие через точку B. Докажите, что все такие окружности пересекаются в одной точке.
2. Точка M — середина стороны AC треугольника ABC. На луче BA за точкой A отмечена точка K. Прямая KM пересекает отрезок BC в точке L. Точка P на отрезке BM такова, что PM — биссектриса угла LPK. Прямая L проходит через точку A и параллельна BM. Докажите, что проекция точки M на прямую L лежит на прямой PK.
3. В параллелограмме ABCD нашлась точка P такая, что PBA = 2PDA, а PCD = 2PAD. Докажите, что PC = PB.
4. а) Точки M, N, P, Q - середины сторон AB, BC, CD, DA соответственно квадрата ABCD. Доказать, что точки пересечения прямых AN, BP, CQ, DM являются вершинами квадрата.
б) Точки B1, B2, B3, …, B17 – середин сторон A1A2, A2A3, … , A17A1 правильного семнадцатиугольника A1A2…A17.  Обозначим через Ci точки пересечения прямых BiAi+3 ( если номер точки больше 17, то берем по модулю 17). Докажите, что C1C2C3…C17 – правильный 17-тиугольник. 
5. Найдите все вещественные решения уравнения (1+x2)(1+x3)(1+x5) = 4x5.	
6. а) Внутри квадрата ABCD взята произвольная точка P. Через вершины A, B, C, D проведены перпендикуляры к прямым PB, PC, PD, PA соответственно. Доказать, что эти перпендикуляры пересекаются в одной точке. б) сформулируйте эту задачу для 17угольника.
7. Доказать, что если точку отразить симметрично относительно O1, O2, O3, а затем еще раз отразить симметрично относительно этих же точек, то она вернется на место. А как эту задачу сформулировать для 17-тиугольника.
8. На сторонах AB, BC, CA треугольника ABC построены квадраты с центрами O1, O2, O3 соответственно. Докажите, что отрезки O1O2 и O3B равны и перпендикулярны.
9. На сторонах четырехугольника построены квадраты. Докажите, что их центры образуют четырехугольник, диагонали которого равны и перпендикулярны.

10. Пусть k — натуральное число, не являющееся точным квадратом. Определим последовательность xN = [xN-1], x0 — натуральное число. При каких k и x0 можно из последовательности {xN} выбрать подпоследовательность, которая является арифметической прогрессией?
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