
Двадцать девятая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль. 3-28 июля 2013 г.

9 класс, 10 июля. Инверсия в 3D

1. Рассмотрим плоскость α, сферу  диаметра d, касающуюся плоскости в точке O. S – точка сферы, диаметрально противоположная точке O. Для произвольной точки A плоскости её образ при проекции с плоскости α на сферу  есть точка A’ пересечения отрезка SA и сферы . Такое проецирование назовём стереографической проекцией.
2. Рассмотрим плоскость , параллельную плоскости α и проходящую через центр сферы. Докажите, что композиция стереографической проекции, симметрии сферы относительно плоскости  и обратной стереографической проекции сферы  на плоскость  есть инверсия в плоскости  относительно окружности с центром в точке O и радиусом .
3. Предположение (сейчас поверим, а докажем позже): при стереографической проекции все прямые и окружности в плоскости  переходят в окружности на сфере .
4. Пусть  – окружность в плоскости ,  – длина касательной из точки O к окружности . Докажите, что при стереографической проекции окружность  переходит в окружность  на сфере , лежащую в плоскости, перпендикулярной плоскости , тогда и только тогда, когда .
5. Докажите, что для любой пары непересекающихся окружностей существует точка на прямой, соединяющей их центры, такая что длины отрезков касательных до обеих окружностей равны.
6. Следствие: для любой пары непересекающихся окружностей существует такая точка O и диаметр сферы проекции , что образы окружностей на сфере лежат в параллельных плоскостях, перпендикулярных плоскости .
7. Выведите из предыдущего пункта поризм Штейнера.

