
XXIX Êèðîâñêàÿ Ëåòíÿÿ Ìíîãîïðåäìåòíàÿ Øêîëà

Âèøêèëü, 3�28 èþëÿ 2013 ãîäà. Ïðîôè 9.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. 19 èþëÿ.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Âñÿêèé íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà.
Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà f(z) ∈ C[z] åñòü êîìïëåêñíûé êîðåíü.
Øàã 1. Ôóíêöèÿ |f(z)| íåïðåðûâíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Øàã 2. (Ëåììà î ïîâåäåíèè ìíîãî÷ëåíà �âäàëè�). Äëÿ ëþáîé êîíòñòàíòû c ∈ R
ñóùåñòâóåò òàêîå R, ÷òî ïðè |z| > R âûïîëíåíî |f(z)| > c.

Øàã 3. Ïîäáèðàåì c è ñîîòâåòñòâóþùåå R òàê, ÷òîáû ìèíèìóì |f(z)| íà êðóãå ðàäèóñà
R ñòàë è ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè. (Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü c > |f(0)|.)

Øàã 4. Íà êðóãå ðàäèóñà R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìèíèìóì. (Êîòîðûé â
èòîãå ÿâëÿåòñÿ è ãëîáàëüíûì.)

Øàã 5. Åñëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå |f(z)| = 0, òî äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî. åñëè æå
ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå z0 è f(z0) = q 6= 0, òî ðàññìîòðèì ðàçíîñòûé ìíîãî÷ëåí
g(δ) = f(z0 + δ)− f(z0). Ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí 0.

Øàã 6. (Ëåììà î ïîâåäåíèè ìíîãî÷ëåíà �âáëèçè�). Ïóñòü

g(δ) = bmδ
m + bm+1δ

m+1 + . . . bnδ
n,

ïðè÷¼ì ñòåïåíè çäåñü ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, òî åñòü bm � êîýôôèöèåíò ïðè
ñàìîé ìëàäøåé ñòåïåíè èç òåõ, êîýôôèöèåíò ïðè êîòîðûõ íå ðàâåí 0. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå
h(δ) = g(δ) − bmδ

m. Òîãäà cóùåñòâóåò òàêîå r, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ C òàêîãî, ÷òî |δ| < r
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

|q|
2
> |bmδm| > 2|h(δ)|.

Øàã 7. Ñóùåñòâóåò òàêîå δ ∈ C, ÷òî |δ| < r è q + bmδ
m ëåæèò íà îòðåçêå ìåæäó 0 è q.

Øàã 8. Äëÿ âûáðàííîãî δ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî |q+ g(δ)| < |q|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî q � ìèíèìóì ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 1. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä C èìåþò ñòåïåíü 1.
Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f(z) ∈ C[z] ñòåïåíè n ðàñêëàäûâàåòñÿ íà n ñîìíîæèòå-

ëåé ïåðâîé ñòåïåíè f(z) = a(z−α1)(z−α2) . . . (z−αn), ãäå α1, α2, . . . αn � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f .
Ñëåäñòâèå 3. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû íàä R � ýòî ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1 èëè êâàä-

ðàòíûå òð¼õ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.


