Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 18.VII. 98 г.

Алгебраические расширения. Конечные поля.

Зад1. Пусть K – поле, 
[image: image1.wmf]]

[

)

(

x

K

x

P

Î

, A – кольцо остатков по модулю P(x). Докажите, что

а) ) A – векторное пространство над K и
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б) если P – приводим, то в A есть делители нуля;

в) если P – неприводим, то A – поле.

г) если поле L – расширение K, и y – корень многочлена P(x) в L, то поле K(y) изоморфно A.

Опр. Наименьшее натуральное p, при котором 
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 называется характеристикой поля. Если такого p нет, говорят, что характеристика равна 0.

Зад2. Докажите, что если p>0, то p – простое число.

Упр3. 
а) Характеристика конечного поля больше 0.


б) Для каждого простого p есть минимальное поле характеристики p, которое содержится во всех полях характеристики p.


в) Для каждого простого p есть бесконечное поле характеристики p.

Теорема 4. В конечном поле pn элементов, где p – характеристика, n – натурально.

Зад5. В поле характеристики p отображение f(x)=xp – автоморфизм.

Зад6. Пусть A – конечная абелева группа, b и c – ее элементы порядков m и n соответственно.

а) Если НОД(m,n)=1, то порядок bc равен mn.

б) В A найдется элемент порядка НОК(m,n)

в) Если НОК всех элементов из A равен числу элементов в A, то A – циклическая.

Теорема 7. В поле конечная подгруппа группы по умножению – циклическая.

Следствие 8. В конечном поле группа по умножению – циклическая.

Теорема 9. Для каждого простого p и натурального n найдется поле из pn элементов.

Для самостоятельного решения

Упр10. 
а) Докажите, что в поле характеристики p 
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 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf])
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б) Примените предыдущую формулу к сумме 1+1+…+1.

Порядки конечных полей.

Зад11. Многочлен 
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не имеет кратных корней над любым полем характеристики p.

Зад12. (Поле разложения многочлена) Пусть K – поле, 
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.Найдется такое расширение 
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, что в 
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 многочлен P(x) раскладывается на линейные множители.

Зад13. Пусть L – поле характеристики p, и многочлен  
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раскладывается в 
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 на линейные множители.

Тогда множество его корней в L является полем  порядка pn.

Зад14 (Классификация конечных полей) 

а) Для любого натурального числа вида q= pn, где p – простое, существует поле порядка q.

б)* Все поля конечного порядка q изоморфны.
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