Многочлены-3: Степень, композиция, число корней, Безу, делимость.

Обозначение. Степень ненулевого многочлена А обозначается deg A.

Упр 1. а) Докажите, что deg АВ == deg А + deg В. 
б) Пусть deg А = 10, deg В = deg С = 7. Выясните, какими могут быть deg(A + В) и deg(B+C)?

Опр 2. Композицией многочленов назовем композицию соответствующих функций.

Упр 2. Докажите, что 

а) композиция многочленов – многочлен.
б) Докажите, что deg А(В(х)) = deg А • deg В.

Упр 3. Пусть P(x) и Q(x) - многочлены, имеющие корни. Верно ли, что P(Q(x)) имеет корень?
Делимость и число корней многочлена

Определение 1. Многочлен А делится на многочлен В, если существует такой многочлен С, что А = ВС. В этом случае говорят также, что многочлен В делит многочлен А. Если deg B<deg A и deg C<deg A, то будем говорить, что С раскладывается на множители.

Зад 4. Докажите, что если многочлен А делится на многочлен В, то все корни многочлена В являются корнями многочлена А. Верно ли обратное утверждение?

Упр 5. Делится ли многочлен х9–1 на многочлен х? А на многочлен х2‑1?

Зад 6. Можно ли многочлен x4+1 разложить на множители?
Зад 7. Пусть P - многочлен. Чему равен свободный член многочлена P(x+a)? 

Зад 8. Докажите, что многочлен А(х) делится на двучлен х–s тогда и только тогда, когда s — корень А(х).

Зад 9. Пусть А(1)=А(2)=0. Докажите, что A(x) делится на (x-1)(x-2). 
Зад 10. Докажите, что число различных корней многочлена А(х) не больше deg А. 

Зад 11. Числа a, b и c различны. Сколько корней может быть у уравнения
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Зад 12. Является ли многочленами функции а) sin x; b) 1/(1+x2 )?
Зад 13. Пусть значения многочленов А и В совпадают при п различных значениях переменной, и степени этих многочленов меньше п. Докажите, что тогда А=В.

Зад 14. В скольких точках окружность может пересекать параболу?

Зад 15. а) Докажите, что любой квадратный трёхчлен можно представить в виде a+bx+cx(x-1).

б) Найдите уравнение параболы, проходящей через точки (0; 1), (1; 2) и (2; 4). 
в) Докажите, что любой многочлен третьей степени можно представить в виде a+bx+cx(x-1)+dx(x-1)(x-2).

г) Найдите такой многочлен Р(х) степени 3, что Р(0)=1, P(1)=2, P(2)=4, P(3)=8.

Зад 16. Докажите, что для любых различных чисел a1, a2,…an, и любых чисел b1, b2, …, bn существует единственный многочлен Р(х) степени меньше n такой, что P(a1)= b1, Р(a2)= b2 ... Р(an)=bn.

Зад 17.Числа p,q,r,s – различны. Докажите, что система линейных уравнений относительно неизвестных x,y,z,u
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имеет единственное решение при любых значениях свободных членов.

Для самостоятельного решения

Зад 18. P(x) - многочлен. Уравнение P(x)=x не  имеет  корней.  Докажите,  что уравнение P(P(x))=x тоже не имеет корней.

Зад 19. Пусть P(x)=x2-2. Найдите такой  многочлен  3-й  степени  Q(x),  что P(Q(x))=Q(P(x)).
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