Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.
Инверсия – 1. Профи  9 класс.14 июня.
Задача 1. Даны окружность с центром O и точка A. Для произвольной точки B на окружности выбирают точку 
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 на луче OA такую, что 
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 подобен 
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. Докажите, что точка 
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 не зависит от точки B. 

Задача 2. Дана окружность с центром O и точка А вне ее. Проведенная через нее прямая пересекает окружность в точках P и Q. Найти на прямой OA точку, сумма расстояний от которой до точек P и Q минимальна.

Рассмотрим сферу и плоскость, касающуюся ее в точке S (“южном полюсе”). Диаметрально противоположную S точку обозначим N (“северный полюс”). 

Определение. Стереографической проекцией называется следующее отображение сферы на плоскость: каждой точке X сферы, отличной от точки N, сопоставляется точка пересечения луча  NX с плоскостью.

Упражнение. Что является образом окружности на сфере, проходящей через точку N?

Пополним плоскость бесконечно удаленной точкой 
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, соответствующей точке N. Результат этого назовем круговой плоскостью.

Определение. Фиксируем на плоскости окружность радиуса R с центром в точке O.
Инверсией относительно окружности 
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 называется преобразование круговой плоскости, сопоставляющее точке X, отличной от O и 
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, точку X’, лежащую на луче OX и удовлетворяющую условию  
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, а точки O и 
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 меняющее местами. Окружность 
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 называется окружностью инверсии, точка O – центром инверсии, а величина 
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 - степенью инверсии.

Упражнения:

1. Каким преобразованием является композиция двух инверсий а) относительно одной и той же окружности; б) относительно двух концентрических окружностей? 

2. Может ли композиция двух инверсий снова быть инверсией?

3. Коммутируют ли инверсии?

4. Имеет ли инверсия неподвижные точки? Найти их множество.  

5. Куда отображаются точки, лежащие внутри окружности? Вне ее?

Задача 3. Какое преобразование  сферы  соответствует инверсии относительно окружности с центром в точке касания сферы и плоскости и радиусом вдвое больше радиуса сферы.

Задача 4. Докажите, что инверсия переводит

(a) прямую, проходящую через точку O, в себя;

(b) прямую, не проходящую через точку O, в окружность, проходящую через точку O (и наоборот);

(c) окружность, не проходящую через точку O, в окружность, также не проходящую через точку O.

Упражнение. Нарисовать образ при инверсии:

а) треугольника, вписанного в окружность инверсии; б) квадрата, описанного около окружности инверсии.

Задача 5. Доказать, что инверсия с центром в вершине A  равнобедренного треугольника ABC и  радиусом R=AB переводит основание  BC в дугу описанной окружности.

Добавим к каждой прямой бесконечно удаленную точку и будем рассматривать "пополненную" прямую как частный случай окружности, а именно как окружность, проходящую через точку  
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Задача 4(. Образом любой окружности является окружность.

Упражнения: 

a) Какое взаимное расположение окружностей соответствует пересекающимся прямым? Параллельным прямым?

b) Доказать, что окружности (обобщенные!) могут пересекаться в 0, 1 или 2 точках.

В первом случае будем называть их непересекающимися, во втором - касающимися и , наконец, в третьем - пересекающимися.

Задача 6. Доказать, что взаимное расположение окружностей при инверсии сохраняется.
Задача 7. Каждая из четырех окружностей внешне касается двух других. Докажите, что точки касания лежат на одной окружности.
Определение. Углом между двумя кривыми называется угол между касательными к этим кривым в их общей точке.

Задача 8. Угол между двумя окружностями равен углу между образами этих окружностей.

Определение. Две окружности называются ортогональными, если они пересекаются (дважды) под прямым углом.

Задача 9. Через точки A и B, проведены окружности  
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 и  
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, касающиеся окружности S, и окружность 
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, перпендикулярная S. Докажите, что 
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 образует равные углы с окружностями  
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 и  
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Упражнение. Что означает, что прямая и окружность ортогональны?

Задача 10. Окружность инвариантна относительно инверсии тогда и только тогда, когда она ортогональна окружности инверсии.

Задача 11. Если окружность проходит через две различные точки, каждая из которых является образом другой при инверсии, тогда она инвариантна относительно этой инверсии. 

Задача 12. Образом точки A, не лежащей на окружности инверсии, является вторая точка пересечения любых двух окружностей, проходящих через точку A и ортогональных к окружности инверсии.

Задачу 12 можно рассматривать, как попытку дать альтернативное определение инверсии. Как его нужно подправить, чтобы оно стало корректно?

Задача 13. Какому преобразованию соответствует инверсия относительно прямой?

Задача 14. Докажите, что для любых двух окружностей существует инверсия, отображающая их либо на две прямые, либо на две концентрические окружности.

Задача 15. Если две окружности (не обобщенные) инверсны относительно точки O, то они гомотетичны относительно этой же точки.

Задача 16. Верно ли обратное (рассмотреть два случая: окружности пересекаются, либо нет)?

Задача 17. Даны две окружности. Доказать, что инверсией  одну из них можно перевести в другую. Сколько существует таких инверсий?

Задачи для самостоятельного решения.
Задача 18. Докажите, что отношение расстояний каждой точки окружности до двух инверсивных точек постоянно.

Задача 19. На плоскости дано конечное множество точек, причем никакие три из них не лежат на одной прямой и любая окружность, проходящая через три данные точки, содержит еще одну данную точку. Докажите, что тогда все данные точки лежат на одной окружности.
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