Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

Профи 9 класс.

Аффинные преобразования.

Задача 1: В остроугольном треугольнике ABC  проведена высота  AH, медиана AM, медиана

BN  и чевиана BG, причем точка G делит сторону BC в таком же отношении, в каком точка H делит сторону AC. Обозначим точку пересечения BN и AH через К и точку пересечения AM и BG через L. Докажите, что KL || AB. 

Определение: Назовем сжатием к прямой l с коэффициентом k (обозначение
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)  ту операцию, которую мы использовали при решении предыдущей задачи.

Задача 2: Докажите, что сжатие к прямой 

a)  переводит параллельные прямые в параллельные

b)  сохраняет отношение отрезков на прямой

c)  сохраняет отношение отрезков на параллельных прямых

d)  сохраняет ли сжатие к прямой отношение отрезков на непараллельных прямых?

Задача 3:  С помощью нескольких сжатий к прямым переведите

a)  произвольный треугольник в равнобедренный

b)  произвольный треугольник в равносторонний

c)  произвольный треугольник в любой другой

d)  любой ли четырехугольник можно перевести в квадрат?

e)  произвольную трапецию в равнобокую

Задача 4: В правильном пятиугольнике проведем все диагонали и рассмотрим

“внутренний” пятиугольник.

a)  Докажите, что этот пятиугольник тоже правильный.

b)  Существуют ли пятиугольники, отличные от правильного, обладающие тем свойством, что “внутренний” пятиугольник подобен исходному?

Задача 5: В треугольнике ABC на сторонах AB,BC,CA выбраны точки C1,C2,A1,A2,B1,B2.
Обозначим точки пересечения прямых BB1 и AA1, CC2 и AA2, CC1 и BB1, AA2 и BB2,
AA1 и CC1, BB2 и CC2 как D1,D2,D3,D4,D5,D6. Покажите, что стороны

шестиугольника D1D2D3D4D5D6 параллельны сторонам треугольника ABC.

Задача 6:

a) Докажите, что середины оснований трапеции лежат на одной прямой с точкой пересечения ее диагоналей и точкой пересечения продолжений ее боковых сторон.

b) Через точку O пересечения диагоналей трапеции повели прямую, параллельную ее основаниям. Она пересекается с боковыми сторонами трапеции в точках A и B. Докажите, что точка O делит отрезок AB пополам. 

Задача 7:

a)  Пусть одна из сторон треугольника параллельна прямой l. Как изменятся

площадь треугольника при сжатии 
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b)  Как изменяется площадь произвольного треугольника при сжатии 
[image: image3.wmf]k

l

D

?

c)  Как изменяется площадь произвольного многоугольника при сжатии 
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d)  В параллелограмме ABCD на диагонали AC взята произвольная точка M.

Проведем прямые EF||AB и KL||BC до пересечения с прямыми AB,CD,BC,DA
в точках K,L,F,E соответственно. Покажите, что площади параллелограммов

KMFB и LMED равны.

e)  Внутри параллелограмма ABCD взята произвольная точка M. Докажите, что

сумма площадей треугольников ABM и CDM равна сумме площадей треугольников

BCM и DAM.

g) Из медиан треугольника построили новый треугольник. Найти отношение его площади к площади исходного треугольника.

Задача 8: Являются ли группой

a) все движения плоскости?

b) все подобия плоскости?

c) все сжатия к всевозможным прямым?

Задача  9: Решите задачу 2 для композиции сжатий к двум различным прямым.

Определение: Аффинным преобразованием называется преобразование плоскости переводящее прямые в прямые.

Задача 10: Докажите, что аффинное преобразование плоскости

a) переводит параллельные прямые в параллельные,

b) переводит равные отрезки на параллельных прямых в равные,

Задача 11: 

a) Даны прямые AB || CD. Известно, что |CD|/|AB|=n. Докажите, что при аффинном преобразовании это отношение сохранится.
b) Если отношение двух отрезков на параллельных (возможно совпадающих) прямых рационально, то оно сохраняется при аффинном преобразовании.
c) **Решите пункт b) для случая, когда это отношение иррационально.
Задача 12: Пусть прямая 
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 перпендикулярна прямой b. Известно, что образы этих прямых при аффинном преобразовании перпендикулярны. Докажите, что это аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

Задача 13*: Докажите, что для любого аффинного преобразования существуют две перпендикулярные прямые, образы которых перпендикулярны.

Теорема 14: Любое аффинное преобразование представляется в виде композиции преобразования подобия и сжатия к прямой.

Вопрос 15: Что является аффинным образом эллипса?

Задача 16: Доказать, что множество середин параллельных между собой хорд эллипса образует хорду эллипса, проходящую через его центр.

Задача 17: В треугольнике ABC проведены чевианы AM и BN, которые пересекаются в  точке O. Докажите, что середины отрезков CO, MN и AB лежат на одной прямой.

Задача 18**: Внутри выпуклого четырехугольника ABCD взята точка O. Из точки O проведены прямые OH1, OH2, OH3, OH4 параллельные прямым AB, DA, CD, BC, до пересечения с прямыми DA, AB, BC, CD в точках H1, H2, H3, H4, соответственно. Докажите, что сумма площадей параллелограммов OH1H2A и OH3H4С не больше половины площади исходного четырехугольника ABCD.
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