Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

Поля и числа

Числовые поля

Опр 1. Множества действительных чисел, замкнутых относительно четырех арифметических действий, называется числовым полем.

Упр 1. Доказать, что всякое числовое поле содержит рациональные числа.

Зад 2. Существует ли поле, отличное от 
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Зад 3. Являются ли числовыми полями множества выражений вида а) 
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Предл 4. а) Пересечение двух числовых полей – поле.

б) Для любого подмножества 
[image: image9.wmf]R
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 существует наименьшее (по включению) поле, содержащее 
[image: image10.wmf]M

.

Опр 2. Полем 
[image: image11.wmf]K

 называется структура, где определены сложение и умножение, причем

а) сложение коммутативно, и поле – это группа по сложению; нейтральный элемент обозначается 
[image: image12.wmf]0
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б) Умножение коммутативно, 
[image: image13.wmf]}
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 – группа по умножению, нейтральный элемент обозначается 
[image: image14.wmf]1
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в) Сложение и умножение связаны дистрибутивным законом: 
[image: image15.wmf]bc
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Опр 3. Если 
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 и 
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– поля, и 
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, то 
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 называют подполем в 
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 – расширением 
[image: image22.wmf]K
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Упр 5. Доказать, что

а) Всякое числовое поле – поле.

б) В поле можно определить четыре арифметических действия с естественными соотношениями между ними.

Упр 6. а) Существует ли расширение поля 
[image: image23.wmf]R
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б) Существуют ли конечные поля?

Упр 7. Можно ли ненулевые комплексные числа разбить на положительные и отрицательные так, чтобы произведение чисел разного знака было отрицательным, и одинакового – положительным?

Алгебраические числа

 Опр 4. Алгебраическое число – это действительное или комплексное число, являющееся корнем многочлена с целыми коэффициентами; остальные числа называются трансцендентными.

Зад 8. Пусть 
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 – алгебраические числа, 
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 – рациональное, 
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Зад 9. Доказать, что трансцендентные числа существуют.

Опр 5. Иррациональное число 
[image: image33.wmf]a

называется хорошо приближаемым, если 
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 найдется рациональное число 
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Зад 10. Приведите пример хорошо приближаемого числа.

Теорема 11. (Лиувилль) Хорошо приближаемое число не может быть алгебраическим.

Предл 12. Алгебраические числа образуют поле.

Для самостоятельного решения

Зад 13. Существуют ли изоморфные, но не совпадающие подполя в 
[image: image37.wmf]R
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Зад 14. Существует ли конечное поле из четырех элементов?

Зад 15*. Изоморфны ли 
[image: image38.wmf]R

 и 
[image: image39.wmf]C

 как группы по сложению?

Зад 16. а) Можно ли разрезать квадрат на равные прямоугольные треугольники с углом 30о?

б) Квадрат разрезан на прямоугольные треугольники с катетами 1 и 2. Доказать, что число треугольников ( четно 

Зад 17. Существует ли расширение 
[image: image40.wmf]R

, где уравнение 
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 не имеет корней?
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