Четырнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль, 3 - 27 июля 1998 г.

Группа "Профи-9".

Многоугольники и выпуклость.

Занятие 1. Задача 1. Докажите, что сумма углов произвольного n-угольника равна 180(((n–2).
Зильберман отметил, что для выпуклого случая все очевидно, а для невыпуклого предложил взять невыпуклый угол и продолжить его сторону до пересечения с контуром n-угольника, после чего нехитрым перебором доказывается, что исходный n-угольник разбивается на два с меньшим числом сторон и идет индукция. Рассуждение было принято с двумя оговорками: (1) не было доказано, что если многоугольник невыпуклый, то у него есть невыпуклый угол и (2) непонятно, почему служащий продолжением стороны луч при своем продолжении вообще пересечет контур. Ответ на первый вопрос был отложен, а обсуждение второго началось с прояснения того, что такое многоугольник.
Определение 1. Многоугольником (точнее, контуром многоугольника) называется плоская замкнутая ломаная, не имеющая самопересечений.

После того, как было дано определение, выяснилось, что для доказательства (2) необходимо научиться отличать внутренний угол многоугольника от дополнительного к нему. Для этого надо научиться отличать внутренние точки от внешних. Дети быстро поняли, что если идти из внутренней точки во внешнюю, то контур будет пересечен нечетное число раз. Потом заметили, что достаточно далеко от контура находятся "заведомо внешние" точки. После некоторой подсказки было дано такое

Определение 2. Выберем на плоскости направление, не параллельное ни одной из сторон многоугольника. Точка называется внутренней (внешней), если луч, проведенный из нее в выбранном направлении, пересекает контур многоугольника нечетное (четное) число раз ("касание" в вершине считается за две точки пересечения).

Затем были последовательно сформулированы и доказаны три леммы:

Лемма 1. Если ломаная не пересекает контур многоугольника и начинается во внутренней (внешней) точке, то и оканчивается она во внутренней (внешней) точке.

Лемма 2. Если ломаная трансверсально пересекает контур многоугольника, то вблизи каждой точки пересечения с одной стороны от нее ломаная состоит из внутренних точек, а с другой – из внешних.

Лемма 3. Любые две внешние точки многоугольника можно соединить ломаной, не пересекающей его контура. То же верно и для любых двух внутренних точек.

Доказательства всех трех лемм были в основном придуманы учениками. Затем в качестве вывода была сформулирована

Теорема Жордана для многоугольников. Контур многоугольника разбивает плоскость на две части – внутреннюю и внешнюю – таким образом, что любые две внутренние или две внешние точки можно соединить ломаной, не пересекающей контура, а любая ломаная, соединяющая внутреннюю и внешнюю точки, пересекает контур.

Далее было замечено, что, в силу леммы 2, любой достаточно малый круг с центром в точке контура разбивается контуром на два сектора, один из которых состоит из внутренних точек, а другой – из внешних. Это позволяет определить понятие внутреннего угла многоугольника при данной его вершине, а также, опираясь на лемму 2, дать ответ на вопрос (2), поставленный в начале занятия.

Домашнее задание 1. Запишите доказательства лемм 1-3. Решите задачи:

Задача 2. Докажите, что у всякого многоугольника есть диагональ, целиком ему принадлежащая.

Задача 3. Сформулируйте и докажите для произвольного многоугольника теорему о сумме внешних углов.

Задача 4. Докажите, что внутренняя область многоугольника ограничена, а внешняя – нет.

Занятие 2. Вначале ученики сформулировали теорему Жордана и леммы к ней. Затем были разобраны задачи 3 (очень простая) и 4. В последней многоугольник заключали в круг и показывали, что все точки вне этого круга – внешние. После этого оказалось уместным дать определения граничной и внутренней точки плоской фигуры, замкнутой фигуры, открытой фигуры и замыкания фигуры, а также связности, под каковой подразумевалась линейная связность посредством ломаных. Было отмечено, что контур многоугольника служит общей границей его внутренней и внешней областей, и дано определение (двумерного) многоугольника, как объединения контура и его внутренней области. Затем мы перешли к основному – доказательству равносильности трех определений выпуклости многоугольника.

Определение 3.1 Многоугольник называется выпуклым, если он вместе с любыми двумя своими точками содержит и соединяющий их отрезок.

Определение 3.2 Многоугольник называется выпуклым, если он лежит по одну сторону от продолжения любой из своих сторон.
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Определение 3.3 Многоугольник называется выпуклым, если все его углы меньше развернутого.

В процессе обсуждения были доказаны импликации, изображенные стрелками на рисунке справа. Тонкие стрелки изображают тривиальные утверждения, полученные практически сразу. То, что 3.3 ( 3.2, было доказано от противного (Зильберман). Пусть у многоугольника есть такая сторона АВ, что прямая АВ рассекает многоугольник на две непустые части. Можно считать, что углы при вершинах А и В – меньше развернутого (иначе все доказано). Тогда на прямой АВ найдутся точки пересечения с контуром, не лежащие на стороне АВ. Если к ним добавить точки А и В, то в получившемся множестве найдутся две такие точки M и N, что все точки отрезка MN – внешние. Добавим к ним ту часть контура, которая вместе с отрезком MN образует многоугольник , внутри которого лежат внешние точки исходного многоугольника. Из теоремы о сумме углов n-угольника вытекает, что во всяком многоугольнике есть хотя бы три угла, меньших развернутого. Поэтому в многоугольнике  есть угол, меньший развернутого, при вершине, не совпадающей ни с M, ни с N. Угол, дополняющий его до полного, больше развернутого и является внутренним углом исходного многоугольника.

Рассуждение, аналогичным проведенному, было доказано, что 3.3 ( 3.1. Лившиц доказал импликацию 3.2 ( 3.1: если продолжение одной из сторон многоугольника рассекает его на две непустые части, возьмем в этих частях по внутренней точке, и покажем, что на соединяющем их отрезке есть внешняя точка. Затем было рассмотрено еще одно доказательство импликации 3.3 ( 3.2. Продолжим одну из сторон многоугольника до прямой, и пойдем, начиная с нее, по контуру многоугольника. Поскольку все его углы меньше развернутого, вектор направления нашего движения после прохождения каждой вершины будет поворачиваться в одну и ту же сторону. Пока угол между ним и вектором исходной стороны меньше развернутого, мы будем удаляться от прямой, продолжающей исходную сторону, а когда он превысит 180(, начнем приближаться к ней. Обойдя весь контур, мы снова окажемся на этой прямой, а суммарный угол поворота вектора направления окажется равным сумме внешних углов многоугольника, т.е. 360(. Значит, весь наш путь пролегал с одной стороны от указанной прямой.

[Упражнение. Строго говоря, последнее доказательство в сочетании с предложенным Зильберманом доказательством теоремы о сумме углов многоугольника образует порочный круг. Укажите, как он возникает и покажите, как изменить доказательство теоремы о сумме углов, чтобы разорвать его].

В заключение были даны два определения (последнее приводится в несколько отредактированном по сравнению с занятием виде):

Определение 4. Выпуклой оболочкой фигуры называется наименьшая содержащая ее выпуклая фигура.

Определение 5. Общим многоугольником называется ограниченная замкнутая фигура на плоскости, которая имеет связную внутренность, совпадает с замыканием своей внутренности, и граница которой является объединением конечного числа отрезков.

Домашнее задание 2. Задача 5. Докажите, что выпуклое замыкание конечного множества точек, не лежащих на одной прямой, есть многоугольник.

Задача 6. Докажите, что выпуклый многоугольник совпадает с выпуклым замыканием множества своих вершин.

Задача 7. Докажите, что всякий общий многоугольник есть простой многоугольник, в котором вырезано конечное число дыр в форме простых многоугольников.

Задача 8. Назовем операцией выпукливания следующую процедуру. В невыпуклом многоугольнике проводится диагональ, целиком (кроме концов) состоящая из внешних точек, после чего одна из двух частей, на которые концы диагонали делят контур многоугольника, симметрично отражается относительно середины диагонали. Докажите, что после некоторого числа таких операций многоугольник станет выпуклым, причем его вид не зависит от последовательности операций.

Задача 9* [ответ неизвестен]. Останется ли верным, что многоугольник после конечного числа операций выпукливания станет выпуклым, если заменить в определении выпукливания центральную симметрию на осевую.

Занятие 3. Большая часть занятия ушла на разбор домашних задач, в особенности задачи об общем многоугольнике. Потом были определены понятия опорных прямой, полуплоскости, плоскости и полупространства и разобраны такие задачи: 

Задача 10. Доказать, что выпуклая оболочка плоской фигуры совпадает с множеством всех центров масс систем материальных точек с носителями в точках фигуры.

Задача 11. Доказать, что выпуклая оболочка плоской фигуры совпадает с объединением всех треугольников (в том числе и вырожденных) с вершинами в точках этой фигуры.

Задача 12. Доказать, что замкнутое выпуклое множество совпадает с пересечением своих опорных полуплоскостей.
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