Четырнадцатая Летняя многопредметная  школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.

Комплексные числа и планиметрия.

Профи 9 класс.

Как известно, плоскость можно рассматривать, по крайней мере, с двух позиций: как векторное пространство со скалярным произведением, и как плоскость комплексных чисел. Функции сложения, вычитания для них задаются одинаково. Для векторов дополнительно определено скалярное произведение (и, соответственно, длины), а для комплексных чисел – умножение, деление и сопряжение. 

Задача 1. Выразить через операции сложения, умножения и сопряжения комплексных чисел следующие функции соответствующих векторов:

a) Поворот вектора на угол 
[image: image1.wmf]j

; параллельный перенос на вектор; гомотетию с центром в O и коэффициентом k;

b) скалярное произведение двух векторов; длину вектора;

c) для векторов OA и OB ориентированную площадь треугольника OAB.

Задача 2. Используя результаты задачи 1, записать критерий коллинеарности и ортогональности прямых, одна из которых проходит через O и z1 , а вторая – через O и z2.
Задача 3. На плоскости даны три треугольника, центры тяжести которых лежат на одной прямой. Образуем 27 треугольников по следующему правилу: одну вершину берем из множества вершин первого треугольника, вторую – из вершин второго треугольника и, наконец, третью – из вершин третьего. Доказать, что эти 27 треугольников можно разбить на 2 группы так, что суммы площадей треугольников каждой группы равны.
Определение.   Простым отношением трех точек (трех различных комплексных чисел z1, z2, z3)  назовем число 
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Задача 4. Доказать, что один из углов между прямыми, пересекающимися в точке z3 и проходящими через 
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Следствие.   Три точки комплексной плоскости лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда их простое отношение вещественно.

Задача 5. Если прямая пересекает прямые, содержащие стороны BC, CA, AB треугольника ABC соответственно в точках 
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, то середины отрезков 
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 лежат на одной прямой.

Задача 6. Какое преобразование плоскости задают функции:

a) 
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Упражнение. Какие условия нужно наложить на a и b в задаче 6(б), чтобы получить критерий того, что данное преобразование есть осевая симметрия?

Определение.  Преобразование комплексной плоскости 
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 называется линейным преобразованием первого рода, а преобразование 
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 линейным преобразованием второго рода.

Задача 7. Доказать, что множество линейных преобразований есть группа. 

Задача 8. Доказать, что преобразование сохраняет простое отношение тогда и только тогда, когда оно линейное преобразование первого рода..

Задача 9. Доказать, что преобразование переводит простое отношение в сопряженное тогда и только тогда, когда оно линейное преобразование второго рода.

Задача 10. Получить уравнение прямой на комплексной плоскости.

Задача 11. Доказать, что если средние линии четырехугольника равны, то его диагонали перпендикулярны и наоборот.

Задача 12. Получить критерий того, что z1, z2 и z3 являются вершинами правильного треугольника.

Задача 13. Дан треугольник ABC. Построить такой треугольник A0B0C0, чтобы треугольники A0B0C, B0C0A и C0A0B были равносторонними одной ориентации.

Определение. Двойным отношением четырех точек z1, z2, z3, z4  назовем число 
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Задача 14. Доказать, что четыре точки лежат на одной окружности (или прямой) тогда и только тогда, когда их двойное отношение вещественно.

Задача 15. Найти уравнение окружности на комплексной плоскости.
Задача 16. Каждая из четырех окружностей пересекает две другие. Если четыре точки пересечения, взятые по одной из каждой пары точек  пересечения двух окружностей, лежат на одной окружности или прямой, то и четыре из оставшихся точек пересечения также лежат на одной окружности или прямой.
Задача 17. Написать функцию, задающую инверсию с центром в точке O радиуса R.

Задача 18. Какие преобразования задают функции:

а)  
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Определение. Преобразования, записываемые в виде 
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, называются дробно-линейными преобразованиями плоскости первого рода и второго рода соответственно.
Задача 19. Что есть композиция двух дробно-линейных преобразований второго рода? Может ли композиция двух инверсий быть инверсией?

Задача 20. Показать, что множество дробно-линейных преобразований есть группа. 

Задача 21. Доказать, что дробно-линейное преобразование первого рода сохраняет двойные отношения четверок точек, а дробно-линейное преобразование второго рода переводит их в сопряженные.

Задача 22. Доказать, что каждое дробно-линейное преобразование представляет собой композицию преобразования подобия и инверсии.

Задача 23. Как преобразуются ориентированные углы при дробно-линейных преобразованиях?

Решение задач.

Задача 24. Доказать, что сумма квадратов расстояний от вершин правильного n-угольника до любой прямой, проходящей через его центр, не зависит от выбора прямой.

Задача 25. Получить критерии того, что хорды AB и CD единичной окружности с центром в 0 

а) параллельны; б) перпендикулярны.

Задача 26. В окружность вписан 2n-угольник A1A2…A2n. Через произвольную точку B1 окружности проведена хорда B1B2, параллельная или перпендикулярная A1A2, затем проведена хорда B2B3, параллельная или перпендикулярная A2A3, и т.д., наконец, хорда B2n-1B2n, параллельная или перпендикулярная A2n-1A2n. Доказать, что хорда B2nB1 параллельна или перпендикулярна A2nA1.

Задача 27. Получить уравнение касательной к окружности с центром в 0 единичного радиуса в точке a.

Задача 28. Получить критерий того, что z1, z2 и z3 являются вершинами правильного треугольника.

Задача 29. На сторонах произвольного треугольника ABC построены вне его равносторонние треугольники 
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. Доказать, что центры O1, O2 и O3 этих треугольников сами являются вершинами равностороннего треугольника.

Задача 30. Доказать, что утверждение задачи 25 справедливо, если треугольники 
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 заменить треугольниками 
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, симметричными им относительно сторон треугольника ABC.

Задача 31. Дан треугольник ABC. Построить такой треугольник A0B0C0, чтобы треугольники A0B0C, B0C0A и C0A0B были равносторонними одной ориентации.

Задача 32. На сторонах произвольного треугольника ABC  вне его построены равнобедренные треугольники 
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 с углами при вершинах 
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.  Доказать, что если 
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, то углы треугольника 
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 равны , т.е. не зависят от формы треугольника ABC.

Задача 33. Доказать, что прямая, содержащая основания двух высот треугольника, перпендикулярна радиусу описанной окружности, проведенному в третью вершину.

Задача 34. Доказать, что точки пересечения прямых, содержащих стороны треугольника, с касательными к описанной окружности в противоположных им вершинах коллинеарны.

Задача 35. В окружность вписан треугольник ABC. Касательные к окружности в его вершинах образуют треугольник 
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. Доказать, что произведение расстояний любой точки окружности до сторон одного треугольника равно произведению расстояний этой точки до сторон другого треугольника.
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