Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.
Индукция .

Лучше поздно, чем никогда…

Аксиома (принцип математической индукции). Пусть у нас есть последовательность утверждений 
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(a)  А(1) истинно;

(b) для каждого 
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Тогда для любого 
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Ликбез.

Упражнение 1. Докажите:

(a) 
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(b) 1(2+2(3+…+(n-1)(n=
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Упражнение 2. Докажите неравенства:

(a) 
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 для любого натурального n>4;
(b) 
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для любого натурального n>1.

Упражнение 3. Доказать, что число, записанное 
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 единицами, делится на 
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Упражнение 4. На плоскости даны несколько прямых и окружностей. Доказать, что плоскость можно раскрасить в шахматном порядке.

Упражнение 5. Докажите, что любой товар, весящий целое число килограммов, не менее 8 килограммов, можно взвесить трех- и пятикилограммовыми гирями.

Упражнение 6. Доказать, что каждый член следующей последовательности делится:
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(b) 
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(c) 
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(d) 
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(e) 52n+1 2n+2+3n+222n+1 на 19;

Упражнение 7. В некотором государстве каждый город соединен с каждым городом дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдется город, из которого по этим дорогам можно добраться до любого другого.
Упражнение 8. Докажите, что в этом государстве можно объехать по дорогам все города, побывав в каждом ровно один раз.

Упражнение 9. На сколько частей делят плоскость n прямых общего положения?

Упражнение 10. Пусть x+1/x – целое число. Докажите, что xn+1/xn  – также целое число.

Для продвинутых.

Задача 1. В компании из k человек (k>3) у каждого появилась новость, известная ему одному. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу  все известные им новости. Докажите, что за 2k-4 разговора все они могут узнать все новости. 

Задача 2. На каждой из планет некоторой системы находится астроном, наблюдающий ближайшую планету. Расстояния между планетами попарно различны. Докажите, что если число планет нечетно, то какую-нибудь планету  никто не наблюдает.

Задача 3. В квадратной таблице n(n клеток отмечено n-1 клеток. Докажите, что перестановками строк между собой и столбцов между собой можно добиться того, чтобы все отмеченные клетки лежали ниже диагонали таблицы.

Теорема. Аксиома индукции эквивалентна следующей аксиоме: любое непустое подмножество натуральных чисел имеет наименьший элемент.

Задача 4. Дан произвольный набор из чисел 1 и –1 длиной 
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. Из него получается новый по следующему правилу: каждое число умножается на следующее за ним; последнее 
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-е число умножается на первое. С новым набором из 1 и –1 проделывается то же самое и т.д. Докажите, что в конце концов получится набор, состоящий из одних единиц.

Задача 5. Докажите, что 
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 при любых натуральных m и n.

Задача 6. Докажите, что среди любых 2m+1 различных целых чисел, не превосходящих по модулю 2m-1, можно найти три числа, сумма которых равна 0.

Задача 7. 7 разбойников хотят поделить добычу. Каждый может ее делить на любое число равных (по его мнению) частей, но мнения разбойников различны. Как организовать дележ, чтобы каждому досталось (по его мнению) не меньше одной седьмой всей добычи.
Задача 8. В турнире волейболистов каждая команда сыграла с каждой по одному разу. Докажите, что команды можно перенумеровать так, что чтобы каждая одержала победу над следующей в этом списке.

Задача 9. Можно ли так составить этот список, чтобы не каждая команда набрала больше очков, чем следующая за ней.

Задача 10. Доказать, что при любом натуральном n можно составить из цифр 1 и 2 число, делящееся на 2n. 

Задача 11. Доказать, что для любого 
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 в натуральных числах имеет решение.

Задача 12. Даны n бесконечных  (в обе стороны) целочисленных прогрессий, каждые две из которых имеют общий член. Доказать, что все прогрессии имеют общий член.

Задача 13. Дано n точек, n>4. Докажите, что можно соединить их стрелками так, чтобы из каждой точки в каждую можно было попасть, пройдя либо по одной стрелке, либо по двум (каждые две точки можно соединить стрелкой только в одном направлении; идти по стрелке можно только в указанном на ней направлении). 

Задача 14. Клетки доски 100(100 окрашены в четыре цвета, причем клетки, окрашенные в один цвет, не имеют общих вершин. Докажите, что клетки в углах доски окрашены в разные цвета.

Задача 15. Вершины выпуклого многоугольника с нечетным числом сторон окрасили в три цвета так, что любые две соседние вершины окрашены в разные цвета. Докажите, что многоугольник можно разрезать непересекающимися диагоналями на треугольники так, чтобы у каждого треугольника цвета всех вершин были различны.
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