Четырнадцатая Летняя многопредметная  школа Кировской области

Вишкиль. 9 июля 1998 г.

Выпуклость

Для самостоятельного решения

Зад 1. На плоскости расположены два выпуклых многоугольника 
[image: image1.wmf]F

 и 
[image: image2.wmf]G

. Обозначим через 
[image: image3.wmf]H

 множество середин отрезков, один конец каждого из которых принадлежит 
[image: image4.wmf]F

, а другой 
[image: image5.wmf]G

. Докажите, что 
[image: image6.wmf]H

 – выпуклый многоугольник.

а) Сколько сторон может иметь 
[image: image7.wmf]H

, если 
[image: image8.wmf]F

 и 
[image: image9.wmf]G

 имеют 
[image: image10.wmf]1

n

 и 
[image: image11.wmf]2

n

 сторон соответственно?

б) Каков может быть периметр 
[image: image12.wmf]H

, если периметры 
[image: image13.wmf]F

 и 
[image: image14.wmf]G

 равны 
[image: image15.wmf]1

P

и 
[image: image16.wmf]2

P

 соответственно?

Зад 2. На плоскости дано 
[image: image17.wmf]n

 точек, причем любые четыре из них являются вершинами выпуклого четырехугольника. Докажите, что эти точки являются вершинами выпуклого 
[image: image18.wmf]n

-угольника.

Зад 3. На плоскости дано пять точек, причем никакие три из них не лежат на одной прямой. Докажите, что четыре из этих точек расположены в вершинах выпуклого четырехугольника.

Зад 4. На плоскости дано несколько правильных 
[image: image19.wmf]n

-угольников. Докажите, что выпуклая оболочка их вершин имеет не менее 
[image: image20.wmf]n

 углов.

Зад 5. а) Нарисуйте многоугольник и точку 
[image: image21.wmf]O

 внутри его так, что чтобы ни одна сторона не была видна из нее полностью.

б) Нарисуйте многоугольник и точку 
[image: image22.wmf]O

 вне его так, что чтобы ни одна сторона не была видна из нее полностью.

Зад 6. Докажите, что если многоугольник таков, что из некоторой точки 
[image: image23.wmf]O

 виден весь его контур, то из любой точки плоскости полностью видна хотя бы одна его сторона.

Зад 7. а) Докажите, что у любого 
[image: image24.wmf]n

-угольника 
[image: image25.wmf])
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 есть хотя бы одна диагональ, целиком лежащая внутри его.

б) Выясните, какое наименьшее число таких диагоналей может иметь 
[image: image26.wmf]n

-угольник.

Зад 8. Существует ли многогранник и точка вне его, из которой  не видно ни одной вершины?

Зад 9. Докажите, что для любого тринадцатиугольника найдется прямая, содержащая ровно одну его сторону, однако при любом 
[image: image27.wmf]13

>
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 существует 
[image: image28.wmf]n

-угольник, для которого это неверно.

Зад 10. а) Могут ли у двух семиугольников совпадать все вершины, но ни одной стороны?

б) То же – для трех семиугольников.

Зад 11. На шахматной доске отмечены некоторые поля. Король прошел по ним от левого края до правого. Докажите, что ладья, делая ходы длины 1, не сможет пройти от верхнего края до нижнего по неотмеченным полям. Докажите это а) используя,  б) не используя теорему Жордана.
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