ТОПОЛОГИЯ. ЛМШ-98, 9 профи.
Занятие 1. Компактность.

А. Нахождение корня уравнения f(х) = 0 методом последовательных приближений. Непрерывность функции f как условие, необходимое, чтобы метод работал.

Б. Принцип Кантора. Существование точной верхней грани у ограниченного сверху числового множества. Доказательство теоремы Вейерштрасса для отрезка.

Набросок доказательства. Пусть f: [a,b] ( R непрерывна. Назовем множество Х ( [a,b] хорошим, если супремум значений функции f на нем такой же, как на всем отрезке. Поделим отрезок [a,b] пополам. Одна из половинок – хорошая. Продолжая процесс деления пополам, получим стягивающуюся последовательность вложенных хороших отрезков. Пусть х0 – их общая точка. Предположение, что f(x0) меньше супремума функции f на отрезке, быстро приводит к противоречию с непрерывностью функции.
В. Хотелось бы доказать теорему о ближайшей точке, которая использовалась при доказательстве теорем об отделении точки от замкнутого выпуклого множества. Но там функция задана не на отрезке, а на плоской фигуре. Требуется обобщить теорему Вейерштрасса на этот случай. Попробуем перенести на него рассуждение, проведенное для отрезка. Чтобы запустить процесс, заключим данную фигуру в квадрат. Для этого надо, чтобы фигура была ограниченной, потребуем этого. Потом построим стягивающуюся последовательность хороших квадратов. Точка их пересечения – искомая, если она принадлежит фигуре. Это заведомо так, если фигура замкнута. Итак, рассуждение проходит, если фигура замкнута и ограничена. Такие фигуры называются компактными. Таким образом, теорема Вейерштрасса справедлива для непрерывных функций, заданных на компактных плоских фигурах.

Задача 1. Доказать обратный факт: если все непрерывные функции, заданные на фигуре, достигают своего максимума, то фигура компактна.

Задача 2. а) На плоскости даны компакт Ф и точка А. Доказать, что среди точек компакта Ф есть точка, ближайшая к точке А. б) Доказать то же для любой замкнутой плоской фигуры Ф.

Задача 3. Доказать, что среди полос, целиком покрывающих данную ограниченную плоскую фигуру, есть полоса наименьшей ширины.

В задаче 3 – две трудности: надо найти область определения функции (были предложены отрезок [0,180(], полуокружность, окружность и проективная прямая) и доказать ее непрерывность. Последнее на занятии было сделано на пальцах.

Задача 4. Доказать, что среди точек данного компакта есть две, находящиеся на максимально возможном расстоянии.

Новая трудность: функция зависит не от одной точки, а от двух. Тут надо либо использовать определение компактности через возможность выбора сходящейся подпоследовательности (которого пока нет), либо перейти к конфигурационному пространству – декартову квадрату данного компакта, проверить его компактность и т.д. Миша Скопенков на занятии успел сделать второе. Остальным задача осталась на дом. В следующий раз будут разобраны оба решения.

На дом. Задача 5. Доказать, что среди кругов, целиком покрывающих данное ограниченное плоское множество, есть круг наименьшего радиуса.

Лично Скопенкову. Задача 6. Доказать, что у компактной выпуклой плоской фигуры через каждую точку границы проходит опорная прямая, а у компактной выпуклой пространственной фигуры через каждую точку границы проходит опорная плоскость.

Занятие 2. Компактность-2. Конфигурационные пространства.

Начинаем с разбора домашнего задания. Итогом должны быть идея конфигурационного пространства и эквивалентное определение компактности через выбор сходящейся подпоследовательности. Попутно надо ввести пространство Rn и метрику на нем. Затем задачи.

Задача 6. См. выше.

Задача 7. Докажите, что в плоскую выпуклую фигуру можно вписать такой треугольник, что в каждой его вершине существует опорная прямая фигуры, параллельная его противолежащей стороне.

Фактически эта задача не разбиралась.
Задача 8. В некотором языке каждая последовательность букв есть слово. Некоторые слова указом президента объявлены неприличными. Известно, что есть сколь угодно длинные слова, не содержащие неприличных подслов. Доказать, что есть бесконечное слово с тем же свойством.

На зачет – аналогичные задачи о бесконечной цепочке потомков мужского пола и правильной раскраске бесконечной карты в четыре цвета (последняя была задана на дом).

Теперь переходим к задачам, где существование фигуры обеспечивает правильность решения. Сначала разберем изопериметрическую задачу для треугольника. Потом

Задача 9. Доказать неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим.

Общее занятие на этом месте закончилось. С Лифшицем, Тихомировым, Скопенковым и Халявиным предполагается еще следующее:

Задача 10. Доказательство основной теоремы алгебры "методом улучшения".

Задача 10'. Изоперимерическая задача для n-угольника (только наметить путь решения).

Теперь обсудим штейнеровское решение общей изопериметрической задачи. Надо получить существование максимума. Удобнее всего действовать с помощью выбора сходящейся последовательности фигур. Переход к метрическим пространствам. Пример – проективная плоскость. Другой – пространство ограниченных функций на данном множестве. Непрерывные отображения метрических пространств. Компактность для произвольного метрического пространства. Теорема Асколи-Арцела. 

Примечание post factum: Реально задача 10 была разобрана в начале занятия 3, а задача 10' не разбиралась вовсе. Соответственно не было и последующего обсуждения.
Занятие 3. Теорема Коши.

Беседа о теореме Коши как основе метода последовательных приближений. Ее доказательство.

Задача 11. Докажите, что площадь ограниченной фигуры можно поделить пополам прямой заданного направления. Верно ли аналогичное утверждение о периметре?

К зачету. 1. То же, если искомая прямая принадлежит не параллельному, а центральному пучку.

Задача 12. Докажите, что всякий многочлен нечетной степени с вещественными коэффициентами имеет вещественный корень.

Задача 13. Докажите, что для всякой выпуклой компактной фигуры, граница которой не содержит отрезков, существует прямая, делящая пополам одновременно ее площадь и ее периметр.

На занятии возникли вопросы об определении длины кривой, периметра, непрерывности функций, возникающих в связи с периметром, и т.п. По этой причине задача 13 оказалась труднее двух следующих.
К зачету. 2. Задача об одновременном разделе двух блинов. 
Задача 14. Докажите, что площадь ограниченной фигуры можно поделить на четыре равные части двумя взаимно перпендикулярными прямыми.

Задача 15 (Теорема о границе). Точка А принадлежит фигуре Ф, а точка В – не принадлежит. Докажите, что всякая ломаная, соединяющая точки А и В, пересекает границу фигуры Ф.
Набросок доказательства. Каждой точке ломаной сопоставим расстояние до границы фигуры Ф, положительное, если точка вне фигуры, и отрицательное, если точка внутри фигуры. Получается непрерывная функция, заданная на ломаной, которую можно мысленно распрямить в отрезок.// Доказав теорему, можно обсудить ситуацию с произвольным путем из А в В.

Задача 16. Даны квадрат ABCD и целиком пролегающий по нему путь ( из вершины А в вершину С (возможно, с самопересечениями). Докажите, что всякий путь, пролегающий по квадрату из вершины B в вершину D, пересекается с путем (.
Оказалось, что Канель на сборах рассказывал комбинаторное решение этой задачи для случая ломаной. Общий случай получается из случая ломаной применением теоремы Вейерштрасса (если пути не пересекаются, то расстояние между ними положительно, аппроксимируем оба пути ломаными и т.п.).

На дом: Задача 17. В 12.00 корабль плыл на северо-восток, а в 13.00 – на юго-восток. Весь этот час он плыл без остановок. Докажите, что в течение этого часа был момент, когда корабль плыл либо строго на восток, либо строго на запад.
Комментарий. В последней задаче надо использовать и теорему Вейерштрасса (у скорости есть положительный минимум), и теорему Коши.
Школьникам на занятии 3 был выдан такой листок:
Четырнадцатая ЛМШ Кировской области.

Вишкиль, 3-27.07.98

Профи-9, 20.07. Теорема Коши.

Задача 1. Докажите, что площадь ограниченной фигуры можно поделить пополам прямой заданного направления. Верно ли аналогичное утверждение о периметре?

Задача 2. Докажите, что всякий многочлен нечетной степени с вещественными коэффициентами имеет вещественный корень.

Задача 3. Докажите, что для всякой выпуклой компактной фигуры, граница которой не содержит отрезков, существует прямая, делящая пополам одновременно ее площадь и ее периметр.

Задача 4. Докажите, что площадь ограниченной фигуры можно поделить на четыре равные части двумя взаимно перпендикулярными прямыми.

Задача 5 (Теорема о границе). Точка А принадлежит фигуре Ф, а точка В – не принадлежит. Докажите, что всякая ломаная, соединяющая точки А и В, пересекает границу фигуры Ф.
Задача 6. Даны квадрат ABCD и целиком пролегающий по нему путь ( из вершины А в вершину С (возможно, с самопересечениями). Докажите, что всякий путь, пролегающий по квадрату из вершины B в вершину D, пересекается с путем (.
************

Не вошли в листок и занятие такие первоначально планировавшиеся задачи и обсуждение:

Задача 18. Королевская метеослужба острова Буяна сообщила, что в 12.00 14 февраля 1008 года температура на мысе Салтана была +2(С, а в Порт-Гвидоне –  –3(С. Докажите, что в этот же момент на острове была точка, температура в которой равнялась 0(С.

Теперь можно разобрать доказательство теоремы Коши для плоскости, получить общее определение связности и доказать, что связность является необходимым и достаточным условием справедливости теоремы Коши.

Задача 19. Докажите, что образ связной фигуры при непрерывном отображении связен.
Задача 20. Опишите все связные подмножества прямой. Выведите из этого и задачи 19 теорему Коши.

Была дополнительная беседа с Лифшицем, Скопенковым, Тихомировым и Халявиным, в ходе которой была разобрана задачи 18, доказана теорема Коши для плоскости, получено общее определение связности и решены задачи 19 и 20. Интересно, что на определение связности тут можно выходить из двух соображений: либо выделяя "спиритус" доказательства теоремы Коши, либо давая строгое описание наглядному различию между "островом" и "архипелагом".

Четырнадцатая ЛМШ Кировской области.

Вишкиль, 3-27.07.98
ПРОГРАММА СПЕЦКУРСА ПО ТОПОЛОГИИ для 9-профи
Метод последовательных приближений и непрерывность числовой функции. Непрерывность отображений более общего вида: плоскости в прямую, прямой в плоскость и т.п. Теорема Вейерштрасса для непрерывных числовых функций. Теорема Вейерштрасса для непрерывных отображений плоских фигур в прямую. Компактность как необходимое и достаточное условие справедливости теоремы Вейерштрасса. Теорема о ближайшей точке. Существование наиболее удаленных точек данного компакта. Заключение ограниченной плоской фигуры в полосу наименьшей ширины. Существование опорной плоскости в данной граничной точке ограниченной пространственной фигуры.

Конфигурационные пространства, теорема Вейерштрасса и "правило крайнего": доказательство неравенства между средним арифметическим и средним геометрическим, доказательство основной теоремы алгебры. Задача о неприличных словах.

Теорема Коши. Теорема о границе. Существование действительного корня у многочлена нечетной степени с действительным коэффициентами. Деление фигуры двумя перпендикулярными прямыми на четыре равновеликие части. Деление пополам площади и периметра плоской фигуры одним прямолинейным разрезом. Задача о квадрате. Задача о корабле.

ЗАДАЧИ К ЗАЧЕТУ ПО ТОПОЛОГИИ

1. Докажите теорему о равномерной непрерывности непрерывной на компакте числовой функции.

2. Даны два блина. Докажите, что их можно поделить пополам одним прямолинейным разрезом.

3. Докажите, что если даны две плоские фигуры, одна из которых компактна, а другая замкнута, то в них найдется по точке, расстояние между которыми равно расстоянию между фигурами. Останется ли это утверждение верным, если не требовать компактности одной из фигур?

4. Докажите, что площадь данной плоской фигуры можно поделить пополам прямой, проходящей через данную точку плоскости.

5. Допустим, человечество живет вечно, и у каждого человека конечное число потомков. Докажите, что найдется бесконечная цепочка мужчин, в которой каждый есть отец следующего.

6. Докажите, что в любой момент времени на экваторе Земли есть две диаметрально противоположные точки, температура в которых одинакова.

7. Дайте определение компактности для произвольного метрического пространства и докажите для него теорему Вейерштрасса. Докажите, что компактность является не только достаточным, но и необходимым условием для того, чтобы каждая числовая функция, заданная на данном метрическом пространстве, достигала своих экстремумов.

8. Докажите, что непрерывный образ компактной фигуры компактен.

9. Докажите, что каждое компактное подмножество прямой есть объединение не более чем счетного числа отрезков и изолированных точек, а также, возможно, некоторого канторова множества.
