Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 12 июля 1998 года.

Матбой профи9 - профи10

1.  Может  ли  мультипликативная  группа  поля  быть   изоморфна   его аддитивной группе?

2.  Рассмотрим  множество  графиков непрерывных функций (ломаных с вершинами в целых точках), заданных на отрезке [0,n] (n - натурально) таких, что f(0)=0 и 
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. Каждое звено такой ломаной есть отрезок длины 
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, напра-вленный под углом 45( к оси Ox, и при всех x функция  f(x)  неотрицательна. Найти количество таких функций.

3. Профессор имеет n равносильных утверждений. Он дает своим аспирантам темы диссертационных работ: "Из i-того утверждения следует  j-ое". Нельзя защищать диссертацию, которая непосредственно следует из уже защищенных работ. Какое наибольшее число защит может обеспечить профессор?

4. Есть полубесконечная клетчатая полоска и n камней. На первую клетку можно ставить или снимать камень всегда,  на  k-ю  -  только  если  на (k-1)-ой клетке есть камень. Каков наибольший номер клетки, на  которую можно поставить камень?

5. Пусть O - центр окружности, вписанной в четырехугольник ABCD,  M  - основание перпендикуляра, опущенного из O на диагональ  AC.  Докажите, что OM - внешняя биссектриса угла BMD.

6. Докажите, что любой многочлен можно  представить  в  виде  разности двух многочленов, каждый из которых  является  монотонно  возрастающей функцией.

7. Пусть r1=2, r2=3, r3=7 и вообще  rn+1=r1r2...rn+1.  Докажите, что если есть n различных натуральных чисел  и  сумма их  обратных величин меньше 1, то эта сумма не превосходит 
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8. На окружности единичной длины дано две конечные системы дуг. Сумма длин дуг первой системы равна l1, а второй –– l2. Найти наименьшее 
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, при котором всегда существует такой поворот дуг первой системы (как единого целого), что суммарная длина дуг пересечения первой системы со второй станет не меньше 
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. 

9. Можно ли  разрезать  квадрат  на  треугольники  так,  чтобы  каждый граничил (по отрезку) ровно с четырьмя другими?

10. Пусть F  -  подобие  плоскости.  Известно, что существует такой треугольник T, что F(T)(T. Докажите,   что   найдется   правильный треугольник T' такой, что F(T')(T'.
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