Подготовительные задачи к зачету

9 класс

I. Многочлены

1. Найдите свободный член многочлена: а) 
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2. Может ли сумма двух многочленов 100-й степени быть многочленом: а) 101; б) 100; в) 99-й степени?

3. Известно, что 
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 — корень многочлена 
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. Найдите a.

4. Докажите, что свободный член многочлена f(x) равен f(0).

5. Докажите, что сумма коэффициентов многочлена f(x) равна f(1).

6. Найдите сумму коэффициентов многочленов: а) 
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7. Суммы коэффициентов многочленов f(x) и g(x) равны a и b соответственно. Чему равна сумма коэффициентов произведения f(x)g(x)?

8. Докажите, что если f(x) — нечетный многочлен, то f(0) = 0.

9. Перечислите все четные и нечетные многочлены, степень которых не больше двух.

10. Докажите, что для любого многочлена f(x) многочлены f(x) + f(–x) и f(x)·f(–x) являются четными, а многочлен f(x) – f(–x) является нечетным.

11. Какие из следующих многочленов: а) четные, б) нечетные, в) ни те, ни другие (вы должны доказать ваши утверждения): 
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12. Докажите, что каждый многочлен равен сумме четного и нечетного многочленов.

13. Найдите сумму коэффициентов отдельно при четных и нечетных степенях многочлена 
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14. Может ли произведение многочленов ненулевой степени равняться единице?

15. Какова степень произведения двух многочленов, степени которых равны k и n?

16. Пусть 
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17. Представьте 
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 для некоторого многочлена f.

18. Пусть f(x) — многочлен n-й степени. Найдите степени многочленов: а) f(x + a); б) f(f(x)).

19. Найдите сумму коэффициентов многочлена f(x – 1), где 
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20. Многочлен f(x) дает остаток 1 при делении на x – 1 и остаток –1 при делении на x + 1. Какой остаток дает f(x) при делении на 
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21. При каких a и b многочлен 
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 делится на многочлен 
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22. При каком значении a многочлены 
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Указание. Разделите многочлены с остатком и подставьте в полученное равенство значение корня.

23. При каких натуральных n и k многочлен 
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 делится без остатка на многочлен 
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24. Пусть 
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. Докажите, что многочлен f(f(x)) – x делится на многочлен f(x) – x и найдите частное.

25. Докажите, что 
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26. Докажите, что 
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27. Пусть многочлены f(x) и g(x) имеют общий корень. Докажите, что НОД (f(x), g(x)) имеет тот же корень.

28. Остатки от деления многочленов 
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 на некоторый многочлен f(x) оказались равными. Перечислите все такие f(x), если его старший коэффициент равен 1.

29. Найдите такие многочлены f(x) и g(x), что 
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30. Найдите остаток от деления многочлена 
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31. При каком значении a многочлен 
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32. Докажите, что многочлен 
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33. Пусть n — натуральное число, большее 2. Существует ли многочлен f(x), для которого: а) f(1) = n, f(n) = 2;   б) f(1) = n, f(n) = 1? Если такой многочлен существует, какую наименьшую степень он может иметь?

34. f(x) и g(x) — квадратные трехчлены с целыми коэффициентами. Известно, что все коэффициенты произведения f(x)g(x) кратны трем. Докажите, что все коэффициенты одного из многочленов f(x) или g(x) кратны трем.

35. Докажите, что многочлен 
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 не разлагается в произведение многочленов с целыми коэффициентами.

36. Докажите, что произведение четырех последовательных целых чисел, увеличенное на 1, является полным квадратом.

37. Придумайте кубический многочлен, корнями которого были бы числа 1, 
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38. Корнями многочлена 
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39. В наборе игрушек содержится много кубиков разного размера. Равен ли средний объем кубиков третьей степени среднего ребра кубика?

40. Многочлен f(x + 1) – f(x) тождественно равен нулю. Что можно сказать о многочлене f(x)?

II. Индукция

Докажите тождества (41–45):

41. 
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42. 
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43. 
[image: image48.wmf](

)

n

n

n

n

1

1

1

3

2

1

2

1

1

-

=

-

+

+

×

+

×

K

.

44. Сумма геометрической прогрессии: 
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45. 
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46. Докажите, что 
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47. Докажите, что число, записанное 243 единицами, делится на 243.

48. Докажите, что 
[image: image53.wmf]n

n

b

a

-

 делится на 
[image: image54.wmf]b

a

-

 при любом натуральном n, и 
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49. Докажите, что 
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 при любом натуральном 
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 (неравенство Бернулли).

50. Доказать, что модуль суммы n слагаемых не превосходит суммы их модулей.

51. В квадратной таблице n(n клеток отмечено n – 1 клеток. Докажите, что перестановками строк между собой и столбцов между собой можно добиться того, чтобы все отмеченные клетки лежали ниже диагонали таблицы.
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