Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

Коммутирующие многочлены

Будем рассматривать многочлены от одного переменного 
[image: image1.wmf]x

 со старшим коэффициентом 1. Будем говорить, что два таких многочлена P и Q коммутируют если многочлены P(Q(x)) и Q(P(x)) тождественно равны (т. е. после раскрытия скобок и приведения к стандартному виду все коэффициенты этих многочленов совпадут).

а) Для каждого числа 
[image: image2.wmf]a

 найдите все многочлены 
[image: image3.wmf]Q

 степени не выше трех, коммутирующие с многочленом 
[image: image4.wmf]a
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б) Пусть 
[image: image5.wmf]P

– многочлен степени 2, 
[image: image6.wmf]k

– натуральное число. Докажите, что существует не более одного многочлена степени 
[image: image7.wmf]k

, коммутирующего с 
[image: image8.wmf]P

.

в) Найдите многочлены степеней 4 и 8, коммутирующие с данным многочленом степени 2.

г) Многочлены 
[image: image9.wmf]Q

 и 
[image: image10.wmf]R

 коммутируют с одним и тем же многочленом 
[image: image11.wmf]P

степени 2. Докажите, что они коммутируют между собой.

д) Докажите, что существует бесконечная последовательность многочленов 
[image: image12.wmf],
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 где 
[image: image13.wmf]k
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– многочлен степени 
[image: image14.wmf]k

, в которой любые два многочлена коммутируют и 
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Предложение 2. Для данного целого положительного числа существует не более одного многочлена 
[image: image16.wmf]Q

 степени 
[image: image17.wmf]n

, коммутирующего с данным многочленом 
[image: image18.wmf]P

 степени 2.

Следствие 1. Пусть 
[image: image19.wmf]P

– многочлен степени 2. Тогда для любого целого неотрицательного числа 
[image: image20.wmf]k

 существует  единственный многочлен степени 
[image: image21.wmf]k
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, коммутирующий с 
[image: image22.wmf]P

.

Предложение 3. Пусть 
[image: image23.wmf]P

 – многочлен степени 
[image: image24.wmf]2
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. Существует не более одного многочлена 
[image: image25.wmf]Q

 данной степени 
[image: image26.wmf]n

 с данным старшим коэффициентом 
[image: image27.wmf]a

, коммутирующего с 
[image: image28.wmf]P

. Старший член многочлена 
[image: image29.wmf]Q

 может принимать не более чем 
[image: image30.wmf]1
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 значение.

Предложение 6. Если многочлены 
[image: image31.wmf]Q

 и 
[image: image32.wmf]R

 коммутируют с многочленом 
[image: image33.wmf]P

 второй степени, то они коммутируют между собой.

Предложение 7. Любой многочлен 
[image: image34.wmf])
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, коммутирующий с многочленом 
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, является либо четным, либо нечетным.
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