Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 16.VII. 98 г.

Естественный алгоритм

Естественный алгоритм легко найти, но трудно доказать, что он срабатывает.

Зад1. На бесконечной шахматной доске двое играющих по очереди красят единичные отрезки (сторону клетки) в любой цвет. Первый выиграет, если построит окрашенный замкнутый контур, где любые два соседних единичных отрезка разного цвета. Сможет ли второй ему помешать?

Зад2. В некоторых клетках бесконечной шахматной доски стоят ладьи. Докажите, что их можно так раскрасить в три цвета, что ладьи одного цвета не будут бить друг друга.

Зад3. В парламенте у каждого депутата не более трех врагов. Докажите, что парламент можно разбить на две палаты так, чтобы у каждого депутата в своей палате было не более одного врага. 

Зад4. На пост мэра претендует несколько человек. Каждый избиратель может подавать голоса за нескольких кандидатов. Перед  выборами социологи узнали, кто за кого собирается голосовать, причем выяснилось, что каждый кандидат собирается голосовать за себя и нескольких своих друзей. Социологи спрогнозировали, сколько голосов будет подано за каждого из кандидатов. Докажите, что избиратели могут так явиться на выборы, что прогноз не сбудется ни по одному кандидату.

Зад5. В связном графе из каждой вершины выходит четное число ребер. Докажите, что найдется замкнутый цикл, включающий каждое ребро ровно по одному разу.


Зад6. В прямоугольную коробку m(n, где m и n - нечетны, уложены  домино размера 2(1 так, что остался не покрыт только квадрат 1x1 (дырка) в углу коробки. Если доминошка прилегает к дырке короткой стороной, ее разрешается сдвинуть вдоль себя на одну клетку, закрыв дырку (при этом открывается новая дырка). Докажите, что с помощью таких передвижений можно перегнать дырку в любой другой угол.

Зад.6 Есть несколько квадратов общей площадью 1. Докажите, что их можно разместить без наложений в квадрате площади 2.

Зад7. На плоскости как-то расположены  несколько бесконечных полос, сумма их ширин равна 100. Полосы разрешено передвигать параллельно себе, но нельзя поворачивать. Докажите, что ими можно покрыть круг радиуса 1.

Зад8. Есть n мужчин и n женщин, каждый имеет свою шкалу предпочтений для лиц противоположного пола. Допустим, мы их переженили. Назовем пару (Он, Она) разводоопасной, если Он Ей нравится больше мужа, а Она Ему – больше жены. Докажите, что можно всех переженить так, чтобы разводоопасных пар не возникло.  

Зад9 (Теорема о свадьбах). Есть n юношей и n девушек, некоторые нарвятся друг другу. Известно, что любым k юношам нравятся вместе не менее k девушек, и наоборот. Докажите, что их всех можно переженить так, чтобы муж и жена нравились друг другу.
