Заключительная олимпиада

1. Новые русские Фома и Ерема зашли в супермаркет. Фома заплатил за упаковку памперсов и банку пива более 6 долларов, а Ерема за упаковку памперсов и три банки пива менее 12 долларов. Что дороже: банка пива или упаковка памперсов?

2. Найдутся ли две функции f(x) и g(y) такие, что при всех x и y выполнено f(x)g(y)=x4+y4+1998?

3. Числа p и q — целые. Известно, что неравенство x2+px+q>0 выполнено при всех целых x. Докажите, что оно выполнено при всех действительных x.

4. Биссектриса BL разбивает треугольник ABC на два меньших, около которых описываются окружности. Докажите, что касательные к окружностям в точках A и C пересекаются на прямой BL.

5. Докажите, что сумма 
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 делится на 
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 (верхний индекс пробегает все нечетные числа, меньшие n).

6. Для какого многоугольника, лежащего в данном круге, отношение площади к числу сторон будет наибольшим?

Вывод

7. Найдутся ли два таких 9-значных числа, что все цифры в них и в их произведении нечетны?

8. На плоскости отмечены 1998 точек: три вершины треугольника и остальные внутри него. Никакие три из отмеченных точек не лежат на одной прямой. Докажите, что можно построить многоугольник (не обязательно выпуклый) с вершинами в отмеченных точках так, что число его сторон будет равно числу отмеченных точек внутри многоугольника.

9. Внутрь правильного 2n-угольника P с центром O помещен произвольным образом правильный 2n-угольник P( с вдвое меньшей стороной. Докажите, что P( накрывает точку O.

10. 
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 теннисистов сыграли в турнире по разу каждый с каждым, и Леша одержал больше всех побед. Докажите, что можно так организовать новый турнир по олимпийской системе (игроки разбиваются на пары, проигравший выбывает, победители снова разбиваются на пары и т.д.), что если все матчи будут заканчиваться так же, как в первом турнире, то победителем опять окажется Леша. (Примечание: в теннисе ничьих не бывает.)
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