Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль.4-28.07.1999 г.

9 класс физика

Колебания

Теоретическая справка

Уравнение колебаний: 
[image: image72.wmf] (где 
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— отклонение от положения равновесия)

Полное решение этого уравнения можно записать несколькими способами, в том числе
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Решение называется полным в том смысле, что, например, для любого решения можно подобрать такие числа 
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и 
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, что оно будет описываться формулой (*).

Выражения, входящие в формулу (*), имеют условные названия:
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— амплитуда колебания
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— начальная фаза
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— циклическая частота (она связана с периодом колебаний соотношением 
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Система, поведение которой описывается уравнением 
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, называется гармоническим осциллятором. Примеры гармонических осцилляторов - грузик на пружинке,

математический маятник (в случае малых колебаний), LC - цепочка и др.

Система описывается уравнением 
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 всегда, когда действующая на неё сила пропорциональна отклонению от положения 
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 (обычно, но не обязательно, это — положение равновесия). Если сила связана с отклонением соотношением 
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, где 
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— масса тела совершающего колебания. 

В общем случае (когда, например, в колебательном движении участвуют несколько связанных тел разной массы, жидкость и т.п., и поэтому непонятно, куда приложена сила и что такое масса) 
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— это коэффициент в выражении 
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, связывающем скорость (
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) и кинетическую энергию системы (если различные части системы во время колебательного процесса движутся с разной скоростью, то 
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не будет равно сумме их масс), а 
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можно взять из соотношения 
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 — потенциальная энергия системы (или что-то другое, во что превращается кинетическая энергия, например работа силы трения).

Ещё одно полезное замечание. Если на систему действуют одновременно две возвращающие силы (например, две пружины) и циклические частоты колебаний под действием каждой силы по отдельности равны 
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 и 
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, то циклическая частота колебаний под действием этих двух сил одновременно связана с ними соотношением 
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 (это только подсказка, при решении задач лучше всё сделать "честно" ).
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Математический маятник (колебания с произвольной амплитудой). 

Аналогия Кирхгоффа.

Заменим в обычном математическом маятнике нить на невесомый стержень, шарнирно закреплённый в точке подвеса. Это никак не повлияет на поведение маятника при углах отклонения, меньших 90(, а при больших углах — упростит нашу участь. В случае малых колебаний нам было всё равно, что считать координатой колебательного процесса: горизонтальное отклонение маятника или угол отклонения. Теперь лучше рассматривать угол. Тогда уравнение движения маятника будет таким: 
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  Рассматривая малые колебания, мы считали, что 
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, теперь мы этого делать не будем. Обратите внимание: из одной книжки в другую кочует утверждение, что такое приближение необходимо потому, что иначе уравнение 
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невозможно решить. Это не совсем так: решением уравнения 
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 является функция 
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 по прежнему обозначается выражение 
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, хотя это уже и не циклическая частота колебаний). К сожалению, у уравнения 
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больше нет элементарных решений (кроме тривиального 
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Выясним, что происходит с периодом колебаний, когда их уже нельзя считать малыми. Очевидно, что он должен возрастать по сравнению с величиной 
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, т. к. с увеличением угла отклонения возвращающая сила оказывается меньше, чем предполагалось при выводе уравнения гармонических колебаний (
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, где 
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— максимальный угол отклонения (амплитуда колебаний) маятника. Выражение в больших скобках стремится к 1 при 
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. Движение математического маятника в последнем случае как раз и описывается функцией 
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. Во всех остальных случаях зависимость 
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нельзя записать через элементарные функции (sin, cos, и т. п.). Но ситуация здесь не совсем безнадёжна: нам понадобятся новые двухаргументные функции (обобщения тригонометрических) — 
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, которые имеют названия соответственно "эллиптический синус" и "эллиптический косинус" (название "эллиптические" сложилось по историческим причинам — через функции, обратные к ним, выражается длина дуги эллипса. 
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 можно записать так:
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Функции 
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обладают рядом обычных "тригонометрических" свойств (например 
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), поэтому для них годится достаточно большое количество результатов "обычной" теории колебаний. Как вы наверное уже знаете, 
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 . Для справки приведём аналогичные формулы для 
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(в последних двух выражениях формулы для слагаемых в общем виде не известны, точнее, это данные 1979 г., более свежей информации обнаружить не удалось).

Вышеизложенный материал не является строгим изложением теории, он приведён здесь исключительно с целью создания у вас представления о математическом маятнике.

Оказывается, поведение (уравнение движения, устойчивость и др.) математического маятника (и других колебательных систем) можно изучить с помощью простой статической модели. Если взять упругую металлическую линейку (сделанную из металла, подчиняющегося закону Гука) и зафиксировать её концы (так, чтобы линейка оказалась изогнутой), то её форма описывается таким же уравнением, что и движение математического маятника. А именно, роль времени здесь играет расстояние вдоль линейки (нанесённая на неё шкала), а роль отклонения от положения равновесия — угол между линейкой (в данной точке) и прямой, соединяющей её концы. В случае бесконечного периода колебаний (описываемого уже известной вам формулой 
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) следует взять линейку бесконечной длины и сделать на ней петлю. Описанная выше аналогия носит имя открывшего её Густава Кирхгоффа (1824-1887). Несколько десятилетия назад она широко использовалась при проектировании различных инженерных сооружений, но потом в результате развития вычислительной техники была забыта.

При не слишком маленьких радиусах изгиба вместо  упругой линейки вполне сойдёт полоска бумаги, поэтому, если вы заинтересовались этим вопросом, то прямо сейчас можете приступать к экспериментам.

Маятник Капицы

Маятник Капицы представляет собой вертикально расположенный ("невесомый") стержень, нижний конец которого шарнирно закреплён в точке, совершающей вертикальные гармонические колебания, а к верхнему — прикреплён грузик. Как это ни странно, при определённых условиях такое положения стержня является положением устойчивого равновесия. 

"Когда прибор приведён в действие, то стержень маятника ведёт себя так, как будто для него существует особая сила, направленная по оси колебания подвеса. Поскольку частота колебаний подвеса велика, то изображения стержня маятника воспринимается глазом несколько размытым, и колебательное движение незаметно. Поэтому явление устойчивости производит неожиданное впечатление. Если маятнику сообщить толчок в сторону, то он начинает качаться как обычный маятник … Эти колебания затухают, и маятник приходит в вертикальное положение" — Капица П. Л., Журнал экспериментальной и теоретической физики, 1951 год, том 21, стр. 588-607.

Математическое описание этого явления достаточно громозко (хотя, скорее всего, вполне вам доступно), поэтому приведём только окончательные результаты.

Уравнение движения маятника Капицы: 
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, где 
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— угол отклонения от вертикального (перевёрнутого) положения, 
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— масса грузика, 
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— длина стержня, 
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— амплитуда вертикальных колебаний точки шарнирного закрепления стержня, 
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— циклическая частота этих колебаний. Вертикальное положение ("вверх ногами") является устойчивым, если 
[image: image70.wmf]gL

a

2

2

2

>

w

.






















� EMBED Word.Document.8 \s ���


























PAGE  
3

[image: image71.wmf]_986550963.unknown

_986553072.unknown

_986565499.unknown

_986567127.unknown

_986568723.unknown

_986570162.unknown

_986575218.unknown

_986575336.unknown

_986579253.doc

_986575249.unknown

_986570315.unknown

_986572586.unknown

_986572778.unknown

_986570441.unknown

_986570224.unknown

_986569301.unknown

_986569414.unknown

_986569974.unknown

_986569364.unknown

_986568023.unknown

_986568071.unknown

_986567685.unknown

_986567626.unknown

_986566290.unknown

_986566566.unknown

_986565777.unknown

_986563741.unknown

_986564391.unknown

_986564563.unknown

_986564057.unknown

_986561426.unknown

_986561812.unknown

_986561944.unknown

_986562228.unknown

_986563493.unknown

_986562019.unknown

_986561858.unknown

_986561719.unknown

_986554375.unknown

_986554482.unknown

_986553730.unknown

_986554178.unknown

_986554295.unknown

_986554164.unknown

_986553133.unknown

_986552558.unknown

_986552936.unknown

_986549932.unknown

_986550554.unknown

_986550790.unknown

_986550889.unknown

_986550736.unknown

_986550248.unknown

_986550294.unknown

_986549988.unknown

_986549616.unknown

