Двенадцатая Летняя математическая школа Кировской области�г. Омутнинск, 5-29.VII.96





Деревья





Деревом называется связный граф без циклов.


Вершина графа степени один называется висячей.


Несвязный граф без циклов называется лесом (несколько деревьев).


Обсуждение. В некотором государстве имеется система дорог. При этом из каждого города в каждый ведет единственный маршрут. Мы сели в машину, которая не умеет делать развороты. Что будет происходить при достаточно долгом движении?


Варианты ответа:


Новые города будут появляться снова и снова. 


Города начнут повторяться.


Машина окажется в тупике.


Вопрос. Чему противоречат две первые возможности?


Задачи


Доказать, что во всяком дереве есть висячие вершины.


Может ли дерево содержать ровно одну висячую вершину?


Нарисуйте все возможные деревья с шестью вершинами. Докажите, что других нет.


(Всего получается 6 деревьев. Для доказательства используется возможная длина самого длинного пути.) 


Рисуя различные деревья, наблюдаем за взаимосвязью между числом вершин и ребер.


Гипотеза. В–Р=1. 


Процесс обеднения дерева. Обрезаем висячие вершины (по одной) с входящими в них ребрами.


Вопрос. Существуют ли инварианты у  этого процесса? 


4. Доказать гипотезу для дерева. 


5. В дереве есть 8 вершин степени три, 10 вершин степени 4 и несколько висячих вершин. Других вершин нет. Найти число висячих вершин.


6. У царя Гвидона было три сына. Из его потомков 100 имели по два сына, а остальные умерли бездетными. Сколько потомков было у царя Гвидона?


7. Лес состоит из к деревьев. Найти В–Р.


8. Доказать, что в связном графе с циклами В–Р <1.


9.На каждую общую сторону двух клеток шахматной доски положена спичка. Хулиган Вася хочет убрать некоторые из них так, чтобы можно было пройти с каждой клетки на каждую единственным образом, не перепрыгивая через спички. Сколько спичек ему нужно убрать? 





СКЕЛЕТЫ





Задачи


Имеется государство с некоторой системой дорог. Из каждого города в каждый можно проехать единственным образом. Можно ли закрыть одну дорогу так, что это свойство сохранится?


Рассматриваем государство со следующими системами дорог. (Рисуем различные связные графы с циклами). Какие дороги можно закрывать, не нарушая связность системы?


Мост – ребро в графе, которое нельзя удалить, не нарушая связности.


Выводы из предшествующих задач.


В дереве любое ребро – мост.


В произвольном графе мост – ребро, не входящее ни в один цикл.


Рисуем различные связные графы с циклами (5-6 вершин), и для каждого указываем все деревья, которые можно получить из него удалением ребер.


Скелет связного графа–дерево, которое получается из него удалением ребер.


Задачи.


В связном графе В вершин и Р ребер. Сколько деревьев надо удалить, чтобы получить скелет этого графа?


Система станций метро устроена таким образом, что из каждой станции в каждую можно проехать единственным образом. Доказать, что одну из станций можно закрыть так, что это свойство сохранится.


Система станций метро устроена таким образом, что из каждой станции в каждую можно проехать. Доказать, что одну из станций можно закрыть так, что это свойство сохранится.


Замечание. 1.Важно понимать, что в этом параграфе процесс обеднения графа понимается, как удаление ребра без инцидентных ему вершин.


2.Школьник не должен забывать о наличии нескольких скелетов  в связном графе.   


ТЕОРЕМА ЭЙЛЕРА О ПЛОСКИХ ГРАФАХ





Рисуем многогранники (куб, пирамиду, октаэдр). Обсуждаем:  


Можно ли нарисовать их на плоскости без  пересечений ребер?


Что происходит с гранями? Можно ли утверждать, что их число не меняется?


Определения


Граф называется плоским, если его можно уложить на плоскости так, что различные ребра не будут пересекаться. Такую укладку будем называть хорошей. 


Непересекающиеся части плоскости, на которые ее делит хорошо уложенный граф, называются его гранями. 


Вопрос для обсуждения


Можно ли хорошо уложить один и тот же граф несколькими способами так, что и количество его граней окажется различным? 


Анализируем: как связано число ребер, вершин и граней у различных хорошо уложенных графов и многогранников?


Гипотеза: В-Р+Г=2.


Задачи


Доказать гипотезу для дерева.


Доказать гипотезу для произвольного плоского связного графа.


Вопрос для обсуждения. Является ли плоскими следующие графы?


������������а)


б) Полный граф с 4 вершинами?


в) Полный граф с 5 вершинами?























После обсуждения пункта в) возникает вопрос; как можно доказать, что какой-либо граф не является плоским?


Задача


Какое наименьшее число ребер может иметь хорошо уложенный плоский граф с 2, 3, 10 гранями?


Доказать, что для плоского связного графа выполнено неравенство 3Г(2Р.


Доказать, что полный граф с 5 вершинами не может быть хорошо уложен.


Доказать, что граф с 10 вершинами, каждая из которых имеет степень 5, не может быть хорошо уложен.


Доказать, что для любого плоского связного графа выполнено неравенство Р(3В-6.


Чему равна величина В-Р+Г для плоского несвязного графа, состоящего из k связных компонент?


Верны ли доказанные неравенства для плоских несвязных графов?


В полном графе с 11 вершинами каждое ребро покрашено в красный или синий цвета. Доказать, что либо красный, либо синий граф не является плоским. (Красятся только ребра графа, то есть и красный, и синий графы имеют по 11 вершин.)


Замечания


Теорема Эйлера доказывается школьниками почти самостоятельно, если предварительно была усвоена тема «Скелеты».


Нигде на занятии не использовался метод матиндукции, но требуется некоторое умение решать неравенства и делать оценки.


