ГРУППЫ


(краткий конспект)





1. Говорят, что на множестве А задана операция (, если каждой упорядоченной паре элементов (а,b) этого множества сопоставлен элемент а(b, называемый результатом операции.


Часто операцию называют “сложением” или “умножением” (хотя она при этом может быть никак не связана с обычными сложением и умножением чисел). Тогда результат операции называют “суммой” или “произведением” соответственно.


? Операция – это отображение. Откуда и куда?


Если Вы ответили на предыдущий вопрос, то, очевидно, согласитесь, что операцию нельзя считать заданной, если не задано множество А.


2. Примеры операций: сложение и умножение чисел; сложение и умножение многочленов; возведение положительного действительного числа в натуральную степень; сложение и умножение разнообразных классов вычетов, в т.ч. комплексных, дуальных и двойных чисел; композиция движений; композиция гомотетий; композиция преобразований (биекций на себя) данного множества; пересечение и объединение подмножеств данного множества.


? Среди перечисленных выше примеров один не является операцией. Какой? Почему? Как его исправить?


? Для каждого из приведенных примеров укажите множество, на котором  задана операция. Если это можно сделать несколькими способами, укажите хотя бы два-три из них.


3. Обычно требуют, чтобы рассматриваемые операции обладали некоторыми хорошими свойствами. Важнейшими из них являются ассоциативность:  (a(b)(c = a((b(c),  коммутативность:  a(b = b(а и наличие нейтрального элемента е такого, что е(а = а(е = а для любого элемента а(А. Если есть нейтральный элемент, то элементы а и b называются взаимно обратными, если a(b = b(а = е. Элемент, обратный к а, обозначается а–1.


? Испытайте операции из п.2 на наличие перечисленных свойств.


Если операция ассоциативна, то ее результат не зависит от способа расстановки скобок не только для трех, но и для любого конечного числа “сомножителей”, и можно писать просто а1 (а2(... (ап (это можно было бы доказать по индукции, но мы не будем возиться). Коммутативность вместе с ассоциативностью означает возможность произвольным образом переставлять “сомножите�ли”, не изменяя результата.


4. Множество G с операцией ( на нем называется группой, если эта операция ассоциативна, имеет нейтральный элемент и у каждого элемента из G есть обратный. Если групповая операция коммутативна, группа называется коммутативной или абелевой. В этом случае групповую операцию чисто называют “сложением” и обозначают знаком +, нейтральный элемент называют “нулем”, а вместо обратных элементов говорят о “проти�воположных”.


Примеры. Целые числа с операцией сложения образуют абелеву группу, а с операцией умножения – нет (не всегда есть обратные элементы). Группу образуют все преобразования данного множества с операцией их композиции (что служит здесь нейтральным элементом? обратными элементами?)


? Приведите другие примеры групп.


? 1) Докажите, что нейтральный элемент в группе – только один. 


   2) Докажите, что в группе у каждого элемента есть единственный обратный.


   3) Докажите, что уравнения а(х = b и х(а = b однозначно разрешимы в любой группе для любых данных а и b.


5. Рассмотрим группу (G, () и такое подмножество Н множества G, что “произведение” в группе G любых двух элементов из Н снова принадлежит Н и элементы, обратные элементам из Н, принадлежат Н. В этом случае (Н, () – тоже группа, и она называется подгруппой группы G. Например, группа (Z,+) – подгруппа в (Q,+).


Пусть Н – подгруппа коммутативной группы G. Будем говорить, что элемент а из G сравним с элементом b из G по модулю подгруппы Н, если а = b + h , где h(H.


? Проверьте, что сравнимость по модулю Н есть отношение эквивалентности.


? Докажите, что на фактормножестве множества G по этому отношению можно корректно задать операцию над классами с помощью их представителей, и при этом получится группа. Эта группа называется факторгруппой группы G по подгруппе Н и обозначается G/H.


?** Как определить факторгруппу неабелевой группы (а в чем проблема??)?


? Приведите известные Вам примеры факторгрупп. 
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