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Последовательности


Последовательностью называется множество чисел, каждое из которых занумеровано. Последовательности задаются двумя способами.


Указывается один или несколько первых членов и правило, с помощью которого числа в последовательности выражаются через предыдущие. Такой способ задания последовательности называется рекуррентным. 


Указывается формула, по которой можно вычислить каждый член последовательности. Такая формула называется формулой общего члена.


Примеры последовательностей. 


7, 17, 27, 37, ... ;


1, 4, 7, 10, 13, ... ;


-1, 1, -1, 1, -1, ... ;


-1, 2, -3, 4, -5, ... ;


1, 1, 2, 3, 5, 8, ... ;


1, 1+2, 1+2+3, 1+2+3+4, ...


В каждом из этих примеров указываются (по возможности) оба способа задания последовательности. В связи с последним примером излагается способ симметричного суммирования и рассматриваются примеры его применения. 


Сложная последовательность.


Несколько прямых называются прямыми общего положения, если никакие 2 из них не параллельны и никакие 3 не пересекаются в одной точке. Пусть xт –- количество частей, на которые n прямых общего положения делят плоскость. 


Найти рекуррентную формулу для этой последовательности.


Найти формулу общего члена.


Далее аналогичная задача рассматривается для ограниченных частей, на которые делится плоскость прямыми общего положения, и для частей, на которые она делится окружностями общего положения. При этом в качестве иллюстрации используется «поездка по полям на автомобиле». 





Переход от рекуррентного задания последовательности к формуле общего члена


Задача о «Ханойской башне».


Сразу же после формулировки и получения ответа для малого числа колец задача переводится на язык последовательностей. Далее выводится рекуррентная формула xn+1=2xn+1. Индукционное рассуждение подается, как символическая запись бесконечной последовательности выкладок. Далее формулируется следующая схема рассуждений:


 Формула проверятся для первого члена.


С помощью рекуррентной формулы доказывается, что формула верна для любого члена, если она верна для предыдущего.


Перейти к формуле общего члена.


x1=1, xn+1=xn+8n.


x1=2, xn+1=xn+2n+2.


x1=2, xn+1=3xn+2.


x1=3/2, xn+1=(xn+1)/2.


Обратная задача: переход от формулы общего члена к рекуррентному заданию.


Доказать, что каждый член следующей последовательности делится:


9n+1+8n–9 на 16;


4n+15n–1 на 9;


22n–1+3n+4 на 9;


52n+1 2n+2+3n+222n+1 на 19.


После получения рекуррентной формулы схема рассуждений повторяет схему для предыдущего типа задач. При получении рекуррентной формулы необходимо обратить внимание школьника на то, что эта задача не всегда хорошо решается с помощью вычисления разности между двумя последовательными членами.


Задачи на суммирование.


Задача про m сплетников.


Стандартные задачи на доказательство. Схема рассуждений такова. Необходимо установить совпадение 2 последовательностей. Проверяется совпадение первых членов и тождественность рекуррентных заданий.


Далее дается общая формулировка принципа математической индукции. В качестве иллюстрации рассматриваются следующие задачи:


a) задача о разрезании квадрата с вырезанной клеткой на уголки;


b) задача о составлении одного квадрата из n квадратов.


После формулировки принципа показывается, что он уже работал в решении задач, всех рассмотренных ранее типов.





Индукция от всех меньших значений 


1. Последовательность a1, a2, ..., an, ... такова, что ..a1=3, a2=5 и an+1=3an–2an–1. Найдите общую формулу для an.


Принцип индукции от всех меньших значений. 


2. Пусть x+1/x – целое число. Докажите, что xn+1/xn  – также целое число.


3. Докажите, что любой товар, весящий целое число килограммов, не менее 8 килограммов, можно взвесить трех- и пятикилограммовыми гирями.


4. Доказать, что любое натуральное число можно записать в двоичной системе счисления.


Числа Фибоначчи.


Последовательность чисел 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., где n-й член равен сумме двух предыдущих (т. е. an=an–1+an–2), называется последовательностью Фибоначчи. 


1. Найти сумму первых n членов этой последовательности Фибоначчи с нечетными номерами. 


2. Найти сумму первых n членов этой последовательности  Фибоначчи с четными номерами. 


3. Найти сумму квадратов n первых членов последовательности Фибоначчи.


4. Формула Бинэ.  


5. Лягушка находится перед длинной полоской, расчерченной на равные квадратики. Она прыгает двумя прыжками: на соседнюю клетку и через клетку. Сколько у нее различных способов допрыгать до клетки с номером 10, если она прыгает только вперед.


6*. Сколько различных десятизначных чисел можно составить из цифр 1 и 2 так, чтобы две двойки не стояли рядом.


7. Система счисления Фибоначчи.


Орграфы.


1. В некотором государстве каждый город соединен с каждым город дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдется город, из которого по этим дорогам можно добраться до любого другого.


2. Докажите, что в этом государстве можно объехать по дорогам все города, побывав в каждом ровно один раз.


3. В турнире волейболистов каждая команда сыграла с каждой по одному разу. Докажите, что команды можно перенумеровать так, что чтобы каждая одержала победу над следующей в этом списке.


4. Можно ли так составить этот список, чтобы не каждая команда набрала больше очков, чем следующая за ней.


5*. Доказать, что при любом натуральном n можно составить из цифр 1 и 2 число, делящееся на 2n. 


