Взвешивания.

Есть три мешка монет – в одном монеты фальшивые, которые весят на один грамм меньше, чем настоящие. Как за одно взвешивание на весах со стрелкой, показывающей разность, определить мешок с фальшивыми монетами?

Есть 27 монет, одна из них фальшивая, которая легче настоящей. Есть весы, показывающие, совпадает ли веса чашек. Определить за 3 взвешивания, какая из монет фальшивая.

Есть 5 монет, из них 2 фальшивых, которые весят больше. За 3 взвешивания определить фальшивые монеты.

Как взвешивать с помощью правильных гирь на неправильных весах?

Дано 12 монет, из них одна – фальшивая, причем не известно в какую сторону она отличается от настоящей по весу. Найдите ее за 3 взвешивания на чашечных весах. 

Есть 6 монет, из которых 2 фальшивые на 0.1г тяжелее. Есть чашечные весы реагирующие на разницу большую или равную 0.2г. Как за 4 взвешивания найти фальшивые монеты?

Четность.

Существует ли замкнутая одиннадцатизвенная ломаная, которая пересекает каждое свое звено ровно один раз?

Можно ли заменить звездочки знаками + и -, чтобы равенство стало верным: 1*2*3*...*100=1983?

26 доминошек выложены в ряд и больше не положить. Докажите, что обе оставшиеся доминошки являются дублями.

Докажите, что прямая не может пересекать все стороны 1001-угольника.

Могут ли 11 шестеренок, соединенных в цикл вращаться?

На доске 15(15 стоит 125 фишек, причем симметрично относительно обеих диагоналей. Тогда на центральном поле есть фишка.

Можно ли разменять 25 рублей на 1, 3 и 5 рублевые купюры так, чтобы всего получилось 10 купюр?

Можно ли натуральные числа от 1 до 21 разбить на несколько групп, в каждой из которых наибольшее число равно сумме остальных чисел группы? 

Игры.

Найдите для первого игрока выигрышную стратегию для игры в крестики-нолики на доске 3(3 с добавленной к углу клеткой.

Есть куча из 31 камня. Двое играющих берут по очереди 1 или 2 камня. Проигрывает тот, которому брать нечего. Кто выиграет? А если камней было 30 или 32? Если разрешается брать любое количество камней от одного до пяти?

Есть две кучки камней и два игрока, которые могут брать сколько угодно камней, но только из одной кучки. Проигрывает тот, кому нечего брать. Кто же выигрывает?

Король стоит на h8. Разрешается ходить им только вниз и влево. Выигрывает тот, кто поставит короля на a1. Кто выиграет из двух игроков? А если король стоял на f8?

На окружности стоят 20 точек. За ход можно соединить любые две точки так, чтобы проведенный отрезок не пересекал старых. Однако разрешается, чтобы отрезки выходили из одной точки. Проигрывает из двоих игроков тот, кто не сможет провести отрезка. Кто ж проиграет?

Двое кладут по очереди и без наложений пятаки на круглый стол до тех пор, пока кто-то не сможет положить пятака – он и проиграл. Кто выиграет?

Двое ставят ладьи на шахматную доску. Проигрывает тот, кто поставит ладью побившую последнее свободное поле. Кто же выиграет?

Поп и Балда играют в такую игру. Есть двенадцать кружков. Поп ставит + и - на нечетные места, а потом Балда ставит + и - на четные места. После этого Балда пробивает попу столько щелчков, сколько раз + стоит рядом с -. Как надо действовать попу?

Двое играют в следующую игру: За ход играющий берет одну или две подряд лежащие палочки (в самом начале на столе лежат подряд 100 палочек). Кто не сможет пойти, тот проиграет. Кто выиграет?

В кучке 25 камней. Играющие берут по очереди 2, 4, или 7 камней. Выигрывает тот, кто возьмет последний камень. Кто же победит из двух играющих? 

Имеются две кучки камней. На каждом ходу один из двух игроков выкидывает одну из кучек, а вторую делит пополам на две не обязательно равных кучки. Проигрывает тот, кто не сможет при своем ходе разделить кучку. Кто же выигрывает при правильной игре?

Имеется 3 кучи камней. Число камней в каждой куче одинаково. Двое играющих берут по очереди любое число камней из любой кучи, но только из одной. Выигрывает тот, кто берет последний камень. Как должен играть начинающий, чтобы в любом случае выиграть?

Делимость.

На сколько нулей оканчивается число 100! ?

Петя придумал пример на деление, в котором делимое, частное, остаток и делитель оканчивались соответственно на 1, 3, 5 и 7. Покажите, что учитель поставит Пете за такой пример 2 балла.

При делении X на 113 и 118 получено одно частное, а остаток равен соответственно 60 и 0. Найти X.

Указать все числа, у которых ровно три делителя. 

Докажите, что каждое число делится на какое-нибудь простое. 

Если a+b делится на 11 и a(b делится на 11, то и a и b делятся на 11.

Если p и q – два разных простых числа, x делится на то и другое, то x делится на их произведение pq.

Найдите самое маленькое n, такое, что оно делится на все числа от 1 до 10. 

Найдите самое маленькое n, такое, что при делении на 2 оно дает в остатке 1, на 3 – 2 и т.д., при делении на 8 – 7.

Докажите, что НОК(a, b)(НОД(a, b)=ab.

Делимое в шесть раз больше делителя, делитель в шесть раз больше частного. Чему равны эти числа?

Лист разорвали на три части, некоторые из которых разорвали опять на три части и т.д. Можно ли так получить 1000 кусков? А если рвали на четыре части, на пять, на шесть?

Остатки.

Докажите, что ни при каком целом X  X2+1 не делится на 3?

Можно ли двадцатью монетами 5, 20 и 50 копеек набрать 5 рублей?

Докажите, что для любого натурального n  10n+8 делится на 9.

Десятичная запись чисел.

Пусть S(x) – сумма цифр числа x. Известно, что S(9a)=b и S(b)=c. Известно также, что a – семизначно. Найдите число c.

Напишите наибольшее и наименьшее число, которые можно составить из различных цифр (оба должны быть девятизначными).

Докажите, что число из 243 единиц делится на 243. 

Решить уравнение � EMBED Equation.2  ���.

Решить уравнение � EMBED Equation.2  ���.

Если S(a)=S(2a), то a делится на 9.

Вычислим у числа 21984 сумму цифр, потом у получившегося числа вычислим ее опять и т.д. В результате мы придем к одной цифре. Что это за цифра?

Можно ли выписать трехзначные числа подряд так, чтобы каждое следующее начиналось с той же цифры, какой кончалось предыдущее?

Подряд написано 1980 цифр, причем так, что любые два соседние образуют двузначное число, делящееся либо на 17, либо на 23. Известно, что последняя цифра – 1, найти первую. Или: первая – 9, найти последнюю.

Возьмем два двузначных числа и перемножим их. Пусть A – их произведение. Теперь в каждом сомножителе переставим цифры и положенные числа перемножим. Докажите, что A-B делится на 99.

Замените звездочки цифрами так, чтобы полученное число делилось на 36. 52*3* 

Для каких двузначных чисел сумма куба числа единиц и квадрата числа десятков равняется самому числу?

Найти двузначное число, равное сумме квадрата числа своих единиц и числа десятков.

a, b, c – три цифры. Если сложить все шесть двузначных чисел, которые можно записать с их помощью, не повторяя их дважды, то получится 528. Найти цифры a, b, c.

Докажите, что в ребусе АБ(ВГ = ДДЕЕ где то допущена ошибка.

Взяли все четные числа меньшие 100 и сложили суммы их цифр. Сколько получилось?

Уравнения.

Является ли число из 1983 единиц точным квадратом?

Почему число 896002838670906 не является точный квадрат?

Найдите наименьшее целое число, которое после домножения на 2 становится точным квадратом, а после домножения на 3 – кубом.

Процедура.

В левой коробке с карандашами – половина того, что есть в правой коробке и еще 10 штук, а в правой коробке – столько, сколько в левой и еще 20. Сколько же карандашей в коробках?

Фигуристка за 10 секунд 20 раз повернулась лицом к партнеру, который за это же время сделал 2 оборота. Сколько же раз повернулась за это время фигуристка вокруг своей оси?

Школьники стоят прямоугольным каре. В каждой шеренге выбрали самого высокого, в каждом ряду – самого низкого. Кто выше – самый низкий из высоких, или самый высокий из низких?

В две шеренги стоят семиклассники и восьмиклассники. Каждый восьмиклассник выше стоящего перед ним семиклассника. Докажите, что если в каждой шеренге их расставить по росту, то и тогда это будет верно.

На столе лежат четыре карточки А, Б, 4, 5. Какое минимальное число надо перевернуть, чтобы проверить такое высказывание: “Если на одной стороне гласная, то на другой стороне четное число”?

У табуретки три ножки, а стула – четыре. Когда на всех табуретках сидят люди, то 39 ног. Сколько же табуреток и сколько стульев?

Когда стрелки на часах перпендикулярны между полуднем и часом дня?

Победитель шахматного турнира набрал 3.5 очка. Второе место – 2.5 очка, а третье – 1.5. Сколько в турнире участников?

Номера квартир в доме меняются от 1 до 100. Какова наибольшая группа квартир, имеющая одну и ту же сумму цифр номера?

Велосипедист проехал 5/7 пути и еще 40 км., и ему осталось 0.75 пути без 118 км. Как велик его путь?

Есть двухместный мотоцикл со скоростью 50–км/ч. Скорость каждого из трех туристов равна 5–км/ч. Могут ли они одолеть 60–км за три часа? А быстрее?

Было время от 12 до часу. Потом от 17 до 18 дня – а стрелки поменялись местами. Сколько же было времени в первый раз?

Стоимость бриллианта массы m равна m2. Он упал и разбился. Суммарная стоимость упала на 32%. Каково отношение масс частей?

Через сколько минут после 16 часов стрелки на часах совпадут?

Мой знакомый Саша сказал: позавчера мне было десять лет, а в будущем году мне исполнится 13 лет. Может ли такое быть?

Какое число нужно поставить вместо ? в последовательности 17, 33, 13, 11, ?, 15?

За книгу заплатили рубль и осталось заплатить еще столько, сколько осталось бы заплатить, если бы за нее заплатили столько, сколько осталось заплатить. Сколько стоит книга? 

Братья Алеша и Боря родились в августе. В школе начинают учиться с семи лет. Номер класса, в котором учится сейчас старший брат Борис, равен возрасту Алеши. В какой класс перейдет Алеша, когда Борис окончит школу?

Сколько косточек содержало бы домино, у которого значения на косточках изменялись бы от 0 до 12?

В 1982 году возраст человека совпал с числом, образованным первыми тремя цифрами его года рождения. В каком же году родился этот долгожитель? 

При стрельбе из мишени спортсмен несколько раз попал в десятку, столько же раз выбил по восемь очков и несколько раз попал в пятерку. Всего он набрал 99 очков. Сколько он сделал выстрелов?

Петя купил 8 пирожков с рисом и капустой и заплатил за это 1 рубль, а Коля купил 9 пирожков и заплатил за них 1 рубль и 1 копейку. Известно, что пирожок с рисом стоит дороже пирожка с капустой. Сколько же стоят пирожки?

На школьной викторине было предложено 30 вопросов. За каждый правильный ответ участнику начислялось 12 очков, а за неправильный списывалось 10 очков. Сколько правильных ответов дал Петя, если он набрал 86 очков?

Какое число нужно вставить вместо знака ? в последовательность чисел 7, 17, 37, 77, ?, 317?

Конструкции.

Решить ребус КАКАК(КО=КОКОКО.

Решите ребус: А + АБ + АБВ = БВГ.

В люстре 5 лампочек, а переключатель имеет 6 различных положений, в каждом из которых горит разное количество лампочек – от 0 до 5. Однажды несколько лампочек перегорело. Какое наименьшее число раз нужно переключать переключатель, чтобы узнать, какие лампочки перегорели?

Карточки с цифрами 1, 2,..., 9 разложите в пять групп так, чтобы цифры каждой группы образовывали бы точный квадрат. 

Числа.

На доске написано несколько ненулевых чисел, каждое из которых равно полусумме остальных. Сколько чисел написано на доске?

Задумано трехзначное число, у которого с любым из чисел 543, 142 и 562 совпадает один из разрядов, а два других не совпадают. Какое число задумано?

Есть шесть металлических прутьев, длина каждого 1 метр. Возможно ли распилить их на десять прутьев длиной по 27 см, 12 по 15 см и 35 прутьев по 6 см? Толщиной распила пренебречь.

Логика.

Кто-то из трех человек: A, B или C – совершил преступление (ровно 1 из них). Их высказывания:�A: Я не делал этого, B не делал этого.�B: A не делал этого, C сделал это.�C: Я не делал этого, A сделал это�Затем было установлено, что один из них оба раза солгал, другой оба раза сказал правду и третий один раз солгал, а один раз сказал правду. Кто же преступник?

Теперь – небольшая подборка задач по математической логике. Введем некоторые стандартные “игровые” термины. Рыцарь – это человек, который всегда говорит правду, лжец – тот, который всегда лжет, нормальный человек может и лгать и говорить правду. Окружающая обстановка – либо остров, на котором живут лжецы и рыцари, в который живут все, кому ни лень. В первом случае на острове два города, в которых живут соответственно лжецы и рыцари. Однако ни тем, ни другим не заказано посещать другой город и поэтому человек на улицах Лжеграда совсем не обязан быть лжецом, а человек на улицах Правдинска не обязан быть рыцарем. Итак

Остров. Есть три человека A, B и C. A говорит, что B лжец. B говорит, что A и C из разных городов, C говорит, что A – рыцарь. Кто есть кто?

Страна. Есть три человека: рыцарь, лжец и нормальный человек.�Первый: Я нормальный человек.�Второй: Первый и третий оба иногда говорят правду.�Третий: Второй~-- нормальный человек.�Кто есть кто?

Как задав один вопрос случайному прохожему на острове выяснить, в какой из городов идет данная дорога?

Трое жителей острова A, B и C разговаривали между собой. Путешественник спросил у A: “Вы рыцарь или лжец?”. Тот пробурчал что-то непонятное. Тут вмешался B: “Он сказал, что он лжец!”. “Не верьте B, он лжец!” – воскликнул C. Что вы можете сказать о наших островитянах?

A говорит (при этом еще присутствует B): “По крайней мере один из нас лжец”. Что можно сказать о A и B?

Предположим теперь, что A сказал: “Или я лжец, или B рыцарь”. Кто есть кто?

Есть три аборигена A, B, C и двое из них A и B говорят:�A: Мы все лжецы.�B: Один из нас рыцарь.�Кто есть кто?

Те же условия, что и в предыдущей задаче.�A: B – лжец.�B: A и C из одного города.�Кто такой C?

B и C – жители страны Смалия (там есть и нормальные люди).�A: Я нормальный человек�B: Это правда.�C: Я не нормальный человек.�Кто такие A, B и C?

A и B – смалиане (то бишь жители Смалии)�A: B – рыцарь�B: A – не рыцарь.� Докажите, что по крайней мере один из них говорит правду, но это не рыцарь.

A и B – смалиане.�A: B – рыцарь�B: A – лжец.�Докажите, что либо один из них говорит правду, но это не рыцарь, либо один из них лжёт, но это не лжец.

B Смалии действует закон, по которому в брак могут вступать только либо рыцарь со лжецом, либо нормальные люди. Есть супруги A.�Мистер A: Моя жена не нормальный человек.�Миссис A: Мой муж не нормальный человек.�Кто есть кто ?

Каков был бы ответ, если бы они оба сказали бы, что их партнер нормальный человек?

Есть две супружеские пары: A и B.�Мистер A: Мистер B – рыцарь.�Миссис A: Мой муж прав: мистер B – рыцарь.�Миссис B: Что верно, то верно. Мой муж действительно рыцарь.�Кто есть кто?

В следующей серии задач мы имеем дело с целым архипелагом, населенным исключительно рыцарями и лжецами. Некий логик ищет в этом архипелаге остров Майя. Для этого он побывал на нескольких островах архипелага и выслушал заявления коренных жителей этих островов:

Первый остров:�A: B – рыцарь и этот остров Майя.�B: A – лжец и этот остров Майя�Действительно ли это остров Майя ?

Второй остров:�A: Мы оба лжецы и этот остров Майя.�B: Что правда, то правда.�Вопрос тот же.

Третий остров:�A: По крайней мере один из нас лжец и этот остров Майя.�B: Совершенно верно!�Вопрос тот же.

Четвертый остров:�A: Мы оба лжецы и это остров Майя.�B: По крайней мере один из нас лжец и этот остров не Майя.�Вопрос тот же.

Пятый остров:�A: Мы оба лжецы и этот остров Майя.�B: По крайней мере один из нас рыцарь и этот остров не Майя.�Вопрос тот же.

Шестой остров.�A: Либо B – рыцарь, либо этот остров Майя.�B: Либо A – лжец, либо этот остров Майя.�Вопрос тот же.

На острове Ваал кроме людей – рыцарей и лжецов живут и обезьяны также рыцари и лжецы, которые говорят по-человечески и на вид неотличимы от людей. Существо A (ваалец) сказало: Я либо лжец, либо обезьяна. Кто он?

Ваалец A сказал: Я лжец и обезьяна. Кто он?

Ваалец A сказал: Не верно, что я обезьяна и рыцарь. Кто он?

Два ваальца A и B Сказали следующее:�A: по крайней мере один из нас обезьяна.�B: по крайней мере один из нас лжец.�Кто такие A и B ?

Мы оба обезьяны.�B: Мы оба лжецы.�Кто такие A и B?

B – лжец и обезьяна. Я человек.�B: A – рыцарь.�Кто такие A и B?

Представим теперь себе, что на нашем острове другой язык: слова “да” и “нет” звучат на этом языке как “тип” и “топ”, но мы не знаем что именно обозначает каждое из них. Однажды я встретил аборигена и спросил его: Означает ли “тип” по-нашему “да”? Он ответил: “тип”.�а). Можно ли вывести отсюда, что означает слово “тип”?�б). Можно ли узнать кто он: лжец или рыцарь?

Как с помощью одного вопроса выяснить, что обозначает слово “тип”? Отвечать на ваши вопросы абориген будет только “тип” и “топ”.

Как, задав один вопрос, выяснить, кто ваш собеседник?

Какой вопрос надо задать аборигену, чтобы тот обязательно ответил “тип”?

Графы.

В стоэтажном доме установлен лифт с двумя кнопками, первая из которых поднимает его на 7 этажей, а вторая опускает на 9. Как попасть на 72 этаж? 

Замощения.

Можно ли покрыть доминошками шахматную доску с отрезанными полями a1 и h8?

Можно ли шахматную доску с вырезанными слева внизу и справа вверху уголками 3(3 обойти ходом коня?

Можно ли пройти конем с a1 в h8 побывав при этом ровно раз на каждом поле?

B 6-ом классе провели контрольную работу. Средняя оценка у мальчиков – 4, у девочек – 3.25, а у всех вместе – 3.6. Сколько мальчиков и сколько девочек писали работу, если в классе больше 30 и меньше 50 человек?

Килограмм пломбира на 40 копеек дороже, чем килограмм шоколадного мороженого. A и B купили по 150 грамм, но A купил в два раза больше пломбира, чем шоколадного, а B – поровну. На сколько и чья порция дороже?

Студент случайным образом приходит в метро и садится на первый пришедший поезд – либо в кино, либо в университет. Выяснилось, что в кино он бывает в 10 раз чаще, чем в университет. Как это объяснить? 

На столе стоят 6 стаканов. Разрешается переворачивать любые 5 стаканов. Можно ли перевернуть все стаканы?

Какое наибольшее число суббот может быть в году? 


