Теоретические вопросы по темам:


арифметика остатков, сравнения, алгоритм Евклида,


графы, комбинаторика.


Предварительный вариант.


Арифметика остатков


Определения операций сложения, вычитания и умножения. Свойства: 


1) a+b = b+a;


2) a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�b = b�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�a;


3) a+0 = a;


4) a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�1 = a;


5) a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�0 = 0;


6) для любой цифры a существует единственная цифра b такая, что a+b = 0.


7) a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�(b�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�c) = (a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�b)�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�c;


8) a+(b+c) = (a+b)+c;


9) a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�(b+c)  = a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�b+a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�c.


Свойства 1) - 6) с доказательством, 7) – 9) только формулировки.


Определение делителя нуля.


Обязательные задачи:


Доказать, что делители нуля существуют только в арифметиках с составным показателем и что в таких арифметиках они существуют всегда.


Доказать, что если остаток a — делитель нуля, то не существует такого остатка b, что a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�b = 1, в данной арифметике.


Доказать, что если остаток a — не делитель нуля, то всегда существует единственный остаток b такой, что a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�b = 1, в данной арифметике.


Доказать, что (p-1)!+1 делится на p тогда и только тогда, когда p — простое число.


Сравнения.


Определение сравнимости двух чисел по модулю третьего.


Доказательство  свойств сравнений:


для любых целых a, b и c, и натурального n


a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� a(mod n);


если a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod n), то b �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� a(mod n);


если a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod n) и b �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� c(mod n), то a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� c(mod n);


если a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod n) и c �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� d(mod n), то


a+b �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� c+d(mod n);


a-b �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� c-d(mod n);


ab �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� cd(mod n);


если a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod n), то ak �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� bk(mod n) для любого целого k;


если ak �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� bk(mod n) и n=mk ,то a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod m);


если ak �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� bk(mod n), и (k, n) = 1, то a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod n).


если a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod n), то a �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b+nq(mod n) при любых целых q.


Решение сравнения ax �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod n) в общем виде.


Алгоритм Евклида нахождения наибольшего общего делителя двух натуральных чисел.


Две реализации алгоритма Евклида: через вычитание и через деление с остатком.


Доказательство теоремы: если НОД(a, b) = d, то существуют такие целые u и v, что au+bv = d.


Графы.


Граф: вершины, ребра графа. Степень вершины 


Задача о четности числа нечетных вершин произвольного графа.


Пути в графе: простой путь, длина пути, цикл. Связный граф.


Задача об обходе произвольного связного графа.


Дерево, висячая вершина.


Лемма о висячей вершине.


Планарный (плоский) граф. Грани плоского графа.


Теорема Эйлера для произвольного плоского связного графа: вершины �SYMBOL 45 \f "Symbol" \s 10�-� ребра + грани = 2.


Комбинаторика.


Определение �EMBED Unknown���.


Построение треугольника Паскаля. Его связь с биномиальными коэффициентами �EMBED Unknown���.


Доказательство формулы бинома Ньютона: (a+b)n = an+…+�EMBED Unknown���an-kbk+…+bn.


