                  Отображения 3 : Счетность, равномощность

Определение. Множества A и B равномощны, если между  ними  есть  взаимно-однозначное соответствие. 

Упр1. Если A и B равномощны и |A|=m, то |B|=m.

Упр2. Если A и B равномощны и B и C равномощны, то A и C тоже равномощны.

Пред3. В каждом подмножестве натуральных чисел есть наименьшее число. 

Определение. Множество A счетно, если оно  равномощно  множеству всех натуральных чисел N.

Пред4.Бесконечное подмножество счетного множества - счетно.

Зад5. Равномощны ли множества N и 2N (=все четные натуральные числа)?

Пред6. Объединение счетного числа конечных множеств не более чем счетно.

Зад7. а) Может ли король обойти бесконечную шахматную доску, побывав на каждом поле ровно по одному разу? б) Обозначим Z множество всех целых чисел. Существует ли взаимно-однозначное соответствие между N и Z(Z ?

Зад8. Докажите счетность множеств а) Nk (k - натурально);  б) Q (всех рациональных чисел); в) Cfin(N) – всех конечных подмножеств в N.

Пред9. а) В каждом бесконечном множестве есть счетное подмножество.

       б)A - бесконечно <=> в A есть подмножество B(A, равномощное A.

Определение. Обозначим С(A) множество всех подмножеств A, 2A -  множество всех отображений из {1,2} в A.

Пред10. а) С(A) и 2A - равномощны.

        б) A и 2A - не равномощны: мощность 2A - больше.

Пред11. 2N и R (=все действительные числа) - равномощны.

Определение. Мощность R называется континуум.

Пред12. Следующие множества равномощны прямой: а)интервал; б)отрезок; в) окружность.

Пред13. Прямая и плоскость - равномощны.

                        Для самостоятельного решения

Зад14. Можно ли выбрать 100000 различных 6-значных номеров  так,  чтобы любые два отличались как минимум двумя цифрами?

Зад15. Бесконечно много гангстеров охотятся друг на друга так, что каждый охотится не более чем за одним другим. Докажите, что можно выбрать из них бесконечную банду в которой никто ни за кем не охотится. 

Зад16. Какую наибольшую мощность может иметь система различных  подмножеств счетного множества так, чтобы а) любые два не пересекались; б)  любые два пересекались не более, чем по 10 элементам; в) любые  два  пересекались не более, чем по конечному множеству; г) среди любых двух одно было подмножеством другого?

Зад17*. Две шайки гангстеров охотятся друг  за  другом.  Каждый  гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не более одного противника. Главарь одной из шаек обнаружил,  что  не  за  всеми противниками охотятся. Докажите, что, не нарушая условий задачи, главарь  может  так переназначить цели, чтобы охота шла за всеми противниками.

Зад18*. (Теорема Кантора-Бернштейна). Если A вкладывается в B, а B вкладывается в A, то A и B - равномощны.

Зад19**. A - бесконечно <=> A(A равномощно A.
