Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области�Вишкиль, 4-28.VII.97


КОМБИНАТОРИКА


Сочетания  и сочетания с повторениями


Доказать формулы 


� EMBED Equation.2  ���


Сколькими способами можно разложить ( одинаковых шаров в ( пронумерованных ящиков? Сколькими способами можно сделать тоже самое так, чтобы в первом ящике лежало ( шаров?


Доказать тождество � EMBED Equation.2  ���


Найти сумму   � EMBED Equation.2  ���


Найти сумму ( первых треугольных чисел, ( первых квадратов, ( первых кубов. 





Комбинаторика выпуклого многоугольника.


В выпуклом (-угольнике никакие две диагонали не параллельны и никакие три не пересекаются в одной точке. Найти число точек пересечения его диагоналей.


В выпуклом (-угольнике никакие две диагонали не параллельны и никакие три не пересекаются в одной точке. Среди всех треугольников, у которых стороны лежат на сторонах или диагоналях многоугольника, найти:


число треугольников, у которых две вершины являются вершинами многоугольника, а третья - точкой пересечения его диагоналей;


число треугольников, у которых одна из вершин совпадает с вершиной   многоугольника, а две других - с точками пересечения его диагоналей;


число треугольников, у которых все три вершины являются точками пересечения диагоналей исходного многоугольника.


На плоскости дано ( точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Доказать, что существует не менее   � EMBED Equation.2  ���   различных выпуклых четырёхугольников с вершинами в этих точках.(ПОДСКАЗКА: разберите случай (((()


9.


На плоскости проведены ( прямых, из которых никакие две не параллельны и никакие три не пересекаются в одной точке. На сколько частей они разбивают плоскость?


В выпуклом (-угольнике никакие две диагонали не параллельны и никакие три не пересекаются в одной точке. На сколько частей они разбивают многоугольник?


Формула включений и исключений.


Через ((( обозначается число элементов конечного множества А.


10. Доказать формулы: ((((( = (((+(В(-(((((; (А(((С( = (((+(В(+(С(( (((((((((С(((((С(+(((В(С(.


11. Доказать, что для произвольного набора конечных множеств А1,А2,...,А(  справедлива формула 


(A1( А2(...(An(=(A1(+(A2(+...+(An(((A1(A2(–...–(An-1(An(+(A1(A2(A3(+...+(–1)n-1(A1(A2(... (An(.


12.


Сколькими способами можно переставить буквы в слове “тартар” так, чтобы нашлись две одинаковые буквы, стоящие рядом?


Сколько существует различных натуральных чисел, меньших миллиона, в запись которых входит каждая из цифр 1,2,3,4 ?


13. По пустыне идёт караван из 8 верблюдов. Найти число способов, которыми можно переставить верблюдов так, чтобы:


ни один из верблюдов не стоял на старом месте;


ни один из верблюдов не шел непосредственно за тем верблюдом, за которым шел раньше.


14. Обозначим через (( число перестановок на множестве чисел от 1 до (, в которых ни одно из чисел не совпадает со своим номером, а через (( – число перестановок, в которых никакие два последовательных числа (большее за меньшим) не идут друг за другом. Найти формулы для величин (( и ((.





Числа ((  называются субфакториалами. С факториалами их объединяет следующее свойство.





15. Доказать, что в последовательности субфакториалов и в последовательности факториалов член с номером ( в (-1 раз больше суммы двух предыдущих членов. Попробуйте доказать это, не пользуясь формулами.


16. Доказать равенство (((((-1 = Е(.


17. На карусели катается ( школьников. Сколькими способами их можно пересадить так, чтобы ни один из них не видел непосредственно перед собой того , которого видел раньше?





Задача о счастливых билетах.


Автобусный билет представляет собой произвольный набор шести цифр. Билет называется счастливым, если сумма первых трёх его цифр равна сумме трёх последних.


18. Доказать, что число счастливых билетов равно числу билетов с суммой цифр 27.


19. Сколькими способами можно представить число 27 в виде суммы шести неотрицательных слагаемых, если порядок слагаемых учитывается?


20. Сколько счастливых билетов существует?





Дополнительные задачи


1. Доказать равенство � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���


2. Найти число перестановок на множестве из ( элементов, в которых ровно ( элементов остаются на своих местах.


3.Доказать равенство � EMBED Equation.2  ��� 


4. Сколькими способами можно разложить 8 различных предметов в 5 пронумерованных ящиков? Сколькими способами можно сделать это так, чтобы ни один ящик не остался пустым?


5. Доказать, что произведение ( последовательных целых чисел делится на (!


6. Доказать, что число � EMBED Equation.2  ��� делится на (((.


7.Требуется составить треугольник, у которого каждая сторона не меньше ( и не больше 2(. Сколькими способами это можно сделать? Сколько среди таких треугольников равнобедренных?


8. На окружности отмечено 10 точек. Сколько существует незамкнутых ломаных без самопересечений с вершинами в этих точках?


9.		а)У меня 7 друзей. В каждый день недели я хочу пригласить троих из них. Сколькими способами я могу составить расписание посещений на неделю?


 		б) Задача та же, но на этот раз ни один из друзей не должен остаться неприглашённым.


10. Сколькими способами можно посадить на скамейку трёх англичан, трёх французов и трёх турок так, чтобы никакие три соотечественника не сидели рядом?


11. При каких ( можно  построить выпуклый (-угольник, у которого каждая диагональ параллельна какой-нибудь стороне?


Числа Стирлинга.


Число Стирлинга S� EMBED Equation.2  ��� равно количеству способов, которыми можно разложить ( различных предметов по  ( неразличимым ящикам так, чтобы каждый ящик был непустым.


1.Найти � EMBED Equation.2  ���


Как научиться считать числа Стирлинга? Даже если для них и существует красивая формула, она может оказаться очень неудобной в пользовании. Для биномиальных коэффициентов дело обстоит именно так. Для их вычисления используется треугольник Паскаля. Как построить треугольник Стирлинга?


2.Найти � EMBED Equation.2  ��� (ПОДСКАЗКА: пусть четыре элемента вы уже расположили. Как можно подложить к ним пятый?)


3.Нарисуйте  несколько первых строк треугольника Стирлинга.





