Группы и китайская теорема





Зад1. Сколько элементов порядка 12 а) в группе Z12; б) в группе поворотов вокруг O на углы, кратные 30�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� ?


Опр. f: H�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®�G – гомоморфизм групп, если для любых двух элементов a и b из H выполнено f(a�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�b)=f(a)�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�f(b). Обратимый гомоморфизм называется изоморфизмом (а соответствующие группы – изоморфными). 


Примеры. а) f: Z+�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®�2Z+, где f(x)=2x (это – изоморфизм!); б) RO: R+�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®�G(П), где �EMBED Unknown���; в) Resn: Z+�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®�Zn – остаток при делении на n.�EMBED Unknown���


Упр2. а) Если f – гомоморфизм, то f(e)=e, f(g-1)= f(g)–1; б) в изоморфных группах элементов поровну .


Зад3. Найдите в каждой тройке пары изоморфных групп: а) параллельные переносы,  векторы, повороты; б) D3, Z6, S3; в) R+, положительные действительные числа по умножению, гомотетии с данной неподвижной точкой?


Пред4. а) Элемент конечного порядка порождает подгруппу, изоморфную циклической.


б) Если в группе порядка n найдется  элемент порядка n, то эта группа изоморфна Zn.


Зад5. Все группы простого порядка изоморфны.


Опр. Прямая сумма групп �EMBED Unknown��� �– это множество G�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 12�ґ�H с покоординатной операцией.


Упр6. �EMBED Unknown���– группа.


Упр7. а) �EMBED Unknown��� изоморфна Z6; б) �EMBED Unknown��� не изоморфна Z4.


Пред8. Пусть a и b – взаимно простые натуральные числа. Тогда 


а)�EMBED Unknown��� изоморфна Zab. b) �SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(ab)= �SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(a)�SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(b).


Пред9. (Китайская теорема об остатках) Пусть a1, a2,…,an – попарно взаимно простые натуральные числа, и r1, r2,…,rn таковы, что 0�SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ј�ri�SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ј�ai для всех i. Тогда найдется единственное число m< a1a2…an, которое при делении на каждое из ai дает остаток ri.


Зад10. Генерал построил солдат в колонну по 4, однако рядовой Иванов остался лишним. Тогда генерал приказал построиться в колонну по 5, и снова Иванов оказался лишним. Когда же и в колонне по 6 Иванов оказался лишним, генерал посулил ему наряд вне очереди, после чего в колонне по 7 Иванов нашел себе место, и никого лишнего не осталось. Сколько солдат могло быть у генерала?





Правило перехода к остаткам. Пусть некоторое уравнение имеет решение в целых числах.  Тогда оно имеет решение в остатках по любому модулю.





Зад11. Решите в целых числах уравнение   x2+y2=9999.





Для самостоятельного решения


Зад12. Докажите, что всякая конечная группа изоморфна подгруппе группы перестановок.


Зад13. Докажите, что если в группе квадрат любого элемента равен e, то группа коммутативна (то есть a�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�b=b�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�a для любой пары сомножителей).





