Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области�Вишкиль, 4-28.VII.97





Матбой супер-10 – преподаватели-10. 24 июля





В треугольнике ABC проведена высота AD. Известно, что сумма площадей кругов, вписанных в треугольники ABD и ACD, равна площади круга, вписанного в треугольник ABC. Докажите, что треугольник ABC прямоугольный.


Арифметическая прогрессия, состоящая из натуральных чисел, записана в строку без пробелов между членами прогрессии. Докажите, что прогрессия однозначно восстанавливается по получившейся последовательности цифр.


На какое наименьшее число (большее 1) попарно различных прямоугольников одинакового периметра можно разрезать квадрат?


Известно, что треугольник ABC можно разрезать на любое число треугольников, в каждом из которых все стороны не меньше 1. Докажите, что хотя бы одна из сторон треугольника ABC не меньше 3.


На столе лежит бесконечно много карточек с целыми числами. Двое по очереди берут по одной карточке. Выигрывает тот, у кого сумма на руках окажется кратной 1997. Всегда ли первый игрок имеет выигрышную стратегию?


Пусть O(а) – число нулей в десятичной записи натурального числа a. Рассмотрим геометрическую прогрессию, состоящую из натуральных чисел a1, a2, ..., an, ... , знаменатель которой не равен степени 10. Может ли последовательность O(a1), O(a2), ..., O(an), ... оказаться арифметической прогрессией?


Пусть x1, x2, ..., xn, ... – последовательность натуральных чисел, удовлетворяющая двум свойствам:


(i) xm-xn делится на m-n при любых целых m>n(0;


(ii) существует такой многочлен P, что (xn(< P(n) для любого натурального n.


Докажите, что существует такой многочлен Q, что xn=Q(n) для любого натурального n.


Докажите, что для любого натурального n существует и единственен многочлен Q, коэффициенты которого принадлежат {0, 1, 2, ..., 9} и такой, что Q(-2)=Q(-5)=n.


 Докажите, что для произвольного треугольника ABC существует прямая l такая, что площадь общей части треугольника ABC и треугольника, симметричного ему относительно l, не меньше 2/3 площади треугольника ABC.


 В произвольном выпуклом многограннике отмечено две вершины. Докажите, что их можно соединить тремя путями, составленными из ребер многогранника и не имеющими общих вершин, кроме отмеченных.


 Найдите все аддитивные функции из R в R, для которых f(1)=1 и для любого x(0 f(x)(f(1/x)=1.


 Докажите, что из любых 2n-1 натуральных чисел можно выбрать ровно n, сумма которых делится на n.


