Группы преобразований





Зад1. а) У фигуры есть ровно две оси симметрии. Докажите, что они перпендикулярны.


б) Две оси симметрии фигуры образуют между собой угол в 84(. Докажите, что у нее есть еще по крайней мере 13 осей симметрии.


Опр. Обозначим G(A) множество биекций f: A(A. Назовем подмножество H(G(A) группой, если а) IdA(H; б) если f(H, то и f -1(H; в) если f,g(H, то и f(g(H. Число элементов или мощность H называются порядком группы.


Примеры групп: а) {IdП, Sa}; б) повороты вокруг одной точки.


Упр2. а) Докажите, что G(A) – группа;


б) Пусть в A – m элементов. Каков порядок G(A)?


Упр3. Какие из данных множеств преобразований плоскости – группы: а) параллельные переносы б) движения в) осевые симметрии г) повороты д) движения с неподвижной точкой O.


Зад4. Докажите, что множество движений, переводящих данный многоугольник в себя – группа. 


Упр5. Составьте таблицу умножения группы движений прямоугольника.


Опр. Dn – группа движений, оставляющих на месте правильный многоугольник (в частности, D4 – группа движений квадрата).


Упр6. Сколько элементов в Dn? Перечислите их.


Опр. Пусть g – элемент группы H. Наименьшее натуральное n, для которого gn=Id называется порядком элемента g (порядок может быть и бесконечным).


Упр7. Каков порядок а) осевой симметрии б) параллельного переноса в) поворота на 30(.


Зад8. Для каких ( поворот на ( градусов имеет конечный порядок?


Опр. Если H(G(A), то говорят, что задано действие группы H на множестве A. Орбита H(a) элемента a(A – это множество всех тех элементов, в которые переходит a под действием преобразований из H.


Пример. Для группы {IdП, Sa} все орбиты одно- или двухточечные; для группы поворотов вокруг точки O – окружности.


Упр9. Нарисуйте орбиты групп а) переносов, параллельных прямой a; б) гомотетий с центром O; в) симметрий относительно осей, параллельных прямой a.


Пред10. Орбиты двух элементов не пересекаются либо полностью совпадают.


Замечание. Часто действие группы H(G(A) определено не только на множестве A, но и на других множествах. Всегда определено действие на множества всех подмножеств A. Кроме того, движения действуют на классах фигур (окружностей, треугольников, прямых), а также на множестве векторов.


Упр11. Каковы орбиты действия групп из предыдущего упражнения на множестве прямых?


Упр12. В группе есть поворот � EMBED Equation.2  ���, где ( – иррационально. Докажите, что если орбита не содержит точку O, то она – бесконечна.


Зад13. Правильный треугольник катают через стороны по плоскости. Через несколько перекатываний он вернулся на исходное место. Докажите, что вершины тоже вернулись на место.





Для самостоятельного решения


Зад14. Докажите, что угол между осями симметрии любого многоугольника измеряется рациональным числом градусов.


Зад15. Докажите, что если в группе есть два поворота вокруг разных точек, то группа бесконечна.


Зад16. В городе Эндурске разрешены только парные обмены квартир, и каждая семья может совершить только один обмен в день. Докажите, что любой сложный обмен (но при котором каждая семья отдает одну квартиру и получает одну квартиру) можно совершить за два дня. 


Зад17. а) На полке стоит в ряд, но в беспорядке собрание сочинений Л.И.Венина из n томов. За одну операцию разрешается поменять местами два соседних тома. За какое наименьшее число операций можно гарантированно поставить собрание по порядку? б)* То же, но за одну операцию разрешается поменять местами два любых тома. 


