Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.





Метод математической индукции.


Группа Б.


Задача. Можно ли доску 8x8 без одной клетки разрезать на трехклеточные уголки? 16x16? 1024x1024?


Решение. Сначала решим более простую задачу - доску 2x2 без одной клетки очевидно можно разрезать требуемым образом (ничего даже резать не надо).


Доску 4x4 разрезаем на 4 куска 2x2 в одном из которых вырезанная клетка – его разрезать можно ввиду предыдущего замечания – а из остальных кусков сами удаляем по одной клетке возле центра и разрезаем каждый, в то время как удаленные клетки образуют  еще один уголок. 


Теперь проделываем аналогичную процедуру с разрезанием доски 8x8 на четыре куска 4x4. Далее показываем, как можно обобщить это рассуждение для решения задачи с доской 1024x1024 и вообще для любой доски размера 2nx2n.


Такого типа рассуждение носит название метода математической индукции. Строится ряд утверждений таких, что справедливость какого-то из них влечет справедливость следующего за ним, то есть можно от n-го утверждения перейти к следующему за ним n+1-му, если n-ое верно. Первое утверждение из цепочки доказывается, а остальные получаются из него последовательными переходами. Таким образом, мы доказываем всю бесконечную цепочку утверждений.





Схема решения задач при помощи метода математической индукции.


Строим цепочку утверждений An (в нашем примере An такое: доску 2nx2n без одной клетки можно разрезать на уголки).


База. Доказываем утверждение, стоящее в начале цепочки (в нашем случае это A1, для доски 2x2).


Переход. Показываем, что из предположения справедливости утверждения Ak следует справедливость утверждения Ak+1.


�EMBED Equation.3���


Вывод: по методу математической индукции верно Ak для любого k.


Рассуждение о возможности достижения Ak последовательными переходами, начиная от базового утверждения, прячется под словами “по методу математической индукции”.





На плоскости проведены n прямых. Доказать, что области, на которые плоскость разбивается этими прямыми можно раскрасить в два цвета “в шахматном порядке”, то есть так, чтобы области, имеющие общую сторону, были покрашены в разные цвета. (An – если проведены n прямых, то раскрасить можно; база – A0; переход – перекрашивание при добавлении еще одной прямой)


Доказать, что �EMBED Equation.3���. (Обозначим �EMBED Equation.3���; тогда An – �EMBED Equation.3���; база A1; переход Sk+1=Sk+(k+1) )


Доказать, что �EMBED Equation.3���.


На плоскости проведены n прямых общего положения (т.е. никакие две прямые не параллельны и никакие три прямые не проходят через одну точку). На сколько частей они разбивают плоскость?


Доказать, что 2n>n для любого n(3. (An – 2n>n; база – A3, хотя A1 верно, переход от A1 к A2 неосуществим)


Доказать, что 2n>n2 для любого n(5. (В процессе доказательства перехода требуется показать, что 2n>2n при n(5, что тоже можно сделать по индукции)


Доказать, что (1+x)n>1+nx при n(2.


Доказать, что 4n+15n-1 делится на 9 при любом n(1.


Доказать, что число, записанное 3n единицами, делится на 3n при любом n(1. 


