Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4–28.VII.97г.


                                  Задачи к зачету по курсу "линейность".


                                           Супергрупп, 10 класс.


Докажите, что через 5 различных точек на плоскости проходит единственная коника тогда и только тогда, когда никакие 4 из них не лежат на одной прямой.


Докажите, что какие бы 9 кругов радиуса 0,000001 на плоскости мы ни указали, всегда можно так взять внутри них по точке, что полученные 9 точек однозначно задают кубику.


Через сколько точек в пространстве проходит кубическая поверхность.


По краям таблицы записаны числа. Требуется заполнить ее всю, так, чтобы каждое внутреннее число было бы равно среднему арифметическому своих соседей. Докажите, что это можно сделать. 


Известно,что сумма модулей попарных разностей набора неотрицательных чисел равна 1. Найдите наименьшее возможное значение суммы этих чисел.


Kаждая диагональ пятиугольника отсекает треугольник. Докажите, что сумма площадей треугольников больше площади пятиугольника.


Внутри куба находится выпуклое тело, проекции которого на грани куба, полностью их покрывают. Доказать, что минимальный объем этого тела не менее 1/3 объема куба.


На какую максимальную длину можно выдвинуть цепочку из N кирпичей, поставленных друг на друга?


На окружности отмечено k чисел a1,..ak,a1=1, а сумма всех чисел - ноль. Доказать, что найдутся два числа отличающиеся не менее чем на 4/k.


Доказать, что, в условиях предыдущей задачи, есть число, отличающееся от среднего арифметического двух своих соседей не менее, чем на 8/k2.


Kвадрат разбит на прямоугольники. "Цепочкой" называется такое подмножество к множества этих прямоугльников, что существует сторона квадрата A, целиком закрытая проекциями прямоугольников из K, но при этом ни в какую точку А не проектируются внутренние точки двух прямоугольников из K. Докажите, что любые два прямоугольника разбиения входят в некоторую цепочку. Аналогичная задача для куба, разбитого на прямоугольные параллелепипеды (в определении цепочки нужно заменить сторону на ребро). 


Двое путешественников объезжают страну. Первый едет в самый дальний из городов, где он не был, второй - в самый ближний. Докажите, что маршрут первого не короче маршрута второго• 


Округление числа это замена его любым из целых, между которыми оно заключено• Доказать, что можно так округлить числа из таблицы N*K чтобы суммы по строкам и по столбцам также округлились.`


Положительные числа a1..an, b1..bk таковы, что a1+..+an=b1+..+bk. Докажите, что в прямоугольной таблице K на N клеток можно расставить неотрицательные числа так, чтобы суммы чисел в строках равнялись a1..an, а в столбцах - b1..bk,причем нулей в таблице будет не менее (K-1)*(N-1). 


Дана невозрастающая последовательность положительных чисел Ai. A1=1/2k, � EMBED Equation.2  ��� Докажите, что существует k чисел, из которых самое маленькое больше половины самого большого• 


1997 неотрицательных чисел стоят по кругу, их сумма =1. Найдите максимум суммы произведений по 100 чисел, стоящих подряд.


Докажите, что корень любого многочлена с алгебраическими коэффициентами алгебраичен.


Докажите, что рациональная функция однозначно раскладывается в сумму простейших.


Пусть P(x,y) и Q(x,y) - взаимнопростые многочлены. Назовем вычетом по модулю P и Q такой класс многочленов, что разность любых двух из них представима в виде суммы многочлена, делящегося на P, и многочлена, делящегося на Q. а) Докажите, что вычеты можно складывать и умножать. б) Докажите, что они образуют линейное пространство размерности m*n, где m,n - степени P и Q соответственно.


Вывести из утверждения предыдущей задачи что система P(x,y)=Q(x,y)=0 имеет не более m*n решений.


