Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4–28.VII.97г.


Программа зачета 7 класса. Задачи


I.	Комбинаторика


Правило суммы: если можно выбрать вариант из нескольких множеств, то общее число вариантов есть сумма элементов во всех этих множествах.


Правило произведения: если возможные варианты получаются комбинированием вариантов из нескольких множеств, то общее количество вариантов равно произведению числа элементов этих множеств.


Правило вычитания: чтобы найти число вариантов, удовлетворяющих какому-то условию, надо найти число вариантов, не удовлетворяющих этому условию и вычесть их из общего количества вариантов.


Число размещений из n элементов по k – число способов выбрать последовательность длины k элементов из n. Первый элемент можно выбрать n возможными способами, следующий – n-1 способом и т.д. Всего получаем A(n,k)=n*(n-1)*(n-2)*…*(n-k+1). (Всего k сомножителей)


Частный случай – число перестановок из k элементов – P(n)=n!


Число подмножеств множества из n элементов равно 2n


Число сочетаний k элементов из n – число способов выбрать k-элементное подмножество из n возможных.


Треугольник Паскаля и его свойства.


Формулы �EMBED Equation.3���	�EMBED Equation.3���	�EMBED Equation.3��� и их комбинаторный смысл.


1.	Сколькими способами можно зажечь свет в нашем классе? (в классе 3 лампочки).


2.	В магазине "Все для чая" продаются 5 разных чашек и 3 разных блюдца. Сколькими способами можно купить там набор "чашка + блюдце"? 


3.	Известно, что одна из чашек, одно из блюдец и одна из ложек - золотые. Сколькими способами можно купить набор из 3-х различных предметов, в котором


a).	нет золотых предметов?


b).	1 золотой предмет?


c).	2 золотых предмета?


d).	3 золотых предмета?


e).	сколькими способами в магазине можно купить комплект из двух предметов?


f).	сколькими способами можно купить комплект из 1 предмета? 


4.	Сколько существует двузначных чисел (возможно, начинающихся с нуля), в записи которых есть четная цифра?


5.	Сколько существует 10-значных чисел, в записи которых есть единицы?


6.	В алфавите племени Мумбо-Юмбо 4 буквы: А,В,Х,У.


a).	Сколько различных трехбуквенных слов есть в мумбо-юмбском словаре?


b).	Сколько различных двухбуквенных слов?


c).	Сколько слов из не более чем четырех букв?


d).	Сколько есть трехбуквенных слов, буквы в которых не повторяются?


e).	А сколько таких 5-буквенных слов?


7.	Племена Мумбо-Юмбо и Юмбо-Мумбо объединились. В результате слияния в алфавите теперь 8 букв.


a).	Сколько существует различных 8-буквенных слов с неповторяющимися буквами?


b).	Сколько существует k-буквенных слов, состоящих из различных букв, если всего в алфавите n букв?


8.	Сколько различных "слов" (то есть различных буквосочетаний) можно получить перестановками букв в слове ВЕКТОР ?


a).	то же для слова РАЗГИЛЬДЯЙСТВО.


b).	то же для слова ЛИНИЯ.


c).	то же для слова СЕКРЕТ.


d).	то же для слова ПАРАБОЛА.


e).	то же для слова БИССЕКТРИСА.


9.	В стране 20 городов, между каждыми двумя есть авиалиния. Сколько в стране авиалиний? 


10.	Сколько диагоналей в 20-угольнике?


11.	Сколькими способами можно составить бусы из 13 бусин? (У бус 13 ног: одним и тем же бусам соответствует 13 разных перестановок бусин, если их разорвать в некотором месте).


a).	то же, если бусы можно еще и переворачивать (число ног удвоилось).


12.	Сколько есть перестановок чисел 1,2,3,...,9, в которых:


a).	цифра 1 стоит на своем месте?


b).	цифра k стоит на k-м месте?


c).	цифры 4 и 8 стоят на своих местах?


d).	цифра 1 не стоит на 1-м месте?


e).	хотя бы одна из цифр 1 и 2 не стоит на свое месте?


f).	хотя бы одна из цифр не стоит на месте?


g).	цифры 1 и 2 стоят рядом?


h).	цифры 1 и 2 не стоят рядом?


i).	сумма номеров мест, на которых стоят цифры 1 и 2, равна 7?


j).	все четные цифры стоят на четных местах?


k).	произведение номеров мест цифр 8 и 9 равно 12?


l).	из цифр 1,2,3 только одна на своем месте?


m).	из цифр 1,2,3 ровно две на своих местах?





II.	Математические рассуждения


Анализ с конца


На озере расцвела одна лилия. Каждый день число цветков удваивалось, и на двадцатый день все озеро покрылось цветами. На какой день покрылась цветами половина озера?


Три мальчика делили 120 фантиков. Сначала Петя дал Ване и Толе столько фантиков, сколько у них было. Затем Ваня дал Толе и Пете столько, сколько у них стало. И, наконец, Толя дал Пете и Ване столько, сколько у них к этому моменту имелось. В результате всем досталось поровну. Сколько фантиков было у каждого в начале?


Однажды царь наградил крестьянина яблоком из своего сада. Пошел крестьянин к саду и видит: весь сад огорожен тройным забором, в каждом заборе только одни ворота, и в каждых воротах стоит сторож. Подошел крестьянин к первому сторожу и показал ему царский указ, а сторож ему в ответ: “Иди возьми, но при выходе отдашь мне половину тех яблок, что несешь, и еще одно”. То же ему сказали второй и третий сторож. Сколько яблок должен взять крестьянин, чтобы после расплаты со сторожами у него осталось одно яблоко?


По кругу расставлены 9 нулей и единиц, причем не все они равны. За один ход между каждыми двумя соседними числами записывается 0, в случае если они равны, и 1 в противном случае. Далее старые числа стираются. Могут ли в конце все числа оказаться равными?


Есть полоса 1�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�103, в одном конце которой стоит черная шашка, а в другом – белая. Двое по очереди двигают каждый свою шашку на 1, 2, 3 или 4 клетки. Перепрыгивать через шашку соперника не разрешается. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть?


В квадрате ABCD взята точка O такая, что углы OCD и ODC равны 15 градусам. Доказать, что треугольник AOB –- равносторонний.


Правило крайнего


В клетках бесконечной ленты записаны натуральные числа так, что каждое из чисел равно среднему арифметическому своих соседей. Доказать, что все числа равны.


Та же задача для бесконечной клетчатой доски.


В клетках шахматной доски записаны числа от 1 до 64. Доказать, что существуют два числа в соседних по вертикали или горизонтали клетках, отличающиеся не менее чем на 5.


На плоскости проведены несколько (больше 3) прямых общего положения. Они разбивают плоскость на несколько частей. Доказать, что для любой из этих прямых найдется прилегающая к ней часть плоскости в форме треугольника.


На прямой отмечено несколько точек так, что каждая из них является серединой отрезка, образованного двумя другими. Доказать, что точек бесконечно много.


Та же задача, если точки на плоскости.


На плоскости дано 1997 точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Доказать, что найдется треугольник с вершинами в этих точках, не содержащий ни одной из оставшихся точек


Подсчет двумя способами


Можно ли расставить числа в клетках доски 5�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�5 так, чтобы сумма чисел в каждой строке была положительной, а в каждом столбце – отрицательной?


В клетках прямоугольной таблицы расставлены числа, причём суммы чисел во всех строках и во всех столбцах равны. Доказать, что таблица квадратная.


Можно ли на рёбрах куба расставить числа от 1 до 12 так, чтобы суммы чисел на рёбрах, имеющих общую вершину, были одинаковы?


Даны две стороны треугольника и высота, опущенная на одну из этих сторон. Найти высоту, опущенную на другую сторону.


Доказать, что не существует выпуклого 1997-угольника, все углы которого выражаются целым числом градусов.


Найти сумму 1+3+9+…+3n


Записать в виде рациональной дроби 4,5(67)


В классе 27 человек. Каждый мальчик дружит с четырьмя девочками, а каждая девочка – с пятью мальчиками. Сколько в классе девочек и сколько мальчиков?


Доказательство от противного и принцип Дирихле


Можно ли разложить 44 монеты по 10 кошелькам так, чтобы любые два из них содержали различное число монет?


На доске 8�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�8 стоит 51 ладья. Докажите, что каждая из них бьёт какую-нибудь другую.


В вершинах выпуклого 70-угольника записаны различные натуральные числа, каждое из которых не превосходит 1997. Доказать, что найдутся две диагонали, для которых разности чисел, стоящих у их концов, одинаковы.


В классе 25 человек. Известно, что у любых трех из них имеется двое друзей.  Докажите, что есть ученик, у которого не менее 12 друзей.


III.	Алгоритмика


Переливания


Есть два кувшина: 3 и 5 литров. Напишите алгоритм, выполняя который можно набрать из реки 7 литров воды.


Два крестьянина имели одинаковое число овец. Подоили их в одно десятилитровое ведро и наполнили его. У них было ещё два ведра вместимостью 3 и 7 литров. Как им разделить молоко пополам?


В первый сосуд входит 8 литров, во второй – 5 литров, а в третий – 3 литра. Первый сосуд наполнен водой, а остальные пусты. Как с помощью этих двух сосудов отмерить один литр воды?


3 сосуда заполнены (не доверху) водой. В одном сосуде 11 литров, в другом – 7 литров, в третьем – 6 литров воды. В каждый сосуд можно налить столько воды, сколько в нём уже налито. Как разделить воду во всех трёх сосудах поровну?


Пастух имел 3 сосуда вместимостью 5, 7 и 12 литров. Наибольший был наполнен молоком. Как пастуху разделить молоко пополам?


Переправы


Как отцу с двумя сыновьями переправиться через реку, если лодка выдерживает либо отца, либо обоих сыновей?


Отряд солдат подошел к реке, через которую необходимо переправиться. Но мост взорван, а река глубока. Как быть? Вдруг командир замечает двух мальчиков, которые катаются недалеко от берега. Но лодка так мала, что на ней может переправиться только один солдат или не более двух мальчиков. Однако все солдаты переправились через реку именно на этой лодке. Как им это удалось?


Муж, жена и двое детей должны переправиться через реку на лодке. Муж и жена весят по 100 килограмм, а дети по 50. Как им переправиться через реку, если лодка вмещает до 100 килограммов и все они умеют грести?


Семья из четырех человек – папа, мама, бабушка и ребенок – подошла ночью к висячему мосту через реку. У них на всех имеется один фонарик. Мост выдерживает не более двоих человек одновременно. Переправа без фонарика невозможна. Папа может перейти мост за 1 минуту, мама – за 2 минуты, ребенок – за пять минут, а бабушка – за 10 минут. При переправе двоих человек они идут с меньшей из двух скоростей. За какое наименьшее время они смогут перейти на другой берег?


Взвешивания


Из девяти монет одна фальшивая, которая легче настоящей. Как определить её за два взвешивания на чашечных весах без гирь?


Из 3n монет одна фальшивая, которая легче настоящей. Как определить её за n взвешиваний на чашечных весах без гирь?


Из 26 монет одна фальшивая, которая легче настоящей. Как определить её за три взвешивания на чашечных весах без гирь?


У владельца монетного завода 100 рабочих. Каждому он выдает по килограмму золота для изготовления 100 десятиграммовых монет. Однако, среди рабочих есть один фальшивомонетчик, который делает монеты по 9 грамм. Как при помощи одного взвешивания на весах с делениями найти обманщика?


У владельца монетного завода 10 рабочих. Каждому он выдает по 110 килограммов золота для изготовления десятиграммовых монет. Однако, среди рабочих есть несколько фальшивомонетчиков, которые делают монеты по 9 грамм. Как при помощи одного взвешивания весах с делениями найти обманщиков?


Среди 12 монет одна фальшивая, причём неизвестно, легче или тяжелее остальных. Как при помощи четырех взвешиваний определить фальшивую монету?


“Удвоитель”


Устройство "Удвоитель" имеет небольшой жидкокристаллический экран, в котором помещается одно число, и две кнопки "+1" и "�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�2". При нажатии на первую кнопочку число на экране увеличивается на 1, а на принажатии на вторую – умножается на 2. 


Получите из числа 0 число 729 за наименьшее число операций.


Опишите алгоритм получения произвольного числа из числа 0 за наименьшее число операций.


Доказать, что любое число, не превосходящее 1000, можно получить на более чем за 20 операций.


Какое наименьшее число нельзя получить за 14 операций?


Получите число 63 из числа 9 за наименьшее число операций.


Опишите алгоритм получения числа a из числа b (a>b) за наименьшее число операций.


Придумайте и опишите систему команд для устройства "Учетверитель".


IV.	Остатки и сравнения


Определение: a делится на b с остатком r, если a=km+r (0?r<b), где a, k, m, r – целые числа


Определение: a сравнимо с b по модулю m?a?b(mod m), если a и b имеют одинаковые остатки при делении на c.


Свойства сравнений: если a?b(mod m), c?d(mod m) то


a-b?0(mod m);


a+c?b+d(mod m);


a-c?b-d(mod m);


a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�c?b�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�d(mod m);


an?bn(mod m), где n – произвольное натуральное число;


ka?kb(mod km), где k – произвольное натуральное число;


Задачи:


Докажите, что n2+1 не делится на а). 3; б). 8	ни при каком целом n.


Найдите остаток от деления 6100 на 7.


Докажите, что среди 51 целого числа найдутся 2, квадраты которых дают одинаковые остатки при делении на 100.


Назовём натуральное число n удобным, если n2+1 делится на 1000001. Докажите, что среди чисел 1, 2, …, 1000000 чётное число удобных.


Указание: Докажите, что если n?r(mod 1000001) – удобное, тогда и n?-r(mod 1000001) - удобное.


5.	Какое число нужно добавить к числу (n2-1)1000(n2+1)1001, чтобы результат делился на n.


6.	Сколько существует натуральных чисел n, меньших 10000, для которых 2n-n2 делится на 7?


7.	Последовательность a1, a2, a3, … натуральных чисел такова, что при всех n an+2=an+1an+1, a1=a2=1. Докажите, что ни один из членов этой последовательности не делится на 4.


8.	Доказать, что если сумма квадратов двух целых чисел делится на 7, то эта сумма делится и на 49.


9.	Доказать, что если A и B – простые числа, большие 3, то разность их квадратов делится на 24.


10.	Доказать, что при любых целых нечетных � уравнение � не имеет рациональных корней.


11.	Известно, что число n+1 делится на 24. Докажите, что сумма делителей числа n делится на 24.


12.	�. Найдите �.


13.	Суммы цифр чисел � и � равны. Докажите, что �.


14.	Докажите, что число � не может быть полным квадратом.


15.	Докажите, что число, записываемое 1993 нулями, 1993 единицами и 1993 двойками , не является кубом натурального числа.


16.	Докажите, что если 65А = 56В, то А+В – составное.





V.	Логические задачи


1.	Один из пяти ребят, живущих в комнате № 13, разбил окно.


	Андрей сказал: "Это или Витя, или Толя".


	Витя сказал: "Это сделал не я и не Юра".


	Дима сказал: "Нет, один из них сказал правду, а другой неправду".


	Юра сказал: "Нет, Дима, ты не прав".


	Константин Александрович, которому, конечно, можно доверять, уверен, что трое из них сказали правду.


	Вопрос: кто из ребят получит наряд?





2.	Четыре спортсменки: Аня, Валя, Галя и Даша – заняли первые четыре места в соревновании по гимнастике,   причем никакие две из них не делили между собой эти места. На вопрос, какое место заняла каждая из спортсменок, трое болельщиков ответили:


1.	Аня заняла второе место, а Даша – третье место.


2.	Аня заняла первое место, а Валя – второе место.


3.	Галя заняла второе место, а Даша – четвертое место.


	Оказалось, что каждый из болельщиков ошибся один раз.


	Какое место заняла каждая из спортсменок?





3.	Три мальчика, приехавшие из разных городов в ЛМШ, рассказывают о себе:


	Саша: "Я живу в Нижнем Новгороде, а Женя в Челябинске".


	Женя: " Я живу в Кирове, а Сережа в Нижнем Новгороде".


	Сережа: " Я живу в Челябинске, а Саша в Кирове".


	Константин Александрович, удивленный противоречиями в сказанном, попросил их объяснить где правда, а где ложь. Тогда ребята признались, что в сказанном одно утверждение правда, а второе – ложно. В каком городе живет каждый из мальчиков?





4.	За столиком в кафе собрались трое друзей: Белокуров, Рыжов и Чернов. Брюнет сказал Белокурову: любопытно, что один из нас блондин, другой брюнет, а третий рыжий, но ни у кого цвет волос не совпадает с фамилией. Какой цвет волос у каждого из них?





5.	Однажды в ЛМШ за круглым столом собрались пять ребят родом из Москвы, Кирова, Нижнего Новгорода, Перми, Омска. Их звали Юра, Толя, Леша, Коля, Витя. Москвич сидел между Витей и жителем Омска, кировчанин – между Юрой и Толей, а напротив его сидели пермяк и Алеша. Коля никогда до этого не был в Кирове, Юра не был в Москве и Омске, а житель Омска с Толей регулярно переписываются. Определить, в каком городе живет каждый из них.





6.	Шесть шахматистов под именами А, Б, В, Г, Д, Е сыграли между собой в турнире по одной партии. А сыграл все партии вничью, Б не проиграл ни одной партии, В выиграл у победителя соревнований и сыграл вничью с Д, Г обогнал Д, но не отстал от Е. Сколько очков набрал и какое место занял каждый из шахматистов?





7.	Два стрелка произвели по пять выстрелов, причем попадания были следующие: 10, 9, 9, 8, 8, 5, 4, 4, 3, 2. Первыми тремя выстрелами они выбили одинаковое количество очков, но тремя последними выстрелами первый стрелок выбил втрое больше, чем второй. Определите, сколько очков набрал каждый из них тремя выстрелами.


8.	Недавно была найдена прошлогодняя таблица хоккейного турнира между седьмыми классами ЛМШ. На ней сохранилась лишь небольшая часть записи. Попробуйте восстановить таблицу.
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Инварианты


На доске записано 10 плюсов и 11 минусов. За ход разрешается стереть два любых знака и, если они были одинаковы, записать плюс, если разные – минус. Какой знак будет на доске после 20 операций?


Язык племени Мумбо-Юмбо содержит две буквы  Ы и У. При  этом если из любого слова вычеркнуть буквосочетание УЫ,  то оно не изменит своего смысла. Также слово не изменит смысла при вставке в него буквосочетаний ЫУ и УУЫЫ. Можно ли утверждать, что слова УЫЫ и ЫУУ имеют одинаковый смысл?


На подносе стоят 20 стаканов, один из которых стоит вверх дном, остальные – вниз дном. Дежурный может взять в руки два стакана и перевернуть их. Сможет ли он при помощи таких действий перевернуть все стаканы вниз дном и накрыть на вечерний чай?


У чернобыльского орла 1997 голов, которые все спят. Шестикрылый серафим осеняет его головы, по шесть одновременно, причем каждая спящая осененная голова немедленно просыпается, а бодрствующая – засыпает. Сможет ли шестикрылый серафим после некоторого числа осенений разбудить все головы?


Хулиганы Петя и Вася рвут стенгазету на мелкие кусочки. Вася рвет каждый попавшийся ему кусок на 4 кусочка, а Петя – на 7. Может ли в результате получиться 1997 кусочков?


На березе выпосли по 100 апельсинов и 100 бананов. Садовник каждый день срывает по два фрукта, и если сорваны два одинаковых, то вместо них вырастает апельсин, а если разные, то банан. Какой фрукт останется последним?


Круг поделен на шесть секторов. В каждом секторе стоит по одной фишке. За ход разрешается выбирать любые две фишки и каждую сдвигать на соседнюю с ней клетку. Можно ли за несколько ходов все фишки собрать в одном секторе?


Имеется шахматная доска. Можно брать любой ее столбец или любую ее строку, и цвета всех клеток заменять на противоположный. Возможно ли получить такими операциями доску на которой прямоугольник с a1 по h4 состоит целиком из черных клеток?


В вершинах куба расставлены числа. Операция состоит в следующем: выбирается произвольное ребро куба и к обоим числам на этом ребре прибавляется по единичке. Можно ли такими операциями уровнять все числа если первоначально они расположены так: 


а) Во всех вершинах кроме одной стоят нули, а в ней – единица.


б) На нижней грани по порядку стоят 1,2,3 и 4, а в верхней грани над единицей стоит 5, над двойкой – 6, над тройкой – 7, и над четверкой – 8.


в) В двух диагонально противоположных вершинах одной из граней стоят единицы, в остальных клетках – нули.


Шахматный верблюд ходит так: на одну клетку в каком-то направлении и на три в перпендикулярном. Может ли он за несколько ходов встать на соседнюю клетку?


На доске выписаны числа 1,2,…,1997 за один ход можно стереть любые два числа и записать на доске модуль их разности. Может ли в конце оказатся выписанным число ноль?


В квадрате 8�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�8 вырезана угловая клетка. Можно ли полученную фигуру оазрезать на прямоугольники 1�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�3?


В трех вершинах квадрата сидит по кузнечику.  В один прекрасный момент они начинают играть в чехарду: один из кузнечиков прыгает центрально симметрично относительно другого кузнечика и т.д. Может ли кто-то из кузнечиков через некоторое время оказаться в четвертой вершине квадрата?


На доске записаны числа 1,2,…,20. За одну операцию стираются два произвольных числа a и b, а вместо них записывается число ab+a+b. Через 19 операций на доске осталось одно число. Что это за число?


Имеются три автомата. На вход им подается карточка (a,b). Первый печатает карточку (b,a). Второй – (a,a+b). Третий, при a>b, печатает (a-b,b). Возможно ли при помощи этих автоматов получить из карточки (1,1) карточку (1000,2000)?


Имеется куча из 1001 камня. За ход разрешается выбросить из любой кучи камень и разделить ее на две. Может ли после нескольких операций получиться несколько куч в каждой из которых три камня?   


Дана квадратная таблица 3�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�3, в одной из угловых клеток стои знак "-", а во всех остальных – знак "+". За один ход разрешается поменять все знаки в любой строке или в любом столбце на противоположные. Можно ли с помощью таких операций добиться того, чтобы во всех клетках таблицы стояли знаки "+".


Дана квадратная 4�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�4, в клетке, стоящей на пересечении первой строки и третьего столбца стоит знак "-", а в остальных – знак "+". За один ход разрешается поменять все знаки на противотоложные в любом столбце,  в любой строке и в любой диагонали. Доказать, что с помощью таких операций получить таблицу из одних символов "+" не удастся.


Белые: Крd2, Черные: Крa1,Кg8, п.a2. Оценить позицию.


VII.	Базовая геометрия


Сформулировать и доказать теорему Фалеса.


Сформулировать и доказать теорему, обратную к теореме Фалеса.


Доказать, что средняя линия треугольника параллельна основанию и равна половине его длины.


Дан выпуклый четырехугольник. Середины его сторон последовательно соединены. Доказать, что площадь получившегося четырехугольника равна половине площади исходного.


Доказать, что в прямоугольном треугольнике медиана, проведенная к гипотенузе, равна половине гипотенузы.


Доказать, что если в треугольнике ABC медиана AM равна половине BC, то угол BAC – прямой.


Доказать, что величина вписанного угла равна половине центрального угла, опирающегося на ту же дугу.


Найти геометрическое место точек, из которых данный отрезок виден под данным углом.


Даны две окружности, пересекающиеся в точках A и B. Через точку A проведена секущая, пересекающая данные окружности в точках C и D. Доказать, что величина угла CBD не зависит от положения секущей.


Даны две окружности, пересекающиеся в точках A и B. Через точку B проведены диаметры в данных окружностях, вторые концы у них обозначены через C и D. Доказать, что точки A, C и D лежат на одной прямой. 


Доказать, что если четурехугольник вписан, то суммы его противоположных углов равны.


Доказать, что если в четырехугольнике суммы противоположных углов равны, то вокруг него можно описать окружность. 





VIII.	Геометрические преобразования


Центральная симметрия. Осевая симметрия. Построение точки и отрезка, симметричных данным относительно данной точки (прямой).


Фигуры, получающиеся объединением треугольника с его образом при симметричном отображении относительно вершины, ребра, середины стороны и т.п.


Пересечение треугольника и его образа при симметричном отображении относительно вершины, ребра, середины стороны и т.п.


Параллелограмм как четырехугольник с центром симметрии.


Ромб как четырехугольник с двумя осями симметрии, проходящими через вершины.


Прямоугольник как четырехугольник с двумя осями симметрии, проходящими через середины сторон.


Равнобокая трапеция как четырехугольник с одной осью симметрии, проходящей через середины сторон.


Если фигура имеет ровно две оси симметрии, то они перпендикулярны. Следовательно, диагонали ромба перпендикулярны, а углы прямоугольника – прямые.


Если фигура имеет ровно три оси симметрии, то они пересекаются в одной точке.


Дана прямая и две точки по одну сторону от неё. Построить точку, равноудалённую относительно двух данных.


Точка внутри угла. Построить кратчайший путь от неё до стороны, проходящий через другую сторону. (Учитывать и не учитывать порядок обхода)


Две точки внутри угла. Построить кратчайший путь от одной точки до другой, проходящий через обе стороны угла. (Учитывать и не учитывать порядок обхода)


IX.	Геометрические построения


1.	Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к одной из этих сторон.


2.	Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к  третьей стороне.


3.	За какое наименьшее количество действий, с помощью циркуля и линейки, можно...


a)	опустить перпендикуляр на данную прямую из данной точки не лежащей на этой прямой.


b)	восстановить перпендикуляр из данной точки, принадлежащей данной прямой.


c)	через точку вне данной прямой провести прямую, параллельную данной прямой.


4.	За какое наименьшее количество действий, с помощью циркуля и линейки, можно увеличить отрезок в 1997 раз.


5.	Дан  отрезок. С помощью циркуля и линейки разделить его на заданное количество частей.


6.	Построить трапецию по основанию, углу при основании и двум боковым сторонам.


7.	Построить трапецию по основаниям и двум боковым сторонам.


Графы


В углах доски 3�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�3 стоят четыре коня. Два белых с одной стороны и два черных – с другой. Ходы происходят по шахматным правилам. Могут ли через несколько ходов белые кони встать в углах одной диагонали, а черные кони – в углах другой?


У каждого марсианина нечетное число рук. Как-то раз, после продолжительных междуусобных войн, все они решили в знак примирения взять друг друга за руки. Возможен ли мир на Марсе?


В стране ЛМШандии города соединены дорогами. Из столицы выходит 89 дорог, из города Вишкиля – одна дорога. А из 2000 остальных городов по двадцать дорог. Доказать,  что в город Вишкиль все-таки можно пробраться из столицы.


Можно ли нарисовать на плоскости 9-звенную ломаную так, чтобы любое ее звено пересекалось ровно с тремя другими?


Могут ли степени вершин в графе быть равными 8,6,5,4,4,3,2,2?


В метро имеется 100 станций. При этом с любой станции можно проехать до любой другой. Верно ли что можно найти станцию, закрыв которую, мы сможем по прежнему проехать с любой станции на любую другую?


Доказать, что если в дереве имеется n вершин, то в нем n-1 ребро.


В турнире по олимпийской системе участвовало 15 спортсменов. Сколько было сыграно матчей?


Имеется сетка 5�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�10 ячеек. Какое наибольшее число веревочек можно разрезать так, чтобы сетка еще не разорвалась?


Из спичек был выложен квадрат 8�SYMBOL 119 \f "Times New Roman Special G2" \s 8�w�8. Какое минимальное количество спичек можно убрать так, чтобы из любого квадрата можно было пройти в любой другой?


В пруд выпустили 40 голодных щук. Щука называется сытой, если она съела трех других щук. Съеденная сытая щука по-прежнему считается сытой. Какое максимальное число щук может насытится?


 


