Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.





Теория групп





1. Перекатывание треугольника. Понятие группы преобразований.


	1.1 На плоскости лежит правильный треугольник. Разрешается перекатывать его по плоскости, поворачивая на 180�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� вокруг любой стороны. Докажите, что если в результате нескольких таких операций треугольник вернется в исходное положение, то все его вершины займут первоначальное положение.


	1.2 Останется ли верным утверждение задачи 1.1, если равносторонний треугольник заменить на треугольник с углами:


		а) 45�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, 45�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, 90�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�;	б) 30�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, 60�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, 90�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�;	в) 120�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, 30�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�, 30�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�?


	Множество преобразований G называется группой преобразований, если оно обладает следующими свойствами:


		1) если два преобразования принадлежат G, то и их композиция принадлежит G;


		2) вместе с любым своим преобразованием множество G содержит и преобразование ему обратное.


		1.3 Докажите, что всякая группа преобразований содержит тождественное преобразование





2. Классификация конечных групп движений. Конечные коммутативные группы движений плоскости.


	Группа преобразований называется конечной, если она состоит из конечного числа элементов.


	Группу, состоящую из n поворотов на углы кратные 360�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�/n, с общим центром, будем называть циклической группой порядка n и обозначать Cn.


	Группу, содержащую те же повороты, а также n отражений относительно прямых, проходящих через центр поворотов и расположенных через каждые 180�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�/n, назовем группой диэдра порядка 2n и обозначим Dn.


	Порядком группы называется число элементов в ней.


	Теорема. Всякая конечная группа движений плоскости совпадает либо с Cn, либо с Dn.


	2.1 Докажите, что если A и B – две различные точки плоскости, то движение �EMBED Unknown��� представляет собой параллельный перенос.


	2.2 Докажите, что все вращения, содержащиеся в конечной группе, имеют общий центр.


	2.3 Может ли фигура на плоскости иметь ровно две оси симметрии? Ровно два центра симметрии?


	Группа преобразований, в которой любые два элемента перестановочны, называется коммутативной.


	2.4 Найти все конечные коммутативные группы движений плоскости.





3. Образующие (порождающие) элементы.


	Преобразование f, степенями которого являются все преобразования группы G, называется порождающим или образующим элементом группы G. Говорят также, что преобразование f порождает группу G.


	Пусть f – порождающий элемент группы G и все степени f k различны, тогда G бесконечна и называется бесконечной циклической группой.


	Количество чисел, взаимно простых с числом n, обозначают �SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(n), а функцию �SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j� называют функцией Эйлера.


	3.1 Какие элементы группы C24 порождают эту группу? Какие подгруппы порождаются другими элементами?


	3.2 Используя понятие наибольшего общего делителя двух чисел, выведите общую формулу для порядка элемента f k в циклической группе Cn, порожденной элементом f.


	3.3 Выведите формулу для функции Эйлера �SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(n) в зависимости от простых делителей числа n.


	3.4 Пусть A и B – некоторые преобразования, удовлетворяющие соотношениям:


A3 = id,  B5 = id,  AB = B4A.


	Докажите, что группа, порожденная преобразованиями A и B, – циклическая порядка 3.





4. Общее понятие группы.


	Группой называется множество G элементов произвольной природы, в котором:


	1) задано правило (групповая операция), согласно которому любой паре (a, b) элементов G сопоставляется некоторый элемент a�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�b того же множества;


	2) групповая операция ассоциативна, т.е. для любых элементов a, b, c �SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�О�G


(a�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�b)�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�c=a�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�(b�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�c);


	3) в G имеется нейтральный элемент, т.е. такой элемент e, что для любого a�SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�О�G


a�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�e=e�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�a=a;


	4) у каждого элемента a в G есть симметричный, т.е. такой элемент a�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў�, что


a�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�a�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў�=a�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 12�ў��SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�a=e.


			4.1 Являются ли следующие множества с операциями группами:


	а) четные числа с операцией сложения;


	б) нечетные числа с операцией сложения;


	в) действительные числа с операцией вычитания;


	г) действительные числа с операцией x�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�y=x+y–1;


	д) иррациональные числа с операцией сложения;


	е) действительные числа из промежутка (1; +�SYMBOL 165 \f "Symbol" \s 12�Ґ�) с операцией x�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�y=xy–x–y+2;


	ж) двоично-рациональные числа (дроби, знаменатель которых – степень двойки, а числитель – любое целое число) с операцией сложения;


	з) ненулевые двоично-рациональные числа с операцией умножения?


			4.2 Какое множество действительных чисел является группой относительно операции x�SYMBOL 42 \f "Symbol" \s 12�*�y=(x+y)/(1-xy)?


	Следствия четырех групповых аксиом:


		1) нейтральный элемент единственен, т.е. в группе не может быть двух различных элементов, каждый из которых обладает свойством нейтрального элемента;


		2) в группе всегда однозначно разрешимо уравнение вида ax=b, т.е. для любых a, b�SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�О�G существует единственный элемент x�SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�О�G такой, что ax=b;


		3) элемент (a-1)n является обратным an.


			4.3 Задача о шести переключателях.


			4.4 На доске нарисовано несколько окружностей, треугольников и квадратов. Разрешается стереть любые две фигуры, нарисовав вместо них третью по следующему правилу: �SYMBOL 161 \f "Wingdings" \s 12�Ў��SYMBOL 161 \f "Wingdings" \s 12�Ў��SYMBOL 68 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�D��SYMBOL 161 \f "Wingdings" \s 12�Ў�; �SYMBOL 168 \f "Wingdings" \s 12�Ё��SYMBOL 168 \f "Wingdings" \s 12�Ё��SYMBOL 68 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�D��SYMBOL 87 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�W�; �SYMBOL 87 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�W��SYMBOL 87 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�W��SYMBOL 68 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�D��SYMBOL 168 \f "Wingdings" \s 12�Ё�; �SYMBOL 161 \f "Wingdings" \s 12�Ў��SYMBOL 168 \f "Wingdings" \s 12�Ё��SYMBOL 68 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�D��SYMBOL 168 \f "Wingdings" \s 12�Ё�; �SYMBOL 161 \f "Wingdings" \s 12�Ў��SYMBOL 87 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�W��SYMBOL 68 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�D��SYMBOL 87 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�W�; �SYMBOL 168 \f "Wingdings" \s 12�Ё��SYMBOL 87 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�W��SYMBOL 68 \f "Lucida Bright Math Symbol" \s 12�D��SYMBOL 161 \f "Wingdings" \s 12�Ў�. Докажите, что форма фигуры, которая останется последней, не зависит от того, в каком порядке стирают фигуры.








5. Изоморфизм.


	Группы G и H называются изоморфными, если между их элементами можно установить такое взаимно однозначное соответствие, что всякий раз, когда элементы g1 и h1, а также g2 и h2 соответствуют друг другу, элементы g1g2 и h1h2 также будут соответствовать друг другу. Говорят, что это соответствие не нарушается групповыми операциями.


	ПФ: Группы G и H изоморфны, если существует взаимно однозначное отображение �SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�: G�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®�H, такое что �SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(g1g2)=�SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(g1)�SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(g2) для любых двух элементов g1 и g2 из G. В этом случае говорят, что �SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j� есть изоморфизм группы G на группу H.


			5.1 Перечислите все изоморфизмы группы D3 на себя.


			5.2 Докажите, что множество, состоящее из окружности, квадрата и треугольника, с операцией, описанной в задаче 4.4, образует группу, изоморфную циклической группе C3. Сколькими способами можно осуществить этот изоморфизм?


	Несколько свойств, совпадение которых является необходимым признаком изоморфных групп:


		1) Порядок. Конечные группы, имеющие разное число элементов, не изоморфны;


		2) Коммутативность. Коммутативная группа не изоморфна некоммутативной;


		3) Цикличность. Циклическая группа не изоморфна нециклической;


			5.3 Укажите все пары изоморфных между собой групп среди конечных групп движений плоскости.


		4) Порядки элементов. Если в группе G имеется несколько элементов порядка n, то в изоморфной ей группе H должно быть столько же элементов порядка n.





6. Теорема Лагранжа.


	Теорема Лагранжа. Порядок конечной группы делится на порядок любой ее подгруппы.


	Пусть G – группа порядка n, H={h1, h2, ..., hm} – ее собственная подгруппа, т.е. она не совпадает со всей группой G (другими словами, m�SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�№�n) и единичной подгруппой e (m�SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 12�№�1). Множество gH={gh1, gh2, ..., ghm}, полученное умножением всех элементов подгруппы H на один и тот же элемент g�SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�О�G (g�SYMBOL 207 \f "Symbol" \s 12�П�H) слева, называется левым смежным классом группы G по подгруппе H.


	6.1 Докажите, что всякая конечная группа, порядок которой – простое число, является циклической.


	6.2 Докажите, что любая собственная подгруппа в группе Z имеет вид nZ для некоторого натурального числа n.


	6.3 Докажите, что если числа a и b взаимно просты, то найдутся такие целые числа x и y, что ax+by=1.


	Смежные классы по подгруппе mZ называются классами вычетов по модулю m.


		6.4 Докажите, что классы вычетов по любому модулю m образуют циклическую группу порядка m.


	Теорема Эйлера. Если a – число, взаимно простое с m, то a�SYMBOL 106 \f "Symbol" \s 12�j�(m)�SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 12�є�1(mod m).


	Теорема Ферма (малая). Если числа a и p взаимно просты, то ap-1�SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 12�є�1(mod p).


		6.5 Докажите, что уравнение x2=3y2+8 не имеет решений в целых числах.


		6.6 Найдите две последние цифры числа 19971998.


























Программа зачета по Теории Групп:





1. Перекатывание треугольника. Понятие группы преобразований.


	Задача о перекатывании треугольника через стороны


	Орнаменты при решении задачи о перекатывании


	Понятие группы преобразований плоскости.


2. Классификация конечных групп движений. Конечные коммутативные группы движений плоскости.


	Основные определения конечных групп


	Теорема о конечных группах движений плоскости


	Центры вращений в конечных группах


	Композиции отражений и отражения с поворотом


	Конечные коммутативные группы движений плоскости


3. Образующие (порождающие) элементы.


	Конечный и бесконечный порядки порождающих элементов


	Порождающие элементы циклических групп Cn и их порядок


	Задача 3.4


4. Общее понятие группы.


	Основные определения и аксиоматика групп


	Примеры множеств с операциями, являющихся (и не являющихся) группами


	Следствия групповых аксиом


5. Изоморфизм.


	Два эквивалентных определения изоморфных групп


	Изоморфизм на себя


	Признаки изоморфных групп. Примеры.


	Построение изоморфизма групп


6. Теорема Лагранжа.


	Смежные классы по подгруппе


	Теорема Лагранжа


	Конечные группы, порядок которых – простое число


	Задача 6.3


	Классы вычетов по модулю


	Теоремы Эйлера и Ферма


