Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области�Вишкиль, 4-28.VII.97


МНОГОУГОЛЬНИКИ  НА  КЛЕТЧАТОЙ  БУМАГЕ


Формула Пика.


СИТУАЦИЯ: лист бумаги расчерчен на квадратики со стороной 1. Рассматриваются всевозможные многоугольники с вершинами в узлах полученной сетки.


ЗАДАЧИ


1. Все стороны прямоугольника лежат на линиях сетки. При этом внутри прямоугольника  находится  m, а на сторонах  n  узлов сетки . Найти площадь этого прямоугольника.


2. У прямоугольного треугольника вершины находятся в узлах сетки , а катеты идут по ее линиям. Внутри треугольника – m, а на сторонах – n  узлов. Найти площадь треугольника.


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Многоугольник, для которого выполнена формула S = m + n/2 – 1, будем называть хорошим.


ГИПОТЕЗА: все многоугольники с вершинами в узлах сетки – хорошие.


3. Многоугольник разрезан диагональю на два хороших многоугольника. Доказать, что исходный многоугольник тоже является хорошим.


4. Пусть хороший многоугольник разрезан отрезком, соединяющим два граничных узла, на два многоугольника, из которых один – хороший. Доказать, что и второй – хороший.


5. Доказать, что все треугольники с вершинами в узлах сетки – хорошие.


6. Доказать гипотезу.


7. Вершины треугольника лежат в узлах сетки, причем на его сторонах других узлов нет, а внутри лежит ровно один узел. Доказать, что этот узел совпадает с центром тяжести треугольника.


Правильные многоугольники на клетчатой бумаге


1. Можно ли построить правильный треугольник с вершинами в узлах сетки?


2.    а) Доказать, что в правильном пятиугольнике каждая диагональ параллельна какой-нибудь стороне.


       б) Доказать, что нельзя построить правильный пятиугольник с вершинами в узлах сетки?


   Доказывать невозможность существования какого-либо объекта можно методом спуска. Предполагая, что такой объект существует, строим объект с теми же свойствами, но меньший в каком-то смысле. После этого остаётся доказать, что в конце концов мы получим объект, столь маленький, что его существование вообще невозможно. Значит таких объектов не существует вообще. 


3. Правильный  n-угольник вписан в окружность с центром О. Доказать, что:


   а) сумма векторов, соединяющих точку О с вершинами n-угольника, равна нулевому вектору.


   б) при n>6 из этих векторов можно составить правильный n-угольник, сторона которого больше стороны исходного .


4. Доказать, что при n ( 4 нельзя нарисовать правильный  n-угольник так, чтобы его вершины лежали в узлах сетки.


Разные задачи на клетчатой бумаге.


Выпуклый многоугольник расположен на клетчатой бумаге со стороной клетки 1 так, что все его вершины лежат в узлах сетки, а все стороны имеют чётную длину. Доказать, что его периметр – чётное число.


Можно ли построить прямоугольный треугольник с целыми длинами сторон так, чтобы его вершины лежали в узлах сетки , но ни одна из сторон не проходила по ее линиям ?


Квадрат расчерчен на 16 маленьких квадратиков. Можно ли полученную сетку длины 40 разбить на ломаных длины 5; ломаных длины 8?


По первому квадранту координатной плоскости скачет кенгуру. У нее два типа прыжков. Короткий (x, y) ( (x + 1, y - 1) и длинный (x, y) ( (x - 5, y + 7). Найти множество точек на плоскости, из которых кенгуру не сможет ускакать дальше, чем на 1000 от начала координат.


ТЕОРЕМА   ХЕЛЛИ


ОПРЕДЕЛЕНИЕ  Плоская фигура называется выпуклой, если она содержит весь отрезок, соединяющий любые две точки фигуры.


ВОПРОС Что такое  выпуклая  фигура  на  прямой ?


ЗАДАЧИ


1. Доказать, что пересечение нескольких выпуклых фигур есть выпуклая фигура. А объединение ?


2. Внутри некоторой выпуклой фигуры расположены три точки, не лежащие на одной прямой. Доказать, что треугольник с вершинами в этих точках целиком содержится внутри этой фигуры. 


3. На прямой  даны  три выпуклые фигуры , любые  две  из которых имеют  общую  точку. Доказать , что и все  три  фигуры  имеют  общую  точку. Останется  ли это утверждение верным, если убрать слова “на прямой” ?


4.На плоскости  даны  4 выпуклых  фигуры ,  каждые  три из  которых  имеют  общую  точку. Доказать , что  и  все  эти  фигуры  имеют  общую точку. Приведите пример, показывающий, что слово “выпуклый” из условия убрать нельзя.


5.(Теорема Хелли) На  плоскости  даны  n выпуклых  фигур ,  каждые  три из  которых  имеют  общую  точку. Доказать , что  и  все  эти  фигуры  имеют  общую точку. 


6. На  плоскости даны несколько  точек ,� EMBED Equation.2  ��� любые  три  из  которых можно  накрыть  кругом  радиуса  1. Доказать ,  что  и  все эти точки  можно  накрыть таким  кругом .


7.( Теорема Юнга )  На  плоскости  даны  несколько  точек ,  расстояние  между  любыми  двумя  из  которых  не  превосходит  1 .  Доказать , что  все  эти точки  можно  накрыть  кругом  радиуса   1/� EMBED Equation.2  ���.


8.На  плоскости  даны  несколько  прямоугольников ,  у  которых  стороны  параллельны двум заданным  взаимно  перпендикулярным  прямым . При  этом  любые  два прямоугольника имеют общую  точку. Доказать , что  и  все эти  прямоугольники   имеют  общую  точку. 





Дополнительные задачи.


9.На  плоскости  заданы  несколько  полуплоскостей  ,  внутренности  которых  покрывают  всю плоскость.  Доказать ,  что  из  этих  полуплоскостей  можно  выбрать  три ,  внутренности которых  тоже  покрывают  всю  плоскость. 


10.В  плоскости  дано  конечное  множество  многоугольников ,  любые  два  из которых  имеют общую  точку .  Доказать ,  что  найдется  прямая ,  пересекающая  каждый  из  этих   многоугольников .  


11. Из  пяти  данных  окружностей  любые четыре проходят  через  одну  точку.  Доказать ,  что  и  в	се  окружности  проходят  через  одну  точку.


12. Доказать, что любой многоугольник можно разбить диагоналями на непересекающиеся многоугольники.


�



