Конечные группы и делимость





Опр. (Общее понятие группы) Группой называется множество G элементов произвольной природы, в котором:


1) задано правило (групповая операция), согласно которому любой паре (a, b) элементов G сопоставляется некоторый элемент a(b того же множества;


2) групповая операция ассоциативна, т.е. для любых элементов a, b, c (G


(a(b)(c=a((b(c);


3) в G имеется нейтральный элемент, т.е. такой элемент e, что для любого a(G


a(e=e(a=a;


4) у каждого элемента a в G есть обратный, т.е. такой элемент a -1, что


a( a -1= a -1(a=e.


Примеры а) Группы преобразований; б) R+ – действительные числа по сложению; в) Q* – рациональные числа по умножению; г) Циклическая группа Zn – остатки по модулю n по сложению.


Упр1.Являются ли следующие множества с операциями группами:


а) четные числа с операцией сложения; б) нечетные числа с операцией сложения; в)  четные числа с операцией умножения; г) степени двойки с целым показателем с операцией умножения; д) действительные числа с операцией вычитания; е) векторы с операцией сложения.


Зад2.Являются ли группой множество Zn* ненулевых остатков при делении на n с операцией умножения  а) при n=7; б) при n=10; в) при каких n множество Zn* – группа?


Опр. Подгруппа – это подмножество группы, которое относительно той же операции является группой.


Примеры. а) В каждой группе есть как минимум две несобственные подгруппы: {e} и вся группа. б) Для любого элемента g из группы G подмножество <g>={...,g-1,e,g,g2,...} – подгруппа (порожденная элементом g).


Упр3. Является ли множество положительных чисел подгруппой в группе всех действительных чисел относительно операции а) сложения; б) умножения?


Зад4. Найдите все подгруппы в Z+.


Опр. Пусть H – подгруппа в G. Для каждого h(H зададим отображение h:G(G по правилу: h(g)=h(g.


Упр5. а) Докажите, что а) так задано действие H на G; б) все орбиты равномощны H.


Пред6. (Теорема Лагранжа) Порядок подгруппы конечной группы делит порядок группы.


Упр7. Есть ли в Z13 несобственные подгруппы?


Пред8.  Порядок элемента конечной группы делит порядок группы.


Опр. Функция Эйлера ((n) = количество натуральных чисел меньших n  и взаимно простых с n.


Пред9. ((p)=p-1 для простых p.


Пред10. Взаимно простые с n остатки от деления на n образуют группу по умножению.


Пред11. Если a и n взаимно просты, то a((n)-1-1 делится на n.


Зад12. В группе Zp* (p>2 – простое) есть ровно один элемент порядка 2.


Пред13. (Теорема Вильсона)      (p-1)!+1 делится на p ( p – простое.


Пред14*. Пусть конечная группа действует на множестве. Тогда порядок любой орбиты делит порядок группы. 





Для самостоятельного решения


Зад15. Найдите порядок группы четных подстановок An.


Зад16. Докажите, что всякая группа порядка p (где p – простое) а) порождается одним элементом; б) коммутативна, то есть x(y= y(x для любой пары элементов. 














