Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.


СРАВНЕНИЯ И ИХ СВОЙСТВА


Определение. Пусть a и b – целые числа, дающие одинаковые остатки при делении на натуральное число m. В этом случае говорят, что a сравнимо с b по модулю m. Записывается это так a(b(mod m).


Свойства сравнений. 


1. Условие a ( b (mod m) выполнено тогда и только тогда, когда a-b делится на m без остатка.


2. Пусть a ( b (mod m) и c( d (mod m). Тогда: a ( b ( c( d (mod m)  и ac ( bd (mod m).


3. Если a ( b (mod m), то для любого натурального k ak( bk(mod m).


Определение. Пусть k – остаток от деления на m. Остаток l  от деления на m  называется обратным к k по модулю m, если kl  сравнимо с 1 по модулю m.. (Обратный остаток может и не существовать. Если он существует, то остаток k называется обратимым.) 


ЗАДАЧИ


1. Найти все обратимые остатки по модулю 8, 12. 


2. Доказать, что все остатки по модулю простого числа p обратимы.


3. Дано натуральное число m. Какие остатки от деления на m обратимы?


Строим таблицу умножения остатков от деления на 7, на 8.


Теорема Вильсона


1. Какие остатки от делении на простое число p совпадают со своими обратными?


2. Найти остаток от деления числа (p-1)! на p.


3. Доказать, что число (m-1)!+1 делится на m тогда и только тогда, когда m – простое.


4. Найти все натуральные n, при которых число (n-1)!+1  не делится на n2.


Малая теорема Ферма


1. Дано простое число p и натуральное число a, взаимно простое с p. Рассмотрим числа a, 2a, ..., (p-1)a и выпишем остатки от делении каждого из этих чисел на p. Доказать, что полученное множество содержит все ненулевые остатки от делении на p.


2. Доказать, что a p-1-1 делится на p, если  a и p взаимно просты. 


3. Если p – простое число, отличное от 2,3 и 5, то число, записываемое (p-1)-ой единицей делится на p. 


4. Доказать, что при любом простом p разность 1...12...2...9...9 – 123456789 делится на p без остатка (в уменьшаемом каждая цифра повторяется p раз).


Использование малой теоремы Ферма для нахождения остатков от деления степеней


1. Найти остаток от деления: 199797 на 19; 101923 на 97; 2197( 10393 на 197.


2. Доказать, что 2015 – 1 делится без остатка на произведение 11(31(61.





Теорема  Эйлера.


1. Пусть a,m - взаимно простые натуральные числа. Доказать, что существует такое натуральное число k, что ak( 1(mod m).


2. Пусть  m - произвольное натуральное число. Доказать, что существует такое число k, что сравнение ak( 1(mod m) выполнено для всех чисел a, взаимно простых с m.





НАЗИДАНИЕ. а).Продумайте разницу между этими задачами. Не исключено, что придуманное вами решение первой является решением второй. Так ли это? Если не так, то придётся поискать другое решение.


б). Задача 2 решена нами в случае простого числа m. Может быть подойдёт то рассуждение, которое давало доказательство малой теоремы Ферма?





Формулируем теорему Эйлера.





