Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.





Задача о числе счастливых билетов.


Алгоритмический (переборный) подход – оценка сложности.


Группа Б.


Задача 1. Автобусные билеты имеют номера, состоящие из шести цифр. Счастливым называется билет, у которого сумма первых трех цифр равняется сумме последних трех цифр. Сколько существует счастливых билетов?


Будем решать задачу нахождения всех счастливых билетов (а не просто их числа) перебором (например, при помощи компьютера). Требуется оценить количество перебираемых вариантов при разных способах перебора и оптимизировать перебор по этому критерию.


Полный перебор. 6 знакомест, по 10 вариантов (цифр) на каждом – всего 106 вариантов. Удовлетворяющие условию задачи варианты составляют приблизительно 1/200 часть от общего количества, поэтому перебор сильно избыточен.


Заметим, что если 5 цифр выбраны, то оставшуюся цифру можно вычислить из условия счастливости. Разумеется, это не всегда возможно – для билета 99911? последняя цифра должна была бы быть равна 27-2=25, то есть избыточность перебора будет и в этом случае. Тем не менее, перебирается всего 105 вариантов, в 10 раз меньше, чем при полном переборе.


Разобьем множество счастливых билетов на 27 классов с фиксированной суммой левой части (и равной ей суммой правой части) и будем искать каждый класс по отдельности. Так как левая и правая трехзначные части не связаны никаким условием, кроме равенства сумм цифр, то любая комбинация трехзначных чисел с заданной (одинаковой) суммой цифр будет удовлетворять условию. Поэтому наша задача сводится к следующей Задаче 2: сколько существует трехзначных чисел с заданной сумой цифр и как найти их все оптимальным способом? Обозначим через ai количество трехзначных чисел с суммой цифр i (более точно, количество перебираемых для их нахождения вариантов). Тогда количество перебираемых вариантов в классе i будет ai2, а во всех классах – a02+…+a272. Перебор можно организовать следующим образом: первую цифру выбираем произвольную не превосходящую максимума 9 и i, вторую – не превосходящую максимума 9  и дополнения первой цифры до i, а третью вычисляем из условия равенства суммы i. При этом совсем нет лишних вариантов.


Нетрудно заметить, что описанный выше способ перебора хорошо работает при i меньших половины 27 и плохо при i больших половины, так как в последнем случае бессмысленно перебирать варианты с маленькими первыми цифрами – третью цифру найти будет невозможно. Этого можно избежать, установив взаимно однозначное соответствие между множеством трехзначных чисел с суммой цифр меньшей или равной 13 и множеством трехзначных чисел с суммой цифр большей 14, поставив в соответствие числу abc дополнение до 999: (9-a)(9-b)(9-c). Если сумма цифр первого i, то сумма цифр второго 27-i, то есть одна из них меньше 27, а другая больше, поэтому они лежат в разных множествах, упомянутых выше. Таким образом, достаточно перебрать только числа с суммой не превосходящей 13 и взять соответствующие им дополнительные сразу, без перебора. Из сказанного следует также, что ai=a27-i, поэтому a02+…+a272=2(a02+…+a132).


