Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 4–28.VII.97г.

Барицентрические координаты.

Определение. Дана точка M и треугольник A1A2A3. В вершины A1, A2, A3 загружены массы m1, m2, m3 так, что центр масс этой системы находится в точке M. Такие массы определены неоднозначно: их можно умножать на произвольное неотрицательное число. Однозначность появится, если наложить следующее условие: m1+ m2+ m3=1. В этом случае числа m1, m2, m3 называются барицентрическими координатами точки M относительно треугольника A1A2A3.

Обозначение. Пусть в точки A, B, …, Z загружены массы mA , mB , …, mZ соответственно, и центр масс этой системы находится в точке X. По определению это означает, что для любой точки O плоскости �EMBED Unknown���. Кратко запишем это так: �EMBED Unknown���. 

Докажите:

(m1+m2)A=m1A+m2A, если m1+m2 �SYMBOL 185 \f "Symbol" \s 10�№� 0, т.е., в этой записи скобки можно раскрывать.

Если точка М имеет Б-координаты (m1, m2, m3) относительно треугольника A1A2A3, то 1�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�M=m1A1+m2A2+m3A3.

Если М – середина PQ, то 1�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч��EMBED Unknown���.

Задан отрезок PQ и Б-координаты P(p1, p2, p3) и Q(q1, q2, q3) точек P и Q в некотором треугольнике.

Докажите, что середина M отрезка PQ имеет координаты �EMBED Unknown���.

Докажите, что если в P и в Q погрузить соответственно массы mP и mQ, то координаты центра масс M точек P и Q будут �EMBED Unknown���.Точка M лежит на прямой  PQ и всякую точку  этой прямой можно получить указанным способом. 

Задача замены координат. Предположим, есть два треугольника: A=�SYMBOL 68 \f "Symbol" \s 10�D�A1A2A3 и S= �SYMBOL 68 \f "Symbol" \s 10�D�S1S2S3. Пусть треугольник A "разложен" по треугольнику S, т.е., известны координаты точек A1, A2, A3 относительно S: A1(�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�1, �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�2, �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�3)S; A2(�SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�2, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�3) S; A3(�SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�1, �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�2, �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�3)S. Нагрузим вершины A1, A2, A3 треугольника A массами m1, m2, m3 соответственно такими, что m1+m2+m3=1. Тогда центр M этих масс имеет Б-координаты �EMBED Unknown���, относительно A. Найдем Б-координаты точки M относительно треугольника S. 1�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�M= m1A1+m2A2+m3A3= m1(�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�1S1 + �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�2S2 + �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�3S3) + m2(�SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1S1 + �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�2S2 + �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�3S3) + m3(�SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�1S1 + �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�2S2 + �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�3S3)=(*). Приведем подобные члены: (*)=(�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�1m1 + �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1m2 + �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�1m3)S1 + (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�2m1 + �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�2m2 + �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�2m3)S2 + (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�3m1 + �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1m2 + �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�1m3)S3. Итак, мы имеем "разложение" единичной массы, лежащей в точке M, по вершинам треугольника S. Величины, стоящие в скобках, суть Б-координаты M в треугольнике S. Проверьте, что их сумма действительно 1 (формально говоря, это следует уже только из того, что изначально в точке M лежала единичная масса). Если обозначить Б-координаты точки M относительно S через (m1,m2,m3), то (@)�EMBED Unknown���.

Уравнение прямой. Рассмотрим треугольник A=�SYMBOL 68 \f "Symbol" \s 10�D�A1A2A3 и прямую l. Возьмем на этой прямой две точки S1 и S2, и точку S3 вне ее. Пусть (m1, m2, m3) - Б-координаты точки M относительно S. Тогда уравнение прямой l запишется так: (I): m3=0. Подставив сюда (@), получим (II): �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�3m1 + �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1m2 + �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�1m3=0, где �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�3, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1, �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�1 – соответствующие коэффициенты разложения треугольника A по треугольнику S. Итак, общий вид уравнения прямой в Б-координатах таков: 

(&) �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�m1 + �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�m2 + �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�m3=0 для некоторых �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�, �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�.

Какие фигуры может задавать уравнение (&), если �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�=�SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�=�SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g� ?

Докажем, что если не �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�=�SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�=�SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�, то уравнение (&) действительно задает прямую. 

Подберите две точки P и Q, удовлетворяющие условию (&).

Пусть точки P(p1, p2, p3) и Q(q1, q2, q3) удовлетворяют уравнению (&). Тогда всякая точка R на прямой PQ может быть представлена так: 1�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�R=mPP+mQQ, где mP+mQ=1. Докажите, что координаты точки R удовлетворяют (&). (Воспользуйтесь задачей 5) 

Если условию (&) удовлетворят три точки, не лежащие на одной прямой, этому условию удовлетворяют все точки плоскости.

. Докажите, что если не �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�=�SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�=�SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 10�g�, то есть точка плоскости, не удовлетворяющая (&).

Из задач 7-10 следует, что (&) – общий вид уравнения прямой в Б-координатах.


