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Векторы. Группа Л.


8 июля


Понятие перемещения плоскости по направлению. Определение вектора как представителя класса однонаправленных отрезков данной длины.


Определения. Коллинеарные векторы. Равные векторы. Вектор противоположный данному. Нулевой вектор.


Операции над векторами. Сложение (правило треугольника, правило параллелограмма) его геометрический смысл. Вычитание, его геометрический смысл.


Записать с помощью векторов следующие утверждения.


а) Точка С лежит на прямой АВ;


б) Точка М делит отрезок АВ в отношении АМ:МВ=m : n;


в) ABCD – параллелограмм (предполагается, что точки не лежат на одной прямой).


Точка М – середина отрезка АВ. Доказать, что для произвольной точки О верно �EMBED Equation.3���.


Точка М – медиана треугольника АВС. Доказать, что для произвольной точки О верно �EMBED Equation.3���.


Пусть точка М делит отрезок АВ в отношении m : n. Доказать, что для произвольной точки О верно �EMBED Equation.3���.
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Сложение нескольких векторов (правило многоугольника).


Свойства сложения векторов и умножения вектора на число. 


Лемма о трапеции. Доказать, что середины оснований трапеции, точка пресечения диагоналей и точка пересечения продолжений боковых сторон лежат на одной прямой.


�EMBED Word.Picture.8���


ABCD – выпуклый четырехугольник, M и N середины сторон AB и CD соответственно. Доказать: �EMBED Equation.3���.


ABCD – выпуклый четырехугольник, M и N делят стороны AB и CD соответственно в отношении m : n. Найти выражение для вектора �EMBED Equation.3��� через векторы �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���. (рис. 1)


AM1, ВM2, СM3 – медианы треугольника АВС, которым соответствуют векторы �EMBED Equation.3���. (Направленные от вершины к стороне). Доказать, что �EMBED Equation.3���. 


�EMBED Word.Picture.8���


MNPQ – выпуклый четырехугольник. Точки E и F – середины MN и PQ соответственно, точки A,B,C,D – середины отрезков EP, NF, EQ, MF. (рис. 2). Доказать, что ABCD – параллелограмм.


ABCD и A1B1C1D1 – параллелограммы. M, N, P, Q – середины отрезков AA1, BB1, CC1, DD1 соответственно. Доказать, что MNPQ – параллелограмм.








Геометрия масс. Группа Л.
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Понятие материальной точки, имеющей “вес”. “Правило рычага”: d1m1=d2m2, центр масс двух точек. Центр масс трех точек а) с одинаковой массой; б) с различными массами.


Определение.


Центром масс (барицентром) системы материальных точек miAi называется точка Z, такая, что �EMBED Equation.3���.


Теорема 1. Точка Z является центром масс системы м.т. тогда и только тогда, когда для любой точки О выполняется: �EMBED Equation.3���.


Теорема 2. Если всю массу некоторой подсистемы данной системы м.т. сосредоточить в центре С, то центр масс всей системы не изменится.


Теорема 3. Центр масс любой системы м.т. существует и единственен.


Сущность барицентрического метода:


В точки ... помещаем массы ...


Тогда выполняются соотношения...


Возьмем точку, удовлетворяющую условиям...


Вывод.


Задачи.


Найти ц.м. треугольника, в вершинах которого расположены одинаковые массы.


На стороне FC треугольника ABC взята точка М такая, что АМ:МС=1:2, а на продолжении стороны СВ – точка N  такая, что NB=CB. Прямая NM пересекает сторону AB в точке P. В каком отношении эта точка делит сторону AB и отрезок MN?


Домашнее задание.


В вершинах параллелограмма ABCD помещены массы p, q, p и q. Доказать, что центр параллелограмма является его центром масс.


Доказать, что центр масс четырехугольника, в вершинах которого расположены одинаковые массы – точка пересечения средних линий.


В треугольнике АВС точка F делит сторону ВС в отношении 1:3, считая от вершины В. Точки M и P отсекают от сторон АВ и АС по 1/6, считая от вершины А и от вершины С соответственно. В каком отношении делится каждый из отрезков MP и AF точкой их пересечения?
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В вершинах A, B, C и D параллелограмма ABCD помещены массы m1, m2, m3 и m4 такие, что центр параллелограмма является его ц.м. Доказать, что m1= m3 и m2= m4.


Доказать, что ц.м. выпуклого многоугольника лежит внутри него.


На сторонах AB, BC и СA треугольника ABC взяты точки C’, A’ и B’ так, что они делят стороны в отношении 1 : 2  считая от вершины A, B и C соответственно. Отрезки AA’, BB’ и CC’ образуют треугольник. Во сколько раз его площадь меньше площади исходного треугольника?


Доказать, что точка пересечения средних линий четырехугольника и середины его диагоналей лежат на одной прямой.


Стороны треугольника ABC, противолежащие вершинам A, B и C имеют длины a, b и c. Доказать, что ц.м. системы aA, bB, cC – центр вписанной окружности этого треугольника.


В каком отношении биссектриса AA’ делится точкой пересечения биссектрис?


В угол PAQ вписана окружность, касающаяся сторон угла в точках P и Q. Прямая BC касается окружности в точке T. Прямые BQ и CP пересекаются в точке M. Доказать, что точки A, T и M лежат на одной прямой.


Из четырех точек A, B, C, D никакие три не лежат на одной прямой. Точки пересечения медиан треугольников BCD, ACD, ABD, ABC обозначены соответственно A’, B’, C’, D’. Доказать, что отрезки AA’, BB’, CC’, DD’ пересекаются в одной точке M.


Даны четыре точки A, B, C, D. Через K, L, M, N, P, Q обозначены середины отрезков AB, CD, AC, BD, AD, BC. Доказать, что середины отрезков KL, MN и PQ совпадают между собой и с точкой M из предыдущей задачи.
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Задачи.


ABCD – параллелограмм. В вершинах A,B,C помещены массы m, -m, m соответственно. Доказать, что центром этих масс будет точка D.


Теорема Ван-Абеля.  В треугольнике АВС взяты точки А1, В1 и С1 на сторонах ВС, АС и АВ соответственно, так , что прямые  АА1, ВВ1, СС1 пересекаются в точке М.  Доказать, что�EMBED Equation.3���.


В треугольнике АВС точки А1 и А2 делят сторону ВС на три равные части (считая от вершины В), точка В1 – сторону АС в отношении 2:1 (от вершины А). ВВ1 пересекает АА1 и АА2 в точках N и M соответственно. Какую часть от площади треугольника АВС составляет площадь четырехугольника А1А2MN? (5:42)


Прямая проходит через вершину А треугольника АВС м середину L медианы ВВ1. В каком отношении эта прямая делит медиану СС1? (4:1)








Преобразования плоскости. Группа Л.
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Параллельный перенос.


Определение.


Параллельным переносом на вектор �EMBED Equation.3��� называют преобразование плоскости, переводящее точку А в такую точку А', что �EMBED Equation.3���. Запись: Ta.


Инварианты преобразования: прямая, отрезок (длина), угол, параллельность.


Композиция двух параллельных переносов Ta(Tb=Ta+b – параллельный перенос.


Задачи.


Две окружности радиуса R касаются в точке K. На одной из них взята точка А, на другой – точка В, причем (АКВ=900. Докажите, что АВ=2R.


Внутри прямоугольника ABCD взята точка М. Докажите, что существует выпуклый четырехугольник с перпендикулярными диагоналями длины АВ и ВС, стороны которого равны AM, BM, CM, DM.


Дан угол АВС и прямая а. Построить прямую, параллельную прямой а, на которой стороны угла высекают отрезок данной длины d.


Построить множество точек, из которых данный отрезок виден под данным углом.


Построить параллелограмм по сторонам и углу между диагоналями.


Точка М, расположенная внутри треугольника АВС, движется параллельно стороне ВС до пересечения со стороной СА, затем параллельно стороне АВ до пересечения с ВС, затем параллельно АС до пересечения с АВ и т.д. Докажите, что через несколько шагов траектория точки замкнется.
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Осевая симметрия


Двое игроков по очереди выставляют на шахматную доску слонов так, чтобы они не били друг друга. Выигрывает тот, после чьего хода все поля окажутся биты. Кто выигрывает при правильной игре?





Определение.


Осевой симметрией относительно прямой l называют отображение плоскости в себя, переводящее точку А точку А’ так, что l – срединный перпендикуляр к отрезку АА’. Запись: Sl.


Если фигура переходит сама в себя при симметрии относительно некоторой прямой, то эта прямая – ось симметрии этой фигуры.


Инварианты преобразования– прямая, окружность, длины отрезков, углы между прямыми.


Пусть точки A, B и C не лежат на одной прямой и осевая симметрия переводит их в точки A’, B’ и C’ соответственно. Тогда направления обхода треугольников ABC и A’B’C’ противоположны (при осевой симметрии меняется ориентация).








Задачи.


Четырехугольник имеет ось симметрии. Докажите, что он либо равнобочная трапеция, либо симметричен относительно диагонали.


Пусть прямые l и m  параллельны. Тогда Sl (Sm=T2a – параллельный перенос, причем вектор a перпендикулярен обеим прямым, направлен от m к l, а длина его равна расстоянию между прямыми.


На биссектрисе внешнего угла C треугольника ABC взята точка M. Доказать, что MA+MB(CA+CB. В каком случае достигается равенство?


Построить четырехугольник ABCD по четырем сторонам, если известно что диагональ AC это биссектриса угла A.





Для самостоятельного решения


На ледяном поле лежат три шайбы разного цвета. Каждым ударом игрок заставлял пройти одну шайбу между двумя другими. Через n ударов все шайбы вернулись на свои места. Докажите, что n – четно.


В клетчатом квадрате 4(4 двое играющих по очереди закрашивают по одной клетке. Проигрывает тот, после чьего хода найдется закрашенный квадрат 2(2. Кто выигрывает при правильной игре?


Докажите что площадь любого выпуклого четырехугольника не превосходит полусуммы произведений противоположных сторон.


Построить треугольник ABC по стороне AB=c, высоте hc, опущенной на  AB и разности углов A и B.


Построить треугольник ABC, если даны точки A, B и прямая, на которой лежит биссектриса угла C.





21 июля


Композиции движений.


Чему равны композиции:


Двух осевых симметрий 


а) с параллельными осями; 


б) с пересекающимися осями (перпендикулярными).


Поворота и осевой симметрии (центр поворота на оси симметрии).


Двух поворотов


а) с одним центром;


б) с различными центрами (а,в=0о или а,в=360о)





Задачи.


Построить 5-угольник, если даны середины всех его сторон.








Множества и отображения. 8 класс. Группа Л.


11 июля


Определения.


Множество - это любой ( конечный или бесконечный) набор объектов, называемых его элементами. 


|M| – число элементов (мощность) множества M.


Произведение A(B множеств A и B – это множество пар (a,b), где a из A, b из B. Аналогично определяется произведение нескольких множеств.


Ak – произведение k экземпляров множества A.


Пусть |A|=m, |B|=n . Тогда


а) |A(B|=mn;


б) |Ak|= mk .


Иллюстрация.


В группе “Л” всего 13 человек: 10 мальчиков и 3 девочки. Сколькими способами можно составить пары для “белого” танца? 


Задачи. 


Сколько существует


а) семизначных телефонных номеров? 


б) семизначных номеров с различными цифрами?


Сколькими способами можно расставить на шахматной доске 8 ладей так, чтобы они не били друг друга?


Анаграммой называется слово, получающееся перестановкой букв данного слова. Сколько получается анаграмм из слова “АНТИТРИАНГУЛЯЦИЯ”?





Определения.


Размещением по k элементов из M назовем любой элемент Mk, в котором все координаты различны. 


Перестановкой множества M назовем размещение по m элементов, где m=|M|.  Множество размещений обозначим Ak(M), перестановок P(M).


Покажем: а) |Ak(M)|=(m-k+1)|Ak-1(M)|;


б) |Ak(M)|=(m-k+1)(m-k+2)...(m-1)m;


в) |P(M)|=m!=m.(m-1).....2.1.








Определения.


Отображение f: A(B - это правило, которое каждому элементу а из множества A ставит в соответствие ровно один элемент f(a) из множества B. Отображение может быть задано словесно, формулой, таблицей, графиками  т.п. Отображение числовых множеств обычно называют функцией. 


Отображения f: A(B и g: A(B равны (пишем f=g), если f(a)=g(a) для всех a из A.


Примеры.


Пусть P - все, A – животные, Z – целые числа. Примеры отображений:


а) Rod: Л(Z - год рождения ; 


б) Отец: Л(Л, Мать: Л(Л (но Сын: Л(Л- не отображение: сыновей может не быть или быть несколько);


в) Домашние животные:  А(P;


г) Я: P(P – тождественное отображение, то есть для всех p из P Я(p)=p.


Определение.


Пусть заданы f: A(B и g: B(C. Определим h=g ( f: A(C формулой: h(a)=g(f(a)) и назовем его композицией или сквозным отображением.


Задачи.


Что такое:  а) Rod ( Мать;


б) Мать ( Отец;


в) Домашние животные ( Я?
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Пусть IdA – тождественное отображение множества А. Показать, что если f: A(B, то


а) f ( IdA=IdB(f=f;


б) (f ( g) ( h=f ( (g ( h).


Верно ли, что f ( g=g ( f?





Определения.


Пусть задано отображение f: A(B.


а) f – это отображение “на”, если для любого b из B найдется такой a из A, что f(a)=b;


б) f – это вложение, если a(b => f(a)( а(b);


в) f – это взаимно-однозначное соответствие (биекция), если f одновременно отображение “на” и вложение. (Иначе говоря, отображение “на” “накрывает” B целиком, а вложение – не “склеивает” элементы.)


Задачи.


Какие из отображений предыдущего занятия являются а) отображениями на; б) вложениями; в) биекциями? 


Сопоставим каждому размену 1 рубля монетами размен 100 рублей бумажками по следующему правилу: монеты 1, 3, 5, 10, 50 и 100 копеек заменяем на соответствующую бумажку, остальные заменяем так: 2(1+1, 15(10+5, 20(10+10. Является ли это отображение а) вложением; б) отображением на?


Показать: 


а) Композиция вложений – вложение;


б) Композиция отображений “на” – отображение “на”;


в) Композиция биекций – биекция.


Пусть А – конечно, и f: A(B. Показать:


а) f – вложение => |A|(|B|;


б) f – отображение на => |A|(|B|;


в) f – взаимно-однозначное соответствие => |A|=|B|.
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Две шайки гангстеров охотятся друг за другом. Каждый гангстер охотится ровно за одним врагом и за каждым гангстером охотится не более одного врага. В некоторый момент главарь одной из банд обнаружил, что не за всеми врагами охотятся. Докажите, что количество гангстеров в каждой банде бесконечно.


Сравнение малышом количества кубиков в двух коробках. А если кубиков бесконечно много?


Счетные множества. Примеры счетных множеств (N, любое бесконечное подмножество множества N).


Теорема 1. В любом бесконечном множестве есть счетное подмножество.


Теорема 2. Мощность бесконечного множества не измениться от прибавления к нему счетного множества.


Может ли шахматный король обойти бесконечную доску, побывав на каждой клетке ровно один раз?


Пусть N – множество натуральных чисел, Z – целых чисел. Можно ли установить взаимно однозначное соответствие между множествами N и ZxZ?


Установить взаимно-однозначное соответствие


а) между интервалом (0,1) и числовой прямой;


б) между полуинтервалом [0,1) и лучом [0,();


в) между точками границы квадрата и описанной окружности;














Задачи на построение. Группа Л.
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Этапы: Анализ. Построение. Доказательство. Исследование.


Построить трапецию по основанию, высоте и боковым сторонам.


Даны прямая и две точки K и L по одну сторону от нее. Построить на прямой точку M так, чтобы длина ломаной KML минимальной.


Дана окружность и две точки А и В вне ее.  Построить на окружности точку С так, чтобы длина АСВ была минимальной.


Вписать в произвольный многоугольник треугольник максимальной площади.


Дан угол и точка внутри него. Построить отрезок с концами на сторонах данного угла, середина которого находилась бы в данной точке.


Дан угол и точка внутри него. Провести через данную точку прямую, отсекающую от угла треугольник наименьшей площади.
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Построить квадрат так, чтобы три его вершины лежали на трех данных параллельных прямых.


Вписать в окружность правильный треугольник, проходящий через заданную точку.


Вписать квадрат в заданный треугольник.


Построить параллелограмм, две стороны которого равны и параллельны данному отрезку, а две другие являются хордами двух данных окружностей.


Построить множество середин хорд, проходящих через заданную точку.


Даны окружность и две точки А, В внутри нее. Вписать в окружность прямоугольный треугольник так, чтобы его катеты проходили через данные точки.





Угол, вписанный в окружность. Группа Л.


22 июля


Критерий принадлежности точек А, В, С и D одной окружности:


если точки С и D лежат по разные стороны от прямой АВ, то �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�АСВ+�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�АDВ=1800;


если точки С и D лежат по одну сторону от прямой АВ, то �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�АСВ=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�АDВ.


Доказать, что полукруги, построенные внутренним образом на сторонах выпуклого четырехугольника как на диаметрах, покрывают четырехугольник полностью.


В треугольнике АВС проведены медианы АА1 и ВВ1. Доказать , что АС=ВС, если известно, что �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�САА1=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�СВВ1.


В четырехугольнике АСРВ углы С и В прямые. Доказать, что �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�САР=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�СВР.


На гипотенузе AB прямоугольного треугольника ABC во внешнюю сторону построен квадрат с центром в точке O. Докажите, что CO – биссектриса прямого угла C.


Две окружности пересекаются в точках M и K. Через M и K проведены прямые AB и CD соответственно, пересекающие первую окружность в точках A и C, вторую – в точках B и D. Докажите, что AC||BD. Провести исследование.


Вершина A  остроугольного треугольника ABC  соединена отрезком с центром O описанной  окружности. Из вершины A проведена высота AH. Докажите, что ��SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�BAH=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�OAC.


Из произвольной точки M внутри данного угла с вершиной A опущены перпендикуляры MP и MQ на стороны угла. Из точки A  опущен перпендикуляр AK на отрезок PQ. Докажите, что �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�PAK=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�MAQ.


Прямоугольный треугольник ABC (�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�BAC=900) двигается по плоскости таким образом, что вершины B и C скользят по сторонам заданного на плоскости прямого угла P. Докажите, что геометрическим местом точек A  является отрезок. Найдите его длину.








