Правильная игра. Будем говорить, что у игрока есть выигрышная стратегия, если он может играть так, чтобы выиграть вне зависимости от ходов своего противника. Будем считать, что игроки достаточно умны для того, чтобы в случае существования у них выигрышной стратегии пользоваться ей, а не давать выиграть другому. Правильной игрой мы будем называть именно такую игру, в которой нет “глупых” ходов. А вопрос: “Кто выигрывает при правильной игре?” нужно понимать как: “У какого из игроков есть выигрышная стратегия?” А может ли выигрышная стратегия существовать у обоих игроков?

Соответствие. Наличие удачного ответного хода может обеспечиваться симметрией, разбиением на пары, дополнением числа. Но при использовании этого метода нужно следить за тем, чтобы не попасть в ловушку собственных рассуждений. Ведь, как правило, этим способом можно доказать только то, что всегда можно делать ответный ход, а это не означает, что есть выигрышная стратегия. А для ее существования бывает достаточно, например, того, что игра когда-то кончится.

Пример: Двое по очереди кладут пятаки на круглый стол так, чтобы они полностью находились на столе и не перекрывали друг друга (стол достаточно велик для того, чтобы вместить хотя бы один пятак). Проигрывает тот, кто не сможет положить очередной пятак. Кто выигрывает при правильной игре? 

Решение: Выигрывает первый. Он кладет пятак в центр симметрии стола, после чего на любой ход второго у первого всегда есть центрально-симметричный ответ. Заметим, что в этом случае мы доказали только то, что мы всегда можем сходить. Теперь покажем, что второй когда-то сходить не сможет. Действительно, если площадь стола S1, а пятака S2, то на стол влазит не больше, чем S1/S2 пятаков. Следовательно, игра не может продолжаться вечно, а тогда второй когда-то не сможет сходить.



Двое по очереди ставят шахматных слонов в клетки доски 8�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�8. Причем ставить слона на битое поле нельзя (слон бьет все клетки обеих диагоналей, содержащих клетку, на которой он стоит). Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Двое по очереди ставят шахматных слонов в клетки доски 8�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�8. Выигрывает тот игрок, после хода которого окажутся побиты все клетки. Кто выигрывает при правильной игре?

Двое по очереди ставят коней в клетки шахматной доски 8�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�8 так, чтобы кони не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Двое по очереди ставят королей в клетки доски 9�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�9 так, чтобы они не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

В каждой клетке доски 11�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�11 стоит шашка. За ход разрешается снять с доски любое количество подряд идущих шашек либо из одного вертикального, либо из одного горизонтального ряда. Выигрывает снявший последнюю шашку. Кто выигрывает при правильной игре?

На окружности расставлено 20 точек. За ход разрешается соединить любые две из них отрезком, причем проведенные отрезки не должны пересекаться внутри окружности. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре? А если точек не 20?

По кругу лежат несколько ящиков, в каждом из которых лежит по одному банану. Двое по очереди едят бананы, причем они за один раз могут съесть бананы только из одного или двух соседних ящиков. Выигрывает тот, кто съедает последний банан. Кто выигрывает при правильной игре?

Двое играют в следующую игру: первый выбирает любое поле на прямоугольной доске m�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�n, ставит туда короля и делает ход. Далее они по очереди переставляют короля (по шахматным правилам) в одну из клеток, где он еще не бывал. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Двое играют в следующую игру: первый выбирает любое поле на прямоугольной доске m�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�n, ставит туда коня и делает ход. Далее они по очереди переставляют коня (по шахматным правилам) в одну из клеток, где он еще не бывал. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Имеются две кучки камней: в одной 30, в другой – 20 камней. За ход разрешается брать любое количество камней, но из одной кучки. Проигрывает тот, кому нечего брать. Кто выигрывает при правильной игре?

Двое по очереди разламывают прямоугольную шоколадку. За один ход разрешается сделать прямолинейный разлом по любому из имеющихся углублений. Выигрывает тот, кто первым отломит дольку 1�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�1. Кто выигрывает при правильной игре, если шоколадка имеет размеры 10�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�4? 10�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�5? 5�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�1997?

Двое по очереди разламывают шоколадку. За один ход разрешается сделать прямолинейный разлом любого из имеющихся кусков вдоль углубления. Проигрывает тот, кто первым отломит дольку 1�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�1. Кто выигрывает при правильной игре, если шоколадка имеет размеры 10�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�10?

Двое играют в игру “Крестики-нолики” на доске 10�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�10. Но, в отличие от обычной игры, они за каждый ряд из 5 крестиков или ноликов получают по одному очку. Кто выигрывает при “правильной игре”?



Заметим, что в этой игре слова “правильная игра” не случайно заключены в кавычки, так как ни у одного из игроков нет выигрышной стратегии и введенное ранее понятие, не годится. Но если в определении правильной игры заменить выигрышную стратегию на непроигрышную.



Решение с конца. Последовательно определяются позиции, выигрышные и проигрышные для начинающего. Выигрышными позициями, определенными на очередном шаге, являются те, из которых можно получить ранее определенную проигрышную позицию, а проигрышными – те, любой ход из которых ведет к попаданию на ранее определенную выигрышную позицию.

Пример: Король стоит на поле h8. Разрешается за ход сдвинуть его вниз или влево. Выигрывает тот, кому некуда ходить. Кто из игроков выигрывает при правильной игре? А если король стоял на f8?

Решение: Легко видеть, что диагонали доски, проигрышные и выигрышные для начинающего, чередуются. 

Пример: В куче 25 камней. Игроки берут по очереди 2, 4 или 7 камней. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто из игроков выигрывает при правильной игре?

Решение: Случаи 0 камней или 1 камень проигрышны для начинающего. Поэтому случаи 2, 3, 4, 5, 7, 8 камней для начинающего выигрышны: своим ходом он переводит игру в позицию, проигрышную для начинающего, и роль начинающего будет играть его партнер. Аналогичным образом, поскольку из позиций в 6 и 9 камней можно перейти только в позицию, выигрышную для начинающего, сами эти позиции для начинающего проигрышны. Отмечая далее аналогичным образом выигрышные и проигрышные позиции, легко установить их периодичность и определить характер позиции из 25 камней.



Ладья стоит на поле a1. За ход разрешается сдвинуть ее на любое количество клеток вправо или вверх. Выигрывает тот, кто поставит ладью на клетку h8. Кто выигрывает при правильной игре?

Имеется две кучки по 7 камней. За ход разрешается взять один камень из любой кучки или по камню из каждой кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Конь стоит на поле a1. За ход разрешается передвигать коня на две клетки вправо и одну клетку вверх или вниз, или на две клетки вверх и на одну вправо или влево. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Имеется две кучки по 11 спичек. За ход разрешается взять две спички из одной кучки и одну из другой. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Имеется две кучки конфет: в одной – 20, а в другой – 21 конфета. За ход нужно съесть одну из кучек, а другую разделить на две непустых кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

На концах клетчатой полоски 1�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�20 стоит по шашке. За ход разрешается сдвинуть любую шашку в направлении другой на одну или на две клетки. Перепрыгивать через шашку нельзя. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Игра начинается с числа 0. За ход разрешается прибавить к имеющемуся числу любое натуральное число от 1 до 9. Выигрывает тот, кто получит число 100. Кто выигрывает при правильной игре?

Игра начинается с числа 1. За ход разрешается умножить имеющееся число на любое натуральное число от 2 до 9. Выигрывает тот, кто первым получит число, большее 1000. Кто выигрывает при правильной игре?

Двое играющих ходят по очереди на циферблате с одной стрелкой: каждый своим ходом переводит стрелку на два или три часа вперед. Выигрывает тот, кто первым поставит стрелку на 11 часов. Кто выигрывает при правильной игре, если вначале стрелка показывает полдень?

На доске написано число 1. За ход разрешается прибавить к нему натуральное число от 1 до 9, но так, чтобы предыдущий ход не повторялся. Выигрывает тот, кто первым получит число, большее 1000. Кто выигрывает при правильной игре?



Передача хода. Если мы можем воспользоваться стратегией противника, то наши дела не хуже, чем у него.

Пример: Две компании получили право освещать столицу международной шахматной мысли Нью-Васюки, план которых представляет собой прямоугольник MхN (единичные квадратики – кварталы, их вершины – перекрестки). Эти компании по очереди выбирают неосвещенный перекресток, сносят весь северо-восточный угол города и освещают освободившуюся территорию. За нанесенный ущерб платит та компания, которая снесет последний дом. Какой компании придется платить?

Решение: Заплатит вторая компания. Самый северо-восточный квартал города будет снесен в любом случае после первого хода. Если у второго есть выигрышная стратегия, то у него есть выигрышный ответный ход на ход первого, состоящего в освещении только северо-восточного квартала. Но этот ход первый может с тем же успехом сделать и сам с самого начала и воспользоваться далее выигрышной стратегией второго! А так ли получается если в городе всего один квартал?

Пример: Докажите, что в игре “крестики-нолики” на бесконечной доске у ноликов отсутствует выигрышная стратегия.

Решение: Пусть у ноликов есть выигрышная стратегия. Тогда этой стратегией могут с тем же успехом воспользоваться крестики, игнорируя свой начальный знак. Когда крестикам приходится ходить на поле, где крестик уже стоит, они ходят куда угодно. Заметим, что лишний крестик не помешает первому выиграть.



На плоскости дан набор из 200 векторов. Двое по очереди берут векторы, пока они еще остаются. Выигрывает тот, у кого длина суммы векторов больше. Доказать, что у второго нет выигрышной стратегии.

На доске написаны числа от 1 до 1000. За один ход разрешается вычеркнуть любое число вместе со всеми его делителями. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

На доске написано число “2”. За один ход разрешается к уже имеющемуся числу добавить любой его делитель, отличный от самого числа. Проигрывает тот, кто первым получит число, большее тысячи. Кто выигрывает при правильной игре?

�EMBED Unknown���

На клетчатой доске в отмеченной клетке стоит фигура “Кентавр” (см. рис.), которая может ходить на одну клетку влево, вверх или вправо вверх. Двое по очереди двигают фигуру. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Двое играют в следующую игру: первый ставит на произвольную клетку шахматной доски коня, далее они по очереди, начиная с первого, делают ходы конем, причем первый может делать только “горизонтальные” ходы, а второй – только “вертикальные”. Ни на одну клетку нельзя вставать дважды. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

На столе лежат 199 карточек, на которых сверху написаны произвольные натуральные числа. Двое по очереди берут себе карточки. Выигрывает тот, кто первым сможет выбрать набор карточек, сумма чисел на которых делится на 100. Кто выигрывает при правильной игре?



�EMBED Unknown���

Игра как граф. Здесь и далее мы будем считать, что в игре не бывает ничьей, что она конечна, и что игра симметрична (то есть набор возможных ходов не зависит от того какой игрок делает ход). Теперь представим все позиции игры в виде вершин некоего ориентированного графа, а стрелку из вершины A в вершину B проведем в случае, если за один ход из позиции A мы можем перейти в позицию B. Например, для задачи №3 из темы “передача хода” выглядит так, как показано на рисунке справа. Кроме того, в графе должна быть одна выделенная вершина, а именно та, с которой начинается игра.

Сформулируем требования, предъявленные к играм, на языке графов.

Игра симметрична. Это означает, что стрелкой может пользоваться любой игрок, вне зависимости от того начинал он игру или нет (в случае несимметричной игры стрелки будут двух типов: для первого игрока и для второго, как это происходит, например, в шахматах).

Игра конечна. Это означает, что в графе не существует цикла или пути бесконечной длины (в тех же шахматах цикл есть). Кроме того, для того, чтобы игра была конечной, граф не обязан быть конечным.

В игре нет ничьей. Это требование исчезает само, так как в графе обязательно есть вершины, из которых некуда ходить (в силу предыдущего пункта). Кто туда попал, тот и проиграет.

Анализ с конца на графе. Рассмотрим игру на графе. Как мы и делали в разделе анализ с конца, пометим знаком “–” те вершины, откуда нам некуда ходить. Далее пометим знаком “+” те вершины, из которых есть стрелки в вершины помеченные “–”. Пометим знаком “–” все те вершины, из которых можно сходить только в вершины, помеченные “+”. Продолжим эту операцию. В силу конечности игры, когда-то мы дойдем до начальной позиции. Но это означает, что начальная вершина помечена либо знаком “–”, либо знаком “+”. Следовательно, мы доказали следующую теорему:

В любой симметричной конечной игре без ничьей либо у первого, либо у второго игрока существует выигрышная стратегия.

Именно поэтому, решая задачи при помощи передачи хода, мы можем утверждать, что если у второго игрока нет выигрышной стратегии, то выигрышная стратегия есть у первого игрока (конечно, если выполнены условия теоремы).



Ладья в октанте. Двое по очереди двигают ладью в клетчатом октанте. Причем двигать можно только вдоль одной из осей координат по направлению к ограничивающей октант плоскости. Как и в обычных шахматах, ладья может двигаться на любое количество клеток, но только в одном направлении. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

Вспомним задачу о ладье на плоскости. В ней нам удалось расставить “+” и “–”. Таким же образом можно поступить и здесь, но, к сожалению, довольно трудно изобразить объемную картинку на плоском листе бумаги. Поэтому попытаемся придумать какое-нибудь другое представление для клетчатого октанта с плюсиками и минусиками.

Назовем строкой полоску из кубиков 1�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�1�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ��SYMBOL 165 \f "Symbol" \s 10�Ґ�, начинающуюся прямо от ограничивающей плоскости. Покажем, что в любой строке находится ровно один минус.
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В строке не больше одного минуса. Действительно, пусть в какой-то строке нашлось два минуса, тогда (как показано на рисунке) с дальнего минуса можно сходить на ближний, но такое невозможно.

В каждой строке ровно один “–”. Без ограничения общности, можно считать, что это вертикальная строка (далее столбец). Пусть столбец целиком состоит только из “+”. Тогда из каждого кубика этого столбца можно сходить на кубик, помеченный знаком “–”. Заметим, что на один и тот же минус с разных кубиков этого столбца сходить нельзя. Так же видно, что из этого столбца можно сходить лишь в конечное число столбцов N, в каждом из которых не более одного минуса. Таким образом, в данном столбце знаков “+” будет не больше чем N. Противоречие.

����3�2�1�0������2�3�0�1������1�0�3�2������0�1�2�3��3�2�1�0������2�3�0�1������1�0�3�2������0�1�2�3������Рассмотрим проекцию нашего октанта на плоскость Oxy. Но вместо знаков “+” и “–” будем писать “высоту” минуса в соответствующем столбце. Очевидно, что в получившимся квадранте ни в одной строке и ни в одном столбце не будет двух одинаковых чисел. Анализируя слои с номерами 0, 1, 2 и 3 получаем следующую картинку.
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В этом  примере множество M={0, 1, 2, 4, 5}.

Тогда n=3. Исследуемый кубик показан более темным цветом. Пунктирные стрелки показывают, что из всех кубиков ниже исследуемого можно сходить кубик помеченный знаком “–”, а сплошные стрелки показывают, что из исследуемого кубика можно сходить только на кубики помеченные знаком “+”.

Предположим, что в клетках левее и ниже незаполненной уже расставлены числа. Обозначим множество этих чисел за M. Так как ни в какой строке и ни в каком столбце не могут встречаться два одинаковых числа, то число, которое должно быть в этой незаполненной клетке не содержится в M. Покажем, что это минимальное такое число (обозначим его за n). Для этого рассмотрим столбец, соответствующий исследуемой клетке. В этом столбце во всех клетках с номером уровня из M находятся знаки “+”. Но это значит, что во всех кубиках ниже уровня n стоят знаки “+”. 

Из исследуемого кубика можно сходить либо в кубики того же столбца и более нижнего уровня, либо в кубики того же уровня, но в столбцы, которые соответствуют клеткам левее и ниже заполненной. Из нижних кубиков всегда можно сходить на минус и поэтому в них стоят плюсы, а в клетках того же уровня, но в других столбцах стоят знаки “+” потому, что n не содержится в M. Следовательно из исследуемой клетки можно сходить только на кубики помеченные знаком “+”.

Мы доказали следующее правило:



Если в квадранте имеется клетка, ниже и правее которой проставлены высоты знаков “-”, то высота знака “–” будет равняться минимальному числу среди тех, которые не встречаются среди чисел, записанных ниже и правее этой клетки.



Игра в монеты. На столе выложен некоторый набор из следующих монет: 1, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50 копеек и 1 рубль. Каждый игрок за один ход может взять любую из монет и разменять ее меньшими монетами, но на ту же сумму. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре.

Исследуем ситуацию, в которой на доске лежат ровно две одинаковых монеты. Очевидно, что в этой ситуации выигрывает второй. Дело в том, что он всегда может повторять ход первого (после хода второго остается четное число монет любого достоинства) и игра когда-то обязательно закончится. Стало быть не сможет сделать ход именно первый игрок.

Пусть у кого-то из игроков есть выигрышная стратегия в некой конфигурации A. Тогда у этого же игрока есть выигрышная стратегия в конфигурации полученной из предыдущей добавлением или убавлением двух монет одного и того же достоинства. Действительно, рассмотрим случай прибавления двух монет. Пусть тот, кто выигрывал продолжает играть по своей предыдущей стратегии, а если его противник “заденет” своим ходом добавленные монеты, то ответим ему в точности таким же ходом. Другими словами мы как бы ведем игру на двух досках. На одной мы играем по своей изначальной выигрышной стратегии, а на другой по стратегии для двух монет. В случае же убавления двух монет, предположим, что у того игрока, который выигрывал не стало выигрышной стратегии, тогда по ранее доказанной теореме, появилась выигрышная стратегия у его противника. Но в этом случае, после добавления двух монет у противника сохранится выигрышная стратегия, а этого не может быть.

После такого утверждения, можно считать, что каждая монета лежит на столе не более, чем в одном экземпляре, так как все пары мы можем просто убрать.

Теперь заметим, что если убрать пятнашку, то последовательность стоимостей монет будет обладать следующим свойством: каждая следующая монета больше или равна суммы всех предыдущих. Так что если хоть одна монета содержится в нечетном количестве, то мы можем взять максимальную из монет, которых нечетное число и разменять ее так, чтобы количество монет каждого достоинства было бы четным, а это означает, что первый в такой ситуации выигрывает. Значит в случае без пятнашки второй выигрывает тогда и только тогда, когда количество монет каждого достоинства – четное число.

Рассмотрим монетки до 15 включительно. 2+3+5+10 = 20. Заметим, что если на доске ситуация 2, 3, 10, 15, то предыдущей стратегией удается 15 разменять на 2, 3 и 10. Рассмотрим конфигурации, в которых это невозможно: 2, 3, 5, 10, 15; 3, 5, 10, 15 и 2, 5, 10, 15. Из первых двух можно сходить в третью, поэтому попробуем доказать, что третья комбинация проигрышна для начинающего.

Действительно, если первый разменяет двушку, то на доске останется 5, 10, 15 и мы ему ответим разменом 15 на 10 и 5. Если же первый разменяет пятак или десятчик, то не получится ни одна из трех ранее приведенных комбинаций, следовательно у нас будет выигрышная стратегия (так как только в этих трех ситуациях первый проигрывает). А если ход будет сделан в пятнашку, то пятнашек на доске не станет, а каких-то монет останется нечетное количество и опять мы выиграем. Значит 2, 5, 10, 15 –проигрышна для начинающего.

Так же как и для пар монет заметим, что 2, 5, 10, 15 можно добавлять и удалять со стола не меняя результата игры. Но тогда, если пятнашек нечетное число, то мы можем добавить эту комбинацию монет, а потом убрать пару пятнашек. Следовательно мы умеем любую конфигурацию сводить к ситуации без пятнашек.



Сумма игр. Как и раньше мы будем иметь дело только с симметричными играми без ничьей. Пусть есть две такие игры G и H. Их суммой (далее G�SYMBOL 197 \f "Symbol" \s 10�Е�H) назовем игру со следующими правилами: за один ход можно сделать ход в любой из игр G или H (но только в одной из них). Игра заканчивается, когда закончены обе игры. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

Граф игры H:
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Граф игры G�SYMBOL 197 \f "Symbol" \s 10�Е�H:
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Сумма игр с точки зрения графов. Рассмотрим две игры как два ориентированных графа. Тогда сумма игр – это тоже ориентированный граф, у которого множеством вершин является декартово произведение множеств вершин первого и второго графов, начальной верной является вершина (a, b), где a и b в графах G и H соответственно. Ребро из вершины (a, b) идет в вершину (c, d) в случае если a=c и из b идет стрелка в d или в случае если b=d и из a идет стрелка в c. Например:

Граф игры G:
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Введем еще некоторые обозначения. Будем обозначать за �EMBED Unknown��� ряд из n палочек в игре НИМ. Тогда произвольная игра НИМ есть �EMBED Unknown���.

Теперь монеты. Если обозначить за �EMBED Unknown��� монету достоинством n копеек, то игра с k монетами – это �EMBED Unknown���. То есть введенное понятие является достаточно естественным.

Теперь заметим, что в игре в монеты 


