Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.


10 класс. Производящие функции и возвратные последовательности.


Определение. Пусть a0, a1, …, an, … - последовательность действительных чисел. Бесконечная сумма �EMBED Unknown���называется производящей функцией (п.ф.) для последовательности (an).


Пример. (1+x)n=�EMBED Unknown���есть производящая функция для последовательности �EMBED Unknown���, если считать�EMBED Unknown���=0 при k>n.


Операции над п.ф. соответствуют некоторым операциям с последовательностями. Пусть�EMBED Unknown���- п.ф. для (an), �EMBED Unknown���- п.ф. для (bn).


Операция сдвига: докажите, что xkA – п.ф. для 0, …, 0, a0, a1, a2, … (k нулей).


Операция сложения: A+B есть п.ф. для (an+bn). 


Операция “дельта” (оператор разности) : докажите, что (1-x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�A есть п.ф. для (an - an-1). “Дельта” – последовательно выполненные сдвиг и вычитание из исходной последовательности.


Докажите, что п.ф. для 1, 1, 1, … есть �EMBED Unknown���.


Операция “сигма”: докажите, что E�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�A - п.ф. для a0, a0 + a1, a0 + a1+ a2, …. Докажите, что �EMBED Unknown��� - п.ф. для 1, 2, 3, … 


Операции “дельта” и “сигма” взаимно обратны: последовательное умножение A на (1-x) и на E ничего не меняет.


Умножение: докажите , что AB есть п.ф. для cn=a0bn+ a1bn-1+…+ anb1. Применив это к равенству (1+x)m(1+x)n=(1+x)m+n, докажите, что �EMBED Unknown���.


Умножение на число: �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�A есть п.ф. для (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�an).


Умножение на геометрическую прогрессию: A (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�x) есть п.ф. для (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�n �SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�an). В частности, п.ф. для геометрической прогрессии со знаменателем �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a� это �EMBED Unknown���.


Определение. Полиномиальной последовательностью (ПП) многочлена Pk(x) степени k называется посл-сть an = Pk(n).


Будем решать задачу нахождения п.ф. для ПП многочлена порядка k. Для k=0 Pk(x)=const=�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a� и п.ф. - �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�E. 


Решите задачу  для k=1, т.е. когда P – линейная функция. В частности, для последовательности 1, 3, 5, 7, … п.ф. будет �EMBED Unknown���.


Докажите, что оператор разности, примененный к Pk(n) даст многочлен степени k-1, т.е. �EMBED Unknown���. В частности, n2 – (n-1)2 = 2n – 1.


Т.о., задача поиска п.ф. для Pk(x) свелась к нахождению п.ф. для Qk-1(x) и последующему применению операции “сигма”.


Докажите, что п.ф. для квадратов: 1, 4, 9, … есть �EMBED Unknown���.


Докажите по индукции, что п.ф. для Pk(n) есть �EMBED Unknown���, где Rk(x) – многочлен степени не выше k.


Обратно, любая функция вида�EMBED Unknown���  задает посл-сть значений многочлена степени k в целых точках. Докажем это.


Многочлен степени n не может иметь больше n корней.


Многочлен степени n однозначно определяется своими значениями в n+1 точке.


Пусть �EMBED Unknown��� . Тогда c0 = F0(0). Положим �EMBED Unknown��� , тогда   c1 = F1(0). Продолжая дальше, полагаем �EMBED Unknown��� и ci  = Fi(0). На каждом шаге уменьшается порядок числителя функций Fi, так что на k+1-м шаге мы получим Fk+1=0. Для найденных чисел ci мы можем построить многочлен P(x),  такой что P( i ) = ci для i = 0, …, k-1 (интерполяционный многочлен Лагранжа). ПП многочлена P(x) имеет  п.ф. �EMBED Unknown���, где R�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 10�ў�k(x) – многочлен степени не выше k. Рассмотрим разность �EMBED Unknown���. В сумме слева первые k слагаемых – нулевые, т.к. P( i ) = ci. Левая часть делится на xk, в числителе же правой части стоит многочлен степени не выше k. Такое бывает только когда Rk(x) - R�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 10�ў�k(x) = 0, т.е. S=S�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 10�ў�. 


Следствие. Рассмотрим многочлен P(x)=x n. П.ф. для последовательности (*) 1n, 2n, … имеет вид: �EMBED Unknown���. Посл-сть 1n, 1n + 2n, 1n + 2n + 3n, … получается из (*) операцией “сигма”. Докажите, что 1n + 2n + …+mn=Qn+1(m), где Qn+1(m) – многочлен порядка n+1.


Пусть �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a� - число, а Pn(x) – многочлен. ПП P(x) имеет п.ф. �EMBED Unknown���. Докажите, что  для  последовательности bk =  Pn(k)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч��SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�k п.ф. будет �EMBED Unknown���,где Tn(x) = Rn(�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�x) - многочлен.


Определение. Функция вида (*)�EMBED Unknown��� называется простейшей дробью. 


Определение. Функция вида Pn(x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч��SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�x называется псевдомногочленом со знаменателем �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�.


Для того, чтобы посл-сть (an) представлялась значениями псевдомногочлена со знаменателем �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a� необходимо и достаточно, чтобы ее п.ф. была простейшей дробью.


Определение: последовательность (an) называется рекуррентной или возвратной порядка k (ВП), если при всех �EMBED Equation.2����EMBED Unknown���(&)�EMBED Unknown���, где �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�i – фиксированные числа.


Пример: последовательность Фибоначчи un = un-1+ un-2.


Для всех i=1, ..., k-1 найдите коэффициент при xn у функции �EMBED Equation.2���. Пользуясь (&), найдите коэффициент при xn у функции �EMBED Unknown���.


Для �EMBED Equation.2��� коэффициенты при xn совпадают у F(x) и у �EMBED Equation.2���, так что �EMBED Unknown���, откуда получаем (@)�EMBED Unknown���. Pk-1(z) - многочлен степени k-1. Произвольно меняя его коэффициенты, будем получать различные наборы начальных членов.


Докажите, что �EMBED Unknown��� - производящая функция для чисел Фибоначчи.


Обратно, если дана функция F вида (@), то она задает рекуррентную последовательность вида (&).


Следствие. Пусть Pk(x) - многочлен степени k. ПП an= Pk(n) удовлетворяет рекуррентному соотношению: �EMBED Unknown���.


Пусть F - п.ф. для посл-сти (an). Если F(x) = F1(x)+ F2(x)+...+ Fl(x), где Fi(x) - п.ф. для �EMBED Equation.2���, то �EMBED Equation.2���.


Теорема. Всякая функция вида (@) представляется в виде суммы простейших дробей


Выведите из теоремы, что возвратная посл-сть есть сумма псевдомногочленов. Пусть F - п.ф. для посл-сти (an). Если F(x) = F1(x)+ F2(x)+...+ Fl(x), где Fi(x) - п.ф. для �EMBED Unknown���, то �EMBED Unknown���.


Доказательство теоремы.


Утверждение. (Основная Теорема Алгебры - ОТА). Многочлен Pk(x) порядка k имеет ровно k комплексных корней  �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�2, …, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�k, возможно, какие-то из них совпадают. При этом Pk(x) = (x-�SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1) (x-�SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�2)… (x-�SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�k).


Утверждение. (Алгоритм Евклида.) Докажите, что если могочлены R(x) и S(x) не имеют  общих делителей (т.е., согласно ОТА, общих корней), то 1 = �SYMBOL 88 \f "Symbol" \s 10�X�(x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�R(x)+�SYMBOL 89 \f "Symbol" \s 10�Y�(x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�S(x), где �SYMBOL 88 \f "Symbol" \s 10�X�(x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�и �SYMBOL 89 \f "Symbol" \s 10�Y�(x) – некоторые многочлены.


Рассмотрим функцию вида (@):�EMBED Unknown���. По ОТА �EMBED Unknown���, где �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�1, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�2, …, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 10�b�д – все различные корни знаменателя, а k1, …, kl – кратности этих корней. Положим в алгоритме Евклида �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown���. Пусть 1 = �SYMBOL 88 \f "Symbol" \s 10�X�(x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�R(x)+�SYMBOL 89 \f "Symbol" \s 10�Y�(x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�S(x). Тогда �EMBED Unknown���


Привести  функцию вида �EMBED Unknown��� к виду (*).


Пусть уравнение �EMBED Unknown��� имеет корни �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 9�b�1, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 9�b�2,…, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 9�b�k Докажите, что корни уравнения �EMBED Unknown��� будут равны �EMBED Unknown���.


Следствие: Все последовательности с п.ф. вида (@) есть суммы последовательностей с п.ф. вида (*), т.е. всякая рекуррентная последовательность есть сумма псевдомногочленов со знаменателями, равными корням уравнения �EMBED Unknown���. Это уравнение называется характеристическим.


Алгоритм нахождения формулы для возвратной последовательности. Пусть �EMBED Unknown��� - возвратная последовательность.


Решить характеристическое уравнение �EMBED Unknown���. Корни его �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 9�b�1, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 9�b�2,…, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 9�b�l с кратностями k1,…,kl соответственно.


Общий вид формулы следующий: �EMBED Unknown���, где Pd(x) – многочлен степени d от n с неизвестными пока коэффициентами.


Подставить в формулу n=0, …, k-1, и приравнять правую часть начальным членам последовательности. Получится система из k уравнений с k неизвестными.


Решить эту систему и найти коэффициенты многочленов �EMBED Unknown���.


Пример: Последовательность an=7 an-1-16 an-2 +12 an-3, начальные члены 1, 5, 17. Решаем характеристическое уравнение�EMBED Unknown���. �EMBED Unknown���. Корни: 2 кратности 2 и корень 3 кратности 1. Общий вид формулы: �EMBED Unknown���. Подставляем начальные условия: 1=b�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 9�Ч�1+c�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 9�Ч�1, 5=(a+b) �SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 9�Ч�2+c�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 9�Ч�3, 17=(2a+b) �SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 9�Ч�4+c�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 9�Ч�9, откуда a=1, b=0, c=1. Итог: �EMBED Unknown���.


