Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.


Группы движений


Определение. Группой движений называется множество движений плоскости, удовлетворяющие следующим условиям: 


а) композиция движений, принадлежащих этому множеству, принадлежит этому множеству;


б) если некоторое движение принадлежит данному множеству, то и обратное движение ему принадлежит.


ЗАДАЧИ


1. Образуют ли группу движений: все повороты с фиксированным центром; все повороты; все параллельные переносы; все скользящие симметрии; все движения первого рода (представимые в виде четного числа осевых симметрий); все движения второго рода.


2. Доказать, что любая группа содержит тождественное преобразование.


3. Придумайте группу движений, содержащую: ровно два элемента; ровно три элемента; ровно n элементов. 


4. Сколько существует движений плоскости, оставляющих на месте данный правильный треугольник (точки треугольника могут сдвигаться, не выходя за его пределы)?


5. Тот же вопрос для ромба, не являющегося квадратом, и для прямоугольника, не являющегося квадратом.


Таблица умножения


6. Обозначим через f и g симметрии относительно двух осей правильного треугольника. Доказать, что любое самосовмещение этого треугольника есть композиция движений f и g (движения могут браться в произвольном порядке и по несколько раз). 


Выписываем таблицу умножений группы самосовмещений правильного треугольника. Группу рассматриваем в виде { E, f, g, fg, gf, fgf }.


7. Выписать таблицу умножения самосовмещений ромба.


8. Тоже для квадрата.


Числовые группы.


Определение. Числовой группой называется множество целых чисел, удовлетворяющее следующим условиям:


	а) сумма любых чисел, входящих в это множество, сама входит в это множество; 


	б) если число x входит в это множество, то и  –x  входит в это множество.


Обсуждаем примеры числовых групп. Приходим к гипотезе, описывающей произвольную числовую группу.


ЗАДАЧИ


9. Доказать, что любая числовая группа содержит ноль.


10. Доказать, что числовая группа содержит разность любых двух своих элементов.


11. Доказать, что остаток от деления одного элемента группы на любой другой ее элемент, являющийся натуральным числом, принадлежит группе.


12. Доказать, что любая числовая группа есть множество всех чисел, кратных некоторому натуральному числу.


13. Про множество целых чисел известно, что в нем есть числа разных знаков и сумма любых двух его элементов снова принадлежит этому множеству. Доказать, что это множество является числовой группой.


Группа  перестановок.


Перестановки вводятся, как другая форма записи самосовмещения многоугольника, более удобная для вычисления композиций


ЗАДАЧИ 


14. На шахматной доске отмечены  16 клеток, так что на каждой горизонтали и каждой вертикали находятся по две отмеченные клетки. Доказать, что из этих клеток можно выбрать 8 так, что расставленные в них ладьи не будут бить друг друга.


15. Двадцать школьников решали 20 задач. Известно, что каждую из задач решили 2 школьника и каждый школьник решил по две задачи. Доказать, что можно так организовать разбор задач, что каждый школьник расскажет по одной задаче и каждая задача будет рассказана ровно один раз. 


Определение. Перестановка называется циклической (или просто циклом), если она сдвигает некоторые элементы по кругу, а остальные оставляет неподвижными. Два цикла называются независимыми, если никакой элемент не сдвигается и первой, и второй перестановкой – в противном случае.


Запись цикла. Примеры независимых циклов.


16. Найти перестановку на множестве {1,2,3,4,5}, являющуюся композицией следующих циклов: (134) (235);  (23) (245).


17. Записать в виде композиции независимых циклов следующие перестановки: � EMBED Equation.2  ���


18. Доказать, что любая перестановка есть композиция независимых циклов. 


19. Сколько различных значений может принимать выражение (x-y)2+(y-z)2+(z-t)2+(t-x)2, если x, y, z, t – произвольная перестановка чисел 19, 97, 199, 1997? Какую перестановку нужно выбрать, чтобы значение этого выражения было максимальным?


Чётные и нечётные перестановки.


ЗАДАЧИ


20. По кругу расположено 1997 карточек. Автомат умеет менять местами любые две карточки. Можно ли сдвинуть все карточки  по кругу, используя этот автомат много раз? Можно ли сделать то же самое с помощью суперавтомата, который не умеет сразу менять местами любые две карточки, но умеет менять местами две соседние?


21. Доказать, что любой цикл есть композиция циклов длины два. (Такие циклы называются транспозициями.) Докажите то же самое про произвольную перестановку.  


22.Транспозиция называется элементарной, если она меняет местами два соседних числа. (Т.е. имеет вид ( i, i+1) ). Доказать, что любую перестановку можно разложить в композицию элементарных транспозиций.


23. На книжной полке в библиотеке стоит собрание сочинений, состоящее из 1997 томов.  В библиотеке работает комиссия. Если она обнаруживает пару томов на полке, расположенную так, что том с меньшим номером из этой пары стоит раньше тома с большим номером, то за каждую такую пару библиотекарь получает выговор.


     а) Сколько выговоров  получит библиотекарь, если все тома будут расположены в обратном порядке?


    б) При некоторой расстановке книг библиотекарь получил некоторое количество выговоров. Можно ли так переставить две книги, чтобы число выговоров увеличилось на 100 ?


     в) Библиотекарю удалось расставить два экземпляра этого собрания сочинений в правильном порядке. В библиотеку забрались два хулигана . Каждый из них каждую секунду переставляет какие-нибудь две книги на своей полке. Может ли оказаться так, что у первого из них через 100 секунд книги будут расставлены точно так же, как у второго через99 секунд ?  


    г) Доказать, что книги можно расставить так, что библиотекарь получит ровно миллион выговоров. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть дана некоторая перестановка на множестве чисел 1,2,...,n. Пара чисел i, j называется инверсией  данной перестановки, если большее из этих чисел расположено в перестановке раньше меньшего. Перестановка называется чётной ( нечётной ), если чётно (нечётно) число её инверсий.  


ЗАДАЧИ


24. Найти чётность:   перестановки � EMBED Equation.2  ���; 


                                                  произвольной транспозиции.


25. Доказать, что при умножении произвольной перестановки на транспозицию чётность перестановки изменится.


26. Найти чётность: цикла длины 3; цикла длины 4; цикла произвольной длины n.


27. Доказать, что композиция перестановок одинаковой чётности есть чётная  перестановка, а композиция перестановок разной чётности - нечетная.


28. Сформулировать определение группы перестановок по аналогии с группой движений и числовой группой. Доказать, что все чётные перестановки образуют группу, а все нечётные не образуют.


29. В городе Урюпинске разрешены только тройные обмены квартир. Может ли в результате нескольких обменов получиться так, что семья Ивановых поменяется квартирами с семьёй Петровых, а все остальные жители останутся при своих квартирах ?  





Дополнительные задачи


30. Доказать, что будет бесконечной любая группа движений, содержащая:


	хотя бы один параллельный перенос;


	хотя бы одну скользящую симметрию;


	две осевые симметрии с параллельными осями;


	три осевые симметрии с осями общего положения;


	два поворота с различными центрами.


31. Доказать, что любая конечная группа движений плоскости состоит из некоторого количества поворотов вокруг общего центра и некоторого количества осевых симметрий, оси которых проходят через этот центр.


32. В городе Урюпинске разрешены только парные обмены квартир, и каждая семья может совершить только один обмен в день. Докажите, что любой сложный обмен (но при котором каждая семья отдает одну квартиру и получает одну квартиру) можно совершить за два дня.


33. Разрешается прыгать буквой через две соседние вправо или влево (например, из ИКС сделать КСИ). Можно ли с помощью таких операций превратить а) ГОРБ в ГРОБ; б) АВТОР в ОТВАР; в) АПЕЛЬСИН в СПАНИЕЛЬ?





