Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области�Вишкиль, 4-28.VII.97


Движения


Понятие движения. Решение задач на построение с помощью движений


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


Геометрическим преобразованием плоскости называется произвольное взаимно однозначное соответствие между точками плоскости. Геометрическое преобразование плоскости, сохраняющее расстояние между точками, называется движением.


ПРИМЕРЫ ДВИЖЕНИЙ


Осевая симметрия относительно прямой l; поворот вокруг точки O против часовой стрелки на угол (; параллельный перенос на заданный вектор (� EMBED Equation.2  ���).





ЗАДАЧИ


1. Доказать, что при движении прямая переходит в прямую, а окружность – в окружность.


2. Даны три параллельные прямые. Построить правильный треугольник, вершины которого лежат на этих прямых.


3. Дана прямая и две окружности, лежащие по разные стороны от нее. Построить квадрат, у которого две вершины лежат на этой прямой, а две другие – на этих окружностях (по одной на каждой окружности).


4. Дан угол ABC и прямая l. Построить прямую, параллельную l, на которой стороны угла ABC высекают отрезок данной длины a.


5. Даны две окружности S1 и S2 и прямая l. Проведите прямую l1 так, чтобы:


а)	расстояние между точками пересечения l1 с окружностями S1 и S2 имело заданную�	величину a;


б)	S1 и S2 высекали на l1 равные хорды.


6. Построить квадрат, если дан его центр и две точки, принадлежащие прямым, которые содержат две противоположные стороны квадрата.


7. Даны две концентрические окружности. Построить квадрат так, чтобы две его смежные вершины лежали на одной окружности, а две другие – на второй.


8. Через общую точку A окружностей S1 и S2 проведите прямую так, чтобы эти окружности высекали на ней равные хорды.


9. Вычислить угол между прямой и ее образом при повороте на угол (.


10. Даны две параллельные прямые. Найти угол, образованный одной из этих прямых и образом второй при повороте на угол (.


11. Даны точки A и B и окружность S. Постройте на окружности S такие точки C и D, что AC параллельно BD и дуга CD имеет данную величину (.





Композиция движений


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


1. Последовательное выполнение двух или нескольких движений называется композицией этих движений (Композиция движений f и g обозначается f(g.) 


2. Движение, оставляющее на месте все точки плоскости, называется тождественным.





ЗАДАЧИ


12. Каким движением является композиция: двух осевых симметрий, двух параллельных переносов, двух поворотов с одним центром, двух центральных симметрий?














ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


Ориентированным углом между пересекающимися прямыми l1 и l2  называется наименьший положительный угол, на который нужно повернуть против часовой стрелки первую из этих прямых, чтобы она совпала со второй прямой.


13. Доказать, что � EMBED Equation.2  ���, если прямые l1 и l2 различны.


14. Для некоторых движений (,( выполнено условие ( ( ( (. Доказать, что и условие (((( тоже выполнено.





Оси и центр симметрии фигуры


15. Доказать, что если точку отразить симметрично относительно О1, О2, О3, а затем еще раз отразить симметрично относительно этих же точек, то она вернется на место. 


16. Доказать, что никакая фигура не может иметь равно два центра симметрии.


17. Даны пять точек – середины сторон пятиугольника. Построить его вершины.


18. Доказать, что если плоская фигура имеет ровно две оси симметрии, то эти оси перпендикулярны.


19. На плоскости даны 5 точек, лежащие в вершинах выпуклого пятиугольника. Построить пятиугольник, для которого эти точки будут серединами сторон.





Разложение движений в композицию осевых симметрий. Композиция поворотов


20. 


а) Вокруг некоторой точки А проводится поворот на 90 градусов, а затем такой же поворот проводится вокруг другой точки В. Доказать, что найдётся точка, которая после двух этих поворотов вернётся на свое место.


б) То же самое, но повороты производятся на произвольные углы.


в) Доказать, что для любого поворота R и любой прямой ( можно подобрать прямую ( так, что R = Sl Sm. и прямую n так, что. R = Sn Sm.


г) Доказать, что композиция двух поворотов с различными центрами есть либо поворот, либо параллельный перенос.


21. На сторонах произвольного выпуклого четырёхугольника внешним образом построены квадраты с центрами А, В, С и Е соответственно. На отрезках АВ и СЕ внутренним образом построены равнобедренные прямоугольные прямоугольники. Доказать, что вершины их прямых углов совпадают.


22. Доказать, что в условиях предыдущей задачи отрезки АС и ВЕ равны и перпендикулярны.


23. На сторонах параллелограмма внешним образом построены квадраты. Доказать, что их центры образуют квадрат. 


24. На сторонах произвольного треугольника внешним образом построены правильные треугольники. Доказать, что их центры образуют правильный треугольник.


25. Построить с помощью циркуля и линейки  (-угольник, если известны  (  точек, являющихся вершинами равнобедренных треугольников, построенных на сторонах этого  (-угольника и имеющих при вершинах данные углы (1,  (2, ..., (n.


26. На сторонах произвольного треугольника АВС вне его построены равнобедренные треугольники А1ВС, АВ1С и АВС1 с вершинами и углами А1, В1, С1 при вершине, дающими в сумме 360 градусов. Найти углы треугольника А1В1С1.


Скользящая симметрия.


27. Доказать, что композиция осевой симметрии и параллельного переноса на вектор, перпендикулярный оси, есть осевая симметрия.


28.Доказать, что композиция осевой симметрии и параллельного переноса на вектор, параллельный оси, не является ни поворотом, ни движением, ни осевой симметрией.   


(это движение называется скользящей симметрией).


29. Доказать, что композиция осевой симметрии и параллельного переноса на вектор, не перпендикулярный оси, есть скользящая симметрия.








Теорема Шаля. Классификация движений плоскости.


30. Доказать, что для любых двух точек плоскости существует осевая симметрия, переводящая одну из них в другую.


31.Доказать, что для любых двух отрезков равной длины AB и CD существует композиция не более чем двух осевых симметрий переводящих точку A в точку C, а точку B в точку D.


32.На плоскости даны равные треугольники ABC и A1B1C1 . Доказать, что композицией не более чем трех осевых симметрий можно перевести точку A в точку A1, точку B в точку B1, точку C в точку C1.


33.Движение плоскости оставляет на месте три точки, не лежащие на одной прямой. Доказать, что это движение оставляет на месте любую точку плоскости, то есть является тождественным.


34.Два движения плоскости переводят три точки, не лежащие на одной прямой в одну и ту же тройку точек. Доказать, что эти движения совпадают.


35.Теорема Шаля. Доказать, что любое движение плоскости есть композиция не более чем трех осевых симметрий.


36.На плоскости даны три прямые l, m, n. Каким движением является композиция 


Sl SmSn, если:


прямые l, m, n проходят через одну точку;


прямые l, m, n параллельны;


прямые l и m параллельны, а n их пересекает;


l, m, n – прямые общего положения;


l и n параллельны, а m их пересекает.


37.Классификация движений плоскости. Доказать, что любое движение плоскости есть либо поворот, либо параллельный перенос, либо осевая симметрия, либо скользящая симметрия.





Дополнительные задачи.


38. Вписать в данную окружность семиугольник стороны которого параллельны заданным семи прямым.


39. Через центр О окружности проведено семь прямых. Построить описанный около окружности семиугольник, вершины которого лежат на этих прямых.


40. Различные прямые а1, а2, ... , а5 пересекаются в одной точке О, точка М лежит на прямой а1 и не совпадает с О. Построить пятиугольник у которого М – середина стороны, а данные прямые – срединные перпендикуляры к его сторонам.





