Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области�Вишкиль, 4-28.VII.97


                                                    


                                                              ЗАДАЧИ  К  ЗАЧЁТУ  





ЗАДАЧИ НА “ЧЕТЫРЕ С ПЛЮСОМ”


1. На плоскости проведены n прямых линий, из которых p проходят через точку А, q проходят через точку В и, кроме того никакие три прямые не проходят через одну точку, никакие две не параллельны и ни одна из проведённых прямых не совпадает с прямой АВ. Сколько точек пересечения имеют эти прямые?


2.В выпуклом многоугольнике никакие две диагонали не параллельны и никакие  три не пересекаются в одной точке. Найти число тех точек пересечения диагоналей ( точнее - содержащих их прямых), которые лежат вне многоугольника.


3. На плоскости были проведены  m параллельных прямых, а затем провели ещё n прямых, не параллельных ни проведённым ранее, ни между собой. При этом никакие три из полученных  m+n прямых не проходят через одну точку. На сколько частей делится плоскость проведёнными прямыми?


4. Сколько существует шестизначных чисел, в запись которых входят ровно  три различные цифры?


5. Чётная перестановка на множестве из пяти элементов разложена в композицию независимых циклов. Каким может быть такое разложение?


6. Пусть для движений a,b выполнено (ab)n=E. Доказать, что (ba)n=E.


7. Некоторая перестановка на множестве 1, 2, ...,n представима в виде композиции m независимых циклов, в которые входят все n элементов. Доказать, что ее можно представить в виде композиции n-m транспозиций.


8. Доказать, что d(1) + d(2) + ...+ d(n) =� EMBED Equation.2  ���


9. Пусть а и в – натуральные числа. Может ли сумма  a/b + b/a  быть целым числом?


10. При каких n сумма 1n + 2n + 3n + 4n делится на 5 ?


11. Найти три последние цифры числа 21002 .


12. На какую цифру может кончаться четное совершенное число.


13. Дана треугольная таблица чисел 


 		0		1		2		3		...			1995		1996		1997


 			1		3		5			...					3991		3993


 				4		8				...							7994


								...................


в которой каждое число равно сумме двух стоящих над ним чисел предыдущей строки.


Доказать, что последнее число, стоящее в самой нижней строке этой таблицы делится на 1997.


 ЗАДАЧИ НА “ПЯТЬ С МИНУСОМ”


1. В лифт сели 8 человек. Сколькими способами они могут выйти на четырёх этажах так, чтобы на каждом этаже вышел хотя бы один человек?


2. Вася разбивает число 205 на 105 натуральных слагаемых, а Петя разбивает число 100 на целые неотрицательные слагаемые всеми возможными способами. Разбиения, отличающиеся только порядком слагаемых, и Вася и Петя не различают. Доказать, что число возможных разбиений у Васи и Пети одинаковое.


3. Имеются 3n+1 предметов, из которых n одинаковы, а остальные различны. Доказать, что число способов, которыми можно извлечь из них n предметов, равно 4n.


4. Доказать, что ((1) + ((2) + ...+ ((n) =� EMBED Equation.2  ���


5. На множестве всех треугольников на плоскости задано отображение, сопоставляющее треугольнику со сторонами a, b, c треугольник со сторонами (a+b)/2, (a+c)/2, (b+c)/2. Верно ли, что таким образом получается биекция множества всех треугольников на плоскости на себя?


ЗАДАЧИ НА “ПЯТЬ”


1. Вася разбивает число 1997 на натуральные слагаемые, а Петя разбивает число 3994 на 1997 натуральных слагаемых всеми возможными способами. Разбиения, отличающиеся только порядком слагаемых, и Вася и Петя не различают. Доказать, что число возможных разбиений у Васи и Пети одинаковое.


1


111


12321


1367631


.............





2. Вася выписал все перестановки на множестве 1,  2, ... , 1997. Затем он нашел количество инверсий в каждой из перестановок и сложил все полученные величины. Что у него получилось?


 3. В числовом треугольнике


каждое число равно сумме трёх чисел, расположенных в предыдущей строке над этим числом и его соседями справа и слева; в случае отсутствия в предыдущей строке  одного из двух таких чисел они заменяются нулями.  Доказать, что в каждой строке, начиная с третьей, найдётся чётное число. 


4. Доказать, что для любого простого числа p>2 разность � EMBED Equation.2  ��� делится на p.


5. Доказать, что для любого простого нечётного числа p существует бесконечно много натуральных n, для которых   n 2n+1  делится на n без остатка.


6. В группе всех перестановок на множестве из 1997 элементов выбран некоторый цикл длины 1997. Про перестановку f  известно, что при умножении этой перестановки на выбранный цикл слева получается та же перестановка, что и при умножении справа. Доказать, что перестановку f можно получить, если  несколько раз последовательно выполнить этот цикл.


7. Треугольник называется хорошим, если можно составить треугольник из трех попарно неравных отрезков, на которые его стороны делятся вписанной окружностью. На множестве всех треугольников на плоскости задано отображение, сопоставляющее треугольнику со сторонами a, b, c треугольник со сторонами (a+b)/2, (a+c)/2, (b+c)/2. Доказать, что таким образом получается биекция между множеством всех треугольников на плоскости и множеством хороших треугольников.





ЗАДАЧИ НА “ПЯТЬ С ПЛЮСОМ”


1. Найти число способов, которыми два человека могут разделить между собой 2n красных, 2n зеленых и 2n синих шаров так, чтобы каждый получил  по 3n шаров?


2. Доказать, что для любого простого p  и натурального n разность � EMBED Equation.2  ���делится 


на p.


