Задачи на 3





Билет № 1.


A, B, C – натуральные числа, причем A+B+C делится на 6. Докажите, что A3+B3+C3 также делится на 6.


 В компании из k (k>3) человек, у каждого из которых есть новость, известная только одному. Доказать, что за 2k-4 телефонных звонков все могут узнать все новости.


 В единичный квадрат бросили 51 точку. Доказать, что некоторые три из них обязательно лежат внутри круга радиусом 1/7.








Билет  № 2.


Доказать, что среди любых пяти натуральных чисел есть несколько, сумма которых делится на 5.


На плоскости проведены n прямых. Доказать, что области, на которые плоскость разбивается этими прямыми можно раскрасить в два цвета “в шахматном порядке”, то есть так, чтобы области, имеющие общую сторону, были покрашены в разные цвета.


Внутри квадр квадрата со стор со с стороной 1 распо 1 расположено несколько  несколько окружнос окружностей, сумма дли, сумма длин длин кот которых равна  равна 10.  10. ?1?1каж. ??ате, , что су существует прямая, п прямая, пере, пересекающая хотя бы чет хотя бы  бы ч четыре из эт из э этих окр окружннружнн?кстей.ннр.


 





Билет № 3.


Впишите в заданный треугольник квадрат так, чтобы его вершины лежали на сторонах треугольника.


Доказать, что 13+23+...+n3=n2(n+1)2/4.   


 На шахматной доске отмечены центры всех 64 полей. Можно ли провести на доске 13 прямых так, чтобы на каждой из частей, на которые эти прямые делят доску, оказалось не более одной отмеченной точки ? (Прямые не должны проходить через центры полей).





Билет № 4.


Докажите, что точки пересечения медиан треугольников, на которые диагонали разби�вают выпуклый четы-


       рехугольник, являются вершинами параллелограмма.


Доказать, что в , что в  в  круге ради радиусом 9,5 нел 9,5 нельзя разме разместить 401 точку 401 точку так, так, ч, чтобы расс расстояние ммние м м ????жду ло ????быми дву двумя ббмя ????ло б бы б больше 1..1. 1.


?_?_казать, что , что 4  4n+15n-1 делится на 9 п на 9 9 при лю любом ннм  ????туральном нм н ннл n�SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 11�і�1.











Билет № 5.


Дан угол АВС и прямая a. Постройте прямую, параллельную а, на которой стороны угла АВС высекают отрезок данной длины b.


Доказать, что (1+x)n�SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 11�і�1+nx при любом натуральном n�SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 11�і�2 и любом х�EMBED Unknown���-1 (неравенство Бернулли). 


В  прямоугольник со сторонами со с сторонами 20 и 25  20 и  25 бросают 120 кв 120 квадратов со сторо со с стороной 1. Дока 1. Докажите, что в , что в  в  пряммммр?ругольник можно п можно поме поместить круг диа круг диа диаметром 1, непер 1, непересекающийся ни с одним из к ни с с  одним из к из к квадррдррк?втов.рр.











Задачи на 4.





Билет № 6.


X, Y, Z – натуральные числа, причем X2+Y2=Z2. Докажите, что XY делится на 12.


Докажите, что в , что в  в  выпуклый    ый й многолый  угольник площадь площадью  лощадь S  и  периметром    дью пу ?е можно поме поместить круг ррр круг ррт ????диусом ть кр S/??. 


Стороны треугольника ABC, противолежащие вершинам A, B и C имеют длины a, b и c.Доказать, что ц.м. системы aA, bB, cC – центр вписанной окружности этого треугольника. В каком отношении биссектриса AA1 делится точкой пересечения биссектрис?





Билет № 7.


Доказать, что из любых a1, a2 …, an, где n  больше 4, можно выбрать несколько и поставить перед ними знаки + и – так, что их соответствующая сумма делится на n2.


В квадрате со стороной 1 находится 9 отрезков длиной Ѕ. Доказать, что на некоторых двух отрезках найдутся точки M и N, расстояние между которыми меньше 1/4.


На п плоскости проведен проведены  роведен n прямых общег общего полож положения (т.е. ни (т..е.. никакие две пр две пр прямые не па не п параллеллеллралл?аны и и  никакие три пр три пр прямые не пр не п проходят через о через одну одну точ точку). На). На с сколько частей частей они р они ра разбивают плоскост плоскостььплоскост?














Билет № 8.


Доказать, что из любых a1, a2 …, an, где n  больше 4, можно выбрать несколько и поставить перед ними знаки + и – так, что их соответствующая сумма делится на n2.


 Дан 51 прямоугольник с целыми сторонами, не превосходящими 50. Доказать, что среди них найдутся три прямоугольника А, В, С, которые можно поместить друг в друга: А в В, В в С.


В угол PAQ вписана окружность, касающаяся сторон угла в точках P и Q. Прямая BC касается окружности в точке T. Прямые BQ и CP пересекаются в точке M. Доказать, что точки A, T и M лежат на одной прямой.








Билет № 9.


В ромбе ABCD  угол B равен 60o.На сторонах BC и CD выбраны точки M и N  так, что CM+CN=AB. Докажите, что треугольник AMN –  правильный.


 На кольцевой дороге расставлено n бензоколонок, суммарного количества бензина в которых хватит на то, чтобы объехать весь круг. Доказать, что найдется бензоколонка, начиная с которой автомобиль с пустым баком (неограниченной вместимости) может объехать весь круг.


 





Билет № 10.


Постройте квадрат, квадрат, у кот, у  которого две про две пр противоположные вершины лежат  вершины лежат  лежат на с на с сторонах данного данного угла,  угла, а , а  третья вееев веет?ешина нах находится в данной в  данной точке точке. Пос. Постройте квадрат, квадрат, если , если дан дан ег его це центр и дв и  две то точки, при, принадлежащие прямым, кото прямым, кото, которые со_дер со_д�держат две п две пр противоположные стороны квадра стороны квадра квадрата.





драта.


 Доказать, что пр, что пр при лю любом нату натуральном  ьном  ом  n можно сост составить из цифр  из ц цифр 1 и 1 и  2 число, дел, делел,?ещееся на 2 на 2 2n. 








Билет №шЊы ?? 11.


Окружности ____eКC__ S1 и  S2 радиуса 1 каса 1 касаются в точке в  точке    в A; центр    в O окружности точке ке  S радиуса 2 прин 2 принадлежит ит длежит  S1. Окруруле?кность лежи S1 касается ит ит д S в  точке    и B. Докажите, что пр, что пр прямая  ая я AB проходит через т через точк точку пере пересечения окружносте окружностей  кружносте S2 и  S.


 


 





Билет №шЊы ?? 12.


Может ли ф ли ф фигура иметь иметь ровн ровно два  два це центра симме симметрии?





трии?


?


В  квадратной таблице n таблице nxn кл nxn клеток отмеч отмечена n-1 кле n-1 клетка. Дока. Доказать, что пе, что пе перестановками строк и столл строк и ст и  столллл ?тцов мо моо ?оно д добиться того, ч того, чт, чтобы все  все от отмеченные клетки ле клетки лежал лежали ниже  ниже диа диагонали таблицыы таблицыыи табл.








Билет №шЊы ?? 13.


На с сторонах ВС и СD ВС и и  СDD квадрата ABCD вз ABCD взяты точк точки М и  М  и  К  соответственно, причем _____, причем _ _ен ��SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�?Y�ВАМ=OL=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�?Y�МАК .  . Докажите, что ВМ, что ВМ ВМ+К+КDD=АК.


.





Билет № 14.


В треугольнике АВС проведены медиана СМ и высота СН. Прямые, проведенные через произвольную точку Р плоскости перпендикулярно СА, СМ и СВ пересекают прямую СН в точках А1, М1 и В1. Докажите, что А1М1=В1М1.


 


 





Билет № 15.


В ромбе ABCD  угол B равен 60o.На сторонах BC и CD выбраны точки M и N  так, что CM+CN=AB. Докажите, что треугольник AMN –  правильный.


 


