Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.



Задачи на 3.

Делимость, остатки и сравнения.

Число состоит из 100 нулей, 100 единиц и 100 двоек. Может ли оно является полным квадратом?

Верно ли, что

a�EMBED Unknown���21, a�EMBED Unknown���13 �EMBED Unknown���a�EMBED Unknown���273?

a делится на 2,  a не делится на 6 �EMBED Unknown���a не делится на 3?

a делится на 3, a не делится на 18 �EMBED Unknown���a не делится на 6?

Доказать, что 3100-2100 делится на 5, 13, 211.

248-1 на 105.

431997+231997на 66.

Делится ли на 4 31997+51997?

Сумма любых двух чисел из трех данных делится на 1997. Доказать, что сумма всех чисел делится на 1997.

Найти остаток от деления 1995*1996*1997*1998+19993 на 7.

Найти остаток от деления 13100 на 4.

Доказать, что 22225555+55552222 делится на 7.

Найти наибольшее трехзначное n, что (n, 540)=36.

Доказать, что существует бесконечно много чисел, не являющихся суммой трех кубов.

Доказать, что n3-n делится на 24 при любом нечетном n.

а2+b2 делится на 21. Доказать, что а2+b2 делится и на 441.

Найти последнюю цифру числа 12+22+. ..+992.

Доказать, что 10..050…01 (в каждой группе по 100 нулей) не является кубом целого числа.

Доказать, что не существует a и b таких, что a2-3b2=8.

a, b, c – натуральные. a+b+c делится на 6. Доказать, что a3+b3+c3 делится на 6.

Доказать, что при любом натуральном n 

n2+2n делится на 3.

n3+2 не делится на 9.

Найти наименьшее целое число, дающее остаток 1 при делении на 2, остаток 2 при делении на 3, остаток 3 при делении на 4, остаток 4 при делении на 5 и остаток 5 при делении на 6.

Комбинаторика

Дана таблица N*K. В верхней левой клетке стоит слоник, который может ходить лишь вправо или вниз на соседние клетки. Подсчитать количество различных путей, которыми слоник может добраться до правой нижней клетки таблицы.

6 ящиков занумерованы числами от 1 до 6. Сколькими способами можно разложить в них 20 одинаковых шаров так, чтобы никакие два ящика не были пустые?

То же самое, но ящики могут быть пустыми.

Найти количество решений  в целых неотрицательных числах уравнения x1+..+xk = n, где n – натуральное.

То же самое, но числа натуральные.

В почтовых отделениях 10 видов открыток. Сколькими способами можно купить 8?

В кошельке по 20 монет каждого их достоинств: 10, 50, и 100 рублей. Сколькими способами можно украсть из этих 60 монет 20?

Сколькими способами можно расположить в 9 лузах 7 белых и 2 черных шара?

В вершине треугольника Паскаля стоит слоник.  Он может ходить вправо вниз и влево вниз на соседние числа. Доказать, что число, стоящее в N строчке и на K месте треугольника есть количество способов, которым слоник может до него дойти.

Доказать формулу �EMBED Unknown��� (с помощью треугольника и комбинаторно).

Доказать, что любое число в треугольнике Паскаля равняется сумме чисел, стоящих на диагонали, которая идет слева направо и кончается на числе, соседнем с нашим и стоящим выше и правее его (аналогично с диагональю, идущей справа налево направо).

Доказать, что любое число без единицы в треугольнике Паскаля равняется сумме чисел, стоящих в параллелограмме, одна из вершин которого - в вершине треугольника Паскаля, другая - в числе которое над нашим.

Множества

Сумма счастливых билетов (как чисел) делится на 13.

В выпуклом многоугольнике никакие три диагонали не пересекаются в одной точке. Найти число точек пересечения диагоналей ( вершины за таковые не считаются).

Зацикливание

Найти последнюю цифру числа 2100.

Найти сотую цифру после запятой у чисел 1/7, 1/31.

Почему у числа 1/7 (m/n) зацикливаются цифры после запятой?

Установлено, что погода в данный день на Сириусе полностью определена предыдущей неделей. Варианты погоды: магнитная буря, метеоритный дождь, штиль. Последнюю неделю шел метеоритный дождь. Доказать, что дождливые недели всегда были и будут. a) Минотавр живет и работает в лабиринте. В каждой комнате лабиринта соединяются ровно три коридора.

Минотавр начал обходить лабиринт из главной комнаты, руководствуясь следующим правилом : если в предыдущей комнате поворачивал налево, то в этой – направо, и наоборот. Доказать, что когда-нибудь минотавр снова окажется в главной комнате.

Боги вывели в лабиринте стадо минотавров. Перед началом работы их собрали в главной комнате, где с вступительным словом выступил сам Зевс. Каждый минотавр обходит лабиринт по правилам, описанным в 5. Доказать, что когда-нибудь в лабиринте снова соберется все стадо минотавров.

Доказать, что существует член последовательности Фибоначчи, делящийся на 1997.

Если последовательность An периодична, то найдется n такое, что An=A2n.

В поселке 1000 жителей. В один прекрасный день каждый житель переезжает в другой домик, причем в каждый домик переезжает ровно один житель. Доказать, что можно так покрасить домики в три цвета, что каждый человек переезжает из домика одного цвета в домик другого цвета.

Могут ли два соседних члена последовательности Фибоначчи делится на 1997 ?

На разбор задач пришли 20 школьников, причем оказалось, что каждый решил ровно две из 20 задач и каждая задача решена двумя школьниками. Доказать, что можно так устроить разбор задач, что каждый школьник расскажет ровно одну задачу.

Кузнечик прыгает по целочисленным точкам прямой. Длина прыжка не более 100 и первые два прыжка он делает произвольно, а длина и направление каждого из последующих прыжков однозначно определяется длинами и направлениями двух предыдущих прыжков. Доказать, что кузнечик не сможет посетить все целочисленные точки.

На доске написано число 9999. С ним производят следующую операцию: справа приписывают последнюю цифру от суммы цифр числа, а первую цифру стирают. Сможет ли когда-нибудь получится число 5999?

Петя заявил, что может написать программу для компьютера, которая выводит все цифры десятичной записи числа �EMBED Unknown���. Не хвастает ли он?

К кубику Рубика применили последовательность поворотов. Доказать, что применяя ее несколько раз, можно привести кубик в начальное состояние.

Инвариант

На доске написано 5 нолей и 6 единиц. Разрешается стереть любые два числа и, если они были одинаковыми, написать ноль, иначе – единицу. Какое число останется после всех этих операций?

На чудо-яблоне растут бананы и ананасы. Разрешается сорвать любых два плода. Если сорвать два банана или два ананаса, то вырастет один ананас. Если сорвать банан и ананас, то вырастет банан. В итоге остался один плод. Какой это плод, если известно, сколько бананов и ананасов было сначала?

В компьютерной стоят три автомата. Если одному из них на вход дать карточку, где написаны числа (m, n) то он выдаст карточку с числами (n, m), если другому – выдаст (n+m, n), третьему – выдаст (m-n, n). Можно ли таким образом из карточки (19, 86) получить карточку (12, 21)?

В марсианском алфавите есть две буквы – У и Ы, причем если из любого слова выкинуть стоящие рядом буквы УЫ, то смысл слова не изменится. Точно также смысл не изменится при добавлении в любое место слова буквосочетания ЫУ или УУЫЫ. Верно ли, что слова УЫЫ и ЫУУ имеют одинаковый смысл?

Иван-царевич имеет два волшебных меча, один из которых может отрубить Змею Горынычу 21 голову, а второй - 4 го�ловы, но тогда у Змея Горыныча отрастает 1999 голов. Сможет ли Иван отрубить Змею Горынычу все головы, если в са�мом начале у того было 100 голов? (к примеру, если у Змея Горыныча осталось лишь 3 головы, то рубить их ни тем, ни другим мечом нельзя).

В стране Серобуромалинии живет 13 серых, 15 бурых и 17 малиновых хамелеонов. Когда встречаются два хамелеона разного цвета, они одновременно приобретают окраску третьего цвета. Может ли через некоторое время оказаться, что все хамелеоны имеют один цвет?

На доске написаны числа 1, 2, …, 1997. Разрешается стереть любые два числа и написать вместо них их разность. Можно ли добиться того, чтобы все числа на доске стали нулями?

Можно ли выпуклый 17-угольник разрезать на 14 треугольников?

В таблице 8*8 некоторые клетки черные, остальные – белые. Разрешается менять цвета всех клеток на противоположные в одном столбце или в одной стоке. Можно ли таким образом сделать все клетки в таблице белыми, если

Только одна клетка черная

Все угловые клетки черные

Таблица 3*3 и одна угловая клетка черная.

Принцип Дирихле

Кот Базилио пообещал открыть Буратино великую тайну, если он составит чудесный квадрат 6*6 из чисел +1, -1, 0 так, чтобы все суммы по строкам, столбцам и по большим диагоналям были различны. Помогите Буратино.

В классе 30 учеников. Во время контрольной работы Вася сделал 13 ошибок, а остальные - меньше. Докажите, что найдется три ученика, сделавшие одинаковое количество ошибок.

Докажите, что среди любых пяти человек есть двое с одинаковым числом знакомых среди этих пяти человек.

Доказать, что существует число, состоящее из одних единиц и делящееся на 1997.

Доказать, что существует степень тройки, которая оканчивается на 001.

На планете Земля океан занимает больше половины площади поверхности. Докажите, что в мировом океане можно указать две диаметрально противоположные точки.

Цифры 1, 2, ..., 9 разбили на три группы. Докажите, что произведение чисел в одной из групп не меньше 72.

На плоскости проведено 12 прямых. Докажите, что какие-то две из них образуют угол не больше 15 градусов.

Докажите, что среди любых 52 целых чисел всегда можно выбрать два, сумма или разность которых делится на 100.



Задачи на 4

Делимость, остатки и сравнения.

Докажите, что сумма пяти последовательных целых чисел не является полным квадратом.

На доске написана единица. Каждую секунду к числу, написанному на доске прибавляют сумму его цифр. Может ли получиться число 123456789?

Доказать, что 250+1 на 125.

11997+...+301997 делится на 31.

1010+10100+...+1010000000000+2 делится на 7.

Докажите, что сумма N последовательных нечетных чисел при N>1 является составным числом.

Докажите, что A3+B3+4 не является кубом целого числа ни при каких натуральных A и B.

x2+y2=z2. Доказать, что xy делится на 12.

Доказать, что, если (n-1)!+1 делится на n, то n – простое.

Доказать, что 6n3+3 не является 6-й степенью целого числа.

Доказать, что среди любых 10 целых чисел найдется несколько, сумма которых делится на 10.

Доказать, что среди n (n больше 1) целых чисел можно выбрать несколько, сумма квадратов которых делится на n.

Доказать, что для любых натуральных a, b, c, d можно найти такие коэффициенты �SYMBOL 97 \f "ARIAL CYR" \s 10�a�, �SYMBOL 98 \f "ARIAL CYR" \s 10�b�, �SYMBOL 103 \f "ARIAL CYR" \s 10�g�, �SYMBOL 100 \f "ARIAL CYR" \s 10�d� �SYMBOL 206 \f "ARIAL CYR" \s 10�О� {0, 1, �1}, не все равные 0, что �SYMBOL 97 \f "ARIAL CYR" \s 10�a�a + �SYMBOL 98 \f "ARIAL CYR" \s 10�b�b + �SYMBOL 103 \f "ARIAL CYR" \s 10�g�c + �SYMBOL 100 \f "ARIAL CYR" \s 10�d�d делится на 11.

Комбинаторика

Сколькими способами можно выложить в ряд 5 красных, 5 белых и 5 синих шаров, чтобы никакие два синие шара не лежали рядом?

На полке 12 книг. Сколькими способами можно выбрать 5, чтобы никакие две из выбранных не стояли рядом?

Дана таблица 10*10. В верхнем левом ее углу стоит слоник. Он может двигаться из клетки с координатами (x, y) в клетку с координатами (x+1, y) и в (x, y+1). Найти количество способов, которым он может пройти в правую нижнюю клетку учитывая, что нельзя проходит по клеткам с координатами (3, 3) и (5, 8).

Доказать, что �EMBED Unknown���.

Доказать, что �EMBED Unknown���.

Множества

На окружности нарисовано 1997 точек. Одна из них отмечена. Рассматриваются всевозможные выпуклые многоугольники с вершинами в нарисованных точках. Чего больше: многоугольников с отмеченной точкой или без ?

Счастливых билетов столько же, сколько чисел с суммой цифр 27.

Зацикливание

Является ли циклической последовательность 12345678910…19971998… ?

Последовательность натуральных чисел an задается следующим образом:      a1 = x, an+1=s2(an)+1, где x – натуральное число, а s(an) – сумма цифр an. Доказать, что эта последовательность зациклится.

Инвариант

Круг разделен на 6 секторов, и в них по часовой стрелке расставлены числа 1,0, 1,0,0,0. Разрешается прибавлять по единице к числам в любых двух соседних секторах. Можно ли такими операциями добиться того, чтобы все числа в сек�торах стали одинаковым?

На доске выписаны числа 1, 1/2, …, 1/n. Разрешается стереть любые два числа a и b и заменить их на число ab+a+b. Какое число останется после n-1 таких операций?

Принцип Дирихле

Внутри квадрата со стороной 2 расположено 7 многоугольников с площадью не менее 1 каждый. Докажите, что существует два многоугольника, площадь пересечения которых не менее 1/7.

В квадрате со стороной 1 отметили 101 точку, причем никакие три точки не лежат на одной прямой. Докажите, что найдется треугольник с вершинами в этих точках, площадь которого не больше 1/100.

Даны 11 натуральных чисел, не больших 20. Докажите, что из них можно выбрать два числа, одно из которых делится на другое.

Доказать, что из 11 бесконечных десятичных дробей можно выбрать две, совпадающие в бесконечном числе позиций.



Задачи на 5

Доказать, что в любой строке треугольника Паскаля, имеющей номер 2n-1 все числа нечетные.

Доказать, что в любой строке треугольника Паскаля количество четных чисел не равно количеству нечетных.

Доказать, что количество разложений натурального N на K натуральных слагаемых равно числу таких разложений N, что максимальное слагаемое равно K. Разложения, отличающиеся лишь порядком слагаемых, считаются одинаковыми.

На столе лежат 9 карточек, пронумерованных числами от 1 до 9. Двое по очереди берут по карточке. Выигрывает тот, кто взял три карточки с суммой номеров 15. Кто выиграет при правильной игре?

Квадратная таблица (2n+1)*(2n+1) заполнена числами от одного до 2n+1 так, что в каждой строке и в каждом столбце представлены все эти числа. Докажите, что, если это расположение симметрично относительно главной диагонали, то на главной диагонали тоже представлены все эти числа.

11n+2+122n+1 делится на 133 при любом натуральном n.

На полях шахматной доски расставлены целые числа, причем никакое число не встречается дважды. Докажите, что есть пара соседних (имеющих общую сторону) клеток, числа в которых отличаются не меньше, чем на 5.

Комиссия из 60 человек провела 40 заседаний, причем на каждом присутствовало ровно 10 членов комиссии. Докажите, что какие-то два члена комиссии встречались на ее заседаниях по крайней мере дважды.




