                                                                ТЕОРЕМА  МИНКОВСКОГО





   Мы начинаем с совсем простой вещи - с уравнения эллипса.  Будем считать, что Вы  знакомы с определением эллипса и умеете выводить его стандартное уравнение, которое нам удобно будет рассматривать в следующем виде: b2 x2 + a2y2 = a2b2. Не будем повторять  вывод этого уравнения. Важно лишь помнить, что эта процедура несложна и содержит только один нетривиальный шаг. Дело в том, что используемые при этом алгебраические преобразования неравносильны и поэтому приходится дополнительно проверять, что любая точка, координаты которой удовлетворяют полученному соотношению, действительно принадлежит эллипсу. Сделать это можно по-разному. Мы будем считать, что Вы умеете решать и эту проблему. 


   Итак, уравнение эллипса . Вспомните, что известное Вам  уравнение описывает случай, когда фокусы эллипса расположены на оси абсцисс симметрично друг другу относительно начала координат. А если это не так ? 


   ЗАДАЧИ


Составить уравнение произвольного эллипса, фокусы которого расположены симметрично относительно начала координат.


ОТВЕТ Пусть пара чисел (a,b) есть координата одного из фокусов эллипса, а с - его фокальный   параметр, т.е. полусумма расстояний от произвольной точки эллипса до его фокусов. Тогда уравнение имеет следующий вид


                                  ( c2 - a2 ) x2  + ( c2 - b2 ) y2  -  2abxy =  c2 ( c2 - a2 - b2 ).      


  Полученное уравнение выглядит довольно жутко. Но попробуем всё же разобраться в его структуре. В правой части стоит квадратный трёхчлен от двух переменных x , y. В силу неравенства треугольника справедливо� EMBED Equation.2  ���неравенство c ( � EMBED Equation.2  ���. Поэтому коэффициенты при квадратах положительны. А для того, чтобы правая часть уравнения перестала выглядеть загадочно, посчитайте дискриминант трёхчлена.


  


ЗАДАЧИ


Любое равенство вида mx2 +2 p xy + ny2  =  ( � EMBED Equation.2  ���, где коэффициенты m,n положительны, а  дискриминант (  квадратного трёхчлена в левой части отрицателен, есть уравнение некоторого эллипса с фокусами, симметричными относительно начала координат.


    


    Задачи 1 и 2 объясняют, как выглядит уравнение произвольного эллипса с симметричными относительно начала координат фокусами. Нас будет интересовать случай  (  =  ( 4.


Такой эллипс назовём минимальным ( меньше по модулю значение при целых коэффициентах  дискриминант принимать не может). Мы будем рассматривать принадлежащие этому эллипсу “узлы решётки”, т.е. точку с целочисленными координатами. Разумеется,  таких точек может и не быть. Существование такой точки мы и будем доказывать.





ОСНОВНОЕ УТВЕРЖДЕНИЕ


   Минимальный  эллипс содержит целочисленную точку.





   Это утверждение  - очень важный факт теории диофантовых уравнений. Её можно сформулировать так.


                      Диофантово уравнение mx2 +2 p xy + ny2  =  1 имеет целые      решения, если числа m,n,p - целые, m ( 0 и  m n -  p2   =  1. 





          


  Хорошо известна теория линейных диофантовых  уравнений с двумя неизвестными вида 


ax + by = 1. Мы сейчас делаем следующий шаг, т.е. переходим к диофантовым  уравнениям второй степени. Дискриминант  такого уравнения, конечно, может быть и положительным. Если он к тому же оказывается полным квадратом, то уравнение сводится к линейному


сводится к линейному. Как ?  Это показывает следующая задача.





ЗАДАЧИ


Имеют ли целые решения следующие уравнения:  6 x2 + 19 x y + 15 y2 = 1, 6 x2 + 19 x y +   15 y2 = -1?


  Не надо только думать, что случай положительного дискриминанта совсем прост. Разложить трёхчлен на множители в этом случае удастся всегда, но коэффициенты могут оказаться не целыми. В таком случае теория линейных диофантовых уравнений ничем не поможет. Именно к случаю положительного дискриминанта относится знаменитое уравнение Пелля . Оно имеет вид    x2 - N y2 = 1.


 Итак, наше утверждение связано с интересным и сложным случаем диофантовых уравнений второго порядка c отрицательным дискриминантом. Перейдём к его  доказательству. Первое, что приходит в голову: минимальный  эллипс слишком велик, чтобы не содержать ни одной целой точки. Но чем  измерять  величину эллипса ? Длиной ? Это было бы странно: даже очень длинная замкнутая кривая может не содержать внутри себя целых точек или содержать всего одну такую точку. Тогда - площадью ? Это более естественно, но ведь эллипс есть плоская кривая и площадь его равна нулю. Можно, конечно,  говорить о площади фигуры, ограниченной эллипсом, но здесь есть другая проблема. Эта фигура на самом деле не  содержит никаких целочисленных точек кроме начала координат. Как же быть ? Попробуем поступить следующим образом. Рассмотрим  фигуру побольше, заданную уравнением,


mx2 +2 p xy + ny2  = 2.


  ЗАДАЧИ


Доказать, что эта фигура есть эллипс с фокусами, симметричными относительно начала координат. Найти длину его осей.


Доказать, что существование внутри этого эллипса целой точки эквивалентно существованию целой точки на минимальном эллипсе.


  Теперь попытаемся доказать, что этот новый эллипс имеет “слишком большую” площадь. Не нужно только забывать при этом, что в его расположении есть ещё одна особенность: центр симметрии совпадает с началом координат. Без этого не обойтись: ведь даже очень большая площадь фигуры не гарантирует сама по себе существования узла внутри или на границе этой точки ( продумайте пример, иллюстрирующий это утверждение ).


   Как считать площадь эллипса ? Формула для площади эллипса очень проста, но строго доказать её без использования интегрального исчисления невозможно. Мы и не будем этого делать. Ведь для того, чтобы доказать, что какая-то величина слишком велика, вовсе не обязательно искать её точное значение, а достаточно сделать оценку снизу. 


ЗАДАЧИ


Доказать, что площадь эллипса меньше произведения длин его осей и больше половины этого произведения.


Доказать, что площадь эллипса, заданного уравнением mx2 +2 p xy + ny2  = 2, меньше 4.


   


   Теперь деваться уже некуда : чтобы наш план не провалился, нужно доказать, что 4 и является тем слишком большим значением площади, которое мы ищем. Т.е нужно доказать что то вроде следующей теоремы.


  Если на листе клетчатой бумаги со стороной 1 расположены фигура  ( площади S((, центр симметрии которой  О совпадает с одним из узлов сетки, то кроме этого                                узла внутри фигуры содержится ещё хотя бы один узел.


 Будем осторожны: в такой формулировке утверждение может оказаться и неверным. Ведь эллипс - очень специфическая фигура, и в доказательстве могут потребоваться ещё какие-то его свойства кроме симметричности. В этом случае формулировку придётся уточнить. Главное - не использовать в доказательстве свойств, которыми эллипс не обладает.


 ЗАДАЧИ 


Разрежем наш лист бумаги на квадраты со стороной 2, один из которых расположен так, что     его центр совпадает с точкой О. Затем, передвигая эти квадраты параллельно, сложим их в стопку. Доказать, что в нижнем квадрате найдётся точка, над которой расположено не менее двух точек фигуры Ф. 


Доказать, что существует такой  вектор с целочисленными чётными координатами, что образ  ( фигуры Ф при  параллельном переносе на данный  вектор имеет общую внутреннюю точку с  фигурой.


 Пусть О1 и О2 - центры фигур Ф и ( соответственно, С - общая внутренняя точка этих фигур. Доказать, что четвёртая вершина М параллелограмма  О1СО2М принадлежит фигуре  Ф.


Доказать, что при дополнительном условии выпуклости фигуры Ф середина отрезка О1О2 принадлежит фигуре (не забудьте, что параллелограмм может и не получиться).


Доказать, что фигура Ф содержит точку с целочисленными координатами.





 Наш план  реализован: основное утверждение доказано. Попутно мы доказали знаменитую теорему Минковского.








  ТЕОРЕМА


Если на листе клетчатой бумаги со стороной 1 расположены фигура  ( площади S((, центр симметрии которой  О совпадает с одним из узлов сетки, то кроме этого узла внутри фигуры содержится ещё хотя бы один узел.





  Удивительно, но эта теорема имеет, как мы выяснили, самое непосредственное отношение к диофантовым уравнениям второго порядка! 


