Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4–28.VII.97г.


Задачи к зачету 7 класса


Докажите, что при любой расстановке 44 ферзей на шахматной доске каждый из них кого-то (из остальных) бьет.


Дано 8 различных натуральных чисел, не превосходящих 15. Докажите, что среди их положительных попарных разностей есть 3 одинаковые.


Из кубика 3�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�3�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�3 вынули 1 реберный кубик. Можно ли "распилить" полученную фигуру на прямоугольные параллелепипеды 1�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�1�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�2?


А если вынуть кубик из середины грани?


Можно ли замостить доску 10�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�10 фигурками 1�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�4 ".


Может ли прямая пересекать (во внутренних точках) все стороны невыпуклого


а) (2п~1) - угольника?


б) 2п - угольника?


Двое по очереди ломают шоколадку 6�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�8. За 1 ход разрешается сделать прямолинейный разлом любого из кусков вдоль углубления. Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередной ход. Кто выигрывает при правильной игре?


На доске написаны числа 25 и 36. За 1 ход разрешается дописать еще одно натуральное число – разность любых двух из уже написанных чисел, если она еще не встречалась. Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередной ход. Кто выигрывает при правильной игре?


Имеется 2 кучи по 7 камней в каждой. За 1 ход разрешается взять любое количество камней из любой кучи (но только из одной). Проигрывает тот, кто не сможет сделать очередной ход. Кто выигрывает при правильной игре?


Мальчик Петя знает только цифру 1. Докажите, что он сможет записать число, делящееся на 1997.


А мальчик Вася знает еще цифру 0. Докажите, что для любого натурального т он сможет записать число, делящееся на т .


В стране Дельфинии 6 городов и 8 дорог, причем из любого города можно проехать в любой другой. Докажите, что президент сможет закрыть 3 дороги так, что из любого города по-прежнему можно будет проехать в любой другой.





Два трехзначных числа дают одинаковые остатки при делении  на 7. Доказать,  что шестизнечное число, полученное приписыванием одного из этих чисел к другому, тоже делится на 7.


Найти остаток от деления  71ОО+111ОО  на 13


При некоторых целых a и b число a+4b делится на 13. Доказать, что  число 10a+b  тоже делится на 13.


В тысячезначном числе первые 999 цифр пятерки. Доказать , что это число не является квадратом. 


Доказать, что произведение последней цифры числа 2n и суммы всех его остальных цифр делится на 3.


Число 62ab427 делится на 99. Восстановить неизвестные цифры a и b.


Доказать, что из любых 65 целых чисел всегда можно выбрать 9 чисел, сумма которых делится на 9.


Найти все простые числа, которые нельзя представить в виде суммы двух составных.





Можно ли двумя прямолинейными разрезами, проходящими через две вершины треугольника, разрезать его на четыре части такие, что три из них - равновеликие треугольники?


Доказать, что из диагоналей выпуклого пятиугольника всегда можно выбрать три диагонали, из которых можно построить треугольник. 


В прямоугольном треугольнике АВС  на гипотенузе АВ взяли точки К и М так, что АК=АС, ВМ=ВС. Найти �EMBED Equation.2���МСК. 


Два мальчика называются братьями, если у них совпадают и  отец и мать. В некоторой компании из 7 мальчиков каждый имеет не менее 3 братьев. Доказать, что в этой компании все братья.


Каждый из 102 учеников одной школы знаком не менее чем с 68 другими. Доказать,  что среди них найдется четверо, имеющие одинаковое число знакомых.





Можно ли расставить числа от 1 до 16 в клетки квадрата 4�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�4  так, чтобы сумма чисел по строкам и столбцам давали 8 последовательных натуральных чисел?


В строку выписано 10 натуральных чисел, не одно из которых не делится на 10. Доказать, что из них можно выбрать несколько стоящих рядом, сумма которых делится на 10.


Можно ли так познакомить друг с другом 7 человек, чтобы ни у каких трех не было одинакового числа знакомых ?


На доске написано три целых числа. Каждую секунду хулиган Вася стирает одно из них и пишет вместо него сумму остальных уменьшенную на один. Первоначально на доске были написаны числа 2, 2, 2 . Может ли Вася получить 1993,1994.1995?





Из колоды 36 карт выбирается 6 карт, Сколькими способами это можно сделать так , чтобы среди выбранных карт червей было больше, чем крестей ?


В группе из 16 детей 7 родились в Ухте, 4 в Бахте и 5 в Тухте .Сколькими способами можно выбрать из них четверых так, чтобы среди них оказались уроженцы всех трех городов?


Сколькими способами можно выбрать из натуральных чисел от 1 до 30  три числа так, чтобы их сумма делилась  на 3 ?


Сколько различных четырехзначных чисел, делящихся на 3, можно поставить из цифр от 1 до 6, если цифры могут повторяться и все цифры использовать не обязательно?


На каждой из сторон квадрата выбрано по 10 точек, Найти число треугольников с вершинами в этих точках


Сколько различных десятизначных чисел , делящихся на 9 можно составить из цифр 1, 2, 3, так, чтобы “тройка” была использована ровно 2 раза?


Квадрат разбит на 16 одинаковых квадратов, Сколькими способами можно раскрасить маленькие квадраты в 4 цвета, чтобы в каждом столбце и в каждом строке были бы все 4  цвета ?


Имеется прямоугольная доска 30�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�40 . Найти число прямоугольников, составленных из клеток этой доски и содержащих клетку на пересечении 13 строк и 25 столбцах.





Какие остатки могут давать квадраты целых чисел при  делении на 4 ?


Какие остатки могут давать кубы целых чисел при делении на 9 ?


Задумали число. Затем его умножили на 51. Затем поделили с остатком на 555. Полученный остаток равен 17. Могло ли так получиться? Если да, приведите пример. Если нет, докажите.


Задумали число. Затем его умножили на 51. Затем поделили с остатком на 544. Полученный остаток равен 13. Могло ли так получиться? Если да, приведите пример. Если нет, докажите.


В десятичной записи некоторого числа 300 единиц, а остальные цифры равны нулю. Может ли это число быть полным квадратом?


Вася  хочет  пройти конем по шахматной доске, сделав все допустимые ходы по одному разу. Удастся ли ему это?


В некотором королевстве 32 рыцаря. Некоторые из них являются вассалами других (вассал может иметь только одного сюзерена, причем сюзерен всегда богаче своего вассала). Рыцарь, имеющий более четырех вассалов, носит титул барона. Какое наибольшее число баронов может быть в королевстве? (В королевстве действует закон: “вассал моего вассала – не мой вассал”).


В королевстве 8 городов. Король хочет построить такую систему дорог, чтобы из каждого города можно было попасть в каждый, минуя не более одного промежуточного города, и чтобы из каждого города выходило не более K дорог. При каких K это возможно?


В стране имеется 100 городов, некоторые из них соединены дорогами. Всего дорог 100. Известно, что из любого города в любой другой можно проехать по дорогам. Докажите, что одну дорогу можно закрыть так, что из любого города в любой другой можно было бы проехать по оставшимся дорогам.


В городе Регулярнинске есть несколько (более одной) линий метро. При этом:


на каждой линии ровно три станции;


с каждой линии на каждую можно пересесть, и притом на одной станции;


с каждой станции на каждую можно проехать без пересадки, и притом только одним способом.


Нарисуйте возможную схему линий метро Регулярнинска.


Можно ли шахматную доску 6*6 разрезать на 9 прямых тетрамино?


Можно ли обойти конем шахматную доску 4�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�10, побывав на каждой клетке по разу и вернувшись в конце на исходную клетку?


Три кузнечика находятся на одной прямой через равные расстояния друг от друга. Они начинают прыгать друг через друга (при прыжке прыгающий кузнечик оказывается на том же расстоянии от перепрыгнутого, но с другой стороны). Могут ли после некоторого количества таких прыжков два соседних кузнечика поменяться местами?


Верно ли, что если из шахматной доски 8�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�8 вырезать две клетки разного цвета, то оставшиеся клетки можно покрыть 32-мя домино (каждая доминошка покрывает две клетки)


Является ли число 12345678987654321 точным квадратом?


Можно ли выписать по кругу k различных цифр так, чтобы из каждых двух соседних можно было составить число, делящееся на 7? 	(3<k<10)


За какое минимальное число ходов можно поменять черных коней на белых, а белых на черных?


Завод выпускает погремушки в виде кольца с надетыми на него 2 красными и 17 синими шариками. Сколько различных погремушек может быть выпущено? Тот же вопрос для  3 красных и 18 синих шариков.


Доказать, что если a делится на b, a делится на c и b и c взаимно просты, то a делится на bc.


Доказать: если a делится на c и b делится на c, то a+b делится на c и a–b делится на c.


Доказать, что медианы треугольника пересекаются в одной точке, делятся точкой пересечения в отношении 2:1, считая от вершины, и разрезают треугольник на 6 равновеликих треугольников


Натуральные числа a, b и c таковы, что числа a+b, b+c, a+c – простые. Доказать, что среди них найдутся равные.


Найти геометрическое место четвертых вершин квадратов таких, что остальные три вершины лежат на двух данных перпендикулярных прямых.


Доказать, что если ab делится на c, а числа b и c взаимно просты, то a делится на c.


Найти геометрическое место точек, которые ближе к середине данного прямоугольника, чем к любой из его вершин.


Даны сумма, разность и произведение двух натуральных чисел. Доказать, что среди них найдется хотя бы одно число, кратное трем.


Дан угол AOB и внутри него две точки M и K. Соединить эти точки ломаной линией наименьшей длины так, чтобы две ее вершины лежали на сторонах угла.


Натуральные числа a и b взаимно просты. Какие общие делители могут иметь их сумма и разность?


Доказать, что существует кратное 1997 число, которое оканчивается на 1996.


Четное число q делится на простое число p, а q–1 делится на p–1. Найдите p.


Найти ГМТ, для которых расстояние до первой из двух параллельных прямых больше, чем до второй.


В классе 28 учеников, а сумма их возрастов 425  лет. Справедливо ли утверждение, что в классе найдутся 10 учащихся, сумма возрастов которых больше 150? 


Доказать, что если сумма двух натуральных чисел равна 1001, то их произведение не делится на 1001.


В четырехугольнике ABCD: �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 8�Р�ABC=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 8�Р�BCD. �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 8�Р�BAD>�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 8�Р�ADC. Докажите, что CD>AB.


Найти остаток от деления натурального числа на 30, если известно, что остаток от деления его на 15 равен 7, а остаток от деления на 6 равен 4.


Даны две пересекающиеся прямые и отрезок длины а. Постройте окружность радиуса а, касающуюся двух данных прямых.


В компании 10 человек. Каждому  из них нравится 5 человек из компании. Доказать, что есть двое, которые нравятся друг другу. 


Найти остаток от деления 51996+81996 на 13.


Даны три прямые. Постройте окружность, которая касается двух первых прямых и центр которой принадлежит третьей прямой.


Найти остаток от деления 31995+51995 на 4.


Можно ли прямоугольную доску размером 3�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�1996 разрезать на уголки  �EMBED PBrush  \* MERGEFORMAT \s���?


Сколько можно построить различных прямоугольников, длины ребер которых – целые числа от 1 до 100?


Доказать, что не существует натуральных a и b таких, что a2–3b2=8.


Сколько существует пятизначных чисел , в записи которых есть хотя бы одна четная цифра?


Можно ли обойти шахматную доску ходом шахматного коня, начав в левом нижнем углу и закончив в правом верхнем углу?


Сколькими способами можно сделать трехцветный флаг с полосами одинаковой ширины, если имеется материя 5 различных цветов? 


�Натуральные x, y, z таковы, что x2+y2=z2. Доказать, что хотя бы одно из них делится на 3.


В футбольной команде (11 человек) нужно выбрать капитана и двух заместителей. Сколькими способами это можно сделать?


Из листа клетчатой бумаги размером 11�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�11 вырезали 15 квадратиков размером 2�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�2. Докажите, что можно вырезать еще один такой квадратик.


Постройте треугольник по стороне и опущенным на нее высоте и медиане.


По кругу расставлены 100 положительных чисел так, что каждое является средним арифметическим своих соседей. Доказать, что все числа равны. 


Вы пришли в магазин и решили купить 8 одинаковых авторучек, несколько карандашей по 4 копейки, линейку за 9 копеек, 2 общие тетради по 18 копеек и 12 тонких тетрадей. Продавец сообщил общую сумму – 5 рублей 27 копеек. Не ошибся ли он?


Вася пишет в ряд цифры. Доказать, что у него встретятся два одинаковых участка по n  цифр в каждом?


Можно ли составить точный квадрат, используя 10 раз цифры 2, 4, 5?


Две деревни находятся по разные стороны от реки, берега которой - параллельные прямые. В каком месте реки необходимо построить мост, перпендикулярный берегам так, чтобы длина пути из одной деревни в другую была бы минимальна?


В конкурсе «Прогноз» 7000 участников угадывали, какие команды займут первое, второе, третье места в чемпионате России по футболу (в чемпионате участвуют 16 команд). Доказать, что по крайней мере три участника дали одинаковый прогноз.


На доске написана единица. Каждую секунду к числу на доске прибавляют сумму его цифр и результат записывают на доску вместо предыдущего числа. Через какое время на доске может появиться число 123456? 


Сумма трех натуральных чисел, являющихся точными квадратами, делится на 9. Доказать, что из них можно выбрать два, разность которых также делится на 9 


В  классе учится 32 ученика. Было организовано 33 кружка, причем каждый кружок  состоит из трех человек, и никакие  два кружка не совпадают по составу. Доказать,  что найдутся такие два кружка, которые пересекаются ровно по одному человеку. 


Пусть a1, a2, ... , a7 — целые числа, а числа b1, b2, ..., b7 — те же числа, но взятые в другом порядке. Докажите, что число (a1–b1)(a2–b2)...(a7–b7) делится на 2.


Найти геометрическое место третьих вершин правильных треугольников таких, что одна из вершин находится в данной точке, а другая лежит на заданной прямой.


На плоскости даны 1002 точки, никакие 3 из которых не лежат на одной прямой. Доказать, что через две из этих точек  можно провести прямую, по разные стороны от которой находится по 500 точек.


Известно, что p, 4p2+1, 6p2+1 – простые числа. Найти p. 


Можно ли доску 10�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�10  покрыть доминошками так, чтобы горизонтальных и вертикальных доминошек было поровну ?


Доказать, что число 6n3+3 не является шестой степенью целого числа ни при каком натуральном n. 


Доказать, если (n-1)!+1 делится на n, то n простое число. 


Найти все прямые на плоскости такие, что они отстоят на равных расстояниях от трех заданных точек, не лежащих на одной прямой.


Дано некоторое трехзначное число, записанное различными цифрами. К нему прибавили 7 и оно разделилось на 7, затем прибавили 8 и оно разделилось на 8, затем прибавили 9 и оно разделилось на 9. Найти исходное число.


На клетчатой бумаге даны произвольные 100 клеток. Докажите, что из них можно выбрать не меньше 25 клеток, не имеющих общих точек.


На столе лежат монеты одинакового радиуса. Доказать, что найдется монета, касающаяся не более трех других.


Доказать, что n7–n делится на 42 при любом натуральном n.


В таблице 50�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�50 расставлены числа, причем известно, что в любой Т-фигуре из 4 клеток сумма чисел одна и та же. Доказать, что все числа равны.


При каких натуральных n число �EMBED Unknown���делится на 5?


В квадратной таблице 10�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 8�ґ�10 клеток отмечено 9 клеток. Доказать. Что перестановками строк и столбцов можно добиться того, чтобы все отмеченные клетки лежали ниже диагонали таблицы.


Можно ли из 1997 квадратных плиток уложить в замкнутую цепочку так, чтобы соседние плитки имели общую сторону?


