Остатки.


Доказать, что при любом натуральном n	�a) n3+2n делится на 3;	�b) n5+4n делится на 5.


Доказать, что n3-n делится на 24 при любом нечетном n.


A, B, C – натуральные числа, причем A+B+C делится на 6. Докажите, что A3+B3+C3 также делится на 6.


Про семь натуральных чисел известно, что сумма любых шести из них делится на 5. Докажите, что каждое из этих чисел делится на 5.


Докажите, что если p – простое число, большее 3, то p2-1 делится на 24.


Найдите остаток от деления 2100 на 3.


Найдите последнюю цифру числа 12+22+…+992.


Докажите, что сумма N последовательных нечетных чисел при N>1 является составным числом.


 X, Y, Z – натуральные числа, причем X2+Y2=Z2. Докажите, что XY делится на 6 (на 12).


Докажите, что A3+B3+4 не является кубом целого числа ни при каких натуральных A и B.


Малая теорема Ферма


Найти остаток от деления 2100 на 101


Найти остаток от деления 3102 на 101


Найти остаток от деления  8900 на 29


Доказать, что 3003000 – 1 делится на 1001


Доказать, что 7120 делится на 43


Доказать, что число 30239 + 23930 – составное  


Принцип Дирихле (задачи на суммы, задачи на делимость разности). 


Доказать, что из любых n+1 целых чисел можно выбрать два, разность которых делится на n.


Доказать, среди степеней двойки найдутся две, разность которых де�лится на 1000.


Доказать, что среди чисел вида 111…11 есть число, которые делится на 1997.


Доказать, что среди любых пяти натуральных чисел есть несколько, сумма которых делится на 5.


Доказать, что любых n  целых чисел можно выбрать несколько, сумма которых делится на n. 


Доказать, что для любых натуральных a, b, c, d можно найти такие коэффициенты �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a�, �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 12�b�, �SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g�, �SYMBOL 115 \f "Symbol" \s 12�s�  �SYMBOL 206 \f "Symbol" \s 12�О� {0, 1, �1}, не все равные 0, что �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a�a+ �SYMBOL 98 \f "Symbol" \s 12�b�b+�SYMBOL 103 \f "Symbol" \s 12�g�c + �SYMBOL 115 \f "Symbol" \s 12�s�d делится на 11.


Доказать, что среди n (n больше 1) целых чисел можно выбрать не�сколько, сумма квадратов которых делится на n.


Доказать, что из любых 52 целых чисел всегда можно выбрать два числа, сумма или разность которых делится на 100.


 Доказать, что из любых a1, a2 …, an, где n  больше 4, можно выбрать несколько и поставить перед ними знаки + и – так, что их соответст�вующая сумма делится на n2.


Поворот


Пусть при повороте вокруг точки О точки А и В перешли в точки А’ и В’. Докажите, что длины отрезков АВ и А’В’ равны.


Докажите, что отрезок переходит в (равный ему) отрезок.


Докажите, что при повороте прямая переходит в прямую и луч пере�ходит в луч.


При некотором повороте вокруг центра О точка А перешла в точку В,  В  –  в точку С, С  –  в точку D, D  –  в точку А. Доказать, что АВСD  –  квадрат и О  –  центр квадрата.


Через центр квадрата  проведены две перпендикулярные прямые. Докажите, что точки их пересечения со сторонами квадрата являются вершинами другого квадрата.


Постройте равносторонний треугольник ABC так, чтобы его вершины лежали на трех данных параллельных прямых. 


На сторонах квадрата ABCD взяты точки: А’  –  на стороне АВ, В’  –  на стороне BC, C’ –  на стороне CD, D’ –  на стороне DA так, что AA’ = BB’ = CC’ = DD’. Докажите, что A’B’C’D’ – квадрат.


Рассмотрим всевозможные равносторонние треугольники PKM, вер�шины P которых фиксирована, а вершина K лежит в заданном квад�рате. Найдите геометрическое место точек вершин M.


На отрезке AE по одну сторону от него построены равносторонние треугольники ABC  и CDE; точки M и P –  середины отрезков AD  и BE. Докажите, что треугольник  CPM  –  правильный.


В ромбе ABCD  угол B равен 60o.На сторонах BC и CD выбраны точки M и N  так, что CM+CN=AB. Докажите, что треугольник AMN –  правильный.


Центральная симметрия


Докажите, что параллелограмм имеет центр симметрии и, наоборот, если четырехугольник имеет центр симметрии, то этот четырехугольник является параллелограммом.


Вершины параллелограмма принадлежат прямым, содержащим сто�роны другого параллелограмма. Докажите, что центры этих паралле�лограммов совпадают.  


Через точки, которые делят медианы треугольника в отношении 1:2, считая от вершин, проведены прямые, парал�лельные соответственным сторонам данного треугольника. Докажите, что треугольник, образо�ванный этими пря�мыми, равен исходному треугольнику.


В четырехугольнике ABCD угол B равен углу D, а диагональ AC де�лится другой диагональю пополам. Докажите, что ABCD – параллело�грамм.


Точка О – центр параллелограмма ABCD. Докажите, что центры впи�санных окружностей в треугольники AOB, BOC, COD, DOA являются вершинами ромба.


На сторонах параллелограмма вне его построены правильные тре�угольники. Докажите, что их центры являются вершинами параллело�грамма.


На сторонах параллелограмма вне его построены квадраты. Докажите, что их центры являются вершинами квад�рата.


Постройте квадрат, у которого две противоположные вершины лежат на сторонах данного угла, а третья вершина находится в данной точке. Постройте квадрат, если дан его центр и две точки, принадлежащие прямым, которые со�держат две противоположные стороны квадрата.


Окружности S1 и S2 радиуса 1 касаются в точке A; центр O окружности S радиуса 2 принадлежит S1. Окружность S1 касается S в точке B. Дока�жите, что прямая AB проходит через точку пересечения окружностей S2 и S.


Может ли фигура иметь ровно два центра симметрии?


Перенос.


Докажите, что при параллельном переносе окружность переходит в окружность.


Дан треугольник АВС. Точка М, расположенная внутри треугольника, движется параллельно стороне ВС до пересечения со стороной СА, за�тем параллельно АВ до пересечения с ВС, затем параллельно АС до пересечения с АВ и т.д. Докажите, что через некоторое число шагов траектория движения точки замкнется.


Пусть K, L, M и N – середины сторон AB, BC, CD и DA выпуклого четырехугольника ABCD. Докажите, что KM�EMBED Unknown���(BC+AD)/2, причем равенство достигается, только если BC||AD.


В трапеции ABCD BC||AD, М – точка пересечения биссектрис углов А и В, N – точка пересечения биссектрис C и D. Докажите, что 2MN=|AB+CD-BC-AD|.


Постройте четырехугольник ABCD по четырем углам и длинам сто�рон AB=a и CD=b.


Даны непересекающиеся хорды AB и CD окружности. Постройте точку X окружности так, чтобы хорды AX и BX высекали на хорде СD отрезок EF, имеющий заданную длину a.


Постройте параллелограмм, две смежные вершины которого даны, а две другие лежат на данной окружности.


Найдите геометрическое место точек, сумма расстояний от которых до двух данных прямых имеет данную величину.


Гомотетия.


Доказать, что при гомотетии длины отрезков увеличиваются в |k| раз.


Доказать, что центр гомотетии переходит в себя.


Доказать, что прямая переходит в прямую.


Доказать, что окружность переходит в окружность.


Даны две окружности. Сколько существует различных гомотетий, пере�водящих одну из них в другую?


Доказать, что прямая переходит в прямую, себе параллельную.


Доказать, что параллельные прямые переходят в параллельные.


Найти все прямые, переходящие при гомотетии с неединичным коэф�фициентом в себя.


Доказать, что при гомотетии углы сохраняются.


Постройте треугольник по двум углам и периметру.


Впишите в заданный треугольник квадрат так, чтобы его стороны ле�жали на сторонах треугольника.


Внутри произвольного квадрата ABCD взята точка М. Докажите, что середины отрезков MA, MB, MC и MD образуют квадрат.


Докажите, что точки пересечения медиан треугольников, на которые диагонали разби�вают выпуклый четырехугольник, являются верши�нами параллелограмма.


Дан угол и точка внутри него. Построить окружность, касающуюся сторон угла и прохо�дящую через эту точку.


Осевая симметрия.


Двое играющих по очереди выставляют на шахматную доску по слону на свободные поля. Выигрывает тот, после чьего хода окажутся поби�тыми все поля. Кто выигрывает при правильной игре?


Длины отрезков и углы между прямыми линиями сохраняются, пря�мая линия в прямую линию, окружность при осевой симметрии пере�ходит в окружность.


Докажите, что для двух непараллельных симметричных прямых ось симметрии является биссектрисой.


Четырехугольник имеет ось симметрии. Докажите, что он либо равно�бочная трапеция, либо симметричен относительно диагонали.


Пусть прямые l и m  параллельны. Тогда Sl �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 7.5�°�Sm=T2a – параллельный перенос, причем вектор a перпендикулярен обеим прямым, направлен от m к l, а длина его равна расстоянию между прямыми.


Пусть прямые l и m непараллельные и пересекаются в точке О. Дока�жите, что тогда Sl �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 7.5�°�Sm – поворот вокруг точки О. Найдите величину угла поворота.


На биссектрисе внешнего угла C треугольника ABC взята точка M. Доказать, что MA+MB�SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 7.5�і�CA+CB, причем равенство достигается только в точке M=C.


Точка M лежит на диаметре AB окружности. Хорда CD проходит через M и пересекает AB под углом 450. Докажите, что сумма CM2+DM2 не зависит от выбора точки M.


Построить четырехугольник ABCD по четырем сторонам, если из�вестно, что диагональ AC это биссектриса угла A.


Постройте треугольник АВС по сторонам ВС, АС и разности углов А и В.





Дан угол АВС и прямая l. Постройте прямую, параллельную l, на которой стороны угла АВС высекают отрезок данной длины а.


Построить равносторонний треугольник так, чтобы его вершины находились на трех данных концентрических окружностях.


Через центр правильного треугольника проведены две прямые, кото�рые пересекаются под углом 600. Докажите, что стороны треугольника отсекают на этих прямых равные отрезки.


Даны угол АВС и точка D внутри его. Постройте отрезок с концами на сторонах данного угла, середина которого находилась бы в точке D.


Даны угол и внутри его точки А и В. Постройте параллелограмм, для которого А и В – противоположные вершины, а две другие вершины лежат на сторонах угла.


Постройте четырехугольник ABCD в который можно вписать окруж�ность, зная длины соседних сторон AB и AD и углы при вершинах B и D.


На сторонах ВС и СD квадрата ABCD взяты точки М и К соответст�венно, причем �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Р�ВАМ=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 12�Р�МАК . Докажите, что ВМ+КD=АК.


В треугольнике АВС проведены медиана СМ и высота СН. Прямые, проведенные через произвольную точку Р плоскости перпендикулярно СА, СМ и СВ пересекают прямую СН в точках А1, М1 и В1. Докажите, что А1М1=В1М1.


Пусть О – центр вписанной окружности треугольника АВС, D – точка касания ее со стороной АС, В1 – середина стороны АС. Докажите, что прямая В1О делит отрезок BD пополам.


Впишите в треугольник две равные окружности, каждая из которых касается двух сторон треугольника и другой окружности.


