Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.


Производящие функции и возвратные последовательности.


Определение. Пусть a0, a1, …, an, … - последовательность действительных чисел. Бесконечная сумма �EMBED Unknown���называется производящей функцией (п.ф.) для последовательности (an).


Пример. (1+x)n=�EMBED Unknown���есть производящая функция для последовательности �EMBED Unknown���, если считать�EMBED Unknown���=0 при k>n.


Операции над п.ф. соответствуют некоторым операциям с последовательностями. Пусть�EMBED Unknown���- п.ф. для (an), �EMBED Unknown���- п.ф. для (bn).


Операция сдвига: докажите, что xkA – п.ф. для 0, …, 0, a0, a1, a2, … (k нулей).


Операция сложения: A+B есть п.ф. для (an+bn). 


Операция “дельта”: докажите, что (1-x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�A есть п.ф. для (an - an-1). “Дельта” – последовательно выполненные сдвиг и вычитание из исходной последовательности.


Докажите, что п.ф. для 1, 1, 1, … есть �EMBED Unknown���.


Операция “сигма”: докажите, что E�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�A - п.ф. для a0, a0 + a1, a0 + a1+ a2, …. Докажите, что �EMBED Unknown��� - п.ф. для 1, 2, 3, … 


Операции “дельта” и “сигма” взаимно обратны: последовательное умножение A на (1-x) и на E ничего не меняет.


Умножение: докажите , что AB есть п.ф. для cn=a0bn+ a1bn-1+…+ anb1. Применив это к равенству (1+x)m(1+x)n=(1+x)m+n, докажите, что �EMBED Unknown���.


Умножение на число: �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�A есть п.ф. для (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�an).


Умножение на геометрическую прогрессию: A (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�x) есть п.ф. для (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�n �SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч�an). В частности, п.ф. для геометрической прогрессии со знаменателем �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a� это �EMBED Unknown���.


Определение. Полиномиальной последовательностью (ПП) многочлена Pk(x) степени k называется посл-сть an = Pk(n).


Будем решать задачу нахождения п.ф. для ПП многочлена порядка k. Для k=0 Pk(x)=const=�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a� и п.ф. - �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�E. 


Решите задачу  для k=1, т.е. когда P – линейная функция. В частности, для последовательности 1, 3, 5, 7, … п.ф. будет �EMBED Unknown���.


Докажите, что операция “дельта”, примененная к Pk(n) даст многочлен степени k-1, т.е. �EMBED Unknown���. В частности, n2 – (n-1)2 = 2n – 1.


Т.о., задача поиска п.ф. для Pk(x) свелась к нахождению п.ф. для Qk-1(x) и последующему применению операции “сигма”.


Докажите, что п.ф. для квадратов: 1, 4, 9, … есть �EMBED Unknown���.


Докажите по индукции, что п.ф. для Pk(n) есть �EMBED Unknown���, где Rk(x) – многочлен степени не выше k.


Обратно, любая функция вида �EMBED Unknown��� задает посл-сть значений многочлена степени k в целых точках. Докажем это.


Многочлен степени n не может иметь больше n корней.


Многочлен степени n однозначно определяется своими значениями в n+1 точке.


Пусть �EMBED Unknown��� . Тогда c0 = F0(0). Положим �EMBED Unknown��� , тогда   c1 = F1(0). Продолжая дальше, полагаем �EMBED Unknown��� и ci  = Fi(0). На каждом шаге уменьшается порядок числителя функций Fi, так что на k+1-м шаге мы получим Fk+1=0. Для найденных чисел ci мы можем построить многочлен P(x),  такой что P( i ) = ci для i = 0, …, k-1 (интерполяционный многочлен Лагранжа). ПП многочлена P(x) имеет  п.ф. �EMBED Unknown���, где R�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 10�ў�k(x) – многочлен степени не выше k. Рассмотрим разность �EMBED Unknown���. В сумме слева первые k слагаемых – нулевые, т.к. P( i ) = ci. Левая часть делится на xk, в числителе же правой части стоит многочлен степени не выше k. Такое бывает только когда Rk(x) - R�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 10�ў�k(x) = 0, т.е. S=S�SYMBOL 162 \f "Symbol" \s 10�ў�. 


Следствие. Рассмотрим многочлен P(x)=xn. П.ф. для последовательности (*) 1n, 2n, … имеет вид: �EMBED Unknown���. Посл-сть 1n, 1n + 2n, 1n + 2n + 3n, … получается из (*) операцией “сигма”. Докажите, что 1n + 2n + …+mn=Qn+1(m), где Qn+1(m) – многочлен порядка n+1.


Пусть �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a� - число, а Pn(x) – многочлен. ПП P(x) имеет п.ф. �EMBED Unknown���. Докажите, что  для  последовательности bk =  Pn(k)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч��SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�k п.ф. будет �EMBED Unknown���,где Tn(x) = Rn(�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�x) - многочлен.


Определение. Функция вида Pn(x)�SYMBOL 215 \f "Symbol" \s 10�Ч��SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�x называется псевдомногочленом со знаменателем �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�.


Мы доказали теорему: для того, чтобы посл-сть (an) представлялась значениями псевдомногочлена со знаменателем �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a� необходимо и достаточно, чтобы ее п.ф. записывалась в виде �EMBED Unknown���.


Определение: последовательность (an) называется рекуррентной или возвратной порядка k (ВП), если при всех n�SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 10�і�k�EMBED Unknown���(&)�EMBED Unknown���, где �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�i – фиксированные числа.


Пример: последовательность Фибоначчи un = un-1+ un-2.


Определение возвратной посл-ти легко выразить на языке п.ф. Пусть F – п.ф. для ВП (an). Сдвинем посл. (an) на 1, 2, …, k  и умножим соответственно на  �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�1, �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�2, …, �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�k. Сложив k полученных функций, получим согласно (&), что при xn стоит коэффициент an, когда n>k. Про первые k коэффициентов сказать что-либо трудно, но достаточно знать, что начальный кусок суммы в k слагаемых образует многочлен степени k. Итак, (�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�1xF + �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�2x2F + … + �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 10�a�kxkF) = F - Pk, откуда получаем (@)�EMBED Unknown���. 


Докажите, что �EMBED Unknown��� - производящая функция для чисел Фибоначчи.


Обратно, если дана функция F вида (@), то она задает























�EMBED Unknown���





Докажите, что �EMBED Unknown���


Докажите, что �EMBED Unknown���.


Дана возвратная последовательность:; a0, a1, … ,ak-1 заданы. Докажите, что производящая функция F(x)=�EMBED Unknown���, где Pk-1(x) -  многочлен порядка k-1, определяемый начальными членами.


Пусть �EMBED Unknown���, где P(x) и Q(x) – многочлены, причем Q(x)=(x-a1) (x-a2)… (x-an), и все числа ai – различны. Докажите, что  �EMBED Unknown���, где �EMBED Unknown���, �EMBED Unknown��� означает пропуск . Дроби вида �EMBED Unknown��� называются простейшими. 


Пусть уравнение 1 - �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a�1x - �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a�2x2 - … - �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a�kxk = 0 имеет корни a1, a2, …, ak, причем все они различны. Разложите F(x) в сумму простейших дробей.


Представьте F(x) в виде суммы п.ф. для k геометрических прогрессий. Каковы знаменатели этих прогрессий? Корнями какого многочлена они являются? 


Многочлен �SYMBOL 99 \f "Symbol" \s 12�c�(x)=xk- �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a�1xk-1 - �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a�2xk-2 - … - �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 12�a�k называетя характеристическим многочленом данной возвратной последовательности.


Докажите, что сумма геометрических прогрессий есть возвратная последовательность..


