Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области�Вишкиль, 4-28.VII.97


АРИФМЕТИЧЕСКИЕ  ФУНКЦИИ


НАПОМИНАНИЕ Любое число раскладывается в произведение простых множителей единственным образом с точностью до порядка сомножителей. Это утверждение называется основной теоремой арифметики. Для этого разложения удобно использовать следующую запись: � EMBED Equation.2  ���, где pi - различные простые числа.


 НАЗИДАНИЕ Функция - это правило, сопоставляющее элементу одного множества элемент другого или того же самого множества. Функции - это и геометрические преобразования, сопоставляющие каждой точке плоскости точку плоскости, и перестановки, сопоставляющие каждому элементу конечного множества, элементы того же множества. Арифметические функции сопоставляют каждому натуральному числу целое число, а процедура их вычисления для конкретного натурального числа как-то связана с  процедурой разложения этого числа на простые множители. Более точного определения у нас не будет.  Мы рассмотрим две функции d(n) и ((n), а также бесконечное множество функций, которые будем называть p-показателями . Для каждого простого числа p у нас будет свой p- показатель.


Задачи о числе и сумме делителей


1. Найти количество различных делителей числа, являющегося степенью простого.


2. Найти количество различных делителей произвольного натурального числа  � EMBED Equation.2  ���. (Эту величину обозначают d(n)).


3.Какие натуральные числа имеют нечётное число делителей ? 


4.Найти все натуральные числа, которые делятся на 18 и имеют:


                              ровно 14 различных делителей;


                              ровно 17 различных делителей;  


                          ровно 15 различных делителей.


5. Найти все простые числа p, для которых d(p2+11)=6.  


6. Найти сумму всех различных делителей:


                 числа, являющегося степенью простого;


                 числа 1000;


                 числа, имеющего ровно 2 различных простых делителя n=p( q ( ;


                 произвольного натурального числа � EMBED Equation.2  ���. (Эту величину  обозначают  ((n).) 


7. У каких натуральных чисел сумма всех делителей нечётна?


8. Доказать, что функции d(n) и ((n) обладают следующим свойством (оно называется мультипликативностью): если числа m, n взаимно просты, то d(n) d(m) = d(nm) и ((mn)= ((m) ((n). Останется ли это утверждение верным, если рассматривать не взаимно простые, а произвольные числа m, n?





ОПРЕДЕЛЕНИЕ Показатель степени, с которым простое число p входит в разложение натурального числа n на простые множители, называется p-показателем этого числа. 





Задачи о p- показателе натурального числа.


9. Доказать, что при умножении p-показатели складываются, а при делении вычитаются.


10.Доказать, что p-показатель суммы двух натуральных  чисел с различными -p-показателями, равен наименьшему из них.


ЗАДАЧИ


1. На сколько нулей кончается число: 30!; n! для произвольного натурального n ?


2. Найти p-показатель числа n!.(Для записи удобно использовать обозначение [x] для целой части числа x.)


3.Найти число двоек в разложении на простые множители числа (n+1)(n+2)...(2n-1)2n.


4.Доказать, что число n!  не делится на 2n .


5.Доказать, что число 1/2 + 1/3 +...+ 1/n не может быть целым.


6. Доказать, что число 1/3 + 1/5 + 1/7 + ...+ 1/(2n+1) не может быть целым.


7. Доказать,  что произведение n последовательных натуральных чисел делится на n! .


8. Доказать, что (n!)! делится на (n!)(n-1)!.


9. Доказать, что дробь � EMBED Equation.2  ��� есть целое число, если n ( a+b+...+c.


10. Делится ли на 7 число � EMBED Equation.2  ��� ?


11. Доказать, что после сокращения дроби � EMBED Equation.2  ��� в знаменателе останется степень двойки.


15.Пусть натуральные числа a,b,c,d подобраны так, каждое из чисел ac, bd, bc+ ad делится на некоторое натуральное число x. Доказать, что оба слагаемых bc и ad тоже делятся на x.





Описание чётных совершенных чисел.


   Натуральное число n называется совершенным, если оно равно сумме всех своих делителей (не включая единицу и само себя). Это условие удобно записывать так (( (  ( ( ((. Самые маленькие совершенные числа - 6 и 28 (проверьте!). Существуют ли нечётные совершенные числа - неизвестно, а все чётные совершенные числа мы сейчас опишем  т.е. получим для них общую формулу. Чётное число можно и очень удобно рассматривать в виде 2 n N, где n  - произвольное натуральное число, а N - нечётное. Работая с такой записью числа, мы не забудем, что оно чётное.


ЗАДАЧИ


1.Пусть чётное число 2 n N совершенно. Тогда  N  делится на 2n+1(1 без остатка. 


2. Пусть чётное число 2 n N совершенно. Тогда  N  не имеет других делителей кроме 1 и 2n+1(1.


3. Чётное число 2 n N совершенно тогда и только тогда, когда N = 2n+1(1 и является простым.


4.Найти ещё два совершенных числа.


5. Найти все натуральные числа, равные произведению всех своих делителей кроме самого себя.





Строки треугольника Паскаля, состоящие из нечётных чисел.


1. Найти две строки треугольника Паскаля, состоящие только из нечётных чисел.


2. Доказать, что � EMBED Equation.2  ���нечётно при n = 2k(1 и произвольном m.


3. Доказать, что строка треугольника Паскаля с номером n содержит только нечётные числа тогда и только тогда, когда число n на 1 меньше некоторой степени двойки.


4. В некоторой точке прямой находится частица. Каждую секунду она делится пополам, а её половинки расходятся на расстояние 1 см то прежнего положения. За следующую секунду две образовавшиеся частицы снова делятся и т.д.. при столкновении две частицы уничтожаются. Сколько частиц будет на прямой через 1023 секунды ? 





