Комбинаторика.





	1. Сколькими способами можно зажечь свет в нашем классе? (в классе 3 лампочки).


	Ответ: 8. Обсуждение решения: а) прямой подсчет -перебор возможных способов; упорядочение перебора - то есть суммирование 1+3+3+1=8; б) рассмотрение ситуации по отдельности для каждой лампочки - либо "вкл", либо "выкл"; правило произведения: 2х2х2=8; графическое отображение в виде графа с кратными дугами и в виде дерева перебора; соответствие между листьями дерева перебора и 3-значными двоичными числами.


	2. а) В магазине "Все для чая" продаются 5 разных чашек и 3 разных блюдца. Сколькими способами можно купить там набор "чашка + блюдце"? 


Ответ: по правилу произведения получаем 5х3=15.


б) В тот же магазин завезли еще 4 вида чайных ложек. Сколькими способами можно купить комплект "чашка + блюдце + ложка"?


	Ответ: 5х3х4=60.





	Анекдот о выливании воды из чайника. 


	Мораль: очень часто и в самом деле полезно свести задачу к предыдущей. В рассмотренной задаче можно было вместо двух умножений написать одно: 15*4, где 15 - ответ в задаче а). Кроме упрощения вычислений, это еще дает такую идею: так можно сводить комбинаторные задачи, которые кажутся сложными, к более простым 


в) Известно, что одна из чашек, одно из блюдец и одна из ложек - золотые. Сколькими способами можно купить набор из 3-х различных предметов, в котором


	в1) нет золотых предметов?


	в2) 1 золотой предмет?


в3) 2 золотых предмета? в4) 3 золотых предмета? 


Ответы и обсуждение: 


в1) считаем количество не-золотых предметов: 4 чашки,  2 блюдца, 3 ложки. По правилу произведения получаем 4х2х3=24.


	в2) подметим, что 1 золотой предмет - либо чашка, либо ложка, либо блюдце. Если это чашка, то имеем 1х2х3=6 способов, если это блюдце, то число способов равно 4х1х3=12, наконец, для ложки получаем 4х2х1=8 способов. Итого - 26.


	в3) возможны 2 разумных перебора - либо по парам золотых предметов ("чашка + блюдце", "чашка + ложка", "ложка + блюдце"), либо перебор не-золотых предметов. При обоих подходах получаем 1х1х3 + 1х2х1 + 4х1х1 = 9 способов.


	После задач в2) и в3) формулируем правило суммы и когда им  надо пользоваться.


в4) 1 способ. (=1х1х1). Усложняем задачу ученикам: как получить ответ другим способом? Вот этот способ: так как всего возможностей 60 (см. задачу б)), а в задачах в1)-в3) были найдены 24+26+9=59 из них, то на долю задачи в4) остался последний, единственный, способ. Обращаем внимание школьников на необязательность, но желательность проверки равенства 60=24+26+9+1 при самостоятельном решении подобных задач.


	г) Сколькими способами в магазине можно купить комплект из двух предметов?


	Ответ: по правилу суммы - 5х3 + 5х4 + 3х4 = 47 способов.


	д) сколькими способами можно купить комплект из 1 предмета? Ответ: 5+4+3 = 12.


	е) Ясно, что "купить 0 предметов" можно единственным способом.


	Каков смысл равенства 1+12+47+60=6*4*5 ?


	Ответ: смысл состоит в том, что мы добавляем для каждого предмета еще одну возможность - либо покупать его, либо нет. Это значит, что мы как бы вводим шестую "липовую чашку", четвертое "липовое блюдце" и пятую "липовую ложку". Если выбран "липовый" предмет, это означает, что мы данный вид посуды просто не покупаем. Но теперь есть всего 6*4*5 способов выбрать набор из 3-х предметов (некоторые из которых будут липовыми), а сумма слева представляет собой разбиение на случаи "0 липовых", "1 липовый", "2 липовых", "3 липовых".


	3. Сколько существует двузначных чисел (возможно, начинающихся с нуля), в записи которых есть четная цифра?


	Ответ: правило суммы и правило произведения дают нам 5х5 + 5х10=75 таких чисел (5х10 - это произведение кол-ва четных чисел в каждом десятке на общее число десятков; 5х5 - произведение кол-ва четных десятков на кол-во нечетных чисел в каждом из них). Однако после этого решения школьники находят и другое: подсчитать, сколько есть двузначных чисел, в записи которых нет четных цифр. Ответ: 5х5=25. Теперь ответ в исходной задаче находится простым вычитанием: 100-25=75.


	Комментарий: формулируется метод решения - переход от задачи "3" к задаче "не-3" и связанное с этим методом правило вычитания.


	4. Сколько существует 10-значных чисел, в записи которых есть единицы?


	Решение: переходим к задаче "не-4", находим в ней ответ по правилу произведения : 9**10. Возвращаясь к задаче 4, получаем в ней ответ 10**10 - 9**10.


	Комментарий: после этого школьникам предложено поискать, как можно было бы решать задачу 4, не переходя к "дополнению", то есть к "не-4". Это приводит их к перебору "либо есть 10 единиц, либо их 9, либо 8, ... либо 1". Случай 10 единиц тривиален. Для 9 единиц школьники находят ответ по правилу произведения: 9*10=90. Но уже для 8 единиц все не так просто, и это им демонстрируется: возможностей для выбора цифры не-единицы всегда есть 9, но если это первая такая цифра, то она может быть поставлена на место в любом из 10 разрядов, а для второй выбираемой цифры свободных разрядов осталось только 9. Итак, ответ для 8 единиц - 10*9**3=7290. Школьникам предлагается подумать над продолжением решения для меньшего количества единиц.


	5. а) В алфавите племени Мумбо-Юмбо 4 буквы: А,В,Х,У. Сколько различных трехбуквенных слов есть в мумбо-юмбском словаре? (Словом называется любая последовательность букв алфавита).


	Ответ: 4**3;


	б) Сколько различных двухбуквенных слов?


	Ответ: 4**2;


	в) Сколько слов из не более чем четырех букв?


	Ответ: 4 + 4**2 + 4**3 + 4**4;


	г) Сколько есть трехбуквенных слов, буквы в которых не повторяются?


	Ответ + обсуждение + дерево: 4*3*2.


	д) А сколько таких 5-буквенных слов?


	Ответ: по принципу Дирихле - 0.


	е) Племена Мумбо-Юмбо и Юмбо-Мумбо объединились. В результате слияния в алфавите теперь 8 букв. Сколько существует различных 8-буквенных слов с неповторяющимися буквами?


	Ответ: 8! := 8*7*6*5*4*3*2*1





	Аналогичная задача для алфавита из n букв дает n!; по определению считаем, что 0!=1.


	ж) Сколько существует k-буквенных слов, состоящих из различных букв, если всего в алфавите n букв?


	Ответ: A(n,k):= n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1)


(подробно обсуждалось вычисление последнего множителя).


Это называется "число размещений из n по k", читается "А из эн по ка". Если n=k, то говорят о перестановках из n элементов, и тогда искомое число обозначают P(n)(P(n)=n!). При этом неважно, какие именно элементы переставляются (обсуждается мысль о том, что можно перенумеровать элементы любого рода и переставлять, таким образом, числа от 1 до n).


	Блиц-опрос: школьникам предлагаются одна за другой десять задач и формулируются три уровня выдачи ответа: уровень 1 - "А из ... по ...", уровень 2 - "столько-то умножить на столько-то и умножить на столько-то", уровень 3 - конечный результат (произведение). Идея: все уровни взаимозаменяемы, а в задачах не всегда нужно просчитывать все до конца.





	6. Задачи о словах.


	а) сколько различных "слов" (то есть различных буквосочетаний) можно получить перестановками букв в слове ВЕКТОР ?


	б) то же для слова РАЗГИЛЬДЯЙСТВО ?


	в)* то же для слова ЛИНИЯ (внимание! впервые появились перестановки с повторениями)


	г) то же для слова СЕКРЕТ


	д) ПАРАБОЛА


	е) БИССЕКТРИСА


	ж) самостоятельные задания по вариантам -


	вар.1 МАТЕМАТИКА


	вар.2 АББРЕВИАТУРА


	вар.3 АБРАКАДАБРА


	Анекдот: Едут в поезде двое математиков и смотрят в окно. Там мирно пасется огромное стадо коз. Один говорит другому: "Здесь 1462 козы". "Как ты их сумел сосчитать?" - удивляется тот. "Очень просто: я сосчитал ноги и поделил их число на 4". Задача: а что, если бы там были не козы, а куры? (ответ: было бы еще проще - нужно было бы делить всего на 2.


	В конце подробно обсуждена формула для числа перестановок с повторениями и более общая идея - деление на "число ног". Применение этой идеи названо "правилом деления".


	7. Другие интерпретации комбинаторных задач.


	а) В стране 20 городов, между каждыми двумя есть авиалиния. Сколько в стране авиалиний?


(Идея: у каждого отрезка-авиалинии ровно 2 "ноги" - концы этого отрезка. Считаем ноги и делим на 2.)


	б) Сколько диагоналей в 20-угольнике?


	в) Сколькими способами можно составить бусы из 13 бусин? (У бус 13 ног: одним и тем же бусам соответствует 13 разных перестановок бусин, если их разорвать в некотором месте).


	г) то же, если бусы можно еще и переворачивать (число ног удвоилось).


	д)** Пусть есть бусины пяти цветов, причем число бусин каждого цвета не ограничено. Сколько различных бус длины 3,5,7,11 и т.д. можно составить?


	Решение: есть разные типы бус - те, в которых есть бусины только одного цвета, и те, в которых цвета хотя бы двух бусин различны. Бус первого типа всего 5 - столько же, сколько цветов. Всего - 5**n, где n - длина бус. Итого бус второго типа имеется 5**n - 5. Каждым бусам 2-го типа соответствует n различных перестановок! (здесь очень важно, чтобы школьники на примерах при n=3 и n=5 "пощупали", что все перестановки различны, а на контрпримере для n=4 поняли, что здесь важна простота числа n). Итак, при всех простых значениях n число 5**n-5 делится нацело на n, ибо частное от этого деления - число различных бус - есть целое число! Заменим здесь 5 на произвольное a, ибо никакой особой роли пятерка не играет. Полученное утверждение - малая теорема Ферма.


	11. Сколько есть перестановок чисел 1,2,3,...,9, в которых:


	а) цифра 1 стоит на своем месте?


	б) цифра k стоит на k-м месте?


	Ответ: 8!


	в) цифры 4 и 8 стоят на своих местах?


	Внимание:  такое  условие требует уточнения, а без оного допускает двоякое понимание: "4 стоит на 4-м месте, а 8 - на 8-м" и "цифры  4 и 8 занимают  4-е  и 8-е  места".  Во втором  случае  число способов  вдвое больше.


	г) цифра 1 не стоит на 1-м месте?


	9! - 8! = 8*8!


	д) хотя бы одна из цифр 1 и 2 не стоит на свое месте?


	Идея первого подхода к решению : рисуем круги Эйлера: "1 на месте" и "2 на месте". Разбираемся, что искомое множество - все перестановки без пересечения кругов. Теперь ясно, что нужно решать дополнительную задачу (не-11д): "ни одна из цифр 1 и 2 не стоит на месте".


	Ответ: 9! - 7!


	е) хотя бы одна из цифр не стоит на месте?


	9! - 1.


	ж) цифры 1 и 2 стоят рядом?


	8!*2


	з) цифры 1 и 2 не стоят рядом?


	9! - 8!*2 = 8!*7


	и) сумма номеров мест, на которых стоят цифры 1 и 2, равна 7?


	Идея: места 1+6 или 2+5 или 3+4. Ответ: 7!*6


	й) все четные цифры стоят на четных местах?


	5!*4!


	к) произведение номеров мест цифр 8 и 9 равно 12?


	места 2*6, 4*3. Ответ: 7!*4.


	л) из цифр 1,2,3 только одна на своем месте?


Идея: снова круги Эйлера и подсчет элементов в них, начиная с области, общей для трех кругов.


	Ответ: 3*(8!-6!-2*(7!-6!))=6!*129.


	м) из цифр 1,2,3 ровно две на своих местах?


	Ответ: 3*(7!-6!)


	н)* Ни одна цифра не на своем месте?


	Чтобы решить эту задачу, школьникам было предложено решить ту же задачу для меньшего числа элементов (3,4,5,...). Попытки сделать это привели к тому, что для маленьких значений все было подсчитано вручную, а для больших все уперлось в подсчет числа сочетаний и застопорилось.


	о)* Все перестановки выписали по порядку. Какая перестановка будет следующей за указанной?


123456789 -> ?


315264978 -> ?


315269874 -> ?


315298764 -> ?


	п) какая перестановка будет предшествовать указанной: 


? -> 987654321


? -> 746213589


? -> 716234589


	Игра "Определитель".


	Двое играют в такую игру: цифры от 1 до 9 вписывают по очереди в клетки квадрата 3*3. Каждую цифру можно использовать только один раз. После того, как все 9 цифр вписаны, 1-й игрок подсчитывает произведения в каждой строке и складывает их, а второй игрок находит произведения по столбцам и суммирует их. Выигрывает тот, чья сумма больше. 


	а) сколько конечных позиций в игре "Определитель"? 


	б) сколько различных партий может быть в этой игре? 


	в)* каких конечных позиций больше - с выигрышем первого или с выигрышем 2-го игрока?


	12. N=2*3*5*7*11*13*17*19*23. Сколько есть делителей  числа  N, в разложение которых на простые множители входит


	- ровно 2 простых числа?


	- ровно 3 простых числа?


	- ровно 5 простых чисел? 





	Выражение A(n,k)/k! обозначают C(n,k) и говорят о числе сочетаний из n элементов по k. Справедлива формула:


C(n,k)= n!/(k!*(n-k)!)


	Внимание! До поры до времени термин "биномиальные коэффициенты" не употреблять!


	13. В компании 13 человек, у которых есть 4 билета в кино. Сколькими способами можно выбрать тех, кто пойдет в кино?


	14. Сколькими способами можно выбрать 3 шара из 13?


	Комментарий: сочетания возникают всякий раз, когда в задаче о выборе предметов порядок выбора не имеет значения.


	15. Сколько есть способов выпадения 6 шаров в "Спортлото 6 из 45"? 


	16. Докажите, что C(n,k) = C (n,n-k) (решение 1 - комбинаторное, решение 2 - из формулы)


	17. Докажите, что


C(n,k) = C(n-1,k) + C(n-1,k-1).


(решение 1 - из формулы, домашнее задание - поискать комбинаторное решение).


	11 (продолжение комбинаторного алфавита):


	т) Назовем цифры от 1 до 4 маленькими, а цифры от 5 до 9 - большими. Сколько есть 9-значных чисел, в записи которых 1 маленькая и 8 больших цифр?


	Ответ: 4*58


	у) Сколько есть чисел, в записи которых ровно 2 маленьких  и 7 больших цифр? 3 маленьких и 6 больших?


	Ответ: C(9,2)*42*57 и C(9,3)*43*56


	ф) Что такое


С(9,0)*40*59 + С(9,1)*41*58 + ... + С(9,9)*49*50 ?


Ответ: это  подсчитанное таким образом количество всех возможных 9-значных чисел. Иначе говоря, эта сумма равна 99 .


	х) Теперь пусть имеется X маленьких букв в алфавите и Y больших букв. Каков смысл аналогичной суммы


	Ответ: опять-таки, это кол-во 9-буквенных слов, иначе говоря, эта сумма должна быть равна (X+Y)9.





