Билет 1


Определение вектора. Коллинеарные векторы. Равные векторы.


     Записать с помощью векторов следующие утверждения.


а) Точка С лежит на прямой АВ;


б) Точка М делит отрезок АВ в отношении АМ:МВ=m : n;


в) ABCD – параллелограмм (предполагается, что точки не лежат на одной прямой).


Докажите, что делители нуля существуют только в арифметиках с составным показателем и что в таких арифметиках они существуют всегда.


Дан угол и точка внутри него. Построить отрезок с концами на сторонах данного угла, середина которого находилась бы в данной точке.


Докажите, что модуль суммы n слагаемых не превосходит суммы их модулей.














Билет 2


Вектор противоположный данному. Нулевой вектор. Операции над векторами, их геометрический смысл. 


Пусть точка М делит отрезок АВ в отношении m : n. Доказать, что для произвольной точки О верно �EMBED Unknown���.


Дайте определение сравнимости двух целых чисел по модулю натурального числа. Сформулируйте свойства сравнений и докажите какие-либо 3 из них.


Доказать критерий принадлежности точек А, В, С и D одной окружности:


если точки С и D лежат по разные стороны от прямой АВ, то �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�АСВ+�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�АDВ=1800;


если точки С и D лежат по одну сторону от прямой АВ, то �SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�АСВ=�SYMBOL 208 \f "Symbol" \s 10�Р�АDВ.


Докажите, что любой связный граф, содержащий только четные вершины, распадается на циклы.

















Билет 3


Свойства сложения векторов и умножения вектора на число. Лемма о трапеции.


Граф: вершины, ребра графа. Степень вершины. Пути в графе: простой путь, длина пути, цикл. Связный граф. Задача о четности числа нечетных вершин произвольного графа.


Доказать, что 43101 + 23101 делится на 66.


Дан угол АВС и прямая а. Построить прямую, параллельную прямой а, на которой стороны угла высекают отрезок данной длины d.








Билет 4.


Движение. Виды движений плоскости. Инварианты параллельного переноса и поворота.


Дайте определение операций сложения, вычитания и умножения в арифметике остатков с показателем n. Сформулируйте свойства этих операций и докажите какие-либо 3 из них.


Найдите количество решений уравнения x1 + x2 +...+ xk = n , в целых неотрицательных числах, если n — натуральное.


Доказать, что центр масс четырехугольника, в вершинах которого расположены одинаковые массы – точка пересечения средних линий.




















Билет 5


Движение. Виды движений плоскости. Инварианты осевой симметрии.


Решите сравнение ax �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 10�є� b(mod n) в общем виде.


По кругу расставлены 8 чисел: семь единиц и одна минус 1. Разрешается любые подряд идущие 4 числа умножить на –1. Можно ли таким образом добиться, чтобы все числа стали равны 1?


Две шайки гангстеров охотятся друг за другом. Каждый гангстер охотится ровно за одним врагом и за каждым гангстером охотится не более одного врага. В некоторый момент главарь одной из банд обнаружил, что не за всеми врагами охотятся. Докажите, что количество гангстеров в каждой банде бесконечно.




















Билет 6


Чему равна композиция двух осевых симметрий 


а) с параллельными осями; б) с пересекающимися осями.


Две реализации алгоритма Евклида: через вычитание и через деление с остатком.


В стране Лилипутии 30 городов. Каждый город соединен с каждым авиалинией. После того, как в Лилипутии произошла революция, экономика страны пришла в упадок, и для сбережения народных средств было решено некоторые авиалинии закрыть. Какое максимальное число линий можно закрыть, чтобы связь между городами сохранилась?


ABCD – выпуклый четырехугольник, M и N середины сторон AB и CD соответственно. Доказать: �EMBED Unknown���.


Билет 7


Понятие материальной точки, имеющей “вес”. “Правило рычага”: d1m1=d2m2, центр масс двух точек. Центр масс трех точек а) с одинаковой массой; б) с различными массами. Центр масс системы материальных точек.


Докажите теорему:


Если НОД(a, b) = d, то существуют такие целые u и v, что au+bv = d.


В стране Лилипутии N  городов, каждые два соединены дорогой. При этом дороги сходятся только в городах (нет перекрестков, одна дорога поднята эстакадой над другой). Злой волшебник Северин установил на всех дорогах одностороннее движение таким образом, что если из города можно выехать, то в него нельзя вернуться. Доказать, что а) волшебник может это сделать; б) король Лилипутии может найти путь, обходящий все города.


Построить множество точек, из которых данный отрезок виден под данным углом.

















Билет 8


Доказать: Точка Z является центром масс системы м.т. тогда и только тогда, когда для любой точки О выполняется: �EMBED Unknown���.


Докажите, что если остаток a — делитель нуля, то не существует такого остатка b, что a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�b = 1, в данной арифметике.


Докажите, что в треугольнике Паскаля сумма чисел в строке с номером n равна 2n.


Построить квадрат так, чтобы три его вершины лежали на трех данных параллельных прямых.























Билет 9


Доказать: Если всю массу некоторой подсистемы данной системы м.т. сосредоточить в центре С, то центр масс всей системы не изменится.


Определение �EMBED Unknown���. Построение треугольника Паскаля. Его связь с биномиальными коэффициентами �EMBED Unknown���.


Решите сравнение: 11x �SYMBOL 186 \f "Symbol" \s 12�є� 4(mod 7).


Четырехугольник имеет ось симметрии. Докажите, что он либо равнобочная трапеция, либо симметричен относительно диагонали.





Билет 10


Доказать: Центр масс любой системы м.т. существует и единственен.


Дерево, висячая вершина. Докажите лемму о висячей вершине. Докажите, что в любом дереве выполняется соотношение: вершины – ребра = 1.


Т.ч.


Точка М – медиана треугольника АВС. Доказать, что для произвольной точки О верно �EMBED Unknown���.





























Билет 11


Чему равна композиция двух поворотов а) с одним центром; б) с различными центрами.


Докажите, что если остаток a — не делитель нуля, то всегда существует единственный остаток b такой, что a�SYMBOL 180 \f "Symbol" \s 10�ґ�b = 1, в данной арифметике.


Доказать, что при удалении любого ребра из дерева получится несвязный граф.


В вершинах A, B, C и D параллелограмма ABCD помещены массы m1, m2, m3 и m4 такие, что центр параллелограмма является его ц.м. Доказать, что m1= m3 и m2= m4.




















Билет 12


Множество, мощность множества. Произведение множеств. Пусть Аk(М) – множество размещений из множества М. Показать, что: 


а) |Ak(M)|=(m-k+1)|Ak-1(M)|;


б) |Ak(M)|=(m-k+1)(m-k+2)...(m-1)m;


Докажите, что (p-1)!+1 делится на p тогда и только тогда, когда p — простое число.


В таблице 3х3 угловая клетка закрашена черным цветом, остальные клетки белые. Разрешается перекрашивать все клетки какого-либо столбца или строки в противоположный цвет. Можно ли с помощью нескольких таких операций сделать все клетки белыми?


Точка М – середина отрезка АВ. Доказать, что для произвольной точки О верно �EMBED Unknown���.


Билет 13


Отображения, равные отображения. Виды отображений. Пусть IdA – тождественное отображение множества А. Показать, что если f: A�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®�B, то


а) f �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� IdA=IdB�SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°�f=f;


б) (f �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� g) �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� h=f �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� (g �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� h).


Верно ли, что f �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� g=g �SYMBOL 176 \f "Symbol" \s 12�°� f?


Докажите формулу бинома Ньютона: (a+b)n = an+…+�EMBED Unknown���an-kbk+…+bn.


Т.ч.


Две окружности пересекаются в точках M и K. Через M и K проведены прямые AB и CD соответственно, пересекающие первую окружность в точках A и C, вторую – в точках B и D. Докажите, что AC||BD. Провести исследование.














Билет 14


Отображения. Виды отображений.  Пусть А – конечно, и f: A�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 12�®�B. Показать:


а) f – вложение => |A|�SYMBOL 163 \f "Symbol" \s 12�Ј�|B|;


б) f – отображение «на» => |A|�SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 12�і�|B|;


в) f – взаимно-однозначное соответствие => |A|=|B|.


Планарный (плоский) граф. Грани плоского графа. Теорема Эйлера для произвольного плоского связного графа: вершины – ребра + грани = 2.


Т.ч.


Доказать, что точка пересечения средних линий четырехугольника и середины его диагоналей лежат на одной прямой.


