Тринадцатая Летняя математическая школа Кировской области


Вишкиль. 4-28.VII. 97 г.





Парадоксы теории вероятностей.





Парадокс игры в кости: Правильная игральная кость (сумма очков на противоположных гранях равна 7, т.е. падение кости на грань 1 обозначает выпадение 6) при бросании с равными шансами падает на любую из граней 1, 2, 3, 4, 5 и 6. В случае бросания двух костей сумма выпавших чисел заключена между 2 и 12. Как 9, так и 10 из чисел 1, 2, . . . , 6 можно получить двумя разными способами: 9=3+6=4+5 и 10=4+6=5+5. В задаче с тремя костями и 9, и 10 получаются шестью способами каждые. Почему тогда 9 появляется чаще, когда бросают две кости, а 10, когда бросают три?


Объяснение парадокса: В случае двух костей 9 и 10 могут получаться следующим образом: 9=3+6=4+5= =5+4=6+3 и 10=4+6=5+5=6+4. Это означает, что в задаче с двумя костями 9 можно "выбросить" четырьмя способами, а 10 - лишь тремя. Следовательно, шансы получить 9 предпочтительней. В случае трех костей ситуация меняется на противоположную: 9 можно получить 25-ю способами, а 10 - уже 26-ю способами. Так что 10 более вероятно, чем 9.


Парадокс де Мере: При четырех бросаниях одной игральной кости вероятность того, что по крайней мере один раз выпадет 1, больше 1/2. В то же время при 24 бросаниях двух костей вероятность выпадения двух костей одновременно (по крайней мере один раз) меньше 1/2. Это кажется удивительным, потому что шансы получить одну единицу в 6 раз больше, чем шансы выпадения двух единиц, а 24 как раз в 6 раз больше 4.


Объяснение парадокса: Если правильную игральную кость бросают m раз, то число возможных (и равновероятных) исходов равно 6m. В 5m случаях из этих 6m кость не ляжет на шестерку, и, следовательно, вероятность выпадения по крайней мере один раз единицы при m бросаниях равна (6m- 5m)/6m = 1- (5/6)m, что больше 1/2 при т=4. С другой стороны, величина 1- (35/36)m, которая получается аналогично, все еще меньше 1/2 для т=24 и превосходит 1/2, начиная с т=25. Так что "критическое значение" для одной кости равно 4, а для пары костей равно 25.


Парадокс раздела ставки: Два игрока играют в игру, победить в которую шансы у каждого из них одинаковы, и они договорились, что тот, кто первым выиграет 6 партий, получит весь приз. Предположим, однако, что игра остановилась в тот момент, когда первый игрок выиграл 5 партий, а второй - 3. Как справедливо следует разделить приз? 


Объяснение парадокса: Пьер Ферма предложил продолжить игру тремя фиктивными партиями, даже если некоторые из них окажутся лишними. Такое продолжение делает все 8 возможных исходов равновероятными. Поскольку только при одном исходе второй игрок получает приз (когда он выиграл все три партии), а в остальных случаях побеждает первый игрок, то справедливым является отношение 7:1.


Парадокс независимости: Предположим, что бросают две правильные монеты. Пусть событие А - "на первой монете выпал герб", событие В - "на второй монете выпал герб" и событие С - "ровно на одной из двух монет выпал герб". Тогда события А, В и С попарно независимы, но любые два из них однозначно определяют третье.


Объяснение парадокса: Нетрудно убедиться, что события действительно попарно независимы. Справедливо также, что каждое событие (А, В или С) происходит тогда и только тогда, когда происходит ровно одно из двух других событий, из чего можно сделать вывод о том, что попарная независимость событий не означает их независимость в совокупности.


Парадокс раздачи подарков: Несколько человек решили сделать друг другу подарки следующим образом: каждый приносит подарок, после чего все подарки складываются, перемешиваются и случайно распределяются среди участников. Этот справедливый способ раздачи подарков применяется очень часто, так как считают, что вероятность совпадения, т.е. получения кем-то собственного подарка, очень мала. Однако, вероятность по крайней мере одного совпадения намного больше вероятности того, что совпадений нет (кроме случая, когда группа состоит из двух человек, тогда вероятность отсутствия совпадений равна 50%)


Объяснение парадокса: Рассмотрим компанию из n человек, тогда число подарков также равно n. Общее число исходов распределения подарков - n! Число исходов, в которых никто не получит свой собственный подарок, равно � EMBED Equation.2  ���, так что отношение числа благоприятных исходов к общему числу исходов вычисляется по формуле � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� действительно меньше 1/2 при n>2.


Когда собирается, к примеру, по крайней мере 6 человек ( n(6 ), имеем pn(0.3679 с точностью до 4 знаков после запятой. Вероятность определенного совпадения, т.е. вероятность того, что конкретный человек получит свой собственный подарок, очевидно, равна 1/n, однако несмотря на малость вероятностей определенных совпадений, вероятность того, что случится по крайней мере одно совпадение, приблизительно равна 2/3.
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Парадокс Бертрана: Для некоторой окружности случайным образом выбирается хорда. Найти вероятность того, что эта хорда длиннее стороны правильного треугольника, вписанного в эту окружность. Парадокс утверждает, что эта вероятность определяется неоднозначно, т.е. различные методы приводят к разным результатам.


Первый метод: Случайным образом в данном круге выбирается точка, которая определяет единственную хорду, серединой которой она является. Эта хорда длиннее стороны нашего правильного треугольника тогда и только тогда, когда ее середина лежит внутри круга, вписанного в треугольник. Радиус этого круга равен 1/2 радиуса исходной окружности, поэтому площадь вписанного круга составляет 1/4 площади исходного, откуда получаем, что вероятность того, что случайно выбранная точка лежит внутри вписанного круга, равна 1/4. Так что этот метод дает ответ 1/4.
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Второй метод: Исходя из соображений симметрии, можем считать, что одним концом хорды является произвольная фиксированная точка на окружности. Пусть этой точкой является одна из вершин вписанного треугольника. Выберем случайным образом другой конец хорды. Все вершины треугольника делят окружность на три равные дуги, и случайная хорда длиннее стороны правильного треугольника, если она пересекает этот треугольник. Так что искомая вероятность в этом методе равна 1/3.
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Третий метод: Выберем случайным образом на произвольно проведенном радиусе данной окружности точку и возьмем хорду, которая перпендикулярна этому радиусу и проходит через выбранную точку. Тогда случайная хорда будет длиннее стороны вписанного правильного треугольника, если случайно выбранная точка лежит на той половине радиуса, которая ближе к центру. Поэтому искомая вероятность в третьем методе равна 1/2.


Парадокс событий, происходящих почти наверняка: Рассмотрим события, происходящие с вероятностями 0.99 и 0.9999 соответственно. Можно сказать, что обе вероятности практически одинаковы, оба события происходят почти наверняка. Тем не менее в некоторых случаях разница становится весьма заметной. Рассмотрим, например, независимые события, которые могут происходить в любой день года с вероятностью р=0.99, тогда вероятность того, что они будут происходить каждый день в течение года, меньше, чем Р=0.03, в то же время, если р=0.9999, то Р=0.97.


Парадокс вероятности и относительной частоты: Этот парадокс, принадлежащий Дж. Пойа, показывает, как не следует интерпретировать частотную концепцию вероятности. Доктор Тел, закончив осмотр пациента, покачал головой. "Вы очень больны",- сказал он, - "из десяти человек с такой болезнью выживает только один". Пациента эта информация изрядно испугала, и д-р Тел поспешил его успокоить: "Но вам повезло, что вы пришли ко мне, сэр. У меня уже умерли от этой болезни девять пациентов, так что Вы выживете".


Парадокс транзитивности: Два игрока А и В играют в следующую игру: на первом шаге игрок А расставляет числа по своему вкусу на 3-х игральных костях, записывая по одному числу из набора 1, 2, 3, ..., 18 на каждой грани костей (каждое число должно быть использовано ровно один раз). На втором шаге В, внимательно изучив эти 3 кости, выбирает одну из них. На третьем шаге А выбирает одну из оставшихся 2-х игральных костей. И, наконец, и А, и В бросают свои игральные кости и побеждает тот, у кого выпало большее число.


Можно подумать, что эта игра более выгодна игроку В, поскольку независимо от того, как А занумерует три кости В всегда может выбрать лучшую из них. Следовательно, шанс победить у В составляет по крайней мере 50%. Однако, справедливо именно противоположное: А может так занумеровать кости, что он побеждает с вероятностью 21/36 (что больше 50%), независимо от того, какую кость выбирает В. Это происходит из-за системы нумерации "поражения по кругу", при которой каждая кость побеждает ровно одну из двух других костей, что означает, что среди костей нет "лучшей". Если, к примеру, игрок А занумерует кости следующим образом:


 5, 7, 8, 9, 10, 18 (1-я кость)    2, 3, 4, 15, 16, 17 (2-я кость)    1, 6, 11, 12, 13, 14 (3-я кость),


то нетрудно выяснить, что на 1-ой кости появится число большее, чем на 2-ой кости с вероятностью 21/36. Аналогично, на 2-ой кости с вероятностью 21/36 выпадет число большее, чем на 3-ей, а на третьей большее, чем на первой. Вообще говоря, можно доказать, что вероятность "поражения по кругу" не может быть больше 21/36. Суть этого парадокса заключается в том, что случайные величины не всегда можно упорядочить таким образом, что одна будет больше другой с вероятностью, превосходящей 50%, так как нет транзитивности.


Софизмы Льюиса Кэррола: (1) В мешке находятся 2 шара, которые могут быть либо красными, либо белыми. Попробуем отгадать их цвет, не заглядывая в мешок. Согласно Кэрролу правильный ответ состоит в том, что один из них красный, а другой - белый. Объясняет он это следующим образом: когда в мешке находятся 2 красных (К) шара и 1 белый (Б), вероятность вытащить красный шар равна 2/3. С другой стороны, если в мешке было 3 шара и вероятность вынуть красный шар равнялась 2/3, то в мешке находились 2 шара К и 1 шар Б. Теперь положим шар К в мешок, который первоначально содержал только 2 шара. В этом случае существуют 4 равновозможные (1/4) комбинации шаров: ККК, КБК, БКК и ББК. Если на самом деле имеет место первая комбинация, то вероятность вынуть шар К равна 1, для второй и третьей комбинаций эта вероятность равна 2/3 и для последней комбинации равна 1/4. Следовательно, вероятность вынуть шар К равна 1�SYMBOL 215 \f "Symbol"�1/4+2/3�SYMBOL 215 \f "Symbol"�1/4+2/3�SYMBOL 215 \f "Symbol"�1/4+1/3�SYMBOL 215 \f "Symbol"�1/4=2/3. Значит, в мешке должны быть 2 шара К и 1 шар Б, значит, перед тем как мы положили в мешок шар К, в нем должен быть 1 шар К и 1 шар Б. Этот результат, очевидно, абсурден, так что его вывод должен быть ошибочным.


(2) Двое из трех заключенных, обозначаемых А, В и С, будут казнены. Они это знают, но не могут догадаться, кому же из них повезет. А рассуждает: "Вероятность, что меня не казнят, равна 1/3. Если я попрошу охранника назвать имя (отличное от моего) одного из двух заключенных, которых казнят, то тогда останется только две возможности. Либо другой, кого казнят, это я, либо нет, и поэтому шансы, что я выживу, увеличатся до 1/2". Однако также справедливо, что уже перед тем, как А спросит охранника, он знает, что одного из его соседей наверняка казнят, так что охранник не сообщит ему никакой новой информации относительно его судьбы. Почему тогда вероятность казни изменилась?





