Доза № 1

1. В горах живут три бесконечнодолгожителя. Каждый день каждый из них посвящает либо сну, либо еде. Докажите, что занятия каких-то двух из них совпадут бесконечно много раз.

Существует ли такая бесконечная последовательность натуральных чисел, что любая другая получается из нее вычеркиванием а) некоторых членов; б) некоторого конечного числа членов?

2. Докажите неравенство: 
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Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство: 
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3. Верно ли, что если  b > a + c > 0,  то квадратное уравнение  ax² + bx + c = 0   имеет два корня?

Рассматриваются квадратичные функции  y = x² + px + q,  для которых  p + q = 2019. Покажите, что параболы, являющиеся графиками этих функций, пересекаются в одной точке.

4.Пусть точки А1, В1, С1 – середины сторон ВС, АС и АВ треугольника АВС. Докажите, что для любой точки О выполняется равенство: 
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Пусть М – точка пересечения диагоналей параллелограмма ABCD, О – произвольная точка. Докажите, что: 
[image: image4.wmf](
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Доза № 2

1. Найти геометрическое место точек, повороты вокруг которых отображают данную прямую 
[image: image5.wmf]a

 на данную прямую 
[image: image6.wmf]b

.

Даны две пересекающиеся прямые. На третьей прямой, не содержащей точку их пересечения, найдите точку (или все такие, если их несколько), поворот вокруг которой отображает одну из данных прямых на другую.

2.Пусть ABCD – квадрат со стороной 1. Точка Р удовлетворяет условию
[image: image7.wmf]330
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. На каком расстоянии от центра квадрата находится точка Р?
Дан правильный шестиугольник ABCDEF,  длина стороны которого равна а.  Для некоторой точки М выполнено равенство: 
[image: image8.wmf]220
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.  На каком расстоянии от центра шестиугольника находится точка М?
3. Докажите, что любые две триангуляции выпуклого n-угольника непересекающимися диагоналями можно перестраивать друг в друга не более чем за 2n флипов.

Докажите, что триангуляцию выпуклого n-угольника непересекающимися диагоналями можно перестроить в триангуляцию Делоне не более чем за 2n флипов.

4. Постройте биекцию между движениями, сохраняющими ориентацию, и движениями, меняющими ориентацию.

Докажите, что при простом p>2 числитель дроби 
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 делится на p.
Доза № 3

1. На координатной плоскости Oxy построена парабола  y = x².  Затем начало координат и оси стёрли. Как их восстановить с помощью циркуля и линейки?

2. Верно ли, что десятичной записи числа 
[image: image10.wmf]2

 какой-то набор из 100 подряд идущих цифр повторяется бесконечно много раз.

3. Для неотрицательных чисел x, y, z  таких, что x+y+z=1 докажите неравенство: 
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4. Постройте треугольник по двум сторонам и разности противолежащих им углов.

 Построить треугольник по стороне, разности двух других сторон и углу, заключенному между данной стороной и большей из двух других.

Доза № 4

1. Дан правильный 12-угольник 
[image: image12.wmf]1212

...

AAA

. Можно ли из 12 векторов 
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выбрать семь так, чтобы их сумма была равна нулю?

Дан правильный 12-угольник 
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. Можно ли из 12 векторов 
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выбрать пять так, чтобы их сумма была равна нулю?

2. Докажите, что при изогональном сопряжении окружность, проходящая через вершины B и C и отличная от описанной окружности, переходит в окружность, проходящую через вершины B и C.

3. На окружности имеется 21 точка. Докажите, что среди дуг, имеющих концами эти точки, найдётся не меньше ста таких, угловая мера которых не превышает 120°.

4. Все значения квадратного трёхчлена  ax² + bx + c  на отрезке  [0, 1]  по модулю не превосходят 1. Какое наибольшее значение при этом может иметь величина  |a| + |b| + |c|? 

Доза № 5

1. Для тройки натуральных чисел (т, т+к, т+2к) назовем число к разностью тройки Можно ли натуральные числа разбить на непересекающиеся тройки так, чтобы разности чисел в тройках были всеми натуральными числами?

2. Пусть P(x) – квадратный трёхчлен с неотрицательными коэффициентами. Докажите, что для любых действительных чисел x и y справедливо неравенство  (P(xy))² ≤ P(x²)P(y²).

3. Имеется треугольник со сторонами [image: image17.png]


, [image: image19.png]


, [image: image21.png]


. Докажите, что

[image: image22.png]aA*b+c—a)+b3*(c+a—-b)+c3*(@+b—rc)=3abc.




4. Композиция четырех поворотов с центрами А, В, С и D на 900 есть тождественное преобразование. Докажите, что отрезки АС и BD  равны и перпендикулярны.

Доза № 6

1. Докажите, что если в разбиении множества точек общего положения на треугольники все треугольники оказались остроугольными, то это триангуляция Делоне.

Выпуклый многоугольник разбит (не обязательно диагоналями) на остроугольные треугольники. Докажите, что это триангуляция Делоне.

На плоскости отмечены точки A, B, C, P так, что центры описанных окружностей треугольников  ABP, BCP, ACP и точка P лежат на одной окружности. Докажите, что точки A, B и C лежат на одной прямой.

2. На плоскости отмечены точки A, B, C, P так, что описанная окружность треугольника, образованного центрами описанных окружностей треугольников  ABP, BCP, ACP, проходит через P. Докажите, что точки A, B и C коллинеарны.

3. Постройте пятиугольник, который можно представить в виде суммы Минковского двух треугольников по крайней мере двумя различными способами.

4. Докажите, что для любого натурального [image: image24.png]


 сущеуствует полный ориентированный граф (между любыми двумя вершинами проведено ребро, ориентированное в какую-то сторону) на [image: image26.png]


 вершинах, в котором больше [image: image28.png]n!
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 гамильтоновых путей.

Доза № 7

1. С квадратным трехчленом ax2 + bx + c можно выполнять две операции: 1) поменять местами коэффициенты a и c; 2) заменить x на x + d, где d – любое число, раскрыть скобки и привести к стандартному виду. Можно ли с помощью этих операций превратить x2 – x – 2 в x2 – x – 1?
2. Назовем красными числа вида [image: image30.png]a+ V2



, где a и b – ненулевые целые числа. Назовем зелеными числа вида [image: image32.png]a+ bV7



, где c и d – ненулевые целые числа. Может ли зелёное число равняться сумме двух красных?

3. Дан правильный 2n-угольник. Докажите, что на всех его сторонах и диагоналях можно расставить стрелки так, чтобы сумма полученных векторов была нулевой.

4. Дано разбиение Вороного произвольного множества точек плоскости. Рассмотрим ограниченные части этого разбиения, они являются многоугольниками. Докажите, что среднее число сторон этих многоугольников меньше 6. 

Дано разбиение Вороного произвольного множества точек плоскости. Рассмотрим ограниченные части этого разбиения, они являются многоугольниками. Докажите, что среднее число вершин этих многоугольников меньше 6. 
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