XXXV Летняя многопредметная школа Кировской области
Вишкиль, 3–28 июля 2019 года

Соответствия. Биекция. Конечное и бесконечное
5 июля
Множество – это одно из основных неопределяемых понятий математики. Говоря неформально, множество – это произвольный набор объектов (называемых элементами множества; набор может быть как конечным, так и бесконечным). Все элементы в любом множестве различны. Если объект x является элементом множества Х, пишут x∈Х.
Определение. Отображение f: X →Y множества X в множество Y - это правило, сопоставляющее каждому элементу x∈X ровно один элемент f(x)∈Y. Элемент f(x) называется образом элемента x. Множество X называется областью определения отображения. Множество У называется областью значений отображения.
Определение. Соответствие называется взаимно однозначным соответствием (биекцией), если каждому элементу множества X соответствует ровно один элемент множества Y, и наоборот — каждому элементу множества Y соответствует ровно один элемент множества X.
Определение. Множество А бесконечно, если существует биекция множества А на его собственное подмножество.

На окружности отметили 2019 синих точек и 1 красную. Чего больше: а) треугольников с вершинами в синих точках или четырехугольников, у которых одна вершина красная? б) многоугольников с вершиной в красной точке или остальных?
Последовательность из пяти цифр  называется «горой», если  и «долиной», если . Чего больше: «гор» или «долин»?
Каких графов с шестью вершинами больше: тех, в которых ровно семь рёбер, или тех, в которых ровно восемь рёбер?
Установите биекции между следующими множествами:
а) Множество подмножеств множества {1, 2, 3, 4, …, n}, содержащих 1 и множество подмножеств, не содержащих 1.
б) Множество подмножеств конечного множества X и множество отображений из Х в {0,1}.
в) Множество подмножеств множества {1, 2, 3, 4, …, n}, состоящих из четного числа элементов, и множество подмножеств, состоящих из нечетного числа элементов.
На плоскости нарисованы три пересекающихся круга. Пусть A – множество точек первого круга, B – множество точек второго круга, C – множество точек третьего круга. Сколько различных множеств можно получить из A, B, C при помощи операций , \ и скобок.
Построить биекцию , где:
а) , ,
б) , ,
в) , ,
г) , ,
д) , .
Семьдесят три грустных восьмиклассника нашли в лесу большую шишку и стали кидать ее друг в друга. Грустный восьмиклассник, попавший шишкой в другого грустного восьмиклассника, становится весёлым и больше уже не грустнеет. Восьмиклассник, в которого попали, выбывает из игры. В конце концов в игре остался единственный восьмиклассник. Каких восьмиклассников к этому моменту больше выбыло из игры — весёлых или грустных? 
Докажите, что при любом натуральном n уравнения  и  имеют одинаковое количество решений в целых числах.
Две шайки гангстеров охотятся друг за другом. Каждый гангстер охотится ровно за одним противником, и за каждым гангстером охотится не более одного противника. Главарь одной из шаек обнаружил, что не за всеми противниками охотятся. Докажите, что обе шайки бесконечны.
Разбиением натурального числа называется его разложение на неупорядоченные натуральные слагаемые. Докажите, что:
а) количество разбиений числа не более чем на девять слагаемых равно количеству его же разбиений на слагаемые, не превосходящие девяти;
б) количество разбиений числа ровно на девять слагаемых равно количеству его же разбиений на слагаемые, не превосходящие девяти, среди которых обязательно есть по крайней мере одна девятка.
Дан набор из 2019 чисел таких, что если каждое число в наборе заменить на сумму остальных чисел, то получится тот же набор. Найдите произведение всех чисел набора.
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