XXXV Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль, 3–28 июля 2019 года


Триангуляция Делоне ▪ 11 июля
0. «Уши Чебурашки». На плоскости даны точки A, B и некоторый угол α. Постройте геометрическое место точек плоскости, из которых отрезок AB виден а) под углом α, б) под углом, меньшим α, в) под углом, большим α. 
Пусть 
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  - конечное множество точек плоскости, причем никакие три точки не лежат на одной прямой и никакие 4 точки не лежат на одной окружности. Триангуляцией множества X называется разбиение выпуклой оболочки множества X  на треугольники такое, что каждая точка из X является вершиной хотя бы одного из треугольников. Триангуляция множества X называется триангуляцией Делоне, если описанные окружности всех треугольников триангуляции  - «пустые», то есть не содержат внутри себя других точек множества X.
1. Докажите, что если вершины выпуклого четырехугольника не лежат на одной окружности, то множество его вершин допускает единственную триангуляцию Делоне.

2. Постройте триангуляцию Делоне множества точек (0; 0), (0; 2), (4; 0), (4; 4), (6; 4).
3. (критерий Делоне для ребра) Докажите, что триангуляция множества Х является триангуляцией Делоне тогда и только тогда, когда каждое ребро триангуляции «хорошее», то есть является хордой некоторой окружности, не содержащей внутри себя других точек множества X.
а) Докажите, что если для треугольников ABC и BCD в триангуляции ребро BC хорошее, то точка D лежит вне описанной окружности треугольника ABC. 
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б) Дана триангуляция множества Х, все ребра которой хорошие. Предположим, что  триангуляция не является триангуляцией Делоне: «конфликтная» точка 
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 попала внутрь описанной окружности каких-то треугольников триангуляции. Выберем из пар («конфликтная» точка, треугольник) такой треугольник ABC, ближайшая к точке E сторона BC которого видна из точки E под максимальным углом. Докажите, что к BC примыкает треугольник BCD, вершиной которого не является точка E (см. рис.)

в) Докажите, что 
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г) Докажите, что точка E лежит внутри описанной окружности треугольника BCD, но 
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Диаграммой (разбиением) Вороного V(X) множества X назовем набор областей 
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, состоящих из всех точек плоскости, для которых точка Xi – ближайшая из множества X. Точку Xi  назовем центром области Di.
Замечание. Область Вороного – это пересечение n−1 полуплоскостей, и поэтому представляет собой (возможно, неограниченную) открытую выпуклую область с не более n−1 вершинами и n−1 рёбрами. 
4. Постройте диаграмму Вороного а) вершин треугольника, б) вершин ромба, не являющегося квадратом, в) точек (0; 0), (0; 2), (4; 0), (4; 4), (6; 4). в) Соедините отрезками центры областей, имеющих общий участок границы. Что получилось?
5. Докажите, что каждая вершина в разбиении Вороного V(X) точек общего положения принадлежит границе ровно трех областей.
6. Докажите, что области Di и Dj имеют общий участок границы тогда и только тогда, когда отрезок с концами в центрах областей хороший, т.е. существует окружность, проходящая через центры этих областей и не содержащая внутри себя других точек множества X.
7. Рассмотрим диаграмму Вороного множества X и соединим отрезком центры областей, имеющих общий участок границы. Обозначим полученное разбиение плоскости через TV(X). а) Постройте биекцию между вершинами V(X) и треугольниками  в TV(X). б)  Докажите, что разбиение TV(X) плоскости – триангуляция Делоне множества X.

8. Докажите, что для n>3 точек общего положения диаграмма Вороного содержит не больше 2n−5 вершин и 3n−6 рёбер.
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