Теоремы о коллинеарности и конкуррентности
Теория. Теорема Чевы. Пусть на прямых AB, BC, CA, определяющих треугольник ABC, даны точки C1, A1, B1. Для того, чтобы прямые AA1, BB1, CC1 пересекались в одной точке или были параллельными, необходимо и достаточно, чтобы 
[image: image3.emf] (равенство понимается как равенство с направленными отрезками).
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Теорема Чевы в тригонометрической форме. Пусть на прямых AB, BC, CA, определяющих треугольник ABC, даны соответственно три точки C1, A1, B1. Для того, чтобы прямые AA1, BB1 и СС1 пересекались в одной точке или были параллельны, необходимо и достаточно, чтобы 
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. (равенство понимается как равенство с направленными углами) 
1. Докажите теорему Чевы с помощью геометрии масс.

2. Сформулируйте теорему Менелая в терминах направленных отрезков и направленных углов.

3. Пусть на прямых AB, BC, CA, определяющих треугольник ABC, даны точки C1, A1, B1, точки C2, A2, B2 симметричны им относительно середин соответствующих сторон. Докажите, что если прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке P (параллельны), то прямые AA2, BB2, CC2 также пересекаются в одной точке Q (параллельны). Точки P и Q называются изотомически сопряженными относительно треугольника ABC.
4. Пусть на прямых AB, BC, CA, определяющих треугольник ABC, даны точки C1, A1, B1, точки C2, A2, B2 выбраны на этих же прямых так, что лучи AA1 и AA2, BB1 и BB2, CC1 и CC2 симметричны относительно биссектрис соответствующих углов. Докажите, что если прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке P (параллельны), то прямые AA2, BB2, CC2 также пересекаются в одной точке Q (параллельны). Точки P и Q называются изогонально сопряженными относительно треугольника ABC.
5. Докажите, что ортоцентр треугольника и центр описанной около него окружности изогонально сопряжены относительно этого треугольника.
6. Вневписанные окружности треугольника ABC касаются его сторон BC, CA, AB в точках A1, B1, C1. Докажите, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в одной точке. Какой замечательной точке треугольника она изотомически сопряжена?
7. Докажите, что прямые, соединяющие середины сторон с серединами соответствующих высот, пересекаются в одной точке.
8. Докажите, что биссектрисы внешних углов неравнобедренного треугольника пересекают прямые, содержащие противоположные стороны, в трех коллинеарных точках.
9. Теорема Гаусса. Если прямая, не проходящая через вершины треугольника ABC, пересекает прямые AB, BC, CA соответственно в точках C1, A1, B1, то середины отрезков AA1, BB1, CC1 коллинеарны.
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