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Сумма Минковского▪ 19 июля
1. Вася выписал на доску 10 различных чисел белым мелом и 20 различных чисел красным мелом. После этого Петя выписал всевозможные суммы a+b, где a – белое число, b – красное.

а) Докажите, что у Пети получилось не менее 29 различных чисел.

б) Возможно ли, что у Пети получилось ровно 29 различных чисел?

в) Какое максимальное количество различных чисел могло получиться у Пети?
Определение. Пусть A и B – два множества точек плоскости (прямой). Их суммой Минковского A + B называют множество, состоящее из концов всех векторов вида a + b, отложенных от начала координат, где конец вектора a принадлежит A, а конец b принадлежит B. Обозначим через λA множество, состоящее из концов всех векторов вида λa, отложенных от начала координат, где конец a принадлежит A.
2. Нарисуйте сумму Минковского следующих множеств: а) квадрата и точки; б) двух параллельных отрезков; в) двух непараллельных отрезков; г) трех попарно непараллельных отрезков; д) двух кругов одного радиуса; е) двух окружностей разных радиусов; ж) круга и треугольника.
3. Докажите, что сумма Минковского фигур не изменяется при параллельном переносе слагаемых.

4. а) Докажите, что 
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центрально симметрично. б) Докажите, что множество всех середин отрезков, один конец которых принадлежит A, а другой B, есть 
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5. Пусть A – треугольник. Каким многоугольником может быть 
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6. Докажите, что сумма Минковского выпуклых фигур выпукла.
7. Назовём ε−окрестностью фигуры множество всех точек плоскости, находящихся на расстоянии, не большем ε от какой-либо точки этой фигуры (ε>0). а) Докажите, что ε окрестность выпуклого многоугольника A есть A+ εB, B –единичный круг. б) Найдите площадь и периметр ε – окрестности выпуклого многоугольника площади S и периметра P.
8. Докажите, что любой выпуклый четырехугольник представляется в виде суммы Минковского двух треугольников либо треугольника и отрезка либо двух отрезков.

9. Докажите, что выпуклый многоугольник имеет центр симметрии тогда и только тогда, когда его можно представить в виде суммы Минковского нескольких отрезков.
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