Билет №1

1. (Параметрическое уравнение прямой.) Докажите, что точка [image: image2.png]


 лежит на прямой [image: image4.png]AB



 тогда и только тогда, когда [image: image6.png]0A+a-t0B



 для некоторого [image: image8.png]


 и любой точки [image: image10.png]


. Какому условию должно удовлетворять [image: image12.png]


, чтобы (а) точка [image: image14.png]


 оказалась на отрезке [image: image16.png]AB



; (б) делила отрезок [image: image18.png]AB



 в отношении [image: image20.png]X:y



.

2. Выведите явную формулу для чисел Каталана методом «траекторий».

Билет №2
1. Определение центра масс системы материальных точек. 
Теорема 1. а) Если точка [image: image22.png]


 служит центром масс системы м.т. [image: image24.png]m,M,. m.M., ...



, то при любом выборе в пространстве точки [image: image26.png]


 справедливо равенство [image: image28.png]


. б) Если хотя бы при одном выборе на плоскости точки [image: image30.png]


 выполняется это равенство, то точка [image: image32.png]


 — центр масс данной системы материальных точек.

2. Докажите транснеравенство.

Билет №3
1. Пусть в системе [image: image34.png]m,M,. m.M., ...



, отмечены [image: image36.png]


 м.т. [image: image38.png]m,M,. m,M,, ..., m; M,



. Пусть [image: image40.png]


 — центр масс отмеченных м.т. Докажите, что если всю массу отмеченных м.т. сосредоточить в их центре масс [image: image42.png]


, то от этого положение центра масс всей системы не изменится, то есть центр масс системы м.т. [image: image44.png]m,+ me+--—-+m) mps Mpsq,., MagMp



 совпадает с центром масс первоначальной системы.

2. Докажите, что для чисел [image: image46.png]


, [image: image48.png]


 выполнено неравенство Чебышёва [image: image50.png]Xy V)2 A(q, oy X VAV, oo, Vi) 2 AGC Vi) e X V)





Билет №4
1. Определение поворота. Свойства поворота с доказательством: 1) является движением, 2) прямые переходят в прямые, 3) угол между прямой и её образом равен углу поворота.

2. Выведите явную формулу для чисел Каталана с помощью леммы Рени.

Билет №5
1. Докажите, что композицией двух поворотов является поворот или параллельный перенос.

2. Докажите, что максимальное возможное число рёбер в графе на n вершинах, не содержащем треугольника в качестве подграфа, равно 
[image: image51.wmf]2
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[image: image53.png]


 QUOTE  
. 

Билет №6
1. Докажите Теорему Шаля. Всякое движение первого рода  есть перенос или  поворот. Всякое движение второго рода – это симметрия или скользящая симметрия.

2. Докажите, что среднее квадратическое нескольких положительных чисел не меньше их среднего арифметического.
Билет №7
1. Сформулируйте понятие антипараллельности пары прямых относительно другой пары прямых. Докажите, что если через точки пересечения двух окружностей проведены прямые, которые вторично пересекают первую окружность в точках A и B, а вторую в точках C и D, то прямые  AB и CD параллельны.

2. Известно, что [image: image55.png]


 — различные натуральные числа. Докажите, используя транснеравенство, что
[image: image57.png]C1+opte ">1+ +---+—




Билет №8
1. Сформулируйте теорему Чевы в терминах направленных отрезков и в тригонометрической форме. Докажите теорему в терминах направленных отрезков с помощью подобия.

2. Докажите, что действительное число – рационально тогда и только тогда, когда  представляется либо конечной десятичной дробью, либо бесконечной периодической десятичной дробью.

Билет №9
1. Сформулируйте теорему Менелая в терминах направленных отрезков и в тригонометрической форме. Докажите теорему в терминах направленных отрезков с помощью подобия.

2. Однородные неравенства. Докажите неравенство для положительных чисел: [image: image59.png](@151, + QabaCa + = + Anbncn) < (a} +ad++ a;) (bi +b3+ -+ b,%) (3 +C3+-+CP)




Билет №10
1. Докажите, что симедиана и касательные к описанной окружности в двух других вершинах треугольника конкуррентны. 
2. Докажите, что полном (m-1)-дольном графе на n вершинах с максимальным количеством ребер доли почти равны, т.е., размеры долей отличаются не более чем на 1.

Билет №11
1. Докажите изопериметрическое неравенство для выпуклого многоугольника: 
[image: image60.wmf]2
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 (P – периметр, S – площадь). 

2. Докажите, что для сторон треугольника периметра 1 справедливо неравенство: [image: image62.png]a*+b* + c* + sabc <

ol



.

Билет №12
1. Докажите, что из всех треугольников, вписанных в данную окружность, наибольшую площадь имеет равносторонний.
2. Может ли при нечетных a, b и c уравнение 
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2

=

+

+

c

bx

ax

 иметь рациональные корни.

Билет №13
1. Дайте определение триангуляции конечного множества точек плоскости. Докажите, что любое конечное множество допускает триангуляцию.

2. Дайте определение функции Эйлера. Докажите, что функция Эйлера мультипликативна. Выведите формулу функции Эйлера.
Билет №14
1. Докажите, что любую триангуляцию множества точек общего положения можно преобразовать в триангуляцию Делоне конечной последовательностью флипов. 
2. В последовательности цифр 1, 1, 4, 6, 1, 1, 8, 0, 9, … каждая цифра, начиная с четвертой, равна последней цифре суммы трех предыдущих. Встретятся ли в этой последовательности еще раз цифры 1, 1, 4, идущие подряд? Цифры 1, 8, 2, идущие подряд? Цифры 2, 7, 4, идущие подряд?
Билет №15
1. Дайте определение суммы Минковского фигур на плоскости. Чему равны суммы Минковского двух отрезков, двух кругов двух окружностей, трех отрезков, выпуклого многоугольника и круга? Докажите, что сумма Минковского выпуклых многоугольников выпукла.

2. Может ли положительное число a, удовлетворяющее равенству  {a} + {1/a} = 1, быть рациональным числом?

Билет №16
1. Точка P принадлежит описанной окружности треугольника ABC, точки A', B' и C' на прямых BC, CA и AB соответственно являются основаниями перпендикуляров из точки P. Докажите, что точки A', B' и C' лежат на одной прямой (прямая Симсона).
2. Метод Штурма. Докажите, что произведение нескольких чисел с постоянной суммой достигает максимума, когда все числа равны.

Билет №17
1. Докажите, что прямые, соединяющие середины сторон с серединами соответствующих высот, пересекаются в одной точке.
2. Пусть [image: image65.png]


. Докажите, что [image: image67.png]) =(a; +1)X - x(a, +1)



, [image: image69.png]a,t1 ant1




. 

Билет №18
1. Докажите, что биссектрисы внешних углов неравнобедренного треугольника пересекают прямые, содержащие противоположные стороны, в трех коллинеарных точках.
2. Докажите, что если два приведенных квадратных уравнения с целыми коэффициентами имеют общий нецелый корень, то эти уравнения совпадают.

Билет №19
1. Доказать, что в неравнобедренном треугольнике одна из симедиан совпадает с высотой тогда и только тогда, когда треугольник прямоугольный.

2. Можно ли покрыть плоскость конечным числом внутренностей парабол?

Билет №20
1. Докажите, что симедиана и касательные к описанной окружности в двух других вершинах треугольника конкуррентны.
2. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков точечного зайца, прыгающего по прямой в одном и том же направлении, постоянна и равна 
[image: image70.wmf]2

. Докажите, что заяц рано или поздно попадет в яму.

Билет №21
1. Докажите, что всякий параллельный перенос можно представить в виде композиции двух осевых симметрий с параллельными осями, перпендикулярными направлению переноса, причем в качестве первой оси можно взять произвольную прямую, перпендикулярную вектору переноса.

2. Докажите, что среднее арифметическое нескольких положительных чисел не меньше их среднего геометрического.

Билет №22
1. Докажите, что всякий поворот можно представить композицией двух осевых симметрий, оси которых пересекаются в центре поворота, причем первая прямая выбирается произвольно, а вторая образует с  первой угол, равный половине угла поворота.

2. Сформулируйте аксиому индукции, принцип минимального контрпримера. Дайте определение лексикографического порядка. Пусть дано непустое множество строк из натуральных чисел длины m. Докажите, что 1) если A> B, B>C, то A>C;
2) строго убывающая последовательность строк длины m всегда конечна;
3) в каждом непустом множестве строк из натуральных чисел длины m есть наименьший элемент.

Билет №23
1. Дайте определение скользящей симметрии. Докажите, что композиция осевой симметрии и параллельного переноса на произвольный вектор, является скользящей симметрией.

2. Дан граф, в котором т  ребер. Докажите, что в нем существует двудольный подграф хотя бы с т/2 ребрами.
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