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Вишкиль, 3–28 июля 2019 года


Числа Каталана II ▪ 7 июля
Упражнение. Найдите Kn при n = 1, 2, 3, 4.

1. Докажите, что Kn  удовлетворяют соотношению Kn = K0Kn – 1+ K1Kn – 2+…+ Kn – 1K0,
K0 = 1.
2. Первое доказательство формулы для чисел Каталана (метод траекторий). Будем рассматривать пути из точки (0, 0) в точку (n, n) по линиям клетчатой бумаги, идущие вправо и вверх. Пути, не поднимающиеся выше прямой y = x, назовем хорошими, а остальные – плохими.

а) Сколько всего путей из точки (0, 0) в точку (n, n)?

б) Число плохих путей можно посчитать так. Найти точку, где плохой путь пересекает последний раз прямую y = x + 1 и отразить хвост пути относительно этой прямой. В какой точке окажется конец пути? Почему таких путей столько же, сколько и плохих?

в) Докажите, что число хороших путей равно 
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3. Рассмотрим треугольник Каталана:
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	На крайней диагонали стоят единицы. Каждое число является суммой стоящих над ним сверху слева и сверху справа, за исключением чисел на левой вертикали, которые равны стоящим над ними сверху справа. Докажите, что на левой вертикали стоят числа Каталана.


4. Докажите, что числа Каталана удовлетворяют рекуррентному соотношению:
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5. Второе доказательство формулы для чисел Каталана (лемма Рени). Считаем число последовательностей a0, a1,…, a2n с n + 1 числом +1 и n числами –1, у которых все частичные суммы положительны.

а) Сколько таких последовательностей?

б) Лемма Рени. Если имеется последовательность из m целых чисел с суммой 1, то ровно у одного ее циклического сдвига все частичные суммы положительны.

в) Выведите из леммы Рени явную формулу для чисел Каталана: 
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г) Проверьте, что числа 
[image: image4.wmf]21

1

21

n

n

C

n

+

+

 и 
[image: image5.wmf]2

1

1

n

n

C

n

+

 равны.
_1623948117.unknown

_1623948228.unknown

_1623945652.unknown

_1623945662.unknown

_1623945479.unknown

