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Еще раз о бесконечности и о процессах 
19 июля

1. В последовательности цифр 1, 1, 4, 6, 1, 1, 8, 0, 9, … каждая цифра, начиная с четвертой, равна последней цифре суммы трех предыдущих.

а) Докажите, что какая-нибудь комбинация из трех цифр в этой последовательности встретится бесконечное число раз.

б) Докажите, что можно найти повторяющуюся комбинацию среди первых 1003 цифр этой последовательности.


в) Встретятся ли в этой последовательности еще раз цифры 1, 1, 4, идущие подряд?

г) Встретятся ли цифры 1, 8, 2, идущие подряд?

д) Встретятся ли цифры 2, 7, 4, идущие подряд?
2. а) По кругу стоит несколько коробочек. Каждая из них может быть пустой или содержать один или несколько шариков. Сначала из какой-то коробочки берутся все шарики и раскладываются по одному по часовой стрелке, начиная со следующей коробочки. На следующем ходу раскладывают шарики из той коробочки, в которую попал последний шарик на предыдущем ходу, и т.д. Докажите, что в какой-то момент повторится начальное расположение шариков.

б) Обязательно ли повторится начальное расположение шариков, если раскладывать шарики начиная не со следующей, а с текущей коробочки?
3. а) Докажите, что есть сколь угодно длинная группа подряд идущих составных чисел.

б) Найдется ли бесконечная группа подряд идущих составных чисел?

4. Докажите, что среди цифр в десятичной записи 
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есть две цифры, каждая из которых встречается бесконечно много раз.
5. Докажите, что в любой бесконечной десятичной дроби можно так переставить цифры, что полученная дробь станет рациональным числом.

6. Полоса – это часть плоскости между двумя параллельными прямыми. Можно ли покрыть плоскость конечным числом полос?

7. Можно ли покрыть плоскость конечным числом внутренностей парабол?
8. а) Докажите, что из любых 101 целых чисел можно выбрать несколько, сумма которых делится на 100. б) Докажите, что из любых 101 действительных чисел на отрезке [0,1] можно выбрать несколько, сумма которых отличается от целого числа не более чем на 1/100

9. В целых точках прямой расположены ямы, шириной 0,01 каждая. Длина прыжков точечного зайца, прыгающего по прямой в одном и том же направлении, постоянна и равна 
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. Докажите, что заяц рано или поздно попадет в яму.

10. Коля Васин задумал написать программу, которая дала бы возможность компьютеру печатать одну за другой цифры десятичной записи числа 
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. Докажите, что даже если бы машина не ломалась, то Колина затея все равно бы не удалась, и рано или поздно компьютер напечатал бы неверную цифру.
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