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Лексикографический порядок ▪ 21 июля
Аксиома индукции. В каждом непустом подмножестве натуральных чисел есть наименьший элемент. 

Принцип минимального контрпримера. Если утверждение зависит от натурального параметра n, то либо оно верно для всех n, либо есть наименьшее n, для которого утверждение неверно.

Пример. В бесконечной последовательности каждый член равен сумме двух предыдущих, а первый член равен 2019. Докажите, что в последовательности нет двух соседних членов, кратных 5.
Определение (лексикографический порядок). Пусть A=(a1,a2, ...,am) и B=(b1,b2,...,bm) – две числовые строки длины m. Скажем, что A<B (A лексикографически меньше B, B мажорирует A), если a1<b1 либо a1=b1, a2<b2 либо a1=b1, a2=b2, a3<b3 и т.д. 
Nm – множество строк натуральных чисел длины m.

Теорема. Рассмотрим непустое множество строк из натуральных чисел длины m
(a) если A> B, B>C, то A>C.

(b) строго убывающая последовательность строк длины m всегда конечна.

(c) в каждом непустом множестве строк из натуральных чисел длины m есть наименьший элемент.

Таким образом, мы может упорядочить непустое множество строк из натуральных чисел длины m. Такой порядок называется лексикографическим. Свое название лексикографический порядок получил по аналогии с сортировкой по алфавиту в словаре.

1. В строке в беспорядке записаны числа 1, 2, ..., 2019. Если найдутся два числа рядом, при этом правое меньше левого, компьютер меняет их местами. Докажите, что в каком бы порядке мы не меняли, числа рано или поздно станут по возрастанию.

2. Алгоритм построения триангуляции Делоне. Дано множество точек общего положения на плоскости.
а) Докажите, что любое конечное множество точек плоскости допускает по крайней мере одну триангуляцию.

б) Докажите, что в любой триангуляции фиксированного множества точек общего положения одно и то же количество m треугольников.
в) Если два треугольника триангуляции имеют общую сторону и их объединение – выпуклый четырехугольник, то замена проведенной диагонали четырехугольника другой называется флипом. Докажите, что если триангуляция точек общего положения не является триангуляцией Делоне, то в ней возможно сделать хотя бы один флип плохого ребра.
г) Рассмотрим величины углов треугольников триангуляции и отсортируем их в порядке неубывания. Получится строка длины 3m, назовем ее вектором углов. Докажите, что флип плохого ребра лексикографически увеличивает вектор углов.
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д) Докажите, что любую триагнуляцию точек общего положения можно конечным числом флипов ребер перестроить в триангуляцию Делоне.
е) Докажите, что любую триангуляцию n точек общего положения на плоскости можно перестроить в любую другую, проделав не более n2 флипов ребер. 
3. В колоде несколько карт лежат рубашкой вверх, остальные  – рубашками вниз. Время от времени Петя выбирает пачку из несколько карт подряд, в которой первая и последняя карты лежат рубашкой вниз, вынимает ее, переворачивает, и вставляет в то же место (пачка может состоять и из одной карты рубашкой вниз). Докажите, что рано или поздно все карты в колоде лягут рубашкой вверх.
4. Компания зрителей купила все билеты в один ряд, но села туда наугад, причем каждый оказался не на своем месте. Билетер может менять местами любых двух соседей, сидящих не на своих местах, и так много раз (но не может пересаживать зрителя, уже попавшего на свое место). Докажите, что при любой начальной рассадке билетер может действовать так, чтобы все расселись по своим местам.

