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Вишкиль, 29.06 – 19.07.2021, 8 класс «Профи»

Планарные графы
13 июля
[bookmark: _GoBack]Определение. Планарный граф – граф, который может быть изображен на плоскости без пересечения ребер. Плоский граф – изображение планарного графа без пересечений ребер. Ребра плоского графа делят плоскость на части, которые называются гранями.
Теорема Жордана. (без доказательства) Замкнутая несамопересекающаяся кривая делит плоскость на 2 части.
[image: ]Если ребро входит в цикл, то по разные стороны от него расположены разные грани. Если ребро является мостом, то по разные стороны от него одна и та же грань. Будем считать, что мост учитывается в границе грани дважды. Например, грань F на рисунке ограничена 11 ребрами.
Формула Эйлера
Дан плоский граф. Обозначим количество вершин за В, ребер – за Р, граней – за Г.
а) Докажите, что если граф – дерево, то В + Г – Р = 2.	
б) Докажите, что при удалении ребра из цикла величина В + Г – Р не изменяется.
в) Для связного плоского графа докажите формулу В + Г – Р = 2.	
г) Чему равно В + Г – Р, если граф содержит К компонент связности?
Задачи
Докажите, что дерево можно нарисовать на плоскости так, чтобы ребра не пересекались.
а) Докажите, что для любого связного плоского графа с хотя бы двумя ребрами, без петель и кратных ребер, выполняется неравенство 2Р ≥ 3Г.	
б) Докажите, что для такого графа выполняется неравенство Р ≤ 3В – 6.	
в) Выполняются ли формула Эйлера и неравенство из пункта б), если в графе не более 1 ребра? Если есть петли или кратные ребра?
Связный плоский граф двудолен (нет кратных ребер, хотя бы 2 ребра). Докажите неравенство Р ≤ 2В – 4.
Докажите, что следующие графы не планарны:	
а) полный граф на пяти вершинах;	
б) полный двудольный граф, обе доли которого содержат 3 вершины.
Теорема. Для выпуклого многогранника выполняется формула В + Г – Р = 2.
Приведите пример многогранника, грани которого – многоугольники, для которого эта формула не выполняется.
а) Докажите, что у любого планарного графа есть вершина степени не больше 5.	
б) Докажите, что у выпуклого многогранника есть грань, содержащая не больше 5 ребер.
а) Все грани выпуклого многогранника – правильные пятиугольники. Сколько у него вершин, ребер и граней?	
б) Многогранник «Футбольный мяч» состоит из пятиугольных и шестиугольных граней, причем в каждой вершине сходятся по 3 грани. Докажите, что количество пятиугольных граней во всех футбольных мячах одинаково.
Внутри квадрата (не на сторонах!) отмечено несколько точек. Вершины квадрата также отмечены. Никакие три отмеченные точки не лежат на одной прямой. Некоторые пары отмеченных точек соединены непересекающимися во внутренних точках отрезками так, что квадрат разбился на n выпуклых многоугольников, не содержащих отмеченных точек внутри. Для каждого натурального n ≥ 3 найдите максимальное возможное количество отрезков.
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