Тридцать седьмая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль, 29.06 – 19.07.2021, 8 класс «Профи»

Список вопросов к зачёту М8 «Профи»
17 июля
Блок А – Геометрия
Листки: «Векторы», «Скалярное произведение векторов», «Симметрии и повороты», «Теорема Шаля», «Композиция поворотов», «Центр масс», «Центр масс – 2», «Гомотетия», «Поворотная гомотетия».
Векторы. Определение. Выражение через стороны треугольника векторов, связанных с точкой пересечения медиан и ортоцентром. Выражение через стороны четырехугольника вектора между серединами сторон.
Скалярное произведение векторов. Определение. Доказательство свойств. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма.
Лемма о трех гвоздях. Теорема Шаля. Представление параллельного переноса, поворота и скользящей симметрии в виде композиции симметрий.
Теорема о классификации движений. Классификация по ориентации и неподвижным точкам. Классификация композиций движений.
Теорема о композиции двух поворотов. Треугольник центров поворотов. Теорема Наполеона.
Центр масс. Векторное определение. Правило группировки масс. Теорема Чевы.
Расстановка масс для центра масс, центра вписанной окружности, центра вневписанной окружности, точки Нагеля, точки Жергонна, ортоцентра.
Доказательство теорем о прямой Эйлера и прямой Ньютона через массы.
Гомотетия. Определение, свойства. Прямая Эйлера. Лемма Архимеда. Окружность девяти точек.
Поворотная гомотетия. Определение, свойства. Леммы о двух треугольниках одинаковой ориентации с общей вершиной. Точка Микеля.

Блок Б – Теория чисел
Листки: «Суммы квадратов – 1. Конструктивы», «Суммы квадратов – 2», «Квадратичные вычеты», «Квадратичные вычеты – 2». 
Делимость суммы двух квадратов на простые вида 4k + 3. Произведение сумм двух квадратов. Вывод теоремы Ферма-Эйлера через рождественскую теорему Ферма.
Рождественская теорема Ферма, доказательство Туэ.
Квадратичные вычеты. Количество квадратичных вычетов по простому модулю. Символ Лежандра. Доказательство формулы . Критерий Эйлера. Вычисление .
Квадратичные вычеты. Критерий Гаусса. Вычисление .
[bookmark: _GoBack]Доказательство бесконечности множеств простых вида 4k+1, 4k+3, 8k+3, 8k+5, 8k+7.

Блок В – Алгебра
Листки: «Суммы», «Подбираем коэффициенты», «К однородности и не только», «Неравенство КБШ», «Неравенство КБШ – 2»
Неравенство между средним арифметическим и геометрическим. Условие достижения равества. Максимум выражения xpyq при фиксированной сумме x + y.
Неравенство КБШ. Условие достижения равенства. Неравенство . Неравенство КБШ для дробей.

Блок Г – Комбинаторика
Листки: «Рекурренты», «Сильная связность», «Гамильтонов путь и цикл», «Бесконечность», «Периодичность и непериодичность», «Лемма Бернсайда», «Счетность и несчетность», «Планарные графы».
Рекуррентные последовательности. Задача о разбиении отрезка длины n на отрезки длины 1, 2, 3. Задача о количестве разрезаний на доминошки прямоугольника 3 × 2n.
Сильная связность орграфа. Выделение сильно связных компонент, конденсация графа. Теорема Муна. Теорема Редеи-Камиона.
Гамильтоновы пути и циклы. Теорема Оре. Теорема Дирака.
Бесконечное множество. Задача о Адаме. Выделение возрастающей подпоследовательности из последовательности различных натуральных чисел. Выделение монотонной подпоследовательности из произвольной последовательности чисел.
Периодические последовательности. Доказательство наличия периода длины НОД(a,b) для последовательности с периодами a и b. Доказательство непериодичности последовательности, полученной выписыванием цифр возрастающей последовательности натуральных чисел с условием .
Лемма Бернсайда.
Счётное множество. Бесконечное подмножество счетного множества. Счётность объединения конечного или счетного числа счетных множеств. Счетность множества рациональных чисел. Счётность множества конечных подмножеств . Счётность множества непересекающихся отрезков прямой.
Несчётность множества вещественных чисел. Несчётность множества подмножеств .
Планарные графы. Формула Эйлера. Неравенство Р ≤ 3В – 6. Неравенство Р ≤ 2В – 4 для двудольного графа. Непланарность полного графа на пяти вершинах и полного двудольного графа с тремя вершинами в каждой доле.
Проецирование выпуклого многогранника на сферу. Стереографическая проекция. Формула Эйлера для выпуклого многогранника. Существование грани, содержащей не более пяти ребер.
