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[bookmark: _Toc77419131]Уголки в прямоугольнике
30 июня
Постановка задачи
[image: ]Дан клетчатый прямоугольник m × n (m, n ≥ 2). Есть неограниченный запас бумажных уголков из трех клеток. Уголки можно располагать внутри прямоугольника так, чтобы их границы шли по линиям сетки. Необходимо выяснить, при каких m и n можно разместить уголки так, чтобы каждая клетка была покрыта одинаковым числом слоев бумаги. В этом случае будем говорить, что прямоугольник покрывается уголками.
Докажите, что если прямоугольник покрывается уголками, то либо mn, либо число слоев делится на 3. 
Докажите, что прямоугольник размером 2 × n может быть покрыт уголками в 3 слоя.
Докажите, что если mn четно, то прямоугольник покрывается уголками.
Докажите, что прямоугольник 3 × (2n + 1) не покрывается никаким числом слоев.
Покройте уголками в один слой какой-нибудь прямоугольник 5 × (2n + 1).
Покройте уголками прямоугольник 7 × 7.
Укажите все прямоугольники m × n, где mn – нечетно, которые не могут быть покрыты.
Укажите все прямоугольники m × n, которые могут быть покрыты в один слой.

[bookmark: _Toc77419132]Суммы
1 июля
1. Даны  n + 1  попарно различных натуральных чисел, меньших 2n  (n > 1).  Докажите, что среди них найдутся три таких числа, что сумма двух из них равна третьему.
Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде суммы одного или нескольких различных членов последовательности Фибоначчи, при этом в сумме не должны участвовать соседние члены последовательности Фибоначчи.
Определение. Последовательность Фибоначчи: .
В каждой вершине правильного 2017-угольника написано целое число. Сумма всех написанных чисел равна 1. Докажите, что можно так выбрать вершину и занумеровать все вершины от нее по порядку по часовой стрелке (a1, a2, …, a2017) так, чтобы для любого k < 2017 сумма a1 + a2 + … + ak была положительной.
Дана неубывающая последовательность положительных чисел ai такая, что каждый ее член (начиная со второго) не превосходит удвоенного предыдущего члена. Докажите, что для любого n в сумме S = ± a1 ± a2 ± … ± an можно так выбрать знаки, чтобы выполнялось неравенство 0 ≤ S ≤ a1.
Даны такие натуральные числа a1, a2, ..., an, что ни одно из них не превосходит своего номера, а сумма всех их чётна. Докажите, что эти числа можно разбить на две группы с одинаковой суммой.
Докажите, что из любых 2n + 1 натуральных чисел можно выбрать 2n чисел с суммой, делящейся на 2n.
Последовательность xi строится по следующему правилу: xn = xn-1 + (3k+1 − 1)/2, если n представимо в виде 3k(3m + 1), xn = xn-1 − (3k+1 + 1)/2, если n представимо в виде 3k(3m+2), x0 = 0. Докажите, что каждое целое число встретится в данной последовательности ровно 1 раз.
Для n = 1, 2, 3 будем называть числом n-ого типа любое число, которое либо равно 0, либо входит в бесконечную геометрическую прогрессию 1, (n+2), (n+2)2,…, либо является суммой нескольких различных её членов. Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде суммы числа первого типа, числа второго типа и числа третьего типа. (Например, 2021 = 35 + 36 + 45 + 52.)

[bookmark: _Toc77419133]Векторы
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Определение. Направленный отрезок – отрезок, определяемый началом, длиной и направлением. Вектор – класс всех направленных отрезков, равных по длине и направлению. Векторы сонаправлены, если направления совпадают, и коллинеарны, если направления параллельны. Нулевой вектор – длина равна 0, коллинеарен любому вектору. 
1. Пусть ABCD и AB1C1D1 – два параллелограмма с общей вершиной. Докажите, что один из векторов ,  и  коллинеарен сумме двух других.
Задачи
Дан четырехугольник ABCD. Точки M и N – середины сторон BC и AD соответственно. Докажите, что .
Пусть точка M – точка пересечения медиан треугольника ABC. Докажите, что для любой точки O на плоскости верно равенство .
На сторонах пятиугольника AB, BC, CD, DE отметили середины сторон K, L, M, N соответственно. P и Q – середины отрезков KM и LN. Докажите, что PQ||AE и найдите, во сколько раз отрезок AE больше отрезка PQ.
Пусть O – центр описанной окружности, а H – ортоцентр треугольника ABC. Докажите, что .
Четырехугольник ABCD вписанный. Пусть Ha – ортоцентр треугольника BCD, Ma – середина отрезка AHa; точки Mb, Mc и Md определяются аналогично. Докажите, что точки Ma, Mb, Mc и Md совпадают.
На сторонах треугольника ABC вне его построены правильные треугольники ABC1, BCA1 и CAB1. Докажите, что .
Середины противолежащих сторон шестиугольника соединены отрезками. Оказалось, что точки попарного пересечения этих отрезков образуют равносторонний треугольник. Докажите, что проведенные отрезки равны.
На стороне AB треугольника ABC выбраны точки C1 и C2. Аналогично на стороне BC выбраны точки A1 и A2, а на стороне AC – точки B1 и B2. Оказалось, что отрезки A1B2, B1C2 и C1A2 имеют равные длины, пересекаются в одной точке, и угол между каждыми двумя из них равен 60°. Докажите, что .
На сторонах AB и AC треугольника ABC взяты точки M и N соответственно такие, что AM : MB = 3:1 и AN : NC = 1:2. В каком отношении надо поделить медиану AK точкой X, чтобы M, X, N лежали на одной прямой?
D и E – точки на сторонах AC и AB треугольника ABC соответственно. Кроме того, DE не параллельно CB. Пусть F и G – точки на BC и ED соответственно такие, что . Докажите, что GF параллельно биссектрисе угла ∠BAC.
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1. Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая медиану CC1?
Треугольник ABC – равнобедренный, AB = AC, ∠B > ∠A. Точка D на стороне AC такова, что ∠DBC = ∠BAC. Серединный перпендикуляр к BD пересекает прямую, проходящую через A параллельно BC, в точке E. Докажите, что прямые EB и AC параллельны.
Докажите неравенство для положительных x, y:

На окружности красным цветом написали 10 произвольных чисел (не обязательно различных). После этого в каждый из десяти промежутков между соседними красными числами синим цветом записали их разность (из большего вычитали меньшее). Докажите, что все десять синих чисел можно разбить на две группы так, чтобы суммы в этих двух группах совпали.
Вася написал 100-значное число. Потом всеми возможными способами выбрал пару цифр, сложил цифры в каждой паре и получившиеся 4950 чисел перемножил. Мог ли Вася в результате получить исходное число?
На доску выписали все собственные делители некоторого составного натурального числа n, увеличенные на 1. Найдите все такие числа n, для которых числа на доске окажутся всеми собственными делителями некоторого натурального числа m.
В компании из 100 человек среди любых десяти есть трое попарно знакомых. Докажите, что можно выбрать восьмерых из них так, чтобы любой из оставшихся был знаком с кем-то из этих восьмерых.
[bookmark: _Toc77419135]Рекурренты 
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1. Сколькими способами можно разбить отрезок длины n на отрезки длиной 1, 2, 3?
Задачи
Сколько существует строк длины n, состоящих из 0 и 1, при этом никакие два нуля не стоят рядом?
Сколько существует строк длины n, состоящих из 0, 1 и 2, при этом цифры 0 и 1 не стоят рядом?
Сколько существует строк длины n, состоящих из 0, 1, 2, 3, 4, при этом любые две соседние цифры различаются на 1? Выведите рекуррентную и явную формулы.
Лягушка прыгает по вершинам шестиугольника ABCDEF, начиная с вершины A. Каждым прыжком она переходит в одну из соседних вершин.	
а) Сколькими способами она может вернуться в А за n прыжков?	
б) Выведите формулу для n прыжков, не содержащую слагаемых для других вершин.
в) Выведите рекуррентную и явную формулы, если запрещено прыгать в вершину D.
Сколькими способами можно разрезать на доминошки прямоугольник 3×2n? Выведите рекуррентную формулу, использующую только два предыдущих члена последовательности.
По кругу по часовой стрелке упорядочены числа все натуральные числа от 1 до n. Сколькими способами можно переставить их так, чтобы ни одно из чисел не оказалось на своем прежнем месте?
Из натуральных чисел составляются последовательности, в которых каждое последующее число больше квадрата предыдущего, а последнее число в последовательности равно 102021 (последовательности могут иметь разную длину). Доказать, что различных последовательностей такого вида меньше, чем 102021.
Обозначим за f(n) количество способов представить n в виде суммы степеней двойки с учетом порядка слагаемых. Например, f(4) = 6, так как есть 6 способов: 4, 2 + 2, 2 + 1 + 1, 1 + 2 + 1, 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 1 + 1. Найдите все n такие, что f(n) – нечетно.
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1. Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде a2 + b2 + c2 – d2, где a, b, c, d – натуральные числа.
Докажите, что для любых целых a и b разной четности найдется такое c, что c + ab, c + a, c + b – точные квадраты.
Числа m и n являются суммами двух квадратов натуральных чисел. Докажите, что mn тоже является суммой двух квадратов целых чисел.
Число n является суммой трех квадратов натуральных чисел. Докажите, что число n2 тоже является суммой трех квадратов целых чисел.
Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел n таких, что n является суммой двух квадратов целых чисел, а числа n – 1 и n + 1 – не являются.
Докажите, что существует бесконечно много троек последовательных натуральных чисел таких, что каждое из них является суммой двух квадратов натуральных чисел.
Докажите, что существует бесконечно много четверок взаимно простых в совоупности натуральных чисел a, b, c, d таких, что ab + bc + ac, ab + bd + ad, ac + ad + cd, bc + bd + cd – точные квадраты.

[bookmark: _Toc77419137]Подбираем коэффициенты
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Неравенство между средним арифметическим и средним геометрическим

Во всех задачах значения переменных считать положительными.
1. Докажите неравенство:

Для x, y, z выполнено равенство xy + yz + xz = 1. Докажите неравенство:

Задачи
Пусть xyz = 1. Докажите неравенство:

Докажите неравенство:

Подберите коэффициенты и докажите неравенство:

Пусть p, q – натуральные, x + y = a. Найдите наибольшее значение выражения xpyq.
Пусть n и k натуральны, n > k. Докажите неравенство:

Для x, y, z, t выполнено равенство xy + yz + zt + tx = 1. Найдите наименьшее значение выражения:

Пусть  наибольшее значение выражения авенство x + y + z = 3. Найдите наименьшее значение выражения:
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Теория
Определение. Скалярным произведением  двух векторов называется произведение их длин на косинус угла между их направлениями, т.е. .
Свойства скалярного произведения


  (под  имеется ввиду длина проекции вектора  на вектор  с учетом знака)

Упражнения
1. Докажите, что если векторы  и  перпендикулярны, то длины векторов  и  равны.
Докажите, что если AB и CD – диаметры некоторой окружности с центром O, а E – произвольная точка, то .
Докажите, что сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов его сторон.
Для произвольных точек докажите равенство .
Задачи
В прямоугольнике ABCD опущен перпендикуляр BK на диагональ AC. Точки M и N – середины отрезков AK и CD соответственно. Докажите, что угол BMN прямой.
Точки M и N – середины отрезков AC и BD соответственно. Докажите, что:

Правильный многоугольник A1A2…An вписан в окружность радиуса R с центром O, точка X – произвольная. Докажите, что:

Четыре перпендикуляра, опущенные из вершин выпуклого пятиугольника на противоположные стороны, пересекаются в одной точке. Докажите, что пятый такой перпендикуляр тоже проходит через эту точку.
В равнобедренном треугольнике ABC (AB = AC) точка D – середина стороны AB, O – центр описанной окружности, M – точка пересечения медиан треугольника ACD. Докажите, что OM ⊥ CD.
Дан прямоугольник ABCD и точка P. Прямые, проходящие через A и B и перпендикулярные, соответственно, PC и PD, пересекаются в точке Q. Докажите, что PQ ⊥ AB.
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Определения. Орграф – граф, где вместо ребер – стрелки. Сильно связный орграф – от любой вершины до любой другой есть путь по стрелкам. Слабо связный орграф – связный, если заменить стрелки ребрами. Турнир – полный орграф. Гамильтонов путь (цикл) – путь (цикл), проходящий по всем вершинам графа по одному разу.
1. Докажите, что сильная связность орграфа равносильна следующему условию: при любом разбиении множества его вершин на два непустых подмножества A и B найдётся стрелка из вершины, содержащейся в A, в вершину, содержащуюся в B. Что в данном случае означает отсутствие сильной связности?
Орграф не сильно связен.	
а) Пусть a – одна из вершин. Докажите, что можно выделить сильно связную компоненту – множество вершин А, содержащее a, что для любой вершины b из А существуют пути из a в b и из b в a, а для любой вершины c не из А это неверно. 
б) Рассмотрим конденсацию графа – граф, где вершины соответствуют сильно связным компонентам, а стрелки – направлению стрелок между этими компонентами. Докажите, что конденсация не содержит циклов.
В орграфе 2n вершин, причем степени исхода и захода каждой вершины больше 0. Докажите, что в граф можно добавить не более n стрелок так, что граф станет сильно связным. (Можно проводить более одной стрелки между двумя вершинами.)
Теорема Муна. Пусть дан сильно связный турнир на n вершинах и натуральное число k, где 3 ≤ k ≤ n. Тогда: 	
а) есть цикл длины k, проходящий через данную вершину;	
б) циклов длины k не менее n − k + 1;
Докажите, что в любом сильно связном турнире, содержащем хотя бы 4 вершины, можно найти две вершины A и B таких, что удаление любой одной из вершин A и B не нарушает сильную связность.
Теорема Редеи-Камиона. Докажите, что в сильно связном турнире существует гамильтонов цикл.
В турнире чётное число вершин. Докажите, что в нём есть гамильтонов путь, который не дополняется до цикла.
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Примеры
1. Пусть a > 0, n и k натуральны, n > k. Докажите неравенство, приведя правую часть к однородному выражению k-й степени:

Для положительных a, b с условием ab = 1 докажите неравенство:

Задачи
Во всех задачах значения переменных считать положительными
Пусть a + b + c = 1. Докажите неравенство:

Пусть a + b + c = 6. Докажите неравенство:

Пусть . Докажите неравенство:

Пусть abc = 1. Докажите неравенство:

Пусть . Докажите неравенство:

Пусть abc = 1. Докажите неравенство:

Пусть a + b + c = 3. Докажите неравенство:

Пусть . Докажите неравенство:
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1. Минимальная степень вершины в графе равна k ≥ 2. Докажите, что в этом графе есть:
а) простой путь, содержащий не менее k ребер;	
б) простой цикл, содержащий не менее k + 1 ребер.
Максимальный простой путь в графе содержит k ребер. Пусть вершины А и В соединяет один из таких путей. Докажите, что если суммарная степень вершин А и В больше k, то в графе есть простой цикл из k + 1 ребра.
Теорема Оре. Пусть в графе n вершин.	
а) Известно, что суммарная степень любых двух несоседних вершин не меньше n – 1. Докажите, что в этом графе есть гамильтонов путь.	
б) Известно, что суммарная степень любых двух несоседних вершин не меньше n. Докажите, что в этом графе есть гамильтонов цикл.
Теорема Дирака. Пусть в графе n вершин.	
а) Если минимальная степень вершины в графе не меньше , то в графе есть гамильтонов путь.	
б) Если минимальная степень вершины в графе не меньше , то в графе есть гамильтонов цикл.
а) Пусть в графе n вершин и m ребер, причем 2m ≥ n2 – 3n + 6. Докажите, что в этом графе есть гамильтонов цикл.	
б) Какое максимальное число рёбер может быть в графе с n вершинами, в котором нет гамильтонова пути?
На планете M стран и N городов. Некоторые пары городов соединены двусторонними дорогами. При этом выполняются 5 условий:	
1) В каждой стране как минимум 3 города;	
2) Если в стране k городов, то каждый город в ней соединён как минимум с  другими городами этой страны;	
3) Каждый город соединён ровно с одним городом за пределами своей страны;	
4) Между любыми двумя странами проходит не больше двух дорог;	
5) Если в двух странах в сумме менее 2M городов, то они точно соединены дорогой.
Докажите, что есть простой цикл из не менее чем  городов.
Пусть в графе 2n вершин, причем степень первой вершины равна 1, второй – 2, третьей – 3, …, (2n – 1)-ой – (2n – 1). Сколько в этом графе гамильтоновых путей, начинающихся с первой вершины?
Дан двудольный граф, содержащий по n вершин в каждой доле. Степень каждой вершины больше . Докажите, что в графе существует гамильтонов цикл.

[bookmark: _Toc77419142]Симметрии и повороты
5 июля
1. На описанной окружности равностороннего треугольника ABC взята точка M, отличная от вершин треугольника. Докажите, что один из отрезков AM, BM, CM равен сумме двух других.
На разных сторонах угла стоят точки A и B, отличные от вершины. Перпендикуляры к сторонам угла, восстановленные в этих точках, пересекают биссектрису угла в точках C и D. Докажите, что если M – середина CD, то AM = BM.
Точка Х расположена на диаметре АВ окружности радиуса R. Точки K и N лежат на окружности в одной полуплоскости относительно АВ, а ∠KXA = ∠NXB = 60°. Найдите длину отрезка KN.
На сторонах BC и CD квадрата ABCD отмечены точки E и F соответственно. Известно, что BE = 8, AE = 15, AF – биссектриса угла DAE. Найдите длину отрезка DF.
В выпуклом четырехугольнике ABCD равны стороны АВ, ВС и CD, M – середина стороны AD. Известно, что угол ВМС – прямой. Найдите угол между диагоналями АС и BD.
Пусть O – центр описанной окружности остроугольного треугольника ABC. На сторонах AB и BC выбраны точки M и N соответственно, причем 2∠MON = ∠AOC. Докажите, что периметр треугольника MBN не меньше стороны AC.
Дан остроугольный треугольник ABC. На сторонах AC и BC наружу построены квадраты ACQT и BCPS. На отрезке AP взята точка F такая, что ∠BQP = ∠CFP. Докажите, что прямая CF делит отрезок AB пополам.
Дан треугольник ABC, в котором AC + BC = 3AB. Вписанная окружность с центром I касается сторон BC и CA в точках D и E соответственно. Пусть точки K и L симметричны точкам D и E относительно I. Докажите, что точки A, B, K, L лежат на одной окружности.
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1. Найдутся ли:	
а) сколь угодно много последовательных составных чисел?	
б) бесконечно много последовательных составных чисел?
Известно, что человечество бессмертно, а каждый человек смертен. Число людей в каждом поколении конечно. Докажите, что найдется бесконечная мужская цепочка, начинающаяся с Адама.
Задачи
Докажите, что в десятичной записи числа  какая-то ненулевая цифра встречается бесконечно много раз.
Дана бесконечная числовая последовательность. Для любого n сумма n первых членов последовательности больше n. Докажите, что в последовательности бесконечно много положительных членов.
За дядькой Черномором выстроилось чередой бесконечное число богатырей различного роста, причём рост каждого составляет натуральное  число сантиметров. Докажите, что он может приказать части из них выйти из строя так, чтобы в строю осталось бесконечное число богатырей, стоящих в порядке возрастания.
Имеется таблица из трёх строк и бесконечного числа столбцов. В каждой клетке таблицы стоит натуральное число. Доказать, что можно так выбрать два столбца в таблице, что в каждой из строк число, стоящее в первом столбце будет не меньше числа, стоящего во втором столбце.
Множество натуральных чисел разбито на конечное число непересекающихся подмножеств. Докажите, что среди них можно выбрать подмножество S такое, что для любого натурального числа n множество S содержит бесконечно много чисел, кратных n.
За дядькой Черномором выстроилось чередой бесконечное число богатырей различного роста. Докажите, что он может приказать части из них выйти из строя так, чтобы в строю осталось бесконечное число богатырей, стоящих в порядке возрастания или убывания.
На планете счетное множество городов, и любые два соединены либо автомобильной дорогой, либо железной дорогой, либо авиалинией, либо морским путём. Докажите, что можно выбрать некоторое бесконечное подмножество городов так, что все пары выбранных городов связаны одним и тем же способом.
Определение. Бесконечное множество называется счётным, если все его элементы могут быть пронумерованы натуральными числами (т.е. существует биекция с .)
Пусть A1, A2, A3, … – бесконечная последовательность конечных множеств. Известно, что для любого конечного набора множеств из этой последовательности можно так выбрать по одному элементу из каждого множества, что все эти элементы будут попарно различны. Докажите, что из каждого множества всей последовательности можно так выбрать по одному элементу, что все эти элементы будут попарно различны.
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Напоминание
Малая теорема Ферма. Если p – простое и a не делится на p, то .
Теорема Вильсона.  тогда и только тогда, когда p – простое или 1.
1. Числа m и n являются суммами двух квадратов натуральных чисел. Тогда mn тоже является суммой двух квадратов целых чисел.
Задачи
Докажите, что если делится на простое число , то числа x и y делятся на p.
Докажите, что в разложение на простые множители числа вида  простое число  обязательно входит в четной степени (возможно, нулевой).
Докажите, что для любого простого числа  можно найти такое число b, что  делится на p.
Оказывается, что утверждение предыдущей задачи можно усилить: для любого простого числа  можно подобрать такие квадраты, что  в точности равно p. Это утверждение называют «рождественской» теоремой Ферма.
Выведите из рождественской теоремы Ферма следующее утверждение:
Теорема Ферма – Эйлера. Натуральное число представимо в виде суммы двух квадратов целых чисел тогда и только тогда, когда каждый простой делитель вида 4k + 3 входит в его разложение в четной степени.
Доказательства рождественской теоремы Ферма.
Доказательство Акселя Туэ	
Рассмотрим простое число p вида 4k + 1.	
а) Для любого целого s существуют две различные пары (x, y) и (x1, y1) чисел из множества , так что .	
б) 	Для любого целого s существует ненулевая пара (x, y) чисел из множества , так что .	
в) Пусть  . Примените пункт б) для s и закончите доказательство теоремы.
Маленькие остатки
Пусть (a, p) = 1. Выберем число N ≤ p и рассмотрим остатки чисел 0, a, 2a, …, (N – 1)a по модулю p.	
а) Докажите, что среди них найдутся два остатка, различающиеся не более, чем на .
б) Докажите, что среди них найдется остаток ay (где y < N) по модулю не больший .
в) Снова докажите лемму Туэ: для простого p и ненулевого остатка a найдутся такие остатки , что .	
г) Завершите доказательство теоремы.
[image: ]Мельницы	
Рассмотрим число p вида 4k + 1 и представим его в виде p = x2 + 4yz, где x, y, z – натуральные числа. Такие представления существуют, например, p = 12 + 4∙1∙k. По представлению (x, y, z) построим «мельницы» по схеме на картинке.
К квадрату со стороной x приставим прямоугольник высотой y и шириной z к левому верхнему углу (левая мельница) или к правому верхнему углу (правая мельница). Далее поворотом вокруг центра квадрата добавим еще 3 прямоугольника.
Например, мельница 1 соответствует представлениям 33 = 32 + 4∙3∙2 и 33 = 12 + 4∙4∙2.
а) Каким представлениям соответствует мельница 2?	
б) Докажите, что если p – простое, то мельница не может соответствовать более, чем двум представлениям.	
в) При простом p найдите все мельницы, которые соответствуют ровно одному представлению.	
г) Докажите, что при простом p общее количество мельниц нечетно.	
д) Докажите, что среди представлений найдется такое, что y = z.	
е) Завершите доказательство теоремы.
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Определение. Движение – преобразование плоскости, сохраняющее расстояния, т.е. для любых двух точек A и B расстояние между ними равно расстоянию между f(A) и f(B). Композицией движений g◦f называется результат последовательного их применения – сначала f, потом g.
1. Лемма о 3 гвоздях. Даны три точки A, B, C, не лежащие на одной прямой, и произвольная точка X. Докажите, что тройка расстояний AX, BX, CX однозначно задаёт положение точки X.
Следствие. Любое движение однозначно задаётся образами 3 неколлинеарных точек.
Некоторое движение переводит данные неколлинеарные точки A, B, C в точки A1, B1, C1 соответственно. Докажите, что можно несколькими симметриями перевести данные точки в их образы, причем трёх симметрий достаточно.
Теорема Шаля. Любое движение является композицией не более, чем трёх осевых симметрий.
Докажите, что:	
а) Параллельный перенос  (сокр. translation) на вектор  может быть представлен композицией двух симметрий.	
б) Поворот  (сокр. rotation) на угол α вокруг точки O может быть представлен композицией двух симметрий.	
в) Симметрия  (сокр. symmetry) относительно прямой a… является симметрией.
Обратите внимание, что в пунктах а) и б) одно и то же движение может быть задано разными расположениями осей симметрии.
а) Чем является композиция трёх параллельных симметрий?	
б) Чем является композиция трёх симметрий, проходящих через одну точку?	
в) Докажите, что композиция трёх симметрий относительно прямых общего положения (не более двух параллельных, не все проходят через одну точку) может быть представлена в виде композиции симметрии и параллельного переноса.	
г) Докажите, что описанное в пункте в) движение может быть представлено и в виде композиции симметрии и параллельного переноса на вектор, параллельный оси симметрии.
Определение. Скользящая симметрия  – композиция симметрии и параллельного переноса на вектор, параллельный оси симметрии.
Теорема о классификации движений. Любое движение плоскости – S, R, T или TS.
Определение. Плоскость задаётся тремя неколлинеарными точками. Порядок нумерации этих точек производится по часовой стрелке либо против часовой стрелки. Такой порядок задаёт ориентацию плоскости. Движение может сохранять либо менять ориентацию плоскости.
а) Докажите, что симметрия меняет ориентацию плоскости.	
б) Проведите классификацию всех типов движений по количеству неподвижных точек и сохранению ориентации.
Композиция двух движений по теореме Шаля – это композиция до шести осевых симметрий. Но по теореме о классификации, это всё равно S, R, T или TS. Для каждой композиции движений укажите, каким видом движения она может являться. Заполните таблицу для всех возможных случаев.
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Из бумаги вырезали два одинаковых треугольника ABC и A1B1C1 и положили их на стол, перевернув при этом один из треугольников. Докажите, что середины отрезков AA1, BB1 и CC1 лежат на одной прямой.
Теорема Ельсмлева. Коллинеарные точки A, B, C при некотором движении перешли в точки A1, B1, C1. Докажите, что середины отрезков AA1, BB1, CC1 лежат на одной прямой.
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Теория
Пусть p – нечетное простое число. Рассмотрим уравнение .
Определение. Если для a ≠ 0 существует решение уравнения, то a называется квадратичным вычетом по модулю p. В противном случае a – квадратичный невычет. 
1. а) Сколько корней может иметь уравнение  в зависимости от a?	
б) Докажите, что среди ненулевых остатков по модулю p ровно половина являются квадратичными вычетами.
Докажите следующие свойства произведений квадратичных вычетов:	
а) вычет × вычет = вычет;	
б) вычет × невычет = невычет;	
в) невычет × невычет = вычет.
Определение. Символом Лежандра называют выражение , причем:

Докажите, что .
а) Используя малую теорему Ферма, докажите, что если a – кв. вычет, то .
б) Используя теорему Вильсона, докажите, что если a – кв. невычет, то . 
Критерий Эйлера. Если p – нечетное простое число, то:

Для остатка a ≠ 0 рассмотрим множество остатков . Пусть n – количество остатков в A, больших .	
а) Докажите, что если в А каждый из остатков  заменить на p – k, то полученное множество B совпадает с множеством .	
б) Докажите, что .
Критерий Гаусса. Если p – нечетное простое число, a не делится на p, то:

Задачи
Вычислите без калькулятора  и , выбрав наиболее удобный критерий.
Вычислите  и сдайте заново задачи 2 и 4 из листка «Суммы квадратов – 2».
Докажите, что при любом нечетном простом p найдется такое натуральное число x, что произведение  делится на p.
Пусть p – простое число. Докажите, что найдется такое число k, что .
p – нечетное простое, a не делится на p. Докажите, что уравнение  имеет решения тогда и только тогда, когда дискриминант D является квадратичным вычетом по модулю p.
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Неравенство Коши-Буняковского-Шварца (КБШ):
1. Для произвольных действительных чисел ai и bi выполняется неравенство:

Для доказательства рассмотрите очевидное неравенство:

При каких условиях на переменные выполняется равенство?
Для положительных чисел докажите неравенство:

Задачи
Для вещественных чисел докажите неравенство:

Известно, что a + 2b + 3c ≥ 14. Докажите, что a2 + b2 + c2 ≥ 14.
Докажите неравенство:

Решите уравнение:

Найдите наибольшее значение выражения:

Для положительных чисел докажите неравенство:

Даны , такие что . Докажите неравенство:

Для положительных чисел с суммой  докажите неравенство:


[bookmark: _Toc77419148]Композиция поворотов
8 июля
1. Археологи нашли старинный свиток, в котором было написано: «Встань около березы, и дойди от нее, не сворачивая, до колодца, а у колодца поверни под прямым углом налево и пройди такое же расстояние. В том месте, где ты оказался, вбей колышек в землю. Теперь опять встань у березы, и дойди от нее, не сворачивая, до дуба, поверни под прямым углом направо и пройди такое же расстояние. Вбей второй колышек в землю. Посередине между колышками зарыт клад». Оказалось, что колодец и дуб по-прежнему на месте, но березы уже нет. Смогут ли археологи найти клад?
Лемма. При повороте на угол α любой вектор поворачивается на угол α.
Теорема. Композиция двух поворотов на угол α и на угол β в случае α+β ≠ 360° является поворотом на угол α+β, в противном случае – параллельным переносом.
Задачи
На сторонах BC, CA, CB треугольника ABC вне его построены правильные треугольники BCA1, CAB1, ABC1. Как построить точку 
На плоскости был нарисован пятиугольник и отмечены середины всех его сторон. Пятиугольник стёрли, середины сторон остались. Как при помощи циркуля и линейки восстановить пятиугольник?
Известно, что , и точки O1, O2, O3 образуют треугольник. Найдите углы этого треугольника.
Определение. Треугольник O1O2O3 называют треугольником центров поворотов.
На сторонах AC и BC треугольника ABC вне его построены правильные треугольники ACP и BCQ. Точка M – середина AB, точка O – центр треугольника BCQ. Докажите, что OP = 2OM.
Теорема Наполеона. На сторонах треугольника вне его построены правильные треугольники. Докажите, что их центры – вершины правильного треугольника.
На сторонах AB и AC треугольника ABC вне его построены квадраты ABDE и ACPQ. Докажите, что четыре точки: центры квадратов, середины отрезков BC и QE – являются вершинами квадрата.
На сторонах AB и BC правильного треугольника ABC взяты точки M и N так, что MN || AC, E – середина отрезка AN, D – центр треугольника BMN. Найдите угол CDE.
На сторонах выпуклого четырехугольника ABCD как на диаметрах построили полуокружности. На AB и CD – внешним образом, а на ВС и DA – внутренним. После чего отметили точки K, L, M, N – середины дуг AB, BC, CD и DA соответственно. Оказалось, что они образуют четырехугольник. Докажите, что KLMN – параллелограмм.
Hа дуге BC описанной окружности треугольника ABC, не содержащей точку A, взята точка D. На сторонах AB и AC отмечены точки E и F соответственно так, что BD = BE и CD = CF. Точка G – середина EF. DF вторично пересекает окружность в точке K. Докажите, что точки B, G, K лежат на одной прямой.
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Определение. Последовательность  называется периодической, если существуют такие натуральные N и T, что для любого номера n ≥ N выполнено равенство . Если подходит N = 1, то такая последовательность называется чисто периодической. Подпоследовательность  называют предпериодом.
Задачи
1. Придумайте две непостоянные чисто периодические последовательности  и  с периодами T1 = 2 и T2 = 6 соответственно, чтобы последовательность  тоже была непостоянной и у нее был период ллины T3 = 3.
Пусть у некоторой бесконечной последовательности есть период длины T1 = a и длины T2 = b. Период какой минимальной длины наверняка есть у этой последовательности?
Дана бесконечная чисто периодическая последовательность  с периодом 100. Известно, что при любом нечетном n сумма  неотрицательна, а при любом четном – неположительна. Докажите, что .
Дана бесконечная последовательность цифр, полученная приписыванием друг за другом всех натуральных чисел: 123456789101112131415… Докажите, что эта последовательность цифр непериодична.
Возрастающая последовательность  удовлетворяет условию . Бесконечная последовательность цифр получена приписыванием друг за другом чисел  Докажите, что эта последовательность непериодична.
Последовательность  обладает таким свойством, что для любого натурального k найдется такое натуральное число t, что . Обязательно ли такая последовательность периодическая?
Последовательность задается правилами: . Докажите, что эта последовательность непериодична.
Последовательность Туэ-Морса. Последовательность нулей и единиц задается правилами: . Докажите, что:	
а) Верно равносильное определение – нулевой член последовательности равен 0, а дальше последовательность строится следующим образом: на каждом шаге в конец имеющейся последовательности приписывается такая же, где все нули заменены единицами и наоборот. (0→01→0110→01101001→0110100110010110→…)	
б) Если последовательность разбить на пары соседних цифр  и заменить из по правилу 01→0, 10→1, то получится исходная последовательность.	
в) Последовательность непериодична.	
г) В этой последовательности не найдется даже трех подряд идущих одинаковых фрагментов.	
д) Рассмотрим бесконечную дробь , где  – последовательность Туэ-Морса. Для скольких натуральных чисел i из отрезка [1;2021] дробь  будет больше дроби ?
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Вспоминаем листочки «Суммы квадратов – 2» и «Квадратичные вычеты»
Задачи
1. Решите в целых числах уравнение:

Докажите, что простых чисел каждого из видов 4k + 3 и 4k + 1 бесконечно много.
Решите уравнение в целых числах: .
Докажите, что уравнение  не имеет решений в натуральных числах.
Вспомните критерий Гаусса и вычислите  для каждого нечетного простого p.
Докажите, что у числа 2n + 1 не может быть простых делителей вида 8k + 7.
Докажите, что простых чисел каждого из видов 8k + 3, 8k + 5 и 8k + 7 бесконечно много.
Докажите, что число 2 является квадратичным вычетом по модулю 7n при любом натуральном n.
Докажите, что если простое число p является делителем числа вида x2 – x + 3 при некотором x, то оно является и делителем числа вида y2 – y + 25 при некотором y.
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Теория
Определение. Пусть M – некоторая точка плоскости и m – ненулевое число. Материальной точкой (m, M) называется точка M с числом m. Центром масс системы материальных точек (m1, M1), (m2, M2), …, (mn, Mn) с ненулевой суммой масс называется такая точка Z, для которой имеет место равенство

Теорема. Если Z – центр масс системы материальных точек, сумма масс которых не равна нулю, то для любой точки O справедливо равенство:

Правило группировки. Пусть дана система точек (m1, M1), (m2, M2), …, (mn, Mn), и точка O – центр масс системы из первых k точек данной системы. Тогда центр масс данной системы точек совпадает с центром масс системы (m1+…+ mk, O), (mk+1, Mk+1), …, (mn, Mn).
Примеры
1. а) Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке, причем каждая из них делится этой точкой в отношении 2 : 1.	
б) Докажите, что биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, и найдите отношения, в которых они делятся точкой пересечения.
Прямая проходит через вершину A треугольника ABC и середину L медианы BB1. В каком отношении делит эта прямая медиану CC1?
Задачи
A1, A2, ..., A6 – середины последовательных сторон шестиугольника. Докажите, что точки пересечения медиан треугольников A1A3A5 и A2A4A6 совпадают.
В треугольнике ABC точка F делит сторону BC в отношении 3 : 1, считая от вершины B. Точки M и P отсекают от сторон AB и AC по одной шестой, считая соответственно от вершины A и от вершины C. В каком отношении делится каждый из отрезков MP и AF точкой их пересечения?
В параллелограмме ABCD на сторонах BC и CD взяты точки M и N так, что . Докажите, что центр масс треугольника AMN лежит на диагонали BD.
На плоскости дан треугольник ABC и отмечена точка O. Докажите, что в вершины треугольника можно поставить такие массы, чтобы их центр попал в точку O.
Теорема Чевы. На сторонах AB, BC и AC треугольника ABC или на их продолжениях отмечены точки C1, A1 и B1 соответственно. Докажите, что прямые AA1, BB1 и CC1 конкурентны (т.е параллельны либо пересекаются в одной точке) равносильно равенству:

Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Докажите, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника, образованного этими прямыми, пересекаются в одной точке.
Точки, разбивающие каждую из сторон четырехугольника на три равные части, соединили так, что четырехугольник разбился на 9 меньших четырехугольников. Докажите, что каждый из полученных отрезков делится точками пересечения на три равные части.
На окружности расположены n точек с единичными массами. Вася выбирает произвольные n − 2 из них, рисует их центр масс и опускает из него перпендикуляр на прямую, проходящую через две оставшиеся точки. Докажите, что все Васины прямые пройдут через одну точку.
Окружность с центром I, вписанная в треугольник ABC, касается стороны AC в точке K. Вторая окружность, также с центром I, пересекает все стороны треугольника ABC. Пусть E и F – её точки пересечения со сторонами AB и BC, ближайшие к вершине B; B1 и B2 – точки её пересечения со стороной AC, причём B1 – ближе к A. Докажите, что точки B, K и точка P пересечения отрезков B2E и B1F лежат на одной прямой.
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1. а) Сколькими способами можно раскрасить в три цвета (a, b, c) клетки квадрата 5 × 5?
б) Сколько будет способов, если раскраски, симметричные относительно вертикальной средней линии, считаются одинаковыми?	
в) Сколько будет способов, если раскраски, получающиеся друг из друга поворотом на угол, кратный 90°, считаются одинаковыми?	
г) Сколько будет способов, если и повороты, и симметрии отождествляют раскраски?
Введем несколько определений. Пусть X – множество раскрасок «без условий», как в пункте а). Элементы множества X будем обозначать буквой x. Пусть G – множество преобразований, которые можно делать с x (например, повороты, перевороты и т.п.). Элементы G обозначим как f, g, h. По сути, мы можем находить f(x), g(x), g(f(x)) ∊ X. В последнем случае преобразование называется композицией, и его можно обозначить g◦f.
Определение. Если множество G называют группой преобразований, если оно обладает свойствами:	
а) тождественное преобразование принадлежит G;	
б) композиция преобразований из G принадлежит G;	
в) для каждого g ∊ G есть обратное преобразование f = g-1, принадлежащее G;	
г) выполняется ассоциативность: h◦(g◦f) = (h◦g)◦f. (А коммутативность не обязательна!)
Множество раскрасок Tx = {g(x)∊X | g∊G} называется орбитой элемента x.
Множество преобразований Sx = {g∊G | g(x)=x} называется стабилизатором элемента x. 
а) Пусть y∊Tx. Докажите, что Ty = Tx.	
б) Выберем одну раскраску x. Докажите, что Sx является группой преобразований.
в) Пусть множество Sx содержит k элементов g1, g2, …, gk, и f – произвольное преобразование из G. Докажите, что f◦g1(x) = f◦g2(x) = … = f◦gk(x).	
г) Докажите, что все f◦gi являются разными элементами G, хоть и для элемента x выполнены равенства.	
д) Докажите, что если f(x) = h(x), то множества вида f◦gi и h◦gi совпадают.	
е) Докажите, что .	
ж) Пусть множество Tx содержит m элементов x1 = x, x2, x3, …, xm. Докажите, что тогда .	
з) Пусть X содержит n элементов, т.е раскрасок «без условий». Пусть Y – множество раскрасок «с условиями», т.е. множество всех орбит в X. Докажите, что тогда выполняется равенство .	
и) Пусть Ni, где 1 ≤ i ≤ |G| – это количество элементов X, переходящих в себя при преобразовании gi. Докажите, что .
Лемма Бернсайда. Количество различных раскрасок (орбит) равно среднему арифметическому количеств раскрасок, не меняющихся при каждом преобразовании, т.е.

Задачи
Снова решите задачу 1.
Из проволоки согнули равносторонний треугольник. Его стороны могут быть окрашены в один из n цветов. Сколько существует движений, переводящих треугольник в себя? Сколько существует различных раскрасок?
а) Сколькими способами можно раскрасить бусы из p бусинок в a цветов с точностью до поворота? (p – простое)	
б) Докажите малую теорему Ферма.	
Сколько различных бус для 40 бусинок и a цветов с точностью до поворота?
Сколько различных бус можно составить из 10 красных и 4 синих бусин с точностью до поворота и переворота?
Сколькими способами можно раскрасить вершины куба в 3 цвета?
Сколькими способами можно раскрасить грани куба в 3 цвета?	
Сколькими способами можно раскрасить ребра куба в 3 цвета?
Сколько различных шестиугольников можно вписать в правильный 15-угольник?
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1. Какие массы надо поместить в вершины треугольника со сторонами a, b и c, чтобы центр полученной системы материальных точек оказался:	
а) в точке пересечения медиан треугольника;	
б) в точке пересечения биссектрис;	
в) в центре вневписанной окружности, касающейся стороны a;	
г) в точке Нагеля (точке, где пересекаются отрезки, соединяющие вершину треугольника с точкой касания вневписанной окружности противоположной стороны);	
д) в точке Жергонна (точке, где пересекаются отрезки, соединяющие вершину треугольника с точкой касания вписанной окружности);	
е) в ортоцентре?
Докажите, что точка Нагеля лежит на прямой, соединяющей точку пересечения медиан треугольника и точку пересечения его биссектрис.
Даны три точки с массами a, −a, b в вершинах треугольника. Докажите, что их центр масс лежит на прямой, проходящей через третью точку, параллельно прямой, содержащие первые две точки.
а) Найдите положение центра масс системы из четырех точек: три точки с массой 1 в вершинах треугольника и -2 в центре описанной окружности.	
б) Прямая Эйлера. В треугольнике точка пересечения медиан M, ортоцентр H и центр описанной окружности O лежат на одной прямой, причем .
а) Дан треугольник со сторонами a, b, c. Какие массы нужно поставить в точки касания вписанной окружности сторон треугольника, чтобы центр масс оказался в центре вписанной окружности?	
б) Около окружности описан четырехугольник. Какие массы нужно поставить в точки касания со сторонами в этом случае?	
в) Теорема Ньютона. Докажите, что в описанном четырёхугольнике середины диагоналей и центр вписанной окружности расположены на одной прямой.
а) Около окружности описан четырехугольник ABCD, касающийся окружности в точках M, N, P, Q (точки указаны по кругу). Известно, что длины отрезков касательных из точек A, B, C, D к окружности равны соответственно a, b, c, d. В каком отношении делится каждый из отрезков MP и NQ точкой их пересечения?	
б) Докажите, что MP, NQ, AC и BD пересекаются в одной точке.
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Определение. Бесконечное множество называется счётным, если все его элементы могут быть пронумерованы натуральными числами (т.е. существует биекция с ).	
Лемма. В любом непустом подмножестве натуральных чисел есть наименьший элемент.
1. а) Докажите, что множество четных чисел счётно.	
б) Докажите, что множество целых чисел счётно.
Задачи
Докажите, что у счётного множества любое бесконечное подмножество тоже счётно.
Докажите, что объединение нескольких счётных множеств счётно.
а) Дана клетчатая доска, бесконечная вправо и вниз. Докажите, что множество её клеточек счётно.	
б) Докажите, что множество рациональных чисел счётно.
а) Докажите, что множество конечных строк из 0 и 1 счётно.	
б) Докажите, что множество конечных подмножеств  счётно.
а) На прямой отметили бесконечное число попарно непересекающихся отрезков длины 2. Докажите, что полученное множество отрезков счётно.	
б) То же самое, только на этот раз отрезки произвольной длины.
а) На плоскости закрасили бесконечное число непересекающихся кругов. Докажите, что их получилось счётное количество.	
б) На плоскости нарисовали бесконечное число непересекающихся цифр 8. Докажите, что их получилось счётное количество.
а) Дан бесконечный список бесконечных строк из 0 и 1. Как построить бесконечную строку из 0 и 1, которая гарантированно не встретится в данном списке?	
б) Докажите, что множество бесконечных строк из 0 и 1 несчётно.	
в) Докажите, что множество вещественных чисел на отрезке [0, 1] несчётно.	
г) Докажите, что множество вещественных чисел несчётно.	
д) Докажите, что множество подмножеств  несчётно.
Является ли счётным множество подмножеств , если известно, что:	
а) никакие два из них не пересекаются;	
б) любые два из них пересекаются не более, чем по 10 элементам;	
в) любые два пересекаются не более, чем по конечному множеству;	
г) среди любых двух одно является подмножеством другого?
Дана бесконечная шахматная доска, в каждой клетке которой стоит натуральное число (числа могут повторяться). Идя королем по доске (возможно, с повторением клеток) и выписывая по порядку числа из посещаемых клеток, мы получаем «королевскую» последовательность. Докажите, что для любой данной доски найдется некоролевская последовательность.
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Теория
Определение. Гомотетией с центром O и коэффициентом k ≠ 0 называется преобразование плоскости , которое каждую точку M плоскости переводит в точку M1 такую, что .
Свойства
Точка, её образ и центр гомотетии лежат на одной прямой.
Вектор  переходит в вектор , и все расстояния умножаются на |k|.
Прямая переходит в параллельную прямую, окружность – в окружность.
1. а) Найдите все центры и коэффициенты гомотетий, переводящих один из двух параллельных отрезков в другой.	
б) Найдите все центры и коэффициенты гомотетий, переводящих одну окружность в другую.
Прямая Эйлера. В треугольнике точка пересечения медиан M, ортоцентр H и центр описанной окружности O лежат на одной прямой, причем .
Задачи
На окружности даны точки A и B. Найдите геометрическое место точек пересечения медиан треугольника ABC, если точка C находится на данной дуге AB.
Две окружности касаются внутренним образом в точке K. Некоторая прямая пересекает окружности в точках A, B, C, D (точки идут в указанном порядке). Докажите, что ∠AKB = ∠CKD.
Лемма Архимеда. Две окружности касаются внутренним образом в точке A. Хорда ВС большей окружности касается меньшей в точке D. E – середина дуги BC, не содержащей точку А. Докажите, что точки A, D, E коллинеарны и BAD = CAD.
Окружность девяти точек. Докажите, что середины сторон, основания высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами, лежат на одной окружности.
а) Докажите, что два неравных треугольника с параллельными сторонами гомотетичны.	
б) В треугольник ABC вписана окружность, которая касается сторон BC, AC, AB в точках A1, B1, C1 соответственно. В треугольнике A1B1C1 провели высоты A1A2, B1B2, C1C2. Докажите, что прямые AA2, BB2, CC2 пересекаются в одной точке.
Точка D на стороне BC треугольника ABC такова, что радиусы вписанных окружностей треугольников ABD и ACD равны. Докажите, что радиусы окружностей, вневписанных в треугольники ABD и ACD, касающихся соответственно отрезков BD и CD, также равны.
а) В треугольнике ABC вписанная и вневписанная окружности касаются стороны BC в точках M и N соответственно. MP – диаметр вписанной окружности. Докажите, что точки A, P, N лежат на одной прямой.	
б) Пусть I – центр вписанной окружности, а K – середина стороны BC. Докажите, что KI || AN.
Дан треугольник ABC. В нём H – точка пересечения высот, I – центр вписанной окружности, O – центр описанной окружности, K – точка касания вписанной окружности со стороной BC. Известно, что отрезки IO и BC параллельны. Докажите, что отрезки AO и HK также параллельны.
В треугольнике ABC проведена биссектриса AD. Из точки D опущены перпендикуляры DP и DQ на прямые AB и AC. На прямой PQ отмечена точка R так, что RDBC. Докажите, что точка R лежит на медиане AM треугольника ABC.
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1. Для положительных чисел  выполняется неравенство

 Известно, что . Докажите неравенство:

Задачи
Во всех задачах все переменные положительны.
Известно, что . Докажите неравенство:

Пусть n – натуральное число. Докажите неравенство:

Докажите неравенство:

Докажите неравенство:

Пусть abc = 1. Докажите неравенство:

Докажите неравенство:

Докажите неравенство:

Известно, что . Докажите неравенство:
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Определение. Планарный граф – граф, который может быть изображен на плоскости без пересечения ребер. Плоский граф – изображение планарного графа без пересечений ребер. Ребра плоского графа делят плоскость на части, которые называются гранями.
Теорема Жордана. (без доказательства) Замкнутая несамопересекающаяся кривая делит плоскость на 2 части.
[image: ]Если ребро входит в цикл, то по разные стороны от него расположены разные грани. Если ребро является мостом, то по разные стороны от него одна и та же грань. Будем считать, что мост учитывается в границе грани дважды. Например, грань F на рисунке ограничена 11 ребрами.
Формула Эйлера
1. Дан плоский граф. Обозначим количество вершин за В, ребер – за Р, граней – за Г.
а) Докажите, что если граф – дерево, то В + Г – Р = 2.	
б) Докажите, что при удалении ребра из цикла величина В + Г – Р не изменяется.
в) Для связного плоского графа докажите формулу В + Г – Р = 2.	
г) Чему равно В + Г – Р, если граф содержит К компонент связности?
Задачи
Докажите, что дерево можно нарисовать на плоскости так, чтобы ребра не пересекались.
а) Докажите, что для любого связного плоского графа с хотя бы двумя ребрами, без петель и кратных ребер, выполняется неравенство 2Р ≥ 3Г.	
б) Докажите, что для такого графа выполняется неравенство Р ≤ 3В – 6.	
в) Выполняются ли формула Эйлера и неравенство из пункта б), если в графе не более 1 ребра? Если есть петли или кратные ребра?
Связный плоский граф двудолен (нет кратных ребер, хотя бы 2 ребра). Докажите неравенство Р ≤ 2В – 4.
Докажите, что следующие графы не планарны:	
а) полный граф на пяти вершинах;	
б) полный двудольный граф, обе доли которого содержат 3 вершины.
Теорема. Для выпуклого многогранника выполняется формула В + Г – Р = 2.
Приведите пример многогранника, грани которого – многоугольники, для которого эта формула не выполняется.
а) Докажите, что у любого планарного графа есть вершина степени не больше 5.	
б) Докажите, что у выпуклого многогранника есть грань, содержащая не больше 5 ребер.
а) Все грани выпуклого многогранника – правильные пятиугольники. Сколько у него вершин, ребер и граней?	
б) Многогранник «Футбольный мяч» состоит из пятиугольных и шестиугольных граней, причем в каждой вершине сходятся по 3 грани. Докажите, что количество пятиугольных граней во всех футбольных мячах одинаково.
Внутри квадрата (не на сторонах!) отмечено несколько точек. Вершины квадрата также отмечены. Никакие три отмеченные точки не лежат на одной прямой. Некоторые пары отмеченных точек соединены непересекающимися во внутренних точках отрезками так, что квадрат разбился на n выпуклых многоугольников, не содержащих отмеченных точек внутри. Для каждого натурального n ≥ 3 найдите максимальное возможное количество отрезков.
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Определение. Поворотная гомотетия – композиция поворота и гомотетии с общим центром. Порядок выполнения преобразований может быть любым: .
Вектор  переходит в вектор , повернутый на угол α (при k > 0) или α + 180° (при k < 0), а его длина умножается на |k|.
Сохраняется форма фигур: прямая переходит в прямую, окружность – в окружность, сохраняются отношения отрезков, углы, параллельность.
1. В прямоугольнике ABCD опущен перпендикуляр BK на диагональ AC. Точки M и N – середины отрезков AK и CD соответственно. Докажите, что угол BMN прямой.
Задачи
Треугольник ABC перевели поворотом в треугольник A1B1C1. Докажите, что середины отрезков AA1, BB1, CC1 либо образуют треугольник, подобный треугольнику ABC, либо совпадают.
а) Треугольники YAB и YA1B1 с общей вершиной Y одинаково ориентированы и подобны. Докажите, что треугольники YAA1 и YBB1 также одинаково ориентированы и подобны.	
б) Прямые AA1 и BB1 пересекаются в точке X. Докажите, что четырехугольники YABX и YA1B1X – вписанные.	 
в) Прямые, содержащие отрезки AB и A1B1, пересекаются в точке X. Описанные окружности треугольников АА1X и BB1X с центрами C и D пересекаются в точке Y. Докажите, что треугольники YAB и YA1B1 подобны, угол ∠AYA1 равен углу между этими прямыми, а ∠AYB = ∠A1YB1 = ∠CYD.	
Квадраты ABCD и AXYZ одинаково ориентированы. Докажите, что прямые BX, CY и DZ пересекаются в одной точке.
Точка Микеля. Прямые AB и A1B1 пересекаются в точке X, прямые AA1 и BB1 пересекаются в точке Y. Докажите, что четыре описанные окружности треугольников, образованных данными прямыми, проходят через одну точку.
На диагонали BD вписанного четырёхугольника ABCD выбрана такая точка K, что ∠AKB = ∠ADC. Пусть I и I' – центры вписанных окружностей треугольников ACD и ABK соответственно. Отрезки II' и BD пересекаются в точке X. Докажите, что точки A, X, I, D лежат на одной окружности.
Две окружности пересекаются в точках А и В, а хорды AM и AN касаются этих окружностей. Треугольник MAN достроен до параллелограмма MANC. Пусть P – середина отрезка BN, а Q – середина отрезка МС. Докажите, что ∠APQ = ∠ANC.
Рассмотрим конструкцию из задачи №4. Докажите, что любой из четырех треугольников, образованных прямыми, подобен треугольнику, образованному центрами описанной окружностей трех других треугольников.
На прямоугольную карту положили карту той же местности, но меньшего масштаба. Докажите, что можно проткнуть иголкой сразу обе карты так. чтобы точка прокола изображала на обеих картах одну и ту же точку местности.
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1. 50 мальчиков и 36 девочек встали в круг, держась за руки. Ровно у 23 мальчиков соседка справа – девочка. У скольки мальчиков соседка слева – девочка?
Число называется палиндромом, если оно одинаково читается и слева-направо, и справа-налево. Например, 132231 и 40504 – палиндромы, а 2020 – нет. Найдите наименьшее пятизначное число, которое может быть суммой трех четырехзначных палиндромов.
Разрешается вырезать из шахматной доски размером 88 любые 10 клеток, а потом выставить на оставшиеся клетки несколько ладей, не бьющих друг друга. Какое наибольшее число ладей можно выставить таким образом? Ладьи бьют друг друга, если они стоят на одной горизонтали или вертикали доски и между ними нет вырезанных клеток.
AF – медиана треугольника ABC, D – середина отрезка AF, E – точка пересечения прямой CD со стороной AB. Оказалось, что BD = BF = CF. Докажите, что AE = DE.
Дано нечетное простое p = 2k – 1 и набор из k различных натуральных чисел, не превосходящих p – 1. Докажите, что для любого натурального числа n, не делящегося на p, можно выбрать два числа  и  из набора (или одно и то же число дважды) так, что . 
Действительные числа a, b, c таковы, что при любом x из отрезка [–1,1] выполняется неравенство |ax2 + bx + c| ≤ 1. Докажите, что тогда при любом x из отрезка [–1,1] выполняется неравенство |cx2 + bx + a| ≤ 2.
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Довывод
1. У двух мудрецов А и Б состоялся следующий диалог:	
А: «Я задумал две различные цифры. Можешь угадать, чему равна их сумма?»	
Б: «Конечно же нет. Дай подсказку».	
А: «Произведение этих цифр оканчивается той же цифрой, что и номер твоего дома».
Б: «А, ну тогда я знаю эти числа. Их сумма равна …»	
Чему равна сумма?
В треугольнике ABC проведены медианы AK и BL, пересекающиеся в точке M. Оказалось, что четырехугольник CKML – вписанный. Найдите длину стороны AB, если известно, что AK = BL = 3.
Назовем натуральное число N небольшим, если для любого натурального числа q остаток от деления N на q2 меньше половины делителя. Найдите все небольшие N.
На плоскости отмечают 12 различных точек. После этого точки разбиваются на 6 пар, и проводятся 6 отрезков, соединяющих точки из этих пар. Верно ли, что какие бы 12 точек ни были отмечены, отрезки можно провести так, чтобы любые два из них пересекались?
Все числа набора  принадлежат интервалу (0; 1). Василий выбирает пару чисел  таким образом, чтобы квадратный трехчлен  имел два различных действительных корня. Если ему это удалось, то он заменяет в наборе числа  и  на корни этого квадратного трехчлена. Докажите, что Василий сможет сделать лишь конечное число таких замен.
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Вывод
Дан треугольник ABC. Вершины A, B, C отразили относительно сторон BC, AC, AB в точки A1, B1, C1 соответственно. Оказалось, что периметр треугольника A1B1C1 на 4 больше периметра треугольника ABC. Докажите, что длина каждой из сторон треугольника ABC не меньше 1.
На доске нарисованы n > 2 вершин графа, рёбер нет. Два игрока по очереди проводят по одному ребру между двумя вершинами, при этом запрещено повторно проводить ребро между вершинами, если таковое уже имеется. Тот из игроков, после чьего хода в графе появится цикл нечетной длины, проиграл. Кто выигрывает при правильной игре?
Даны натуральные числа a, b, c. Докажите неравенство:
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1. Равносторонний треугольник разбили на 100 одинаковых меньших равносторонних треугольников. Какое наибольшее количество вершин маленьких треугольников может быть отмечено так, чтобы никакие две отмеченные вершины не лежали на одной линии, параллельной сторонам треугольников?
Простые числа p и q таковы, что p2 + pq + q2 является точным квадратом. Докажите, что p2 – pq + q2 является простым числом.
Пусть N – количество 2021-значных чисел, из которых можно вычеркиванием 2017 цифр получить число 2021. Найдите остаток от деления N на 9.
Дан правильный шестиугольник ABCDEF. На сторонах BC и EF выбраны точки G и H соответственно так, что BG = EH. Отрезок GH пересекает диагонали BD и DF в точках I и J соответственно. Известно, что . Определите, какую часть площади шестиугольника ABCDEF составляет площадь треугольника DIJ.
На сторонах AD и AB квадрата ABCD отмечены точки M и N соответственно так, что AM = AN. Прямая, проходящая через точку A перпендикулярно прямой MB, пересекает отрезки MB и CD в точках X и Y соответственно. Отрезки MB и NY пересекаются в точке Z. Докажите, что XY > BZ.
Пусть S(m) – сумма цифр числа m. Известно, что S(m) = 20 и S(33m) = 120. Какие значения может принимать S(3m)?
Числа a1, a2, …, a18 таковы, что для 1≤ k ≤17 выполняются неравенства . Докажите, что .
Каждая клетка квадрата 10 × 10 может быть покрашена в белый или черный цвет. Изначально все клетки белые. За ход можно поменять цвет всех клеток одной строки или одного столбца на противоположный. Можно ли получить доску с ровно 76 черными клетками?
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1. Иррациональные числа x и y таковы, что все три числа xy, x2 + y, y2 + x рациональны. Найдите все возможные значения x + y.
1. На окружности длины 2n отмечены 2n точек, разбивающих её на дуги длины 1. Докажите, что среди любых n + 1 дуг с длинами 1, 2, . . . , n + 1 и концами в отмеченных точках найдутся две, одна из которых содержится в другой.
1. Даны положительные a, b, c, d, такие что a + b + c + d = 4. Докажите неравенство:

1. Окружноcть, проходящая через вершины A и B треугольника ABC, пересекает вторично его стороны AC и BC в точках B1 и A1 соответственно. Отрезки AA1 и BB1 пересекаются в точке P. Точка H – проекция P на BC. Докажите, что окружность, проходящая через середины отрезков CP, BP и AB проходит через точку H.
1. Двое играют в следующую игру. Имеется доска, на которой написано число 1000, и кучка из 1000 спичек. За ход каждый из игроков (ходят по очереди) может либо взять из кучки, либо положить в нее не более 5 спичек (исходно у обоих игроков нет ни одной спички), а затем на доску записывается число спичек в кучке после данного хода. Проигрывает тот, после чьего хода на доске появится уже имеющееся на ней число. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его партнер?
1. Пусть x1 = 20, x2 = 21, xn+1 = xn−1 − 1/xn при xn не равном 0, и 0 иначе. Доказать, что рано или поздно в последовательности появится 0, и найти индекс первого xi , равного 0.
1. На бесконечной клетчатой плоскости в каждой клетке записано рациональное число. Известно, что существует фигура из 20 клеток такая, что для любого её расположения на плоскости, сумма чисел в накрытых клетках положительна. Докажите, что для любой фигуры из 21 клетки существует её расположение на плоскости такое, что сумма чисел в накрытых клетках будет положительна.
1. У человека есть 20 чашек, выстроенных в ряд, пустой мешок и неограниченный запас камешков. В начале в каждой чашке лежит по одному камешку. Каждым ходом человек может совершить одно из двух действий:	
(i) изъять один камешек из любой чашки, кроме последней, и добавить в следующую чашку два камешка;	
(ii) изъять один камешек из любой чашки, кроме последней, и переложить один камешек из следующей чашки в мешок.	
Игра заканчивается, когда человек не может сделать ход. Какое наибольшее количество камешков может оказаться в мешке к этому моменту?
1. Найдите все натуральные числа n, при которых число 5n − 1 является произведением четного количества последовательных натуральных чисел.
1. Точка M – середина стороны BC треугольника ABC. На его сторонах AB и AC выбраны соответственно точки E и F. Прямые BF и CE пересекаются в точке K. Прямая, проведенная через C параллельно AB, и прямая, проведенная через B параллельно CE, пересекаются в точке L. Прямые AM и CL пересекаются в точке N. Докажите, что KN || FL.
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Лист 1
	
	Алгебра
	Геометрия

	10
	На доске было написано 5 последовательных натуральных чисел. Когда одно из них вычеркнули, сумма оставшихся чисел стала равна 2021. Найдите вычеркнутое число.
	Квадрат вписан в круг, который вписан в квадрат. Найдите отношение площадей этих квадратов (большего к меньшему).

	20
	Найдите произведение всех действительных корней уравнения
.
	Дан вписанный четырёхугольник ABCD. Лучи AB и DC пересекаются в точке K. Оказалось, что точки B, D, а также середины M и N отрезков AC и KC лежат на одной окружности. Какие значения может принимать угол ADC?


	30
	Найдите наибольшее значение выражения 4x+y при выполнении трех условий: 
-2 ≤ y ≤ 2;
y ≤ 3x +4;
y ≤ -3x + 4.
	[image: ]Какую долю площади квадрата составляет закрашенная часть? Точки  на сторонах – середины.

	40
	Дана функция f(x), определенная на всей числовой оси. Известно, что f(2+x)=f(2–x) и f(7+x)=f(7–x) при любом x; f(0)=0. Какое наименьшее количество решений может иметь уравнение f(x)=0 при x∊[-1000;1000]?
	В четырехугольнике ABCD, диагонали которого пересекаются в точке E, выполнено:
∠ABC = ∠ACD = 90°
AC = 20, CD = 30, AE = 5.
Найдите площадь четырехугольника.

	50
	Найдите все значения параметра t, при которых 3t+2<2t+3 и интервал  (3t+2; 2t+3) содержит хотя бы одно целое число.
	ABCD – выпуклый четырехугольник, у которого BC = 2, CD = 6. Точки пересечения медиан треугольников ABC, BCD и ACD образуют равносторонний треугольник. Найдите max SABCD. Ответ максимально упростите – не должно быть вложенных знаков радикала и т.п.
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	10
	Числа 1, 2, 3, ..., 200 расставлены вдоль окружности в некотором порядке. Для каждого числа n среди 99 чисел, стоящих после него по часовой стрелке, и среди 99 чисел, стоящих до него, имеется поровну чисел, меньших n. Какое число стоит напротив числа 111?
	Числа a и b – взаимно простые. Найдите все значения, которые может принимать НОД чисел a+b и a2 – ab + b2.

	20
	Какое наибольшее количество клеток можно закрасить на шахматной доске так, чтобы в каждом квадрате 3 × 3 было ровно по три закрашенных клетки?
	Вычислите 
(В числе 2020 четверок подряд, затем 2019 восьмерок подряд)

	30
	Все натуральные делители числа 100000 образуют множество S. Все произведения двух различных чисел из S образуют множество M. Сколько элементов в множестве M?
	Решите в натуральных числа уравнение:


	40
	Семь клеток одной диагонали доски 7×7 назовём забором. Ладья ходит по доске, не наступая на одну и ту же клетку дважды и не наступая на клетки забора (промежуточные клетки не считаются посещёнными). Какое наибольшее число прыжков через забор может совершить ладья?
	Для скольких натуральных чисел n из отрезка [1; 2021] верно, что ?

	50
	Вася нарисовал клетчатую фигурку. Оказалось, что ее можно разрезать на квадратики 2×2, а можно разрезать на зигзаги из 4 клеток. Сколько клеток может быть в Васиной фигурке (укажите все значения)?
	Найдите наибольшее натуральное число, которое невозможно представить в виде суммы 42k + n, где k – натуральное число, n – составное натуральное число.
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