Тридцать седьмая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль, 29.06 – 19.07.2021, 8 класс «Профи»

Суммы квадратов – 2
6 июля
Напоминание
Малая теорема Ферма. Если p – простое и a не делится на p, то .
Теорема Вильсона.  тогда и только тогда, когда p – простое или 1.
Числа m и n являются суммами двух квадратов натуральных чисел. Тогда mn тоже является суммой двух квадратов целых чисел.
Задачи
Докажите, что если делится на простое число , то числа x и y делятся на p.
Докажите, что в разложение на простые множители числа вида  простое число  обязательно входит в четной степени (возможно, нулевой).
Докажите, что для любого простого числа  можно найти такое число b, что  делится на p.
Оказывается, что утверждение предыдущей задачи можно усилить: для любого простого числа  можно подобрать такие квадраты, что  в точности равно p. Это утверждение называют «рождественской» теоремой Ферма.
Выведите из рождественской теоремы Ферма следующее утверждение:
Теорема Ферма – Эйлера. Натуральное число представимо в виде суммы двух квадратов целых чисел тогда и только тогда, когда каждый простой делитель вида 4k + 3 входит в его разложение в четной степени.
Доказательства рождественской теоремы Ферма.
Доказательство Акселя Туэ	
Рассмотрим простое число p вида 4k + 1.	
а) Для любого целого s существуют две различные пары (x, y) и (x1, y1) чисел из множества , так что .	
б) 	Для любого целого s существует ненулевая пара (x, y) чисел из множества , так что .	
в) Пусть  . Примените пункт б) для s и закончите доказательство теоремы.
[bookmark: _GoBack]Маленькие остатки
Пусть (a, p) = 1. Выберем число N ≤ p и рассмотрим остатки чисел 0, a, 2a, …, (N – 1)a по модулю p.	
а) Докажите, что среди них найдутся два остатка, различающиеся не более, чем на .
б) Докажите, что среди них найдется остаток ay (где y < N) по модулю не больший .
в) Снова докажите лемму Туэ: для простого p и ненулевого остатка a найдутся такие остатки , что .	
г) Завершите доказательство теоремы.
[image: ]Мельницы	
Рассмотрим число p вида 4k + 1 и представим его в виде p = x2 + 4yz, где x, y, z – натуральные числа. Такие представления существуют, например, p = 12 + 4∙1∙k. По представлению (x, y, z) построим «мельницы» по схеме на картинке.
К квадрату со стороной x приставим прямоугольник высотой y и шириной z к левому верхнему углу (левая мельница) или к правому верхнему углу (правая мельница). Далее поворотом вокруг центра квадрата добавим еще 3 прямоугольника.
Например, мельница 1 соответствует представлениям 33 = 32 + 4∙3∙2 и 33 = 12 + 4∙4∙2.
а) Каким представлениям соответствует мельница 2?	
б) Докажите, что если p – простое, то мельница не может соответствовать более, чем двум представлениям.	
в) При простом p найдите все мельницы, которые соответствуют ровно одному представлению.	
г) Докажите, что при простом p общее количество мельниц нечетно.	
д) Докажите, что среди представлений найдется такое, что y = z.	
е) Завершите доказательство теоремы.
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