Тридцать седьмая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль, 29.06 – 19.07.2021, 8 класс «Профи»

Доза 3a

1. На сторонах AB, BC, AC треугольника ABC отмечены точки M, N, P соответственно такие, что . Докажите, что точки пересечения медиан треугольников ABC и PMN совпадают.
2. Найдите все пары натуральных чисел (m; n), для которых число 5m + 5n представимо в виде суммы двух квадратов целых чисел.
3. Для любых положительных чисел a, b, c докажите неравенство:

4. Дан связный плоский граф, степень каждой вершины которого равна d, а граница каждой грани содержит по k вершин. Количество ребер – e. Докажите, что:




Доза 3b

1. На сторонаx AB, BC, CD, DA параллелограмма ABCD взяты точки K, L, M, N соответственно. Оказалось, что KM || BC, LN || CD. Отрезки LN и KM пересекаются в точке O. Докажите, что прямые BN, DK и CO пересекаются в одной точке.
2. Натуральное число n – нечетно. Докажите, что любой простой делитель числа 2n – 1 представляется в виде 8k ± 1.
3. Для любых положительных чисел a, b, c, d докажите неравенство:

4. В одной корейской деревне треть жителей имеют фамилию Ким, треть – Пак, и еще треть – Ли. Каждый из них общается не менее, чем с 80% жителей, носящих другую фамилию, а однофамильцы между собой никогда не общаются. Однажды в эту деревню приехал чужеземец и сообщил одному из жителей важную новость. Докажите, что эту новость можно распространить между всеми жителями деревни при условии, что каждый житель деревни поучаствует в передаче новости не более двух раз: один раз – узнавая эту новость, и один раз – сообщая кому-то еще.


Доза 4с

1. Серединный перпендикуляр к стороне AC треугольника ABC пересекает сторону BC в точке M. Биссектриса угла AMB пересекает описанную окружность треугольника ABC в точке K. Докажите, что прямая, проходящая через центры вписанных окружностей треугольников AKM и BKM, перпендикулярна биссектрисе угла AKB.
2. Решите уравнение в целых числах: .
3. Найдите все натуральные k, для которых  можно представить в виде суммы k различных взаимно простых натуральных чисел.
4. Множество S действительных чисел таково, что для любого конечного подмножества S сумма чисел этого подмножества по модулю не превосходит 1. Докажите, что множество S не более, чем счетно.



Доза 4d

1. Три равносторонних треугольника OAB, OCD и OEF одинаково ориентированы. Докажите, что середины отрезков BC, DE, AF являются вершинами равностороннего треугольника либо совпадают.
2. Пусть  – все ненулевые квадратичные вычеты по модулю простого p. Докажите, то число  делится на p.
3. Изначально на доске записаны несколько натуральных чисел (больше одного). Затем каждую минуту на доску дописывается число, равное сумме квадратов всех уже записанных на ней чисел (так, если бы на доске изначально были записаны числа 1, 2, 2, то на первой минуте было бы дописано число  1² + 2² + 2²). Докажите, что сотое дописанное число имеет хотя бы 100 различных простых делителей.
4. Множество натуральных чисел разбито на бесконечное количество непересекающихся множеств M1, M2, M3, …. Может ли оказаться так, что для любого натурального k сумма чисел в множестве Mk в точности равна k + 2021?


Доза 5e

1. [image: ]Внутри большой окружности расположен квадрат ABCD. Прямые, содержащие стороны квадрата, делят круг на 9 частей. В четыре из них, ограниченные двумя перпендикулярными прямыми и дугами, вписываются окружности. Точки касания с описанной окружностью – A', B', C', D' соответственно. Докажите, что прямые AA', BB', CC', DD' пересекаются в одной точке (см. рисунок).
2. Для простого p > 2 найдите значение суммы символов Лежандра:

3. Для положительных чисел  докажите неравенство:

4. [bookmark: _GoBack]Запишем бесконечную последовательность строк из нулей и единиц, которая строится по следующим правилам:	
а) Первая строка – 1;	
б) Каждая следующая строка получается заменой цифры 0 на 1, а цифры 1 на 100 в текущей строке. Получается последовательность строк:		
1
100
10011
10011100100
100111001001001110011
… и т.д.	
Так как каждая строка является началом следующей, то можно рассматривать бесконечную последовательность цифр 10011100100100… . Докажите, что эта бесконечная последовательность непериодична.
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