Асимптотика.

1. Можно ли расставить во всех точках плоскости с целыми координатами натуральные числа так, чтобы каждое натуральное число стояло в какой-нибудь точке, и чтобы на любой прямой, проходящей через две точки с целыми координатами, но не проходящей через начало координат, расстановка чисел была периодической?

2. Докажите, что для подходящего N уравнение x3+y3+z3+t3=N имеет не менее 1000 решений в натуральных числах.

3. Из клетчатой плоскости выбросили все клетки, все клетки, обе координаты которых делятся на 100. Можно ли оставшееся обойти ходом коня.

4. а). Плоскость покрыта конечным числом углов. Докажите, что сумма градусных мер не меньше 3600.
б). Докажите, что плоскость нельзя покрыть конечным числом парабол.

5. (О кляксе.) На плоскости есть конечная клякса. Она эволюционирует по следующему закону: если в круге радиуса 1 с центром в некоторой точке больше половины площади белая, то точка становится белой, иначе – становится черной. Можно ли нарисовать кляксу, которая в некоторый момент увеличит свою площадь более, чем в 1000 раз.

6. (зоны Берлюэна) а). Тысячной зоной Берлюэна с центром в целочисленной точке O называется множество всех точек M плоскости, для которых существует ровно 999 точек целочисленной решетки, удаленных от M на расстояние меньшее, чем OM. Найдите площадь тысячной зоны Берлюэна.

б?). Важна ли целочисленность точки O? Гипотеза 1(ГЧ).  Она важна, но площадь любой зоны ограничена константой, не завмсящей от номера зоны. Гипотеза 2(ИБ).  Она не важна при гораздо более слабых предположениях о точке O.

в?). (Берлюэн на сингулярной мере.) Посчитаем число точек, обе координаты которых рациональны со знаменателями, делящими 1000 (или не превосходящими 1000), попавших в i-ю зону Берлюэна. При этом точка, попадающая в k i-х зон Берлюэна (для различных точек O), считается с коэффициентом 1/k. Найдите число попавших точек. 

г?). То же, что и б) для сингулярной меры. 

7. На клетчатой плоскости стоит квадрат n ( n, составленный из фишек. Разрешается прыгать фишкой через соседнюю по стороне на свободную клетку, при этом фишка, через которую перепрыгнули, снимается. Докажите, что для любого (>0 ситуация, в которой нельзя больше сделать ни одного хода, может возникнуть не раньше, чем через n2(1/2 – () ходов для всех достаточно больших n.

8. Существует ли функция из какого-то шара в каккой-то круг, не уменьшающая расстояния?

9. Последовательность натуральных чисел (an) удовлетворяет следующим условиям: 1) при любых различных n и k число an – ak делится на n – k; 2) существует такой многочлен P(x) степени m, что an<P(n) при любом n. Докажите, что an есть многочлен.

10. Если значения приведенного многочлена в целых точках есть квадраты целых чисел, то он сам есть квадрат другого многочлена.

