Семнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-25.VII.2001 г.

Профпригодность 9–10.  11.07.2001

1. Клетчатый прямоугольник 2(3 со стороной клетки в одну спичку складывается из 17 спичек. Найдите все прямоугольники, которые можно сложить ровно из 1000 спичек.

2. На плоскости дано конечное множество точек и прямоугольная система координат. Для любых двух точек этого множества рассмотрим прямоугольник (возможно, вырожденный), в котором эти точки лежат в концах диагонали, а стороны параллельны осям координат. Докажите, что все множество можно покрыть пятью такими прямоугольниками.

3. Пусть 
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) — количества представлений числа n в виде суммы чётного (соответственно нечётного) количества различных чисел Фибоначчи.  Докажите, что 
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4. Есть полубесконечная клетчатая полоска и n камней. На первую клетку можно ставить или снимать камень всегда,  на  k-ю  -  только  если  на (k-1)-ой клетке есть камень. Каков наибольший номер клетки, на  которую можно поставить камень?

5. Дан прямоугольный треугольник ABC (( ACB = 90(). На его катете AC как на диаметре построена окружность (1, а окружность (2 построена на катете BC как на диаметре. Окружность (3, касающаяся гипотенузы AB и окружности (1, проведена так, чтобы она в некоторой точке K касалась продолжения катета BC за вершину B. Аналогично, окружность (4, касающаяся гипотенузы AB и окружности (2, проведена так, чтобы она в некоторой точке M касалась продолжения катета AC за вершину A. Докажите, что  MC + KC = 2AB.

6. Найдите  все  a, для которых существуют неотрицательные x1,…,xn такие, что 
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7. Для каких натуральных a и b найдутся целые p и q, такие, что при любом натуральном n числа q + an и p + bn взаимно просты?

8. Дано счетное множество действительных чисел M такое, что в любом интервале содержится хотя бы одно число из M. Докажите, что существует строго монотонная функция f: M(Q, принимающая все рациональные значения. 

9. Правильные треугольники ABC и A'B'C' имеют общий центр и противоположную ориентацию. Докажите, что прямые AA', BB' и CC' пересекаются в одной точке.

10. Имеется 6 одинаковых по виду гирек с массой 1,2,3,4,5,6 г. На гирьках сделали надписи "1","2","3","4","5","6". Можно ли за два взвешивания на чашечных весах без гирь проверить, что надписи сделаны без ошибок?
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