Графы-1. Лемма о девушках - 13.07.
Определение: двудольный граф – граф, вершины которого можно разбить на два множества V1 и V2, так что любое ребро соединяет две вершины из разных множеств.
Задача 1

Докажите, что граф является двудольным тогда и только тогда, когда в нем нет нечетных циклов. 

Задача 2

В каждой строчке и в каждом столбике таблицы 8*8 стоит ровно две фишки. Докажите, что их можно покрасить в черный и белый цвет так что в каждом столбике и в каждой строчке стоят разноцветные фишки.

Задача 3

20 школьников решали 20 задач. Каждый решил ровно две задачи, и каждую задачу решили ровно два школьника. Докажите, что можно организовать разбор задач так что каждый школьник расскажет одну из решенных им задач и все задачи будут рассказаны.

Задача 4 (Лемма о девушках = лемма Холла)

Есть n юношей и n девушек. Каждый юноша знаком с некоторыми девушками. Для любого 0<k<n+1 любые k юношей знают не менее k девушек. Назовем множество из k юношей критическим, если они знают ровно k девушек.

а) Докажите, что пересечение двух критических множеств – критическое.

б) Докажите, что эту компанию можно переженить по знакомствам, если для любого 0<k<n+1 любые k юношей знают не менее k девушек.

Задача 5

Есть n юношей и n девушек. Некоторые из них знакомы между собой. Докажите, что их можно разбить на n пар знакомых девушек и юношей, если каждый юноша знает ровно k девушек, каждая девушка знает ровно k юношей. 

Задача 6

В каждой строчке и в каждом столбике таблицы 8*8 стоит ровно n фишек. Докажите, что их можно покрасить в n цветов так что в каждом столбике и в каждой строчке стоят разноцветные фишки.

Задача 7

Прямоугольник m*n (m<n) называется латинским прямоугольником если он заполнен натуральными числами от 1 до n так, что в каждом столбике и каждой строчке стоят разные числа. Докажите, что латинский прямоугольник можно дополнить до латинского квадрата. 

Задача 8

Квадратный лист бумаги разбит на сто многоугольников одинаковой площади с одной стороны и на сто других той же площади с обратной стороны. Докажите, что этот квадрат можно проткнуть ста иголками так, что каждый из двухсот многоугольников проткнут по разу.
Задача 9

Пусть Е – конечное множество, F={E1, E2,…, En} – набор его подмножеств. Множество S ={s1, s2,…, sn} все точки в котором различны, такое что 
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Ei назовем выборкой. Докажите что выборка cуществует тогда и только тогда, когда объединение любых 0<k<n+1 элементов F содержит не менее k элементов E.
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