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1)     В треугольнике  ABC  проведены биссектрисы из вершин A и  C.

Пусть K и L  - основания перпендикуляров, опущенных из точки B на эти биссектрисы.

Докажите, что прямая  KL  параллельна  AC.

2)    На празднике гостям предлагали конфеты пяти сортов, причем каждый сорт попробовало более половины гостей. Можно ли утверждать, что найдутся два гостя, которые вместе попробовали все сорта?

3)    Возьмем всевозможные непустые наборы из чисел от 1 до N. Для каждого такого набора

рассмотрим число, обратное к произведению чисел этого набора.   Найдите сумму всех таких обратных чисел.

4)     Посреди круглого озера располагается остров выпуклой формы, который виден из каждой точки берега под углом 60 градусов. Докажите, что остров тоже круглый.

5)   a и n   - натуральные числа, большие единицы. Докажите, что количество правильных несократимых дробей со знаменателем   an-1 делится на  n.
6)   Существует ли функция f, определенная при всех вещественных  x  такая, что

f(f(x)) = x2 – 2 ?

7)    Железнодорожный разъезд имеет форму буквы «Т» (с тупиком неограниченной длины), причем по путям локомотивы могут перемещаться только справа налево. Справа подъезжает состав из  n  локомотивов (1-ый, 2~{-ой},..., n-ый), которые требуется переставить так, чтобы номера локомотивов шли в порядке a1, a2,...,an. Докажите, что это можно сделать в том и только в том случае, когда не существует  номеров  i < j < k  таких, что аi  >  ak  >  aj.
8)   Рассмотрим многочлен  n-ой степени, имеющий  n  вещественных корней. Пусть m - максимум  его модуля на отрезке [0,1], а M -  максимум его модуля на отрезке [0,2]. Докажите, что существует константа C, общая для всех многочленов, такая что 
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4 июля.                 «ЧИСЛА ФИББОНАЧЧИ -1».          9-15  -  11-00.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  Последовательностью Фиббоначчи называется последовательность, в которой каждый последующий член равен сумме двух предыдущих членов. Если первые два члена в Ф-последовательности равны единице, то элементы этой последовательности называются числами Фиббоначчи (Ф-числами): Ф1, Ф2, Ф3, …, Фn , …
Задача 1.  Шпалы пронумерованы натуральными числами. Пешеход может шагнуть или на следующую шпалу или через одну шпалу. Сколькими способами он может попасть: А)  с первой шпалы на седьмую;  Б)  с седьмой шпалы на семнадцатую; В)  с n-й на (n+k)-ю ? Г)  Докажите, что  Фn+k = Фn-1 Фk +  Фn Фk+1. Д)  Разбейте плоскость на квадраты, среди которых есть ровно два одинаковых.
Задача 2. Имеется жуткое число различных тождеств с Ф-числами . Вот некоторые из них. А) Сумма первых  n  Ф-чисел.   Б) Сумма квадратов первых  n   Ф-чисел. В) Сумма кубов. Г) Ф2n = Фn+12 - Фn-12; Д)  Ф3n  = Фn+13  +  Фn3  - Фn-13; Е) Фn2 = Фn-1 Фn+1 + (-1)n+1;  ……
Задача 3.  Различные Ф-последовательности можно почленно складывать между собой и умножать на числа. 

А) Докажите, что сумма двух Ф-последовательностей и произведение Ф-последовательности на число есть Ф-последовательность. Б) Каждой точке (x;y) числовой плоскости поставим в соответствие Ф-последовательность   x, y, x+y, x+2y, ….Докажите, что получится взаимнооднозначное соответствие (биекция) между числовой плоскостью и множеством всех Ф-последовательностей.  В) Докажите, что при таком соответствии сумма переходит в сумму и умножение на число переходит в умножение на число.

 ВЫВОД. МЕЖДУ ЧИСЛОВОЙ ПЛОСКОСТЬЮ И ВСЕМИ Ф-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯМИ «НЕТ» РАЗНИЦЫ.
Задача 4.  А) Среди Ф-последовательностей найдите две геометрические прогрессии, начинающиеся с единицы. Б) Докажите, что любая  Ф-последовательность есть линейная комбинация найденных в А) Ф-последовательностей.   В) Конкретизируйте Б) для последовательности Ф-чисел.  Г) Выведите формулу, выражающую  n-е число Фиббоначчи  Фn через свой номер (Формула Бине). Д) Докажите, что Фn  есть целое число, ближайшее к n-му члену геометрической прогрессии, начинающейся с  G /
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  (- Gold section). ВЫВОД. ЧИСЛА ФИББОНАЧЧИ – ЭТО ПОЧТИ ЧТО ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССИЯ.
4 июля.   «Выпуклость–1» ,         11-30  - 13-15.
Множество точек на плоскости  называется выпуклым, если вместе с любыми двумя своими точками содержит отрезок, их соединяющий.  Из теории действительных чисел нам потребуется  аксиома непрерывности: если числовое множество  X  лежит левее числового множества   Y, то существует число, разделяющее эти два множества.

Задача 1. А) Как выглядят выпуклые множества на прямой; выпуклые множества из конечного числа точек; Б) Докажите, что круг --- выпуклое множество; В) Докажите, что четырехугольник выпукл тогда и только тогда, когда его диагонали пересекаются;  Г) Докажите, что пересечение выпуклых множеств выпукло; Д) Докажите, что многоугольник выпукл тогда и только тогда, когда он лежит по одну сторону от каждой своей стороны; Д) Докажите выпуклость надграфика параболы y=x2.
Выпуклой оболочкой некоторого множества точек на плоскости называется наименьшая выпуклая фигура, содержащая это множество точек. В силу задачи 1Г  это определение корректно.

Информация: выпуклая оболочка конечного числа точек представляет собой выпуклый многоугольник (Без доказательства).

Задача 2. Пусть A и B – два выпуклых множества. Докажите, что выпуклая оболочка их объединения состоит из всевозможных отрезков, соединяющих точку из A с точкой из B. Верно ли это утверждение, когда A и B невыпуклы?

    Задача 3.  А) На плоскости задано 6 точек из которых никакие три  не лежат на одной прямой. Доказать, что из них  можно  выбрать  три, чтобы один из углов треугольника с вершинами в этих  точках  был не меньше 120(; Б) Докажите, что минимальный из углов, образуемый 5 точками на плоскости не больше 36(.

Задача 3. Конечное множество точек на плоскости обладает тем свойством, что любые четыре из них являются вершинами выпуклого четырехугольника. Докажите, что все точки образуют контур выпуклого многоугольника.

Принцип крайнего и теорема Хелли на прямой.

Задача 4. А) На плоскости даны несколько точек, все расстояния между которыми попарно различны. Каждую из точек соединяют отрезком с ближайшей. Может ли при этом получиться замкнутая ломаная ? Б) На клетчатой плоскости отмечено конечное число клеток. Докажите, что найдется клетка, у которой не более двух соседей по сторонам; В) Дан выпуклый многоугольник и точка внутри него. Из этой точки опущены перепендикуляры на все прямые, содержащие стороны многоугольника. Докажите, что основание хотя бы одного из них принадлежит стороне многоугольника. 

Задача 5. А) (теорема Хелли) На прямой даны несколько отрезков, любые два из которых пересекаются. Докажите, что есть точка, принадлежащая всем отрезкам; Б) Любые две фигуры из системы плоских выпуклых фигур имеют общую точку. Тогда через любую точку плоскости можно провести прямую, пересекающую все фигуры системы. 
5  июля.                  «КОМПЛЕКСНЫЕ  ЧИСЛА – 1»                               9-15  - 11-00
Задача 1.   Вычислить: 
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Определение.  Отображение вида 
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Задача 2.
А) Доказать, что всякое линейное отображение   
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  в комплексной плоскости есть композиция поворота, гомотетии и параллельного переноса. 

Б)  Доказать, что при линейном отображении прямые переходят в прямые, окружности – в окружности , сохраняются углы между кривыми и сохраняется ориентация простой замкнутой кривой.

В) Доказать, что осевая симметрия не может быть задана линейным отображением.

Задача  3*. Найти общий вид линейных отображений, переводящих:

А)   верхнюю полуплоскость на нижнюю;

Б)    нижнюю полуплоскость на левую.

Определение.    Отображение вида    
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 - постоянные комплексные числа  и  c ( 0  называется  дробно-линейным.
Задача 4.  

А)  Проверьте, что дробно-линейные отображения стоит рассматривать только если  ( = ad – bc ( 0.

Б)  Найти предел   f(z)  при  z  стремящемся  к бесконечности.

В)  Докажите, что  f  иньективно (= если аргументы различны, то различны и значения), только если  ( = ad – bc ( 0.

Задача 5. Любое дробно-линейное отображение комплексной плоскости есть композиция параллельного переноса, инверсии, осевой симметрии, поворота, гомотетии и еще параллельного переноса. 

Определение.  Сложным отношением  4-х комплексных чисел  z1, z2, z3, z4 называется число  
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Задача 6  Доказать , что  дробно-линейное отображение  f  сохраняет сложное отношение, т.е  если  wi  =  f(zi)  , то      
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Дробно – линейные отображения естественно рассматривать на расширенной комплексной плоскости. Для этого полагают  f(() = 
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.  Если из северного  полюса  N  единичной сферы трехмерного пространства провести луч  (NA) через точку А экваториальной горизонтальной плоскости, то этот луч пересечет сферу в единственной точке  А' .  Сделав так для каждой точки  А , получим стереографическую проекцию плоскости на сферу без северного полюса. Расширенную комплексную плоскость, таким образом, можно геометрически интерпретировать как всю сферу, рассматривая в качестве бесконечно удаленной точки именно северный полюс N.
5 июля.                      «ЧИСЛА ФИББОНАЧЧИ -2»                             11-30 – 13-15

Задача 1.    А) Поделите  x  на  1 – x – x2, располагая ответ по возрастанию степеней переменной  x ; причем здесь числа Фиббоначчи ?  Б) Используя А) и суммы бесконечно убывающих геометрических прогрессий получить новый вывод формул Бине.

Задача 2.   Доказать, что число шагов в алгоритме Евклида, необходимых для нахождения НОД(a; b), не больше упятеренного количества цифр числа  a;  a < b. 

Задача 3.  Докажите, что:

А) соседние числа Фиббоначчи взаимно просты;  Б) если  n  кратно   m, то  Фn  кратно  Фm ;

В) НОД(Фn , Фm)  =  ФНОД(n;m)     Г) = обратное утверждение к Б).

Задача 4.   Критерии кратности чисел Фиббоначчи.

А)  Фn  кратно 2  (  n  кратно трем;   Б)  Фn  кратно 3  (  n  кратно четырем;  В)  Фn  кратно 4  (  n  кратно шести;

Г)  Фn  кратно 5  (  n  кратно пяти;   Д)  Фn  кратно 7  (  n  кратно восьми;

Задача 5.  Доказать, что среди первых   n2    чисел Фиббоначчи есть число кратное  n.

Задача 6. Количество цифр в  Фn   не меньше  n/5 и не больше  n/4;    n > 16.

Задача 7* . Если  а = Фn, то при некотором   b  число шагов в алгоритме Евклида, необходимых для нахождения НОД(a; b), равно  n-1;  если   a < Фn, то при всяком  b число шагов в алгоритме Евклида, необходимых для нахождения НОД(a; b)  меньше  n-1,  a < b.

6 июля .                                "Группы – 1"                                                   9-15  -  11-00.
Множество преобразований G называется группой преобразований, если оно обладает следующими свойствами: 1) если два преобразования принадлежат G, то и их композиция принадлежит G; 2) вместе с любым своим преобразованием множество G  содержит и преобразование ему обратное.}

Количество элементов группы называется её порядком.   Какие группы движений вы можете назвать?

Стараемся упомянуть об аффинных преобразованиях, поворотах вокруг фиксированной

точки, дробно-линейных преобразованиях, группе параллельных переносов и о том, что сохраняется каждой из этих групп преобразований. 

Задача 1. А) Докажите, что движения, сохраняющие данную фигуру Ф образуют группу (обозначение: Sym(Ф)); Б) Что из себя представляет наименьшая подгруппа, содержащая два параллельных переноса. Приведите пример фигуры с такой группой симметрий?

Пример: Группа самосовмещений треугольника.

Задача 2. Составьте таблицу умножения для нее.

Замечание: таблица умножения может быть несимметрична относительно главной диагонали. Если же она симметрична, то группа называется коммутативной (абелевой).

Группа самосовмещений тетраэдра и собственных вращений.

Задача 3. А) Найдите все самосовмещения тетраэдра и те из них, которые сохраняют ориентацию(собственные вращения); Б) Докажите, что все симметрии тетраэдра кодируются подстановками на 4 элементах; В) Найдите композицию поворота тетраэдра ABCD вокруг вершины A  и симметрии относительно плоскости, проходящей через ребро СD.

Порядком элемента группы называется наименьшая степень, в которой он дает тождественное преобразование. Какие движения плоскости имеют конечный порядок?

Задача 4. Найдите порядок перестановки (123)(45).

Вопрос: какими перестановками можно представлять симметрии куба?

Ответ: перестановками на 8 элементах (вершины) и перестановками на 6 элементах (грани).

Задача 5. А) Найдите порядок группы всех симметрий куба и порядок группы всех его собственных вращений; Б) Докажите, что собственными вращениями куба реализуется любая перестановка диагоналей В) Существуют ли в группе самосовмещений куба элементы порядков 5,6,8?

При помощи так называемых дискретных групп преобразований плоскости можно получать симметричные узоры. Для этого берется изначальная несимметричная картинка, к ней применяются преобразования из данной группы и получается конечный или бесконечный орнамент. Тип симметрии орнамента определяется этой группой преобразований.

Вопрос: одинаковы или различны типы симметрии у квадрата, крестика, свастики?

Задание групп Cn и Dn: первая – это группы поворотов с фиксированным центром на углы, кратные 2(/n, вторая – это группа всех симметрий правильного n-угольника. Повороты в C_n умножаются так же, как складываются целые числа по модулю n.  Вопрос: коммутативна ли группа Dn? 

Теорема. Всякая конечная группа движений плоскости  имеет неподвижную точку.

Следствие. Конечные группы движений исчерпываются сериями Cn и Dn.  То есть иных типов симметрии, кроме "вертушки" и правильного n-угольника, нет.

6 июля.                                  "Выпуклость - 2".                                          11-30 – 13-15.
Задача 1. (Теорема Хелли.)

А)  На плоскости даны четыре выпуклые фигуры, каждые три из которых имеют общую точку. Докажите, что все эти фигуры имеют общую точку. Б)  То же для  n фигур.

В)   Привести пример, показывающий, что А) неверно в случае невыпуклых фигур.

Г)   Привести пример, показывающий, что Б) неверно для бесконечного числа замкнутых полуплоскостей.

Задача 2. Плоскость освещена несколькими прожекторами, каждый из которых освещает некоторую полуплоскость. Докажите, что для освещения всей плоскости достаточно некоторых трех прожекторов.

Задача 3.  Комната имеет форму невыпуклого многоугольника. Известно, что любые три стены комнаты можно осветить, подходящим образом располагая люстру внутри комнаты. Докажите, что все стены можно осветить из некоторой точки комнаты. 

Задача 4.  Докажите, что внутри выпуклого семиугольника есть точка, не принадлежащая

ни одному из четырехугольников, образованных четверками его соседних вершин.

Задача 5. (Теорема Юнга)

А)  Резидент отравляет жизнь в круге радиуса 1 км. Известно, что, меняя место резидентуры, он может отравить жизнь в любых трех точках плоскости из  n  данных. Доказать, что он сможет отравить жизнь и сразу во всех из этих   n  точек.

Б)  Оценить сверху радиус окружности, описанной около остроугольного треугольника, через максимальную из длин сторон этого треугольника. 

В)  Попарные расстояния между  n  точками на плоскости не больше единицы. Докажите, что все эти точки помещаются в некотором круге радиуса 
[image: image17.wmf]3

/ 3.

Задача 6.  Про  n   вертикальных отрезков известно, что любые три из них можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой. Докажите, что и все отрезки сразу можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой.

Задача 7.   На плоскости – конечное число волков и овец. Известно, что в любой четверке животных овец от волков можно разделить прямолинейным забором. Доказать, что некоторый прямолинейный забор отделяет всех волков от всех овец.

8 июля                         «КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА – 2»                         9-15  -  11-00.

Из разложения дробно-линейных отображений в композицию элементарных преобразований плоскости и из их известных свойств получаются свойства отображения  
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:    1)Прямые и окружности переходят в прямые или окружности. 2)  Сохраняются углы между кривыми.  3) Сохраняется симметричность (инверсность) точек. 4)   Сохраняется сложное отношение четырех комплексных чисел.    5)   Внутренние точки фигуры переходят во внутренние точки образа фигуры, а граничные точки – в граничные.   6)  Если
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, то  w  переводит все числа  z  в одно и то же число. Если
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 ( 0 , то  w  является биекцией расширенной комплексной плоскости на себя.

Задача 1 
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.  Найти куда при таком отображении переходит: А) первая координатная четверть; Б) полоса между вертикалями x = 1, x = 2; В) угол между прямыми  y = 0, y = -x, лежащий в четвертой координатной четверти; Г) единичный круг с центром в начале координат.  

Задача 2 Найти дробно – линейные отображения переводящие точки :  А)  3 ; 2 ; 1 соответственно в точки  1 ; 2 ; 3.  Б)  1;  2;  3   соответственно в точки 1; 0; (    В)  i; -i; (  соответственно в точки  1; 0; (. Г) Найти образ единичного круга при дробно-линейных отображениях из А) – В).

Задача 3 А)  Перевести верхнюю полуплоскость на единичный круг с помощью некоторого дробно-линейного отображения.   Б)  Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость на единичный круг. В) Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих  единичный круг на себя.    Г) Найти  общий вид дробно-линейных отображений, переводящих верхнюю полуплоскость на себя.

Задача 4 А) Пусть два дробно-линейных отображения w1 и w2 заданы соответственно, матрицами коэффициентов 
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. Найти матрицы, которыми задаются композиции w1
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w2 и w2
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w1. Б)  Доказать, что дробно-линейные отображения образуют группу относительно операции композиции. В) То же для целочисленных (c целыми a,b,c,d и (=1) и вещественных дробно-линейных отображений.  Г) Доказать, что группа целочисленных дробно-линейных отображений порождается двумя преобразованиями: z( z+1 и z( –1/z  переходом к о обратному числу и добавлением единицы.  Д) В группе целочисленных дробно-линейных отображений найти нетривиальные кубические корни из единицы (нейтрального элемента, тождественного отображения).

Дробно-линейные отображения, переводящие верхнюю полуплоскость на себя, играют важную роль в одной из моделей геометрии Лобачевского (вторая модель А. Пуанкаре). Оказывается, что все они являются движениями плоскости Лобачевского и, боле того, образуют практически все движения.

8 июля. ВНУТРЕННИЙ ПЕРЕКРЕСТНЫЙ МАТБОЙ. 11-00 -13-30, 14-30 –17-00  

1. В игре для двух человек хулиган Вася отгадывает задуманное отличником Петей число, про которое известно, что оно меньше, чем 1002. Вася имеет право право задавать вопросы вида "Верно ли, что загаданное число меньше некоторого k?". При этом за ответ "да" Петя награждает Васю одним нарядом, а за ответ "нет" двумя нарядами. Сколько нарядов необходимо отработать Васе, чтобы заведомо отгадать задуманное число?

2. Рассмотрим все натуральные числа вида [
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]. Докажите, что среди них как четные, так и нечетные встречаются в бесконечном количестве.

3. Докажите, что любой выпуклый  многоугольник площади 1 можно заключить в параллелограмм площади 2.

4. В треугольнике ABC проведены медиана CM, высота CH и биссектриса CE. Пусть K и L - основания  перпендикуляров, опущенных из точек A и B на CE. Докажите, что точки H, K, L и M лежат на одной окружности.

5. Для положительных чисел a, b и c, произведение которых равно 1, докажите неравенство: 
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6. В связном графе ребра ракрашены в красный и синий цвет, причем из каждой вершины красных ребер выходит столько же, сколько синих. Докажите, что любые две вершины можно соединить путем, в котором красные и синие ребра чередуются.

9 июля.                 "Графы-1. Лемма о девушках."                                     9-15 – 11-00

Определение: двудольный граф – граф, вершины которого можно разбить на два множества V1 и V2, так что любое ребро соединяет две вершины из разных множеств.
Задача 1

Докажите, что граф является двудольным тогда и только тогда, когда в нем нет нечетных циклов. 

Задача 2

В каждой строчке и в каждом столбике таблицы 8*8 стоит ровно две фишки. Докажите, что их можно покрасить в черный и белый цвет так что в каждом столбике и в каждой строчке стоят разноцветные фишки.

Задача 3

20 школьников решали 20 задач. Каждый решил ровно две задачи, и каждую задачу решили ровно два школьника. Докажите, что можно организовать разбор задач так что каждый школьник расскажет одну из решенных им задач и все задачи будут рассказаны.

Задача 4 (Лемма о девушках = лемма Холла)

Есть n юношей и n девушек. Каждый юноша знаком с некоторыми девушками. Для любого 0<k<n+1 любые k юношей знают не менее k девушек. Назовем множество из k юношей критическим, если они знают ровно k девушек.

а) Докажите, что объединение двух критических множеств – критическое.

б) Решая пункт г) индукцией по числу юношей, сделайте переход, если критическое множество юношей только одно – все n юношей.

в) Решая пункт г) индукцией по числу юношей, сделайте переход, если есть критическое множество из  не всех юношей.

г) Докажите, что их можно разбить на n пар знакомых девушек и юношей. Для любого 0<k<n+1 любые k юношей знают не менее k девушек.

9 июля.                               РАЗБОР ПОЛЕТОВ.                                       11-30 – 13-15.              

Фиббоначчи1.     1) Фn2 = Фn-1 Фn+1 + (-1)n+1;   2)  Fn+2 = Fn+1  +  Fn  и F1 =3; F2 = 4. Найти сумму первых  n членов и знакопеременную сумму первых  n членов. 3) Вася отгадывает задуманное Петей число, меньшее 145. Вася задает вопросы "Верно ли, что оно меньше k?". За ответ "да" Петя награждает Васю одним нарядом, а за ответ "нет" - двумя. Сколько нарядов необходимо отработать Васе, чтобы отгадать задуманное число? (Попробуйте индукцию по номерам чисел Фиббоначчи.)

Фиббоначчи2. 1) Докажите, что НОД(Фn , Фm)  =  ФНОД(n;m)  .2)Доказать, что число шагов в алгоритме Евклида, необходимых для нахождения НОД(a; b), не больше упятеренного количества цифр числа  a;  a < b. 3) Докажите, что любое натуральное число можно единственным образом представить в виде суммы различных чисел последовательности Фиббоначчи так, чтобы в этом представлении не встречалось последовательных членов этой последовательности. (Система счисления)
Выпуклость1. 1)  Доказать, что четырехугольник выпукл т. и т. т., когда  его диагонали пересекаются. 2) Доказать выпуклость надграфика параболы   y = x2 . 3) Докажите, что минимальный из углов, образуемый  4 (5) точками на плоскости не больше 45((36(). 

Выпуклость 2. 1) Комната имеет форму невыпуклого многоугольника. Известно, что любые три стены комнаты можно осветить, подходящим образом располагая люстру внутри комнаты. Докажите, что все стены можно осветить из некоторой точки комнаты. 3) Про  n   вертикальных отрезков известно, что любые три из них можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой. Докажите, что и все отрезки сразу можно перечеркнуть какой-нибудь наклонной прямой.  4)  Норка мышки имеет три различных выхода в вершинах остроугольного треугольника. Где должна сесть кошка, чтобы расстояние от  неё до самого  далёкого из выходов было наименьшим? 
КП 2.   1) Вспомнить определение инверсных точек и доказать, что инверсность точек сохраняется при дробно-линейных отображениях. 3) Найти общий вид дробно-линейных отображений, переводящих  верхнюю полуплоскость на единичный  круг на себя; переводящих верхнюю полуплоскость на себя. 4)  В множестве  всех целочисленных дробно-линейных отображений найти хотя бы один нетривиальный кубический корень из единицы ( тождественного отображения). 

10 июля                                      "Группы –2"                                                 9-15 – 11-00
Замечание:  что повороты правильного n-угольника перемножаются так же, как складываются вычеты по модулю n, а композиция параллельных переносов, порожденных сдвигом на данный вектор, устроена так, как сложение  целых чисел. Очень часто композиция в группе преобразований похожа на какую-то операцию над числами. Это нас заставляет задуматься об определении группы, отвлеченном от понятия преобразования.

Определение абстрактной группы.

Рассмотрим множество G, на котором введена операция (, сопоставляющая каждой паре (a,b) его элементов их "произведение" a( b. Предположим, что это операция удовлетворяет следующим аксиомам: 1) существует нейтральный элемент e, такой, что для любого a(G  a(e=e(a=a; 2) для любого a(G существует обратный элемент b, такой что a(b=b(a=e (далее он обозначается b=a–1); 3) эта операция ассоциативна, то есть (a(b)(с= a((b(c)  для любых a,b,c(G.

Абстрактные группы называются изоморфными, если после подходящего переименования элементов их таблицы умножения одинаковы.

Пример: комплексные числа модуля 1 образуют  группу по умножению (обозначение T), изоморфную группе всех поворотов с данным центром.

Задача 1. Опишите все группы из двух и трех элементов.

Примеры: группы самосовмещений ромба, автоморфизмы графов.

Задача 2. Приведите пример графа с группой автоморфизмов C3.

Про наименьшую подгруппу, содержащую данные элементы, говорят, что она порождена этими элементами.

Если группа порождена одним элементом, то она называется циклической. (приведите примеры).

Бесконечная циклическая группа изоморфна Z.

Задача 3. Будет ли окружность T циклической группой?  

Задача 4. Найдите наименьшую группу дробно-линейных преобразований, содержащую преобразования: f(z)=1/z и g(z)=-z.

Задача 5.  А) Группа порождена элементами a и b. Пусть a3b5=b8=a12  . Докажите, что она циклическая. Каким может быть её порядок? Б) Группа порождена элементами a и b. Известно, что a3=b5=e, ab=b4a. Сколько элементов в этой группе? 
10 июля                                       "ВЫПУКЛОСТЬ - 3"                             11-30 – 13-15

     Типичный пример выпуклого множества – круг. У всякого круга есть граничные точки, есть внутренние точки, есть диаметр, касательные и центр. Оказывается, что всё это есть и у произвольных выпуклых фигур.

      Определение.  Точка  называется внутренней точкой множества  М  , если некоторый круг с центром в  этой точке целиком содержится во множестве  М. Точка   называется внешней точкой множества  М  , если некоторый круг с центром в  этой точке целиком состоит из точек, не лежащих  во множестве  М.  Если точка не является ни внутренней, ни внешней, то она называется  граничной.

Задача 1.  Указать все внутренние, внешние и граничные точки следующих плоских множеств:  А) { (x;y) :  y > x3 }  ;   Б)   квадрат без одной стороны ;  В) круг без центра; Г) точки плоскости, у которых обе координаты рациональны.

         С выпуклыми множествами не бывает ситуаций, подобных  случаю из 1Г). В дальнейшем, мы автоматически будем считать, что граничные точки выпуклого множества принадлежат  ему, т.е. будем рассматривать только замкнутые выпуклые множества.

Задача 2. А) Отрезок между внутренними точками выпуклого множества целиком состоит из внутренних точек этого множества.  Б) Отрезок между двумя граничными точками выпуклого множества либо весь целиком состоит из граничных точек, либо все точки этого отрезка, отличные от концов являются внутренними точками. В) Разберитесь со случаем, когда одна точка граничная, а другая – внутренняя.  Г)* Отрезок между внутренней и внешней точкой выпуклого множества содержит единственную граничную.

    Определение. Прямая   m    называется опорной прямой выпуклого множества  M  если она, во-первых, пересекает это множество и, во-вторых, само множество  M  целиком лежит по одну сторону от  m  . 
Задача 3*.  Через каждую граничную точку  b  выпуклого множества  V  проходит хотя бы одна опорная прямая

Схема.  Пусть  C  единичная окружность с центром в   b.  Скажем, что  с ( С  есть «хорошая» точка, если луч [b; c) содержит хотя бы одну внутреннюю точку множества V;  с  есть «плохая» точка окружности  С если этот луч не содержит точек из  V  отличных от   b . 

А)  Если  с  - хорошая точка, то  -с    -   плохая. Значит плохие точки бывают.  Б)   Если   с  и  d  - хорошие точки, то все точки меньшей дуги с концами в  с   и   d  - хорощие. В)   Множество хороших точек – выпуклое подмножество окружности   С  .

Г)   Множество хороших точек – дуга окружности  С   (без концевых точек). Д)   Дуга большая полуокружности содержит диаметрально противоположные точки. Е)   Множество хороших точек  - дуга окружности  С  ,  не больше полуокружности

Ж)  Множество хороших точек  лежит по одну сторону от некоторого диаметра окружности  С.  И)   Прямая содержащая диаметр из   Ж)  -  опорная прямая.
Задача 4.  Докажите, что:  А) Проекция выпуклого плоского множеств на любую прямую есть выпуклое подмножество этой прямой.   Б) Любое ограниченное выпуклое множество лежит между двумя горизонтальными опорными прямыми.

В) То же для любого направления;  две такие прямые назовем  парой  опорных прямых. 
Задача 5. Пусть   m  и   l  - пара опорных прямых такая, что расстояние между ними - наибольшее среди всех пар опорных прямых к данному ограниченному выпуклому множеству  V. Тогда:  А)  m  пересекает  V в единственной точке  (и  l  - тоже)

Б)  отрезок между этими точками пересечения перпендикулярен  m и  l  .В) длина этого отрезка есть наибольшее расстояние между точками множества  V .

Задача 6.  Известно, что в выпуклую фигуру нельзя вписать треугольник площади 1. Доказать, что вокруг этой фигуры можно описать треугольник площади меньше 4.

Задача 7.  Доказать, что : А)  Для любой внешней точки   x  выпуклой фигуры  V   есть единственная ближайшая точка  y  из  V . Б) Для любой внешней точки   x  выпуклой фигуры  V   есть прямая, разделяющая  x  и   V.  Г) Для любых непересекающихся выпуклых многоугольников есть разделяющая их прямая. Д*) То же, для произвольных ограниченных выпуклых фигур. Е) Привести пример, показывающий, что ограниченность в Д) нужна.

Задача 8.  Докажите, что выпуклая оболочка плоского множества  совпадает с объединением всех треугольников с вершинами в точках этого множества.

11  июля.                    ГРАФЫ-2. Лемма о девушках (остатки).                   9-15 – 11-00

Задача 1 (Лемма о девушках = лемма Холла)

Есть n юношей и n девушек. Каждый юноша знаком с некоторыми девушками. Для любого 0<k<n+1 любые k юношей знают не менее k девушек. Назовем множество из k юношей критическим, если они знают ровно k девушек.

а) Докажите, что объединение двух критических множеств – критическое.

б) Решая пункт г) индукцией по числу юношей, сделайте переход, если критическое множество юношей только одно – все n юношей.

в) Решая пункт г) индукцией по числу юношей, сделайте переход, если есть критическое множество из  не всех юношей.

г) Докажите, что их можно разбить на n пар знакомых девушек и юношей. Для любого 0<k<n+1 любые k юношей знают не менее k девушек.

Задача 2

Есть n юношей и n девушек. Некоторые из них знакомы между собой. Докажите, что их можно разбить на n пар знакомых девушек и юношей, если каждый юноша знает ровно k девушек, каждая девушка знает ровно k юношей. 

Задача 3

В каждой строчке и в каждом столбике таблицы 8*8 стоит ровно n фишек. Докажите, что их можно покрасить в n цветов так что в каждом столбике и в каждой строчке стоят разноцветные фишки.

Задача 4

Прямоугольник m*n (m<n) называется латинским прямоугольником, если он заполнен натуральными числами от 1 до n так, что в каждом столбике и каждой строчке стоят разные числа. Докажите, что латинский прямоугольник можно дополнить до латинского квадрата. 

Задача 5

Квадратный лист бумаги разбит на сто многоугольников одинаковой площади с одной стороны и на сто других той же площади с обратной стороны. Докажите, что этот квадрат можно проткнуть ста иголками так, что каждый из двухсот многоугольников проткнут по разу.

Задача 6

Пусть Е – конечное множество, F={E1, E2,…, En} – набор его подмножеств. Множество S ={s1, s2,…, sn} все точки в котором различны, такое, что 
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Ei назовем выборкой. Докажите что выборка существует тогда и только тогда, когда объединение любых 0<k<n+1 элементов F содержит не менее k элементов E.

Задача 7

Из шахматной доски вырезали 7 клеток. Докажите что на оставшиеся клетки можно поставить 8 не бьющих друг друга ладей.

11 июля.                                          РАЗНОБОЙ.                                             11-30 – 13-15   

1. Пусть a+b
[image: image31.wmf]2
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)2001. Докажите, что a  и b взаимно просты.

2. На плоскости даны 2n точек. Докажите, что существует прямая, по обе стороны от которой лежит ровно по n точек.

3. Секущая, проходящая через точку O пересекает окружность в  точках C и D, а касательные из точки O касаются окружности в точках A и B. Известно, что OC=CD=1. Найдите расстояние от O до точки пересечения AB и CD. 

4. Дано 2001 множеств, каждое из 45 элементов. Известно, что любые два из них пересекаются ровно по одному элементу. Докажите, что все они пересекаются по одному элементу.

5. В треугольнике ABC на сторонах AB и BC взяты точки D и F соответственно. Пусть E - середина отрезка DF. Докажите, что AE+EС>AD+FС.

6. Можно ли разбить множество натуральных чисел на три непустых подмножества так, чтобы для произвольных двух чисел x и y из двух разных подмножеств число x+y+xy принадлежало бы третьему подмножеству?

7. А) Верно ли, что группа преобразований кубика Рубика циклическая? Б) Существует ли бесконечная группа, любой элемент которой имеет конечный порядок?

8. Докажите неравенство для положительных чисел: 
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ГРУППЫ – 3. 




9-15 –11-00.
Задача 1. На доске нарисованы несколько треугольников, квадратов и кругов.  Разрешается стирать две фигуры и рисовать вместо них третью по следующему правилу: вместо двух кругов – круг, вместо двух треугольников – квадрат, вместо двух квадратов – треугольник; вместо треугольника и квадрата – круг, вместо круга и треугольника – треугольник и вместо круга и квадрата – квадрат. Докажите, что вид фигуры, которая окажется на доске в конце не зависит от порядка действий.

Определение: говорят, что элемент a  сопряжен с элементом b посредством элемента g, если a=gbg–1.

Докажите, что если a сопряжен с b, то b сопряжен с a. Примеры сопряжения: два поворота на равные углы сопряжены.

Задача 2. А) Докажите, что порядки сопряженных элементов совпадают.

Б) Докажите, что порядки элементов ab и ba совпадают. В) Докажите, что подстановки (123)(45) и (245)(13) сопряжены.

Задача 3. Сколько вращений (движений) куба ABCDA1B1C1D1 переводят вершину 

A в вершину B (а в вершину C)? (Записываем общий вид вращений куба, переводящих данную вершину в данную.)

Теорема Лагранжа. Порядок конечной группы делится на порядок  любой ее подгруппы.

Задача 4. Докажите, что в произвольной группе порядок любого элемента

делит порядок группы.

Следствие: теорема  Эйлера. Если а взаимно просто с n, то a((n)(1 (mod n).

Задача 5. Докажите, что любая группа простого  порядка --- циклическая.

13 июля 
ЛИНЕЙНЫЕ РЕКУРРЕНТНОСТИ. 


11-30 – 13-15.
Определение.  Числовая последовательность, в которой  для некоторых констант  C1 и  C2   и для всех  n  верно равенство  an+2 = C1an+1 + C2 an     называется возвратной (рекуррентной) последовательностью второго порядка. Аналогично определяются возвратные последовательности произвольного порядка  k.

Задача 1.Доказать рекуррентность следующих последовательностей: А)Арифметическая прогрессия.   Б) Любая периодическая последовательность. В) Последовательность квадратов натуральных чисел.
  Г) Последовательность, для которой верно равенство 

an+2 = C1an+1 + C2 an +  C0 .  Д) Последовательность сумм квадратов первых  n   натуральных чисел.  Е) Последовательность кубов натуральных чисел. 
Задача 2.  Запишем два многочлена  P   и  Q   c в порядке возрастания степеней. Будем "уголком" делить  P  на  Q,  в ответе располагая степени  x также по возрастанию. Доказать, что последовательность коэффициентов при степенях x  в частном является рекурентной последовательностью порядок которой равен степени знаменателя.   (Лучше считать, что у знаменателя свободный член ненулевой.)

Задача 3. (Обратная к задаче 2). Докажите, что любая рекуррентная последовательность вида an+2 = C1an+1 + C2 an совпадает с последовательностью коэффициентов частного при делении некоторого многочлена  P  на Q(x) = 1 - C1  x  -   C2 x2  . То же верно для последовательностей произвольного  порядка.

Задача 4.  Различные Р-последовательности, задаваемые уравнением an+2 = C1an+1 + C2 an  можно почленно складывать между собой и умножать на числа.  А) Докажите, что сумма двух таких Р-последовательностей и произведение Р-последовательности на число есть Р-последовательность. Б) Каждой точке (x;y) числовой плоскости поставим в соответствие Р-последовательность, начинающуюся с  x, y  и задаваемую тем же уравнением an+2 = C1an+1 + C2 an. Докажите, что получится взаимнооднозначное соответствие (биекция) между числовой плоскостью и множеством всех Р-последовательностей.  В) Докажите, что при таком соответствии сумма переходит в сумму и умножение на число переходит в умножение на число.

            ВЫВОД. МЕЖДУ ЧИСЛОВОЙ ПЛОСКОСТЬЮ И ВСЕМИ Р-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯМИ, ЗАДАВАЕМЫМИ ОДНИМ И ТЕМ ЖЕ ЛИНЕЙНЫМ УРАВНЕНИЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА, «НЕТ» РАЗНИЦЫ.

Задача 5.  А) Если у характеристического уравнения   q2 = C1q + C2  есть два различных действительных корня  (  и  (  , то любая  Р-последовательноть, задаваемая уравнением an+2 = C1an+1 + C2 an  есть линейная комбинация двух  таких же Р-последовательностей  (1, (, (2 ,  (3 , … )  и (1, (, (2 , (3, … ) . Б) Вывести формулу n-го члена последовательности (-3, 7, …) для которой   an+2 = 5an+1 + 14 an . В) Как выглядит А) для  Р-последовательностей порядка  k?  

Задача 6.  А) Вывести формулу n-го члена последовательности (1, -1, 2,…) для которой   an+3 = an . Б) Вывести формулу n-го члена последовательности (1, 1,…) для которой  

an+2 = 4an+1 – 4an.

14 июля 


ГРАФЫ-3. Теорема Кенига.


 9-15 – 11-00

Задача 1. (Теорема Кенига)

На бесконечной клетчатой доске стоят ладьи. Рядом называется строка или столбец. Оказалось, что N - минимальное число рядов которые содержат все ладьи. Докажите, что можно выбрать N ладей не бьющих друг друга. 

а) Пусть из этих N рядов k – столбцов и (N-k) – строчек. Докажите, что в k столбцах можно выбрать k ладей не бьющих друг друга.

б) Докажите, что в (N-k) строчках можно выбрать (N-k) ладей, не бьющих друг друга.

в) Докажите теорему Кенига.

Задача 2. Есть юноши и девушки. Каждый юноша знаком с некоторыми девушками. Оказалось что нельзя составить n+1 брак по знакомству. Докажите, что тогда можно выбрать n людей так, что из любой пары знакомых один выбран.
Задача 3. Докажите, что из 51 натурального числа не большего 100 можно выбрать 6 чисел, любая пара из которых отличается в обоих разрядах. 
Задача 4. Вывести лемму Холла из теоремы Кенига. 

Дополнительные задачи:

Задача 1. На вечере ни один мальчик не танцевал со всеми девочками, а каждая девочка танцевала хотя бы с одним мальчиком. Доказать, что существует 2 мальчика и 2 девочки такие, что первый танцевал с первой, второй -- со второй, а первый со второй и второй с первой не танцевали.

Задача 2. (Лемма о дедушках).
В школе учится 20 детей, причем у любых двух есть общий дед. Доказать, что у одного из дедов в школе по крайней меpе 14 внуков.

Задача 3. В компании из n юношей и n девушек каждые k юношей знакомы не менее, чем с k девушками. Докажите, что каждые k девушек знакомы не менее, чем с k юношами.

14 июля.
 ВЫПУКЛОСТЬ 4. От множеств к функциям. 
    11-30 – 13-15.
Задача 1.   
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   для некоторого числа  t ([0;1].
Задача 2.  
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  для некоторых чисел  t, s, r ( [0;1]  в сумме дающих единицу.

Определение.  Выпуклой комбинацией векторов 
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  называется сумма  
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 , где все числа  t1 , …, tn  неотрицательны и их сумма равна единице.

       Если единичную массу разбить на массы t1 , …, tn , поместив их  в концы векторов 
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, то указанная выпуклая комбинация в точности дает центр распределенных масс. Если общая масса не единична, то центр масс – это выпуклая комбинация с коэффициентами  t1/(t1+t2+…+tn) ,…, tn/(t1+t2+…+tn).
Задача 3. Доказать, что центр масс, распределенных в  n  точках лежит на любом отрезке, соединяющем любую из этих точек с центром масс остальных точек.

Задача 4. Доказать, что следующие три определения выпуклой оболочки плоского множества  M эквивалентны между собой:

А)  пересечение всех выпуклых плоских множеств, содержащих множество  M;
Б)  объединение всех треугольников с вершинами из множества  M ;
В)  множество всех выпуклых комбинаций всех векторов из множества  М.

Задача 5. Нарисовать выпуклые оболочки следующих множеств:  А) целочисленные точки, лежащие в круге радиуса 3 с центром в начале координат; Б) гипербола  y = 1/x , x > 0.  B) гипербола y = 1/x. Г) "правильная" буква Ю, нарисованная на плоскости.  Д*) множество всех точек, обе координаты которых рациональны.
Определение.  Функция называется выпуклой (вогнутой) на промежутке, если надграфик (подграфик) этой функции на этом промежутке является выпуклым множеством.
Задача 6.  (Неравенство Йенсена). Если функция  f  выпукла (вогнута) на промежутке I, то для любых аргументов  x1 , x2 , …, xn ( I  и для любых неотрицательных чисел t1 , …, tn  сумма которых равна единице, верно неравенство        f( t1x1  + t2 x2 +…+ tn xn)   (  t1 f(x1)  + t2 f(x2) +…+ tn f(xn) 

(   f( t1x1  + t2x2 +…+ tn xn )  (   t1 f(x1)  + t2 f(x2) +…+ tn f(xn)     )

          Основной способ проверки выпуклости функции связан с производными: если во всех точках промежутка вторая производная функции положительна (отрицательна), то функция выпукла (вогнута) на этом промежутке.
 Примеры выпуклых функций:  xp, p > 1 ;  ex ; ax ; ln x ; ln(1+ex).

15 июля 



Группы – 4.


 9-15 – 11-30.

Задача 1. Докажите, что число всех возможных комбинаций кубика Рубика делится

А) на четыре; Б) на три.

Задача 2. Некоторая группа перестановок содержит n элементов, m из которых оставляют на месте число 1. Доказать, что n делится на m   без остатка. Что представляет собой их частное? 

 Орбитой группы преобразований называют множество точек, переходящих друг в друга под действием элементов из этой группы.  Множество всех точек разбиваются на непересекающиеся орбиты.

Задача 3. Что представляют собой орбиты:

А) группы всех параллельных переносов;
Б) группы параллельных переносов на векторы, коллинеарные данному;
В) группы поворотов с фиксированным центром;

Г) группы вращений правильного многоугольника;

Д) группы  степеней перестановки (1234)(567)?.

Множество элементов группы преобразований, оставляющих на месте  данную точку, образует группу и называется стабилизатором этой точки.

Задача 4. Как связаны длина орбиты точки под действием группы вращений куба и порядок её стабилизатора? 

Б) Докажите, что длина орбиты конечной группы преобразований

делит порядок группы.

Задача 5. Круг разбит на р равных секторов. Сколькими способами можно раскрасить этот 

круг в n различных цветов, если раскраски, которые переводятся друг в друга 

поворотом круга, считаются одинаковыми?

Замечание: следствием предыдущей задачи является малая теорема Ферма.

ЛЕММА БЕРНСАЙДА. Доказать, что для любой группы перестановок число орбит равно 

среднему числу неподвижных точек. 

Задача 6. А) Четыре юноши и шесть девушек собрались водить хоровод. Сколькими способами они могут это сделать?

Б) Завод выпускает погремушки в виде кольца с надетыми на него четырьмя белыми

 и шестью чёрными шариками. Сколько различных погремушек может быть выпущено?
15 июля. 
         
НЕРАВЕНСТВА .



  11-30 – 13-15.
Доказать следующие неравенства  ( все числа положительны ) .

1) Неравенство Брунна - Минковского.                 
[image: image40.wmf].
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2) (*) Неравенство Минковского.                        
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16 июля.    
ОКРЕСТНОСТИ ВЫПУКЛЫХ ФИГУР. 

 9-15 – 11-30.
Определение. Если у каждой точки плоской фигуры  Ф   взять круг радиуса  r и затем объединить все эти круги, то получится  r-окрестность данной фигуры. (Обозначение: Фr).

           Несколько другой вариант этого определения состоит в том, что мы рассматриваем  всевозможные суммы векторов  
[image: image53.wmf]b
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, где  
[image: image54.wmf]a

 - произвольный вектор из  Ф, а 
[image: image55.wmf]b

 - произвольный вектор из круга  Dr  радиуса  r с центром в начале координат:  Фr  = Ф + Dr. Аналогично определяется сумма двух любых плоских фигур.

Задача 1. Пусть Ф – выпуклый многоугольник площади  S  и периметра  P.  Докажите, что площадь Фr равна  S + Pr +( r2.
Задача 2. Все стороны выпуклого n-угольника периметра p=12 и площади s сдвинуты на 1 во внешнюю сторону так, что образовался многоугольник периметра P и площади S.  Докажите, что:

А) P - p > 6 и S – s >15; Б*) Если n=4, то  P – p  ( 8  и  S – s  (  16 (указание: оценить площадь четырехугольника описанного около круга радиуса 1); 

Задача 3. Докажите, что в выпуклый многоугольник площади S и периметра P можно вписать круг радиуса S/P.

Задача 4. А) Докажите, что при параллельном переносе начала координат или одного из слагаемых сумма двух фигур тоже параллельно переносится; Б) Докажите, что сумма двух выпуклых фигур – тоже выпуклая фигура; В) Чему равен периметр суммы двух выпуклых многоугольников.

Задача 5. На круглом столе радиуса R расположено без наложений  n  монет радиуса  r  так, что больше ни одной монеты положить нельзя. Доказать, что 
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Задача 6. В прямоугольнике 20 (25 расположено 120 единичных квадратов. Докажите, что в него поместится не задевающий их круг единичного диаметра.

Задача 7. Единичный отрезок покрыт конечным числом отрезков. Докажите, что из них можно выбрать непересекающиеся отрезки, покрывающие не менее половины данного единичного отрезка.

16 июля. 



 ГЕОБОЙ. 




11-30 – 13-15.

Задача 1. Дан отрезок единичной длины. С помощью одного циркуля построить отрезок длины
[image: image57.wmf]2

;
[image: image58.wmf]3

.

Задача 2. Два коммуниста несут на площадь тонкое бревно длиной 10,5 м. Ширина улицы, по которой они идут, 4 м. Поворачивая на улицу, перпендикулярную данной, шириной 3 м, они остановились и задумались: пройдет ли?

Задача  3.  а) На столе лежат монеты без наложений. Доказать, что есть монета, которая касается не более пяти других;  б) Пусть монеты одинаковы. На что можно заменить "пять"?

Задача 4.  На сторонах угла с вершиной  C  фиксированы точки  A и B.  Построить луч, проходящий через вершину и равноудаленный от выбранных точек.

Задача 5. На плоскости дано конечное множество, диаметр которого (= наибольшее среди попарных расстояний ) равен единице. Доказать, что это множество можно разбить на три подмножества меньшего диаметра.

Задача 6. В трапеции ABCD с основаниями AB и CD диагонали пересекаются в точке O. Доказать, что окружности, описанные около треугольников AOB и COD, касаются.

Задача 7.  На окружности единичного радиуса с центром в начале координат выбраны две точки, соответствующие комплексным числам   z1  и  z2. Через эти точки проведены касательные к окружности. Найти комплексное число, соответствующе точке пересечения этих касательных.

Задача 8. В треугольнике ABC сторона BC равна полусумме двух других сторон. Докажите, что биссектриса угла A перпендикулярна отрезку, соединяющему центры вписанной и описанной окружностей треугольника.

18 июля .

Функциональные уравнения – 1.


 9-15 – 11-00.

                        Знакомство с методом подстановки: пример уравнения  f(1-1/x)=x.

Задача 1. Решите функциональные уравнения: А) 2f(x) + f(1-x) = x –2;  Б)  xf(x) + f(–1/x) = 2;В) f(x/(x-1))+xf(1/x)=2.А) Непрерывная функция f такова, что при любом вещественном x выполнено рав

Задача 2. енство f(x)=f(x/2). Докажите, что f постоянна. Б) Пусть функции f(x)+f(2x) и f(x)+f(4x) непрерывны. Докажите, что f  непрерывна. В) Для любого отрицательного a функция f(x)+f(ax) непрерывна. Докажите, что f непрерывна.

Задача 3. А) Найдите все функции целого аргумента такие, что f(n+m)=f(m)+f(n). Б) Найдите все функции целого аргумента такие, что f(xy)=f(x)f(y)-f(x+y)+1 и f(1)=2.В) Найдите все функции неотрицательного целого аргумента такие, что  f(n+m)+f(n-m)=f(3n). Г) Найдите все функции из  Z+  в Z+ такие, что f(m+f(n))=f(f(m))+f(n). Д) Найдите все функции из N в N такие, что f(f(n))=n+2001. Е) Решите пункты А и Б для функций рационального аргумента.

Задача 4. Решение задачи из вступительной олимпиады: уравнение f(f(x))=x2–2. (Указание: рассмотрите неподвижные точки f(f(x)) и f(f(f(f(x)))). 
Задача 5. Найдите функцию f такую, что 
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ИГРА «НИМ».

 

11-30 – 13-15.
ИграНИМ . На столе выложено несколько рядов из палочек. За один ход разрешается взять любое количество палочек из одного из рядов. Проигрывает не имеющий хода. 

Задача 1. Кто выигрывает в игру НИМ  из а)одного ряда, б)двух рядов, в)трех одинаковых рядов, г)трех рядов из 1, 4, и 5 спичек, д) трех рядов из 3, 4, и 5 спичек.

Оказывается, что для того, чтобы определить, кто выигрывает в случае из n произвольных рядов нужно перевести количество палочек в рядах в двоичную систему. Мы получим n чисел в двоичной записи. Затем отдельно в каждом разряде нужно сосчитать количество единиц в записи наших чисел. Если все эти количества четны, то выигрывает второй, в противном случае первый.

Упражнение. Кто выигрывает в игре НИМ  из трех рядов  из а)3, 17 и 18 спичек б)4, 17 и 18 спичек?
Игра в монеты. На столе выложен некоторый набор из следующих монет: 1, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50 копеек и 1рубль. Каждый игрок за один ход может взять любую из монет и разменять ее меньшими монетами, но на ту же сумму. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

Задача 2. Кто выигрывает в игре в монеты при правильной игре в следующих случаях:

а)На столе лежат ровно две одинаковых монеты.

б)На столе лежат две монеты разного достоинства.

в)Разложим монеты лежащие на столе на кучки монет одинакового достоинства. Уберем со стола все кучки, содержащие четное число монет, и оставим по одной в кучках, содержащих четное число монет. Докажите, что в новом наборе монет выигрывает тот же игрок, что и в старом.

После такого утверждения, можно считать, что каждая монета лежит на столе не более, чем в одном экземпляре.

г)На столе нет 15-копеечных монет.

Сумма игр. Пусть G и H симметричные игры без ничьей. Их суммой (далее G(H) назовем игру со следующими правилами: за один ход можно сделать ход в любой из игр G или H (но только в одной из них). Игра заканчивается, когда закончены обе игры. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

Введем еще некоторые обозначения. Будем обозначать за 
[image: image60.wmf]n
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(а иногда как 
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) ряду из n палочек в игре НИМ  (часто такие числа мы будем называть нимбосами). Тогда произвольная игра НИМ  есть сумма 
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Теперь монеты. Если обозначить за 
[image: image63.wmf]n
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 монету достоинством n копеек, то игра с k монетами – это 
[image: image64.wmf]k
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. То есть введенное понятие является достаточно естественным.

Теперь заметим, что в игре в монеты результат игры не изменялся, когда мы добавляли к позиции четное число монет одного достоинства, то есть конфигурацию монет, в которой выигрывает второй. Здесь довольно естественно назвать такую конфигурацию нулевой (ее прибавление или вычитание не меняет исход игры).

По аналогии с монетами назовем нулевой игрой игру, в которой выигрывает второй игрок. Заметим также, что если H – нулевая игра (далее H=
[image: image65.wmf]0

ˆ

), то результат игры G(H такой же, как и у игры G.

Итак мы умеем проверять игру на равенство 
[image: image66.wmf]0

ˆ

. Научимся сравнивать произвольные две игры так, чтобы равенство было согласовано с операцией “(”. Для этого заметим, что выполняется равенство: G(G=
[image: image67.wmf]0
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. Так что, если мы утверждаем, что G=H, то прибавив к обеим частям игру H, получим: G(H=
[image: image68.wmf]0
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. Так введем полученное тождество за определение равенства игр. То есть, назовем игры G и H равными, если G(H=
[image: image69.wmf]0
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Рассмотрим получившееся определение равенства игр. Выполняются следующие свойства:

· G=G
· G=H, следовательно H=G
· G=F и F=H, следовательно G=H
Таким образом, введенное равенство является отношением эквивалентности и,потому, введено корректно. Заметим еще некоторые полезные свойства этого равенства:

· Упражнение. 
[image: image70.wmf]m
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· Все игры, в которых выигрывает второй равны, а из предыдущего пункта видно, что среди игр, в которых выигрывает первый есть довольно много различных игр.

Упражнение. Докажите равенства:

а)
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Оказывается также, что 
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После этих равенств можно пользоваться стратегией НИМа. Например, если на доске лежат монетки достоинством 3, 5, 10 и 15 копеек, то соответствующие нимбосы для этих монет будут: 
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. Их поразрядная сумма будет равна 3. Самый старший разряд в тройке имеет номер два и есть единственное число (2), которое имеет единицу в этом разряде. 2(3 = 1, значит нужно разменять три копейки так, чтобы получилась игра, равная 
[image: image83.wmf]1

ˆ

. То есть просто разменять трояк на две и одну копейки. Что согласуется с результатом, который был получен ранее.

19 июля. 


Непрерывность –1. 



9-15 – 11-50.
         Непрерывность функции  f  в точке  а  можно определять с разной степенью строгости: 1)  "на пальцах", интуитивно;    2)  если  x( a , то  f(x) (  f(a);  3) если последовательность аргументов  xn сходится к  а, то последовательность значений  f(xn)  сходится к  f(a);  4) 
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       Мы выберем вариант 3) и начнем с пределов последовательностей. Напомним один из вариантов аксиомы непрерывности для чисел:  монотонная ограниченная последовательность чисел сходится (= имеет предел). Другой вариант – существование разделяющего числа.

Задача 1.   Найти хотя бы один номер  N  ,  начиная с которого  (= для всех  n ( N ), верно неравенство:  

А)  0,5n < 0,001;  Б)  0,99n < 0,01 ;  В)  
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 Ж)  Найти пределы этих последовательностей (кроме Е)).

Задача 2.  Найти пределы  последовательностей:  А)  
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Задача 3.  Доказать, что у всех следующих последовательностей можно найти монотонную подпоследовательность: А) любая последовательность натуральных чисел;  Б) любая неограниченная сверху последовательность чисел; В) любая ограниченная последовательность чисел.

Задача 4.  А) Из любой ограниченной последовательности чисел можно выделить сходящуюся подпоследовательность (теорема Больцано-Вейерштрасса).  Б) То же на плоскости (по определению последовательность точек (xn , yn) сходится к точке (a,b ),  если  xn сходится к  а  и  yn сходится к  b ). В) Доказать теорему Хелли для бесконечной последовательности Ф1 , Ф2 ,…Фn , …. выпуклых замкнутых множеств, первое из которых ограничено.  Г) Доказать, что в любом плоском замкнутом множестве Ф  есть точка  X0 , для которой расстояние X0Y  является минимальным среди всех расстояний XY ,   X – из Ф. Д) Доказать, что в любых плоских замкнутых ограниченных непересекающихся множествах Ф  и  (  есть точки  X0  и Y0  , для которых расстояние X0Y0   является минимальным среди всех расстояний   XY ,   X – из Ф, Y из (.

19 июля.
  ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫЕ РЕКУРРЕНТНОСТИ. 
12-00 –13-20.

Числовая последовательность начинается с  a1=0.5   и далее задана равенством
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Задача 1. А)   Доказать, что эта последовательность монотонно возрастает и всегда меньше единицы.       Б)   Доказать, что сложное отношение четырех чисел  an+1 : an : 1 : 2  постоянно.  В)   Доказать, что последовательность   
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  является убывающей геометрической прогрессией и вывести формулу  n –го члена последовательности  an.. Г) Вывести формулу  n –го члена такой же последовательности, но начинающейся с  х. Чему равен предел этой последовательности?

Задача 2. Найти формулу  n –го члена последовательности, начинающейся с 7 и заданной равенством 
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Определение.  Для последовательности 
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  характеристическим называется уравнение  
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Задача 3. Числовая последовательность начинается с  a1=-0.5 и далее задана равенством 
[image: image100.wmf].
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А)  Вывести формулу  n –го члена последовательности  a n.. Б)   Доказать периодичность этой последовательности. В) Докажите, что возвратная последовательность периодична, если корни его характеристического уравнения являются корнями из единицы.

Задача 4. А)   Найти период последовательности заданной равенством  
[image: image101.wmf].
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 Б)    То же для  
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     В)  Придумать возвратную дробно-рациональную последовательность периода 6.

 Как быть с последовательностью заданной равенством   
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Что делать с последовательностью, характеристическое уравнение которой имеет совпадающие корни? Выведите формулу общего члена для последовательности 
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20 июля.



Непрерывность –2. 



9-15–11-00.

Определение.  Функция непрерывна на отрезке, если она непрерывна в каждой точке этого отрезка.

Задача 1.  Пусть  f  непрерывная на отрезке [a;b] функция. Доказать, что множество значений  f([a,b]) :

А) ограничено и сверху и снизу;  Б) имеет и минимум  m   и максимум  M ;  В) совпадает с отрезком [m;M].

Задача 2.  А) Доказать, что непрерывная функция, принимающая  только целые значения, является константой.  Б) Пусть функция  f   непрерывна на отрезке [-1;5] и принимает только иррациональные значения. Найти  f((), если известно, что f(1/() = 
[image: image105.wmf]3
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. В) Доказать, что непрерывная функция, для которой  f(x) = f(2001x) при всех  х  является константой. Г) Доказать, что у непрерывной функции из окружности в прямую есть "антиподы", т.е. две диаметрально противоположные точки, в которых значения функции совпадают между собой.
Задача 3.  Доказать, что одним прямолинейным разрезом можно: А) выпуклую фигуру разрезать на две равновеликие части. Б) каждую из двух выпуклых фигур разрезать на равновеликие части. В) выпуклую фигуру разрезать "пополам" и по площади и по периметру. Г) двумя перпендикулярными разрезами выпуклую фигуру можно разрезать на четыре равновеликие части. Д) Докажите, что всякий многочлен 2001-й степени имеет действительные корни.

Задача 4.  Пусть плоское ограниченное множество  Ф   замкнуто  (= содержит все свои граничные точки) и функция  f  непрерывна во всех точках множества  Ф.  Докажите, что множество значений  f(Ф): А) ограничено и сверху и снизу;  Б) имеет и минимум  m   и максимум  M.  В) совпадает с отрезком [m;M], если Ф  выпукло.

20 июля.

Функциональные уравнения – 2.  

11-30 – 13-15.

Задача 1. А) Пусть  
[image: image106.wmf]]
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  - непрерывная функция. Доказать, что уравнение  f(x) = x    имеет решения.  Б) Пусть функция  
[image: image107.wmf]R
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  непрерывна и  f(f(x)) = x. Доказать, что уравнение  f(x) = x    имеет решения. В) Известно, что две непрерывные функции  f  и  g  переводят отрезок  [0;1] на себя.  Докажите, что уравнение  f(g(x)) = g(f(x))   имеет решения. Г) Докажите, что функция иньективная и непрерывная на промежутке является монотонной на нем.

Задача 2. Непрерывная функция  f   принимает в концах единичного отрезка равные значения.  А) Докажите, что уравнение f (x + 0,5) = f(x)   имеет решения. Б) Постройте пример, показывающий, что 0,5 нельзя заменить на 2/3, 2/5. В) А на что можно заменить 0,5?

Задача 3. Доказать неравенство  x2 <  f(x) < x  на интервале (0;1), если известно, что  f  - непрерывная на отрезке [0;1]  функция, удовлетворяющая тождеству  f(f(x)) = x2.

Задача 4. Существует ли непрерывная функция  f  такая, что  А) 
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Б) 
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? В) найдите все непрерывные функции такие, что f(x2+x)=f(x2)+f(x);
 Г) 
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Задача 5. А) Существует ли непрерывная функция  
[image: image111.wmf]R
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 для которой  f(x) рационально тогда и только тогда, когда  f(x + 2001)  иррационально? Б) Существует ли непрерывная функция, принимающая в иррациональных точках рациональные значения, а в рациональных точках – иррациональные значения?

Задача 6. А) Построить пример непрерывной непостоянной функции  
[image: image112.wmf]R
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  для которой f(x)(f(f(x)) ( 1.  Б) Найти значение  f(1000) для любой такой функции,  если известно, что  f(2001) = 2000.

Задача 7. Про функцию f  известно, что она всюду непрерывна и  f(x) + f(y) = f(x+y). Доказать, что это линейная функция  f(x) = kx. 
Задача 8. Докажите, что не существует непрерывной функции f(x) такой, что f(f(x))=e–x.   Б) Существует ли такая непрерывная функция, что f(f(x))=sin x. 
21 июля.       ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНАЯ ОЛИМПИАДА.
9-30 – 14-00

1. Докажите, что если 0<x,y,z<
[image: image113.wmf]2
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 и sin x = cos y,  sin y = cos z, sin z = cos x, то x=y=z.

2. Сумма 4-х единичных векторов равна 0. Докажите, что их можно разбить на две пары противоположных векторов.

3. Дана трапеция ABCD и точка M внутри нее, такая что площади треугольников MAB, MBC, MCD, и MAD равны. Тогда ABCD - параллелограмм.
4. Известно, что a5+b5  (  1 и x5+y5  ( 1. Докажите, что a2x3+b2y 3( 1.
5. Можно ли провести диагонали в каждом квадратике на поверхности кубика Рубика так, чтобы получилась не самопересекающаяся ломаная?

6. Каждый из 100 человек сыграл с остальными 99 по партии в настольную игру: с 33 в шахматы, с 33 в шашки и с 33 в нарды. Докажите, что среди них есть три человека A, B  и C такие, что A сыграл с B в шахматы, B с C — в шашки, а C с A — в нарды.

7. Найдите простое число p, если 1 + p + p2 + p3 + p4 есть точный квадрат.
8. В оздоровительный лагерь приехало несколько школьников, каждый из которых имеет среди приехавших от 2 до 30 знакомых. Докажите, что опытный вожатый может расселить их в 60 комнат так, чтобы никакие два знакомых не оказались в одной комнате, и чтобы не было школьника, все знакомые которого живут в одной комнате. 
9. В выпуклом пятиугольнике ABCDE AB = BC, (ABE + (DBC = (EBD и (AEB + (BDC = 180(. Докажите, что ортоцентр треугольника BDE лежит на диагонали AC.
10. Квадрат со  стороной  1  разбит  на  миллион квадратиков.  Может ли сумма периметров квадратиков, пересекающих главную диагональ, быть больше 2000?
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