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Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ìíîãîãðàííèêà
Â ýòîé òåìå ðàññìàòðèâàþòñÿ âûïóêëûå òåëà â R3 (çàìêíóòûå, îãðàíè÷åííûå).
Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàþò ôèãóðó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå-

÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì ôèãóðà îãðàíè÷åíà è èìååò âíóòðåííèå òî÷êè.
Ãðàíèöà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, íàçûâàåìûõ åãî ãðà-

íÿìè, ñòîðîíû ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íàçûâàþò ð¼áðàìè ìíîãîãðàííèêà.

1. À) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì òåëîì. Á) Äîêàæèòå, ÷òî âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ñâîèõ âåðøèí. Â) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì.
Ïðè ýòîì òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà íå ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé
îáîëî÷êå îñòàëüíûõ òî÷åê.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê íå ìîæåò èìåòü 7 ðåáåð.
Â ðåøåíèè ñëåäóþùèõ çàäà÷ ìîæíî áåç äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàòü ôàêò: åñëè ïëîñêîñòü ïå-

ðåñåêàåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê è íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû, åå ìîæíî ñëåãêà ïîøåâåëèòü òàê,
÷òîáû â ïðîöåññå øåâåëåíèÿ îíà íå ïåðåñåêëà âåðøèíû è â íîâîì ïîëîæåíèè íå áûëà áû ïàðàëëåëüíà
íè îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïàðó âåðøèí.

3. Èç êàæäîé âåðøèíû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà âûõîäèò ÷¼òíîå ÷èñëî ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî
ëþáîå ñå÷åíèå åãî ïëîñêîñòüþ, íå ñîäåðæàùåé âåðøèí, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì
ñòîðîí.

4. Ðàñïîëîæèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê è ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü íå áûëà áû ïàðàë-
ëåëüíà íè îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïàðó âåðøèí. Â âåðøèíàõ ìíîãîãðàííèêà ïîñòàâèì +1,
íà ñåðåäèíàõ ðåáåð -1, â êàæäîé ãðàíè ïîñòàâèì +1. À) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïåðåäâèíóëè ÷èñëî
èç âñåõ âåðøèí, êðîìå ñàìîé íàèáîëåå è íàèìåíåå óäàëåííûõ îò ïëîñêîñòè, è âñåõ ðåáåð íà áëèæàé-
øóþ ãðàíü â ïîðÿäêå îáõîäà âîêðóã ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âíóòðåííþþ òî÷êó ìíîãîãðàííèêà
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè(ñì. ðèñ.) ×åìó ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíîé ñóììà ÷èñåë â ãðàíÿõ?

Á) Äîêàæèòå ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà: v − e+ f = 2, ãäå v � êîëè÷åñòâî
âåðøèí (vertices), e � êîëè÷åñòâî ð¼áåð (edges), f � êîëè÷åñòâî ãðàíåé (facets).

Òðîéêó ÷èñåë (v, e, f) íàçûâàþò f -âåêòîðîì ìíîãîãðàííèêà.
Ðàññìîòðèì ñôåðó ñ öåíòðîì â âåðøèíå ìíîãîãðàííîãî óãëà (èëè íà ðåáðå äâóãðàííîãî óãëà).

Ïåðåñå÷åíèå ñôåðû è ìíîãîãðàííîãî (äâóãðàííîãî) óãëà íàçûâàþò ñôåðè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì,
âåëè÷èíàìè óãëîâ ñôåðè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ÷èòàþò âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóãðàííûõ
óãëîâ. Îòíîøåíèå ïëîùàäè ÷àñòè åå ïîâåðõíîñòè, çàêëþ÷åííîé âíóòðè óãëà, ê êâàäðàòó ðàäèóñà
ñôåðû, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé òåëåñíîãî óãëà ýòîãî ìíîãîãðàííîãî (äâóãðàííîãî) óãëà.

5. Íàéäèòå òåëåñíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû α.

6. Äîêàæèòå òåîðåìó Ãàóññà-Áîííå (òî÷íåå, ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ýòîé òåîðåìû): ïëîùàäü S ñôå-
ðè÷åñêîãî n � óãîëüíèêà ñ óãëàìè α1, ..., αn óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó: S = ((α1+...+αn)−(n−2)π)R2,
R � ðàäèóñ ñôåðû.

7. Íàéäèòå: À) òåëåñíûé óãîë n � ãðàííîãî óãëà, åñëè ñóììà åãî äâóãðàííûõ óãëîâ ðàâíà σ,



Á) ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé òåëåñíûõ óãëîâ äâóãðàííûõ óãëîâ òåòðàýäðà è ñóììîé òåëåñíûõ óãëîâ
åãî òðåõãðàííûõ óãëîâ.

Äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàçáèåíèå ñôåðû ñ öåíòðîì âî âíóòðåííåé
òî÷êå äàííîãî ìíîãîãðàííèêà íà ñôåðè÷åñêèå ìíîãîóãîëüíèêè.

8. Âûâåäèòå ôîðìóëó Ýéëåðà èç òåîðåìû Ãàóññà-Áîííå.

9. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà: 3v ≤ 2e, 3f ≤ 2e, v ≤ 2f − 4, f ≤ 2v − 4.
Çäåñü v � êîëè÷åñòâî âåðøèí, e � êîëè÷åñòâî ð¼áåð, f � êîëè÷åñòâî ãðàíåé.

Êðèâèçíîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó 2π è ñóììîé ïëîñêèõ óãëîâ ìíî-
ãîãðàííîãî óãëà â äàííîé âåðøèíîé.

10. Äîêàæèòå òåîðåìó Äåêàðòà: ñóììà êðèâèçí âåðøèí ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ðàâíà
4π.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 6.


