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Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ II

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì îáû÷íóþ åâêëèäîâó ïëîñêîñòü. Äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ äîáàâèì åùå îäíó áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, ÷åðåç êîòîðóþ îíè âñå áóäóò ïðîõîäèòü.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê îáðàçîâûâàþò åùå îäíó, áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ ïðÿìóþ. Ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ. Íà íåé ëþáûå
äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå, à ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ.

1. Ïðèäóìàéòå îïðåäåëåíèå äâîéíîìó îòíîøåíèþ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, è äâîéíîìó îòíîøåíèþ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó; äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé âûïîëíÿåòñÿ
ñâîéñòâî î ðàâåíñòâå äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ÷åòûðåõ ïðÿìûõ è èõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàêîé-òî ïÿòîé
ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ïðÿìûå.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëàãàþòñÿ ïëîñêîñòè α è β, äîïîëíåííûå äî ïðîåêòèâíûõ, è
òî÷êà O, íå ëåæàùàÿ íà ýòèõ ïëîñêîñòÿõ. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ l ÷åðåç òî÷êó O. Â ñëó÷àå, åñëè l
ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü α, òî ÷åðåç X îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì
÷åðåç X áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè α, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå l.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êó Y äëÿ ïëîñêîñòè β. Îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùàÿ òî÷êè X â òî÷êè Y
íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé ïëîñêîñòè α íà ïëîñêîñòü β èç òî÷êè O.

2. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé öåíòðàëüíîé ïðîåê-
öèè è àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò äâîéíûå îòíîøåíèÿ.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïåðåâåñòè â êâàäðàò êàêèì-òî
ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè åñòü äâå ïàðû ÷åòâåðîê òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâ-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè ïåðâîé ÷åòâåðêè â ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè âòîðîé ÷åòâåðêè.

â) Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå åäèíñòâåííî.

6. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå:
à) òåîðåìó Äåçàðãà;
á) òåîðåìó Ïàïïà.

7. Òî÷êè P è Q � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. O
- òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïóñòü X � ïðîåêöèÿ òî÷êè O íà ïðÿìóþ PQ. Äîêàæèòå, ÷òî
∠AXB = ∠CXD.

8. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òàêèå òî÷êè A1, B1 è C1, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1 è
CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. À íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà A1B1C1 âûáðàíû òàêèå òî÷êè A2, B2

è C2, ÷òî ïðÿìûå A1A2, B1B2 è C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA2, BB2

è CC2 ïåðåñåêóòñÿ â îäíîé òî÷êå.
Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à � 5.


