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Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé îáû÷íûõ ãðóïï Ì9 � M10

1. Â òóðíèðå ïî øàõìàòàì ïðèíèìàþò ó÷àñòèå n èãðîêîâ. Íà ñòàðòå òóðíèðà âñå îíè íàõîäÿòñÿ
íà ïåðâîì óðîâíå. Åñëè â ëþáîé ìîìåíò ïîñëå ñòàðòà òóðíèðà èìååòñÿ äâà èëè áîëåå èãðîêà îäíîãî
óðîâíÿ, íå çàíÿòûõ â ïàðòèÿõ, îíè íåêîòîðûì îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû è íà÷èíàþò èãðàòü äðóã
ñ äðóãîì òàê, ÷òî îñòàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ó÷àñòíèêà êàæäîãî óðîâíÿ. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïàðòèè
íåïîñòîÿííà. Ïî çàâåðøåíèè ïàðòèè ïîáåäèòåëü óâåëè÷èâàåò ñâîé óðîâåíü íà îäèí, à ïðîèãðàâøèé
óìåíüøàåò íà îäèí (åñëè áûë íà ïåðâîì óðîâíå, òî íè÷åãî íå ìåíÿåò). Òóðíèð çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà
âñå ó÷àñòíèêè îêàçûâàþòñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ. Íà êàêîì óðîâíå áóäåò íàõîäèòüñÿ ïîáåäèòåëü â
êîíöå òóðíèðà?

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî ∠AIO ≤ 90 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 2BC ≤ AC + AB

3. Íà äîñêå 8 × 8 ðàññòàâëåíû ÷¼ðíûå è áåëûå ëàäüè (îáà öâåòà ïðèñóòñòâóþò) òàê, ÷òî ëàäüè
ðàçíûõ öâåòîâ íå áüþò äðóã äðóãà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé ìîæåò ñòîÿòü íà ãðàíèöå
äîñêè?

4. Íà ñòîëå ëåæèò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1 ìåòð, 1 ìåòð è 1 ñàíòèìåòð, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ
òî÷å÷íûé øàðèê. Îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà íàìàçûâàþò êëååì èçíóòðè, à øàðèê çàñòàâëÿþò êàòèòüñÿ
ïî çàêîíàì ôèçèêè. Äîêàæèòå, ÷òî äî ìîìåíòà ïðèëèïàíèÿ ê îñíîâàíèþ øàðèê ïðåîäîëååò ìåíåå
äâóõ ìåòðîâ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, âñå äåëèòåëè ÷èñëà (n!)n+1 áóäóò áîëüøå, ÷åì n+2012.

6. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îêðóæíîñòü Ω ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A è êàñàåòñÿ ïðÿìîé BC â òî÷êå
L � îñíîâàíèè áèññåêòðèñû AL, à òàêæå ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå P . Îòðåçêî CP âòîðè÷íî
ïåðåñåêàåò Ω â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AQ äåëèò îòðåçîê CL ïîïîëàì.

7. Äàí ãðàô, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû 3. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñêðàñèòü åãî â äâà
öâåòà òàê, ÷òîáû íå áûëî íå÷¼òíûõ îäíîöâåòíûõ öèêëîâ.

8. Íåêîòîðûå êëåòêè äîñêè n × n çàðàæåíû èíôåêöèåé. Êëåòêà çàðàæàåòñÿ, åñëè õîòÿ áû äâå
ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå êëåòêè óæå çàðàæåíû. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê íóæíî çàðàçèòü,
÷òîáû â êîíöå êîíöîâ çàðàçèëàñü âñÿ äîñêà?

9. Äîêàæèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, u, v íåðàâåíñòâî
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10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì ak+1 = 3a4k + 4a3k. Èçâåñòíî, ÷òî
a0 = 9. Äîêàæèòå, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà a10 ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû 1000 äåâÿòîê.


