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Ñîîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè

Â çàäà÷àõ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè èçìåðèìû, òî åñòü
äëÿ íèõ êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïëîùàäü.

1. Äîêàæèòå ñâîéñòâî âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè: åñëè ñòðîãî ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè (â ïîëîñå, íå íà ãðàíèöå) åñòü õîòü îäíà òî÷êà ôèãóðû, òî â ïîëîñå íàõîäèòñÿ ÷àñòü ôèãóðû
íåíóëåâîé ïëîùàäè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ìîæíî ðàçäåëèòü ïðÿìîé äàííîãî íàïðàâëå-
íèÿ íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè. Òàêàÿ ïðÿìàÿ åäèíñòâåííà.

3. Äàíà âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è òî÷êà à) âíå; á) íà ãðàíèöå; â) âíóòðè íå¼. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó è äåëÿùàÿ ïëîùàäü ïîïîëàì.

4. À) Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îòîáðàæàåò îòðåçîê â ñåáÿ,
òî ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî åñòü òàêàÿ òî÷êà x0, ÷òî f(x0) = x0. Á) Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f òàêîâà, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = x íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
f(f(x)) = x òîæå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé.

5. Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó f(x) + f(y) = f(x + y) ïðè
âñåõ âåùåñòâåííûõ x, y.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà ïðîìåæóòêå (îòðåçêå, èíòåðâàëå, ëó÷å, âñåé ïðÿìîé)
è ïðèíèìàþùàÿ äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç (èëè ïðîñòî âûïóêëîé), åñëè
å¼ ãðàôèê íà ëþáîì îòðåçêå [a, b], âõîäÿùåì â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ëåæèò íå âûøå õîðäû ñ êîíöàìè
(a, f(a)) è (b, f(b)). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå âûïóêëîñòè ââåðõ.

6. Ôóíêöèÿ f âûïóêëà âíèç. À) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b èç å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f((a+ b)/2) ≤ (f(a) + f(b))/2.

Á) (Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x1, x2, ..., xn èç îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ è íåîòðèöàòåëüíûõ α1, ..., αn, äàþùèõ â ñóììå 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: f(α1x1 + ...+ αnxn) ≤
α1f(x1) + ...+ αnf(xn).

7. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ âûïóêëàÿ (âíèç èëè ââåðõ) ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå, íåïðå-
ðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî èíòåðâàëà. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ îòðåçêà?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Ìîíàõ íà÷àë âîñõîæäåíèå èç õðàìà íà ãîðó â âîñåìü óòðà è ïîäíÿëñÿ íà âåðøèíó ê âîñüìè
âå÷åðà. Íàóòðî îí â âîñåìü óòðà íà÷àë ñïóñê, òîæå äëèâøèéñÿ 12 ÷àñîâ, ïî òîìó æå ïóòè, ÷òî è âîñ-
õîæäåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî áûë ìîìåíò âðåìåíè, ðàçäåëåííûõ ðîâíî ñóòêàìè, êîãäà ìîíàõ íàõîäèëñÿ
â îäíîé è òîé æå òî÷êå.

9. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå âûïóêëûå îãðàíè÷åííûå ôèãóðû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ,
êîòîðàÿ äåëèò êàæäóþ èç íèõ íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè.

10. Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó f(x2) + f(x) = f(x2 + x).


