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Íåïðåðûâíîñòü

Àêñèîìà ïîëíîòû ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë: ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæå-
ñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.

1. Äîêàæèòå òåîðåìó î âëîæåííûõ îòðåçêàõ: åñëè äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåíûõ îòðåçêîâ
I1 = [x1, y1], I2 = [x2, y2], . . . , I1 ⊃ I2 ⊃ ..., äëèíû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî èõ ïåðåñå÷åíèå
ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå (Ãåéíå). Ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî b, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ai} → a, íå ñîäåðæàùåé ÷ëåíîâ, ðàâíûõ a, âûïîëíåíî ñâîéñòâî f(ai) → b.

Îïðåäåëåíèå (Êîøè). Ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî b, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî óñëîâèå: ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè åå ïðåäåë â òî÷êå a ðàâåí f(a).
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåð-
âàëà.

Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: cóììà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåïðå-
ðûâíû; ìíîãî÷ëåíû, ôóíêöèÿ y = sin x íåïðåðûâíû; åñëè f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, à g(x) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå f(a), òî g(f(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

3. (Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè) f(x) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], f(a) > 0, f(b) < 0. Äîêàæèòå,
÷òî f(x) èìååò êîðåíü íà îòðåçêå [a, b].

4. Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà íà [a, b].

5. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå äîñòèãàåò íà í¼ì ìàêñèìóìà è
ìèíèìóìà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

7. Çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà R ñ ïåðèîäîì T > 0. Äîêàæèòå, ÷òî å¼ ãðàôèê
èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ õîðäó äëèíîé T

2
.

8. Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå R → R, èìåþùåå à) íè îäíîé; á) ðîâíî îäíó òî÷êó íåïðåðûâíîñòè.
Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à � 5.


