
XXVIII Êèðîâñêàÿ ËÌØ, 3�28 èþëÿ 2012 ãîäà • 10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû • 14 èþëÿ

Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è ëåììà Áåðíñàéäà.

Ïóñòü M = {m1,m2, . . . ,mn} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à G � ïîäãðóïïà Sn, ò.å. ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G
ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ (g ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì).

Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà s èç ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî s(mi) = mj, ìû íàçûâàåì ýëåìåíò mi

ñðàâíèìûì ñ ýëåìåíòîì mj ïî ìîäóëþ G.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî âûøåîïè-
ñàííîìó ñðàâíåíèþ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ M , ñðàâíèìûõ ñ m ïî ìîäóëþ G, íàçâàåòñÿ îðáèòîé m îòíî-
ñèòåëüíî G. Îáîçíà÷èì òàêîå ìíîæåñòâî OG(m) (èëè O(m), åñëè ãðóïïà G ïîíÿòíà èç êîíòåêñòà.)
Äëèíîé îðáèòû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |O(m)|.

2. Ðàññìîòðèì äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê â ñàìîãî ñåáÿ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòè äâèæåíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó G.
á) Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âåðøèí øåñòèóãîëüíèêà. Íàéäèòå îðáèòó îòíîñèòåëüíî G äëÿ êàæäîãî

ýëåìåíòà ìíîæåñòâà M .

3. Ðåøèòå çàäà÷ó 2á) äëÿ ñëåäóþùåãî øåñòèóãîëüíèêà (ñæàòîãî ê äèàãîíàëè ïðàâèëüíîãî):

4. Ïóñòü |M | = 10. Êàê âûáðàòü ãðóïïó G, ÷òîáû îðáèòû îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðóïïû
à) âñå áûëè áû äëèíû 2;
á) âñå áûëè áû ðàçíîé äëèíû?

Îïðåäåëåíèå. Íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ýëåìåíòà g ∈ G íàçûâàþòñÿ òàêèå m ∈ M , ÷òî g(m) = m.

5. Ïóñòü íèêàêèå ýëåìåíòû G, êðîìå òîæäåñòâåííîãî, íå èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. ×åìó ðàâíî
êîëè÷åñòâî îðáèò îòíîñèòåëüíî G?

Îïðåäåëåíèå. Ñòàáèëèçàòîð Gx ýëåìåíòà x ∈ M � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé èç G,
êîòîðûå ïåðåâîäÿò x â ñåáÿ. |Gx| � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñòàáèëèçàòîðå.

Îïðåäåëåíèå. Fix(g) � ÷èñëî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ g.

6. Íàéäèòå âñå ñòàáèëèçàòîðû äëÿ âåðøèí øåñòèóãîëüíèêà èç çàäà÷è 3.

7. Äîêàæèòå, ÷òî
a) åñëè x, y ∈ X ëåæàò â îäíîé îðáèòå, òî êîëè÷åñòâî ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ x â y, íå

çàâèñèò îò x è y, è ðàâíî |Gx|;
á) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ òî÷åê îäíîé îðáèòû ðàâíà |G|;
â) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà X â |G| ðàç áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî

îðáèò;
ã) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ âñåõ òî÷åê ðàâíà ñóììå ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ íåïîäâèæíûõ

ýëåìåíòîâ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç G:
∑
x∈X

|Gx| =
∑
g∈G

Fix(g).

8. Ëåììà Áåðíñàéäà. Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M . ×èñëî îðáèò, íà êîòîðûå
ìíîæåñòâî M ðàçáèâàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû G, ðàâíî

1

|G|
∑
g∈G

Fix(g).



Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9. Òàê ñêîëüêî æå ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êóáèêîâ, ó êîòîðûõ ãðàíè áûâàþò ñèíèå, çåëåíûå èëè
êðàñíûå?

10. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé, ñîñòîÿùåå èç øåñòè áóñèíîê, èñïîëüçóÿ áó-
ñèíêè òðåõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ (âûáîð áóñèíîê ëþáîãî öâåòà íåîãðàíè÷åí)?

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 7


