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p-àäè÷åñêèå ÷èñëà

Ñïåöêóðñ

Îïðåäåëåíèå: öåëûì p-àäè÷åñêèå ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ çàïèñü â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, âîç-
ìîæíî áåñêîíå÷íàÿ âëåâî. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì, ïðè ýòîì äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü n ïîñëåäíèõ öèôð ñóììû èëè ïðîèçâåäåíèÿ äîñòà-
òî÷íî çíàòü n ïîñëåäíèõ öèôð ñëàãàåìûõ èëè ìíîæèòåëåé. Íåöåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî ìîæåò èìåòü
òàêæå íåñêîëüêî (êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî) çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

1. Âû÷èñëèòå â 7-àäè÷åñêèõ ÷èñëàõ à) . . . 6666+1; á) . . . 3334 ·2. â) Çàïèøèòå â 7-àäè÷åñêèõ ÷èñëàõ
à) 1/7; á) 27/49.

2. Êàê çàïèñûâàåòñÿ â 7-àäè÷åñêèõ ÷èñëàõ 1
3
?

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íå íà 0, èìååò îáðàòíûé
ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ ñðåäè öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî,
êðîìå 0, îáðàòèìî.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ, îáëàäàþùèå åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè êîììóòàòèâíîñòè, àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáó-
òèâíîñòè.

4. Äîêàæèòå, ÷òî èç öåëîãî p-àäè÷åñêîãî ÷èñëà èçâëåêàåòÿ p-àäè÷åñêèé êîðåíü òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî ïîñëåäíÿÿ íåíóëåâàÿ öèôðà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, à êîëè-
÷åñòâî íóëåé íà êîíöå ÷¼òíî.

Îïðåäåëåíèå: Î÷åâèäíî, ëþáîå íåíóëåâîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y ·pk, ãäå
y � öåëîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íå íà 0. Ôóíêöèÿ |x|p = p−k íàçûâàåòñÿ p-àäè÷åñêîé
íîðìîé ÷èñëà x. Ïðè ýòîì |0|p ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 0.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íîðìû âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: à) ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü: |x·y|p =
|x|p · |y|p; á) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: |a± b|p ≤ |a|p + |b|p

Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ïîçâîëÿåò íàì ïðè ïîìîùè íîðìû îïðåäåëèòü p-
àäè÷åñêóþ ìåòðèêó, çàäàâ ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷èñëàìè a è b êàê |a − b|p. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ýòîé
ìåòðèêè âûïîëíÿþòñÿ äðóãèå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà: ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ÷èñëàìè íå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì îíè áåðóòñÿ è ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ÷èñëà ñîâïàäàþò.

Îïðåäåëåíèå: Ðàññìîòðèì {xn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. ×èñëî x íàçûâàåòñÿ
(p-àäè÷åñêèì) ïðåäåëîì ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè |xn − x|p ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé (ñõîäÿùåéñÿ â ñåáå), åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m > N âåðíî íåðàâåíñòâî |xn − xm| < ε.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé Êîøè: ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôóíäàìåíòàëüíà.

Íà ñàìîì äåëå â æèçíè âñ¼ íå òàê, êàê íà ýòîì ëèñòî÷êå, à ïî÷òè ÷òî â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ñíà÷à-
ëà ìû ïûòàåìñÿ ââåñòè ìóëüòèïëèêàòèâíóþ è óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêó íîðìó
íà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ è îáíàðóæèâàåì, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè: îïèñàí-
íûì âûøå, à òàêæå êëàññè÷åñêèì, ãäå â ðîëè íîðìû âûñòóïàåò ìîäóëü. Ïîòîì îáíàðóæèâàåì, ÷òî â
ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî íàøåé íîðìû èìåþòñÿ äûðêè: íå ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîòèâîåñòåñòâåííî. Òîãäà ìû çàòûêàåì ýòè äûð-
êè, äîáàâëÿÿ ê ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì âñå ïðåäåëû ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ó íàñ
ïîëó÷àþòñÿ p-àäè÷åñêèå ÷èñëà.

Ïî÷åìó ìû ãîâîðèì èìåííî î p-àäè÷åñêèõ ÷èñëàõ, ãäå p � ïðîñòîå, à íå î n-àäè÷åñêèõ äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n? Äåëî â òîì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóê-
òóðà íå áóäåò èìåòü äåëåíèÿ, îïðåë¼ííîãî äëÿ âñåõ ÷èñåë.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè 10-àäè÷åñêèõ ÷èñëàõ åñòü äåëèòåëè íóëÿ, ò.å. äâà íåíóëåâûõ ÷èñëà, êîòî-
ðûå â ïðîèçâåäåíèè äàþò 0.


