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Òåîðåìà Êîøè î æ¼ñòêîñòè ìíîãîãðàííèêà

Äëèíîé ñòîðîíû ñôåðè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ äëèíà äóãè, îáðàçóþùåé ñòîðîíó.

1. Ëåììà Êîøè (Cauchy's Arm Lemma). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó äâóõ ñôåðè÷åñêèõ n � óãîëüíèêîâ
A1A2...An è B1B2...Bn ðàâíû äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí, êðîìå A1An è B1Bn, ðàâíû è ∠A2 ≤
∠B2, ...,∠An−1 ≤ ∠Bn−1. Äîêàæèòå, ÷òî A1An ≤ B1Bn.

À) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ: cosa =
cosbcosc+ sinbsinccosα, a, b, c � äëèíû ñòîðîí, α � óãîë, ïðîòèâîëåæàùèé a.

Á) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà.
Â) Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî n � óãîëüíèêà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîâåðíóòü ñòîðîíó An−1An òàê, ÷òîáû óãîë ïðè âåðøèíå An−1 ñòàë ðàâåí Bn−1,

ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäíèé ìîìåíò,
êîãäà åùå ñîõðàíÿëàñü âûïóêëîñòü.

2. Ïóñòü ó äâóõ ñôåðè÷åñêèõ n � óãîëüíèêîâ A1A2...An è B1B2...Bn ðàâíû äëèíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñòîðîí ðàâíû, íî ñàìè ìíîãîóãîëüíèêè íå ðàâíû. Ïîìåòèì óãîë Ai çíàêîì ïëþñ, åñëè ∠Ai > ∠Bi

è ìèíóñ, åñëè ∠Ai < ∠Bi. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îáõîäå ìíîãîóãîëüíèêà A1A2...An ÷èñëî ñòðîãèõ ïåðå-
ìåí çíàêà (åãî íàçûâàþò èíäåêñîì ìíîãîóãîëüíèêà) íå ìåíüøå 4.

Äâà ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó èõ ãðàíÿìè, ð¼áðàìè è âåðøèíàìè
óñòàíîâëåíû âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ, ñîõðàíÿþùèå îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè: åñëè äâå
ãðàíè ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, òî ïðèíàäëåæàùèå èì ð¼áðà òàêæå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, à
åñëè äâà ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, òî èõ êîíöû òàêæå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó.

Òåîðåìà Êîøè î æ¼ñòêîñòè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ: åñëè ëþáûå äâå ñîîòâåòñòâåííûå ãðàíè ýê-
âèâàëåíòíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ìîæíî ñîâìåñòèòü äâèæåíèåì, ïåðåâîäÿùèì ñîîòâåòñòâåí-
íûå âåðøèíû â ñîîòâåòñòâåííûå, òî ìíîãîãðàííèêè ðàâíû.

Ñðàâíèì äâóãðàííûå óãëû ìíîãîãðàííèêîâ è íà ðåáðàõ ïåðâîãî ìíîãîãðàííèêà ïîñòàâèì ïëþñ,
åñëè äâóãðàííûé óãîë ïðè ýòîì ðåáðå áîëüøå, ÷åì ó âòîðîãî, è ìèíóñ, åñëè äâóãðàííûé óãîë ìåíüøå.
Ïðè ýòîì íå âñå ð¼áðà ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîìå÷åííûìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êîøè äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî íåò ïîìå÷åííûõ ðåáåð.

3. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðåáðà íå ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà âûõîäèò õîòÿ áû îäíî ïîìå÷åííîå ðåáðî, òî
èíäåêñ ýòîé âåðøèíû íå ìåíåå 4.

Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêèå ìíîãîóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíÿì íàøåãî ìíîãîãðàííèêà, è
âûáðîñèì íåïîìå÷åííûå ðåáðà, à òàêæå âåðøèíû, èç êîòîðûõ íå âûõîäèò ïîìå÷åííûõ ðåáåð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìå÷åííûå ðåáðà åñòü.

5. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ñâÿçíûé ãðàô íà ñôåðå, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
íåâûáðîøåííûå âåðøèíû, à ð¼áðà � ïîìå÷åííûå ð¼áðà ìíîãîãðàííèêà, ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

Ïóñòü v � ÷èñëî âåðøèí äàííîãî ãðàôà, fi � ÷èñëî åãî i-ìåðíûõ ãðàíåé (íåêîòîðûå èç íèõ ìîãëè
îáðàçîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ ãðàíåé

6. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ãðàôå 4v = 8 + 2f3 + 4f4 + 6f5 + ....
Ïóñòü I � ñóììà èíäåêñîâ âåðøèí ãðàôà.

7. Äîêàæèòå, ÷òî I ≤ 2f3 + 4f4 + 4f5 + 6f6 + 6f7 + ....

8. Äîêàæèòå òåîðåìó Êîøè.


