
XXVIII Êèðîâñêàÿ ËÌØ, 3�28 èþëÿ 2012 ãîäà • 10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû • 19 èþëÿ

Ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

Ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ çàïèñü âèäà
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anx
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Ñëîæåíèå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîýôôèöèåíòíî. ×òî æå êàñàåòñÿ óìíî-

æåíèÿ, òî
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Îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé íàä ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïðåäåëå-
íèþ òåõ æå îïåðàöèé íàä ìíîãî÷ëåíàìè. Áîëåå òîãî, ìíîãî÷ëåíû � ýòî â òî÷íîñòè ôîðìàëüíûå
ñòåïåííûå ðÿäû, èìåþùèå ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû íà òî è ôîðìàëüíûå, ÷òîáû ìû íå çàáîòèëèñü î òîì, ìîæåì ëè ìû
ïîñ÷èòàòü ñóììó ýëåìåíòîâ ýòîãî ðÿäà õîòü ïðè êàêîì ëèáî x, îòëè÷íîì îò íóëÿ. Äëÿ íåêîòîðûõ
ðÿäîâ, êñòàòè ãîâîðÿ, òàêèõ x è íå ñóùåñòâóåò.

1. Äîêàæèòå, ÷òî (1− x)(1 + x+ x2 + x3 + . . .) = 1.
Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ðàâåíñòâå 1 + x + x2 + x3 + . . . = 1

1−x
. Îäíàêî, ïîíè-

ìàòü ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èñêëþ÷èòåëüíî òàê: â ìíîæåñòâå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ðÿä
1 + x+ x2 + x3 + . . . ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ðÿäó 1 − x. Áóêâà x â äàííîì ñëó÷àå ëèøü ôîðìàëüíûé
ñèìâîë ïåðåìåííîé, à òî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ −1 < x < 1, à ïðè
îñòàëüíûõ x åãî ëåâàÿ ÷àñòü íå èìååò ñìûñëà, íàñ ñîâåðøåííî íå èíòåðåñóåò.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî
∞∑
n=0

anx
n ðÿäà ñâîáîäíûé ÷ëåí êîòîðîãî íå

ðàâåí íóëþ, ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä, îáðàòíûé ê äàííîìó ïî óìíîæåíèþ,
ò.å. äàþùèé ñ íèì â ïðîèçâåäåíèè åäèíèöó.

3. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû ðÿäà (1− x)−2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî
∞∑
n=0

anx
n ðÿäà ìëàäøèé íåíóëåâîé êîýô-

ôèöèåíò êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïðè ÷¼òíîé ñòåïåíè è ïîëîæèòåëåí, ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ôîðìàëüíûõ

ñòåïåííûõ ðÿäà, ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò äàþùèõ
∞∑
n=0

anx
n.

Òîò èç ðÿäîâ, ìëàäøèé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò êîòîðîãî ïîëîæèòåëåí, ìû è áóäåì íàçûâàòü
êâàäðàòíûì êîðíåì èç èñõîäíîãî ðÿäà.

Âûðàæåíèå 1
1−x

íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñòå-
ïåííîãî ðÿäà 1+x+x2+x3+ . . ., òî åñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíèö. Âûðàæåíèå (1−x)−2 òàêæå
áóäåò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ. Êîãäà âû ïîçíàêî-
ìèòåñü ñ ðÿäàìè Òýéëîðà, òåîðèåé ñõîäèìîñòè è ïðî÷èìè ïðåëåñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âû
óçíàåòå, ÷òî ðàâåíñòâà ñ êîòîðûìè ìû ðàáîòàåì èìåþò è åù¼ êàêîé-òî ñìûñë, êðîìå ôîðìàëüíîãî.
Îäíàêî ïîêà íàì íå íàäî îá ýòîì çàäóìûâàòüñÿ è óæ òåì áîëåå íåëüçÿ ïîäñòàâëÿòü â ýòè ôîð-
ìóëû êàêèå-òî ÷èñëà. Ïîä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ìû ñ âàìè áóäåò ïîíèìàòü ïðîñòóþ è ìàëåíü-
êóþ ôîðìóëó áåç áåñêîíå÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ. Ýòà ôîðìóëà ìîæåò ñîäåðæàòü êàêèå-òî ìíîãî÷ëåíû
íåáîëüøîé ñòåïåíè, à òàêæå òàêèå îïåðàöèè íàä íèìè êàê ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå,
âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå êîðíÿ.

5. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ò.å. ïðîèçâîäÿùóþ

ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðÿäó
∞∑
k=0

akx
k ãäå ak = Ck

n. Ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìîòðåòü è ðÿä, â êîòî-

ðîì êîýôôèöèåíòû çàíóìåðîâàíû íèæíèì èíäåêñîì, íî ýòî ñëîæíåå).
6. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
7. Äîêàæèòå, ÷òî 1−

√
1−4x
2x

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè 27 ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà (1 + x + x + . . . + x9)6 ðàâåí ÷èñëó
ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî 1√
1−4x

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñåë Cn
2n.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 7


