
XXVIII Êèðîâñêàÿ ËÌØ, 3�28 èþëÿ 2012 ãîäà • 10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû • 5 èþëÿ

×èñëà Êàòàëàíà. Ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè.
Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÷èñëà ðàâíû, ïîñòðîèâ áèåêöèè ìåæäó ìíîæåñòâàìè.
1. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð èç 2n ñêîáîê, ò.å. òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç

n îòêðûâàþùèõ è n çàêðûâàþùèõ ñêîáîê, ÷òî ñðåäè ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè îòêðûâàþùèõ ñêîáîê íå ìåíüøå, ÷åì çàêðûâàþùèõ.

((())) (())() ()(()) (()()) ()()()
Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ n-ûì ÷èñëîì Êàòàëàíà.
2. Êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a1, a2, . . . , a2n, â êîòîðûõ ïî n ðàç âñòðå÷àþòñÿ ¾1¿ è ¾− 1¿,

è äëÿ âñÿêîãî k ∈ {1, . . . , 2n} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a1 + a2 + . . .+ ak ≥ 0.
+1 + 1 + 1− 1− 1− 1 +1 + 1− 1− 1 + 1− 1 +1− 1 + 1 + 1− 1− 1

+1 + 1− 1 + 1− 1− 1 +1− 1 + 1− 1 + 1− 1
3. Êîëè÷åñòâî ïóòåé èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n, n) ïî ëèíèÿì êëåò÷àòîé áóìàãè, èäóùèõ ââåðõ è

âïðàâî è íå ïîäíèìàþùèõñÿ âûøå ïðÿìîé y = x.

4. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 2n òî÷åê íà îòðåçêå íà ïàðû, ñîåäèíåííûå íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî-
ëóîêðóæíîñòÿìè, ëåæàùèìè âûøå ýòîãî îòðåçêà.

5. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 2n òî÷åê íà îêðóæíîñòè íà ïàðû è ñîåäèíèòü òî÷êè èç îäíîé
ïàðû îòðåçêîì òàê, ÷òîáû îòðåçêè íå ïåðåñåêàëèñü.

6. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü 2n ÷åëîâåê ðàçíîãî ðîñòà â äâå øåðåíãè òàê, ÷òîáû â êàæäîé
øåðåíãå ëþäè ñòîÿëè ïî óáûâàíèþ ðîñòà è êàæäûé ÷åëîâåê ïåðâîé øåðåíãè áûë áû âûøå ñòîÿùåãî
çà íèì ÷åëîâåêà âòîðîé øåðåíãè.

7. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ñêîáêè â àðèôìåòè÷åñêîì âûðàæåíèè ñ n ïåðåìåííûìè.
(ab)(cd) a(b(cd)) a((bc)d) ((ab)c)d (a(bc))d

8. Êîëè÷åñòâî áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñ n+ 1 âèñÿ÷åé âåðøèíîé.
Áèíàðíûì íàçûâàåòñÿ äåðåâî ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé (êîðíåì) ñòåïåíè 2, âñå îñòàëüíûå âåðøèíû

êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 1 èëè 3. Òàêèì îáðàçîì, èç êàæäîé íåâèñÿ÷åé âåðøèíû íà ñëåäóþùèé
óðîâåíü âûõîäèò ðîâíî äâà ðåáðà. Äåðåâüÿ îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé âåòîê, èäóùèõ âíèç èç
êàêîé-òî âåðøèíû, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Èíîãäà ê êîðíþ ïðèñîåäèíÿþò ñâåðõó âåðøèíó ñòåïåíè îäèí, è íàçûâàþò êîðíåì óæå åå.
9. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü âûïóêëûé (n+2)-óãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

äèàãîíàëÿìè.



10. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ñóììó n + 1 ñëàãàåìîãî â âèäå îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñè íå
ìåíÿÿ ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ.

abcd+++ abc++d+ ab+cd++ abc+d++ ab+c+d+
×òî òàêîå îáðàòíàÿ ïîëüñêàÿ çàïèñü? Äàâàéòå ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå áåç óíàð-

íûõ ìèíóñîâ, íàïðèìåð (a+ b)(c− d). Åãî ìîæíî çàïèñàòü â òàêîé áåññêîáî÷íîé ôîðìå: ab+ cd− ∗.
(Åùå ïðèìåðû: a+ b+ c → ab+ c+, a+ bc → bc ∗ a+, ãäå ¾*¿ � ýòî óìíîæåíèå).

Ýòà çàïèñü íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñüþ âûðàæåíèÿ. Îïðåäåëÿåòñÿ îíà ðåêóðñèâíî:
âûáèðàåòñÿ îïåðàöèÿ, âûïîëíÿþùàÿñÿ ïîñëåäíåé. Åå çíàê çàïèñûâàåòñÿ â êîíåö ñòðîêè. Ïåðåä íèì
çàïèñûâàþòñÿ îáðàòíûå ïîëüñêèå çàïèñè îïåðàíäîâ. Îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñüþ ïåðåìåííîé ÿâëÿ-
åòñÿ îíà ñàìà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ïîëüñêàÿ çàïèñü, êîãäà çíàê îïåðàöèè ïèøåòñÿ â
íà÷àëå.

Îáðàòíàÿ ïîëüñêàÿ çàïèñü ìîæåò âåñüìà ïðèãîäèòüñÿ â ïðîãðàììèðîâàíèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
ôîðìóë íå òîëüêî áîëåå ýêîíîìè÷íî ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà ñèìâîëîâ, íî è ãîðàçäî óäîáíåå äëÿ
ìàøèííîãî ñ÷èòûâàíèÿ.

11. Êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ äåðåâüåâ (äåðåâüåâ ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé), ñîäåðæàùèõ n+1 âåðøèíó
(äåðåâüÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé âåòîê, òàêæå ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè).

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: áèåêöèÿ ìåæäó 1 è 3 ìíîæåñòâàìè.


