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Âûïóêëûå ôóíêöèè

1. Áóäåì íàçûâàòü (ñðåäíåé) ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] îòíîøåíèå f(b)−f(a)
b−a

(ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü � óãëîâîé êîýôôèöèåíò õîðäû). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíê-
öèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå, âûïóêëà âíèç òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ òðåõ òî-
÷åê a ≤ b ≤ c äàííîãî èíòåðâàëà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ f íà îòðåçêå [a, b] íå áîëüøå ñêîðîñòè èçìåíå-
íèÿ f íà îòðåçêå [b, c].

2. Ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà âíèç è âñþäó ïîëîæèòåëüíà. À) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
(f(x))2 âûïóêëà âíèç? Á) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, åñëè f(x) âûïóêëà
ââåðõ?

3. À) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé. (Óêàçàíèå: åñëè a < b, òî f ′(a) è f ′(b) ðàçäåëåíû ñðåäíåé ñêîðîñòüþ
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà [a, b].)

Á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà è f ′ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé, òî
f âûïóêëà âíèç. (Óêàçàíèå: ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ åñòü ïðîèçâîäíàÿ â
ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå.)

4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âûïóêëîñòü âíèç (ââåðõ) ðàâíîñèëü-
íà íåîòðèöàòåëüíîñòè (íåïîëîæèòåëüíîñòè) âòîðîé ïðîèçâîäíîé. (Ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî: åñëè â
ãðàôèê ìîæíî çàëèòü âîäó, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò çíàê ïëþñ, åñëè íåëüçÿ � ìèíóñ.)

5. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé è ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 1, ÷òî ôóíêöèÿ y = x2n, n ∈ N âûïóêëà
âíèç.

6. Âûâåäèòå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî: (x1 + ... + xn)
2 ≤ n(x2

1 + ... + x2
n) èç âûïóêëîñòè

ôóíêöèè y = x2.

7. À) Ïîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè ëåæèò âûøå ëþáîé
êàñàòåëüíîé ê íåìó. (Óêàçàíèå: êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (a, f(a)) ê ãðàôèêó ôóíêöèè f èìååò óãëîâîé
êîýôôèöèåíò f ′(a).)

Á) Ïîêàçàòü, ÷òî òðåáîâàíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è (ãðàôèê ëåæèò âûøå êàñàòåëüíîé) ìîæíî ñ÷è-
òàòü (ðàâíîñèëüíûì) îïðåäåëåíèåì âûïóêëîñòè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Ïðè êàêèõ p ôóíêöèÿ y = xp âûïóêëà, à ïðè êàêèõ âîãíóòà íà (0,+∞)?

9. Âûâåäèòå À) íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì èç íåðà-
âåíñòâà Éåíñåíà, èñïîëüçóÿ âûïóêëîñòü ââåðõ ôóíêöèè ln(x);

Á) äîêàæèòå íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ âçâåøåííûõ:

α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn

α1 + α2 + ...+ αn

≥ α1+α2+...+αn
√
xα1
1 xα2

2 ...xαn
n ,

ãäå âñå xj è αj íåîòðèöàòåëüíû.

10. Ïóñòü Fp(x1, x2, . . . xn) = (
xp
1+xp

2+...+xp
n

n
)
1
p , F0(x1, x2, . . . xn) = n

√
x1x2 . . . xn,

Äîêàæèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x1, ..., xn, ÷òî Fp > Fq, ãäå p > q ≥ 0.


