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Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà.

Äîâûâîä

1. Âàñÿ íàïèñàë ÷èñëî, óâèäåë, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà ñâîþ ïîñëåäíþþ öèôðó, è ïîäåëèë íà íåå.
Îêàçàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî òîæå äåëèòñÿ íà ñâîþ ïîñëåäíþþ öèôðó, è Âàñÿ îïÿòü íà íåå
ïîäåëèë è ò. ä. Ïîñëå 100 äåëåíèé Âàñÿ ïîëó÷èë 1, ïðè÷åì äî ýòîãî âñå ðåçóëüòàòû äåëåíèé áûëè
áîëüøå 1. Êàêîå ÷èñëî ó íåãî ìîãëî áûòü âíà÷àëå? (Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû è äîêàæèòå, ÷òî
äðóãèõ íåò.)

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ÷èñåë ðàâíî 1, à èõ ñóììà áîëüøå ñóììû èõ îáðàòíûõ,
òî ðîâíî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë áîëüøå 1.

3. Äàíû äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûïèñàëè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå 6 ÷èñåë
� äëèíû ñòîðîí è äèàãîíàëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî âûïèñàííûå íàáîðû ñîâïàëè. Âåðíî ëè, ÷òî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêè ðàâíû?

4. Íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí AB è CB òðåóãîëüíèêà ABC çà òî÷êó B îòìå÷åíû òî÷êè M è
N òàê, ÷òî AM = CN = p (p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà). I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC. Îòðåçîê BL � äèàìåòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå LI è MN ïåðïåíäèêóëÿðíû.

5. Â òåííèñíîì òóðíèðå n ó÷àñòíèêîâ. Îíè õîòÿò ñûãðàòü íåñêîëüêî ìàò÷åé ïàðà íà ïàðó òàê,
÷òîáû êàæäûé ñûãðàë ïðîòèâ êàæäîãî ðîâíî îäèí ðàç. Ïðè êàêèõ n èì ýòî óäàñòñÿ?

Âûâîä

6. Èìååòñÿ 2012 ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òàêèå 10
ìíîæåñòâ, ÷òî íè îäíî èç âûáðàííûõ íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íèêàêèõ íåñêîëüêèõ èç îñòàëüíûõ
2011 ìíîæåñòâ.

7. Äàíû 2012 êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ x2 − aix + bi, i = 1, 2, 3, . . . , 2012 , ó êîòîðûõ íà ìåñòå
êîýôôèöèåíòîâ ai, bi âñòðå÷àþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó âñå ÷èñëà îò 1 äî 4024. Íèêàêèå äâà òðåõ÷ëåíà íå
èìåþò îáùèõ êîðíåé. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îòìåòèëè âñå êîðíè ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ìåíüøå 1/250.

8. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê, èç êîòîðûõ íèêàêèå 3 íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ðàäèóñîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé âñåâîçìîæíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ
âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî.


