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Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè ñâîèìè äâóìÿ òî÷êàìè
ñîäåðæèò öåëèêîì è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.

Ýòî îïðåäåëåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ ïðÿìîé, è äëÿ ïëîñêîñòè, è äëÿ ïðîñòðàíñòâà, è, âîîáùå, èìååò
ñìûñë â ëþáîé ñèòóàöèè, êîãäà ÿñíî, ÷òî íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê X1, X2, ..., Xn ïëîñêîñòè ëèáî ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-
åòñÿ òî÷êà X = λ1X1 + ...+ λnXn, ãäå 0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, ..., n, λ1 + ...+ λn = 1.

1. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òî÷åê
M � âûïóêëîå.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A,B,C - òðè òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå âûïóêëîìó ìíîæåñòâó M , òî ëþáàÿ
òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC òàêæå ïðèíàäëåæèò M .

3. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó.

Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ôèãóðû íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå äàííóþ ôèãóðó.

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.
Èç óòâåðæäåíèé çàäà÷ 1, 3 âûòåêàåò, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà.

4. (Êàðàòåîäîðè) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà âûïóêëîé îáîëî÷êè ïëîñêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé êîìáèíàöèåé íå áîëåå ÷åì òðåõ òî÷åê èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ôèãóðû, åñëè ôè-

ãóðà ñîäåðæèò íåêîòîðûé êðóã (øàð) ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå.
Òî÷êà ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ôèãóðû, åñëè ôèãóðà íå èìååò îá-

ùèõ òî÷åê ñ íåêîòîðûì êðóãîì (øàðîì) ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå.
Òî÷êà ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ôèãóðû, åñëè ëþáîé êðóã (øàð)

ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå ñîäåðæèò êàê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ôèãóðå, òàê è òî÷êè, åé íå ïðèíàä-
ëåæàùèå.

Ìíîæåñòâî â R1, R
2 èëè R3 íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè - âíóòðåííèå; çàìêíóòûì,

åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî; îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî êðóãà
(øàðà); êîìïàêòíûì, åñëè îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Ñîãëàøåíèå î òåðìèíîëîãèè: îáëàñòè è òåëà äàëåå ïðåäïîëàãàåì çàìêíóòûìè è ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ. Âñå ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ â R2 ëèáî â R3.

5. Íàéäèòå âñå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé â ñëó÷àÿõ, åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî îíè
à) îòêðûòû, á) çàìêíóòû, â) êîìïàêòíû.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëûì ìíîæåñòâîì

7. à) Äîêàæèòå, åñëè A � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà âûïóêëîé ôèãóðû, à B � å¼ âíóòðåííÿÿ òî÷êà, òî âñå
òî÷êè îòðåçêà AB, êðîìå A � âíóòðåííèå.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îãðàíè÷åííàÿ ôèãóðà, ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó, âûïóêëà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç ëþáóþ âíóòðåííþþ òî÷êó, ïåðåñåêàåò
ãðàíèöó ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òî÷åê X1, X2, ..., Xn ïëîñêîñòè ëèáî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåò-
ñÿ òî÷êà X = λ1X1+ ...+λnXn, ãäå λi, i = 1, ..., n - âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôèãóð
A, B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà λ1X + λ2Y , X ∈ A, Y ∈ B. Ïðè λ1 = λ2 = 1
ãîâîðÿò ïðîñòî î ñóììå ôèãóð.

8. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ñóììó à) äâóõ îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè, á) îòðåçêà è êâàäðàòà, â) äâóõ
êðóãîâ, ã) êðóãà è êâàäðàòà, ä) äâóõ òðåóãîëüíèêîâ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âûïóêëûõ ôèãóð åñòü âûïóêëàÿ ôèãóðà.

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A � êâàäðàò, B � êðóã íà ïëîñêîñòè, òî
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(S � ïëîùàäü).
Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à � 9.


