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Ìàòðèöû â áûòó è â ïðèðîäå

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé m×n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ òàáëèöà ðàçìåðà m×n. Åñëè
A � ìàòðèöà, ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà îáû÷íî îáîçíà÷àþò aij.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


Ìàòðèöû 1× n ïðèíÿòî íàçûâàòü âåêòîð-ñòðîêàìè, à ìàòðèöû n× 1 � âåêòîð-ñòîëáöàìè.
Ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà ìîæíî ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü ïîýëåìåíòíî. Êðîìå òîãî ìàòðèöó l×m

ìîæíî óìíîæàòü íà ìàòðèöó m × n ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-
é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ i-é ñòðîêè ïåðâîé
ìàòðèöû è j-ãî ñòîëáöà âòîðîé ìàòðèöû, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê m-ìåðíûå âåêòîðà â êîîðäèíàòíîé
ôîðìå. Òî åñòü, C = AB, åñëè

cij =
m∑
k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ aimbmj.

Íàïðèìåð, (
1 2
3 4

)
·
(
5 6 7
8 9 10

)
=

(
1 · 5 + 2 · 8 1 · 6 + 2 · 9 1 · 7 + 2 · 10
3 · 5 + 4 · 8 3 · 6 + 4 · 9 3 · 7 + 4 · 10

)
.

Ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ìàòðèöà, î÷åâèäíî, èìååò ðàçìåð l × n
Çàìå÷àíèå. Óìíîæåíèå ìàòðèö íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì, ò. å. AB íå âñåãäà ðàâíî BA. Áîëåå

òîãî, åñëè îäíî èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé ñóùåñòâóåò, âòîðîå âïîëíå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Íàïðèìåð,
åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ìíîæèòåëè â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå, âûïîëíèòü óìíîæåíèå áóäåò íåâîçìîæíî.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà En =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 ðàçìåðà n × n íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Èíîãäà åå îáîçíà÷àþò ïðîñòî E.

1. Äîêàæèòå, ÷òî AE = A è EB = B äëÿ âñåõ ìàòðèö A è B, êîòîðûå ìîæíî óìíîæàòü íà E ñ
íóæíîé ñòîðîíû.

Äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö âûïîëíÿþòñÿ àññîöèàòèâíîñòü è äèñòðèáóòèâíîñòü: (AB)C = A(BC),
A(B + C) = AB + AC è (A + B)C = AC + BC. Íå áóäåì çàñòàâëÿòü âàñ ýòî ïðîâåðÿòü, æåëàþùèþ
íà äîñóãå ìîãóò óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî òàê è åñòü.

Êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà, î÷åâèäíî, ìîæíî óìíîæàòü äðóã íà äðóãà ñ ëþáîé ñòîðîíû.
Áîëåå òîãî, èõ ìîæíî âîçâîäèòü â ñòåïåíü.

2. Íàéäèòå à)

(
1 1
0 1

)n

; á)

(
1 1
1 0

)n

.

3. Äàâàéòå êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó a + bi ñîïîñòàâèì ìàòðèöó

(
a −b
b a

)
. Äîêàæèòå, ÷òî

ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ òàêèå ìàòðèöû âåäóò ñåáÿ òî÷íî òàê æå, êàê êîìïëåêñíûå
÷èñëà.

Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê A ìàòðèöåé, åñëè bij = aji, òî åñòü ýòè ìàòðèöû
ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòî òàê: B = AT .

4. Äîêàæèòå, ÷òî à) AT +BT = (A+B)T á) ATBT = (BA)T .



Ìàòðèöû è ãðóïïû

Çàäà÷ó 3 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ãðóïïà ìàòðèö âèäà

(
a −b
b a

)
èçîìîðôíà ãðóïïå êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ, à ãðóïïà íåíóëåâûõ ìàòðèö òàêîãî âèäà èçîìîðôíà ãðóïïå íåíóëåâûõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

5. Îáîáùèòå çàäà÷ó 2à) äî íåêîòîðîãî ðåçóëüòàòà èç òåîðèè ãðóïï.

6. à) Ðàññìîòðèì ìàòðèöó


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

. ×òî îíà äåëàåò ñ äðóãèìè ìàòðèöàìè åñëè, å¼ óìíîæèòü
íà íèõ ñëåâà? Ñïðàâà?

á) Íàéäèòå ãðóïïó ìàòðèö, èçîìîðôíóþ ãðóïïå Sn (ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ).
Ëþáîé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòîëáöà åãî êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâåííî, èìååò ñìûñë

ãîâîðèòü îá óìíîæåíèì ìàòðèöû íà âåêòîð èëè î äåéñòâèè ìàòðèöû íà âåêòîð.

7. à) ×òî äåëàåò ñ âåêòîðîì ìàòðèöà

(
1
2

−
√
3
2√

3
2

1
2

)
?

á) Íàéäèòå ãðóïïó ìàòðèö, èçîìîðôíóþ ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ïîâîðîòà ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò.

8. Íàéäèòå ãðóïïó ìàòðèö, èçîìîðôíóþ ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ïîä-
ñêàçêà: ýòî áóäóò ìàòðèöû 3× 3, äåéñòâóþùèå íà âåêòîð-ñòîëáöû âèäà (x, y, 1).

Ìàòðèöû â òåîðèè ãðàôîâ

Ïóñòü G � ãðàô. Ìàòðèöà IG, ñòîëáöû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ãðàôà, à ñòðîêè � âåð-
øèíàì, ïðè÷åì íà ïåðåñå÷åíèè ñòîëáöà è ñòðîêè ñòîèò 1, åñëè äàííàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
êîíöîâ äàííîãî ðåáðà, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G.

Ïóñòü G � ãðàô c n âåðøèíàìè, çàíóìåðîâàííûìè â êàêîì-òî ïîðÿäêå ÷èñëàìè îò 1 äî n. Êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà AG ðàçìåðà n× n òàêàÿ, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò 1, åñëè
i-àÿ è j-àÿ âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè

ãðàôà G.
Äëÿ ìóëüòèãðàôîâ, ò.å. ãðàôîâ, äîïóñêàþùèõ ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è

j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû ñìåæíîñòè ñòîèò êîëè÷åñòâî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû,
à â êëåòêàõ äèàãîíàëè ñòîèò êîëè÷åñòâî ïåòåëü (èíîãäà óäâîåííîå) â ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå.

9. Âû÷èñëèòå IGI
T
G − AG äëÿ îáû÷íûõ ãðàôîâ è äëÿ ìóëüòèãðàôîâ.

10. Îïèøèòå â òåðìèíàõ ãðàôà G ýëåìåíòû ìàòðèöû Ak
G.

11. Ïóñòü G � ãðàô c n âåðøèíàìè. Êàê ïî ìàòðèöå (AG + En)
n−1 ïîíÿòü, ñâÿçåí ãðàô èëè íåò?

Ìàòðèöû è ðåêóððåíòû

Â çàäà÷å 2á ìû âèäåëè, êàê ýëåìåíòû îäíîé èçâåñòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðîæäàþòñÿ âîçâå-
äåíèåì â ñòåïåíü íåêîòîðîé ìàòðèöû. Íà ñàìîì äåëå, âåðåí áîëåå îáùèé ôàêò.

12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà xn ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà
A, ÷òî åñëè ìàòðèöó An óìíîæèòü íà âåêòîð-ñòîëáåö íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x1, x0)

T , ïîëó÷èòñÿ âåêòîð
(xn+1, xn)

T .
Çàäà÷à Â ÿçûêå ïëåìåíè êîòý ÷åòûðå áóêâû - Ê, Î, Ò è Ý, ïðè ýòîì ñëîâà, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ

äâå ïîäðÿä áóêâû Ò èëè òðè ïîäðÿä áóêâû Ý ñ÷èòàþòñÿ ãëóáîêî íåïðèëè÷íûìè. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî
ñðàâíèòåëüíî ïðèëè÷íûõ ñëîâ äëèíû 16 â ýòîì ÿçûêå.

13. Ñôîðìóëèðóéòå íàïèñàííóþ âûøå çàäà÷ó íà ÿçûêå ìàòðèö.



Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

14. Íàéäèòå ìàòðèöóD ðàçìåðà n×n òàêóþ, ÷òî åñëè å¼ óìíîæèòü íà âåêòîð-ñòîëáåö, ñîäðåæàùèé
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n, ïîëó÷èòñÿ âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâîäíîé ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà.

15. à) Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó A òàêóþ, ÷òî aij = 0 ïðè i < j è aij = ci−j ïðè i > j.
1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
2 1 1 0 0 . . .
5 2 1 1 0 . . .
14 5 2 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

.
×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè å¼ óìíîæèòü íà áåñêîíå÷íûé æå âåêòîð-ñòîëáåö, k-é ýëåìåíò êîòîðîãî ðàâåí

(k−1)-ìó ÷èñëó Êàòàëàíà? Ãîâîðèòü î ïðîèçâåäåíèè çäåñü ìîæíî, ïîñêîëüêó â ëþáîé ïîëó÷àþùåéñÿ
ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñóììå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ íå ðàâíî 0.

á) À ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè íà ýòîò æå âåêòîð-ñòîëáåö óìíîæèòü ïîõîæóþ ìàòòðèöó
1 −1 0 0 0 . . .
1 1 −1 0 0 . . .
2 1 1 −1 0 . . .
5 2 1 1 −1 . . .
14 5 2 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

.
16. Äîêàæèòå, ÷òî à) âåùåñòâåííûå; á) öåëî÷èñëåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû n × n, íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò åäèíèöû, à ïîä äèàãîíàëüþ � íóëè, îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 10


