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10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

4 èþëÿ

Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà.
1. Äèñêðèìèíàíòû òðåõ ïðèâåäåííûõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ðàâíû 1, 4 è 9. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæ-

íî âûáðàòü ïî îäíîìó êîðíþ êàæäîãî èç òðåõ÷ëåíîâ òàê, ÷òîáû ñóììà âûáðàííûõ êîðíåé ðàâíÿëàñü
ñóììå îñòàâøèõñÿ.

2. Íà îñè Îõ ðàñïîëîæåíî 10 îòðåçêîâ, êàæäûé äëèíû 3. Âñåãäà ëè ìîæíî ñäâèíóòü ñèíóñîèäó
y = sin x âäîëü îñè Îõ òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêëà êàæäûé îòðåçîê?

3. Äâîå èãðàþò â êðåñòèêè-íîëèêè íà áåñêîíå÷íîé äîñêå. Äëÿ ïîáåäû íàäî ïîëíîñòüþ çàïîëíèòü
êàêîé-íèáóäü êâàäðàòèê 2× 2. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïåðâîãî èãðîêà íåò âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè.

4. Ïóñòü PQRS � âûïóêëûé âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, â êîòîðîì ∠PSR = 90◦, H è K �
îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ èç òî÷êè Q íà îòðåçêè PR è PS. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ HK äåëèò
îòðåçîê QS ïîïîëàì.

5. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè 2012 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî äëÿ êàæäîãî
öåëîãî ÷èñëà n ÷èñëà f(n), f(f(n)), f(f(f(n))), . . . ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû?

4 èþëÿ

Ñèììåòðèè ôèãóð.

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü âåðøèíû ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà à) â 2 öâåòà;
á) â 3 öâåòà òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå ðàñêðàñêè íå ïåðåõîäèëè äðóã â äðóãà ïðè ïîâîðîòå?

2. Äâèæåíèå ïëîñêîñòè ïåðåâîäèò êâàäðàò â ñåáÿ. Îïèøèòå êàê ìîãëè ïîìåíÿòüñÿ ìåñòàìè âåð-
øèíû êâàäðàòà íà ÿçûêå ïîäñòàíîâîê.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâèæåíèé ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùèõ ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê â ñåáÿ?

4. Ïðèäóìàéòå ìíîãîóãîëüíèê ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âåðøèí òàêîé, ÷òî êîëè÷åñòâî äâèæåíèé
ïëîñêîñòè, ïåðåâîäÿùèõ åãî â ñåáÿ, ðàâíî:

à) 2;
á) 3;
â) 4.

5. à) Ó ôèãóðû åñòü ðîâíî äâå îñè ñèììåòðèè. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû. á) Äâå îñè
ñèììåòðèè ôèãóðû îáðàçóþò ìåæäó ñîáîé óãîë â 84◦. Äîêàæèòå, ÷òî ó íåå åñòü åùå ïî êðàéíåé ìåðå
13 îñåé ñèììåòðèè.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. Êàêèå äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïåðåâîäÿò â ñåáÿ à) òåòðàýäð; á) êóá; â) îêòàýäð?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êóáèêîâ, ó êîòîðûõ ãðàíè áûâàþò ñèíèå, çåëåíûå èëè êðàñíûå?
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XXVIII Êèðîâñêàÿ ËÌØ, 3�28 èþëÿ 2012 ãîäà

5 èþëÿ

Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè ñâîèìè äâóìÿ òî÷êàìè

ñîäåðæèò öåëèêîì è îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè.
Ýòî îïðåäåëåíèå ãîäèòñÿ è äëÿ ïðÿìîé, è äëÿ ïëîñêîñòè, è äëÿ ïðîñòðàíñòâà, è, âîîáùå, èìååò

ñìûñë â ëþáîé ñèòóàöèè, êîãäà ÿñíî, ÷òî íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè.
Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê X1, X2, ..., Xn ïëîñêîñòè ëèáî ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-

åòñÿ òî÷êà X = λ1X1 + ...+ λnXn, ãäå 0 ≤ λi ≤ 1, i = 1, ..., n, λ1 + ...+ λn = 1.

1. Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òî÷åê
M � âûïóêëîå.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A,B,C - òðè òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå âûïóêëîìó ìíîæåñòâó M , òî ëþáàÿ
òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC òàêæå ïðèíàäëåæèò M .

3. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ïðè-
íàäëåæèò ìíîæåñòâó.

Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ôèãóðû íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåð-
æàùåå äàííóþ ôèãóðó.

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.
Èç óòâåðæäåíèé çàäà÷ 1, 3 âûòåêàåò, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà.

4. (Êàðàòåîäîðè) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà âûïóêëîé îáîëî÷êè ïëîñêîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé êîìáèíàöèåé íå áîëåå ÷åì òðåõ òî÷åê èñõîäíîãî ìíîæåñòâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ôèãóðû, åñëè ôè-

ãóðà ñîäåðæèò íåêîòîðûé êðóã (øàð) ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå.
Òî÷êà ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ôèãóðû, åñëè ôèãóðà íå èìååò îá-

ùèõ òî÷åê ñ íåêîòîðûì êðóãîì (øàðîì) ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå.
Òî÷êà ïëîñêîñòè (ïðîñòðàíñòâà) íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ôèãóðû, åñëè ëþáîé êðóã (øàð)

ñ öåíòðîì â äàííîé òî÷êå ñîäåðæèò êàê òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ôèãóðå, òàê è òî÷êè, åé íå ïðèíàä-
ëåæàùèå.

Ìíîæåñòâî â R1, R2 èëè R3 íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè - âíóòðåííèå; çàìêíóòûì,
åñëè åãî äîïîëíåíèå îòêðûòî; îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî êðóãà
(øàðà); êîìïàêòíûì, åñëè îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Ñîãëàøåíèå î òåðìèíîëîãèè: îáëàñòè è òåëà äàëåå ïðåäïîëàãàåì çàìêíóòûìè è ñ íåïóñòîé âíóò-
ðåííîñòüþ. Âñå ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ â R2 ëèáî â R3.

5. Íàéäèòå âñå âûïóêëûå ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé â ñëó÷àÿõ, åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî îíè
à) îòêðûòû, á) çàìêíóòû, â) êîìïàêòíû.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëûì ìíîæåñòâîì

7. à) Äîêàæèòå, åñëè A � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà âûïóêëîé ôèãóðû, à B � å¼ âíóòðåííÿÿ òî÷êà, òî âñå
òî÷êè îòðåçêà AB, êðîìå A � âíóòðåííèå.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îãðàíè÷åííàÿ ôèãóðà, ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó, âûïóêëà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç ëþáóþ âíóòðåííþþ òî÷êó, ïåðåñåêàåò
ãðàíèöó ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé òî÷åê X1, X2, ..., Xn ïëîñêîñòè ëèáî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåò-
ñÿ òî÷êà X = λ1X1+ ...+λnXn, ãäå λi, i = 1, ..., n - âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ôèãóð
A, B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà λ1X + λ2Y , X ∈ A, Y ∈ B. Ïðè λ1 = λ2 = 1
ãîâîðÿò ïðîñòî î ñóììå ôèãóð.

8. Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ñóììó à) äâóõ îòðåçêîâ íà ïëîñêîñòè, á) îòðåçêà è êâàäðàòà, â) äâóõ
êðóãîâ, ã) êðóãà è êâàäðàòà, ä) äâóõ òðåóãîëüíèêîâ.

4



10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âûïóêëûõ ôèãóð åñòü âûïóêëàÿ ôèãóðà.

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A � êâàäðàò, B � êðóã íà ïëîñêîñòè, òî
√
S(A+B) > 1

2
(
√
S(A)+

√
S(B))

(S � ïëîùàäü).

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 9
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XXVIII Êèðîâñêàÿ ËÌØ, 3�28 èþëÿ 2012 ãîäà

5 èþëÿ

×èñëà Êàòàëàíà. Ðàçëè÷íûå èíòåðïðåòàöèè.

Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÷èñëà ðàâíû, ïîñòðîèâ áèåêöèè ìåæäó ìíîæåñòâàìè.
1. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð èç 2n ñêîáîê, ò.å. òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç

n îòêðûâàþùèõ è n çàêðûâàþùèõ ñêîáîê, ÷òî ñðåäè ëþáîãî êîëè÷åñòâà ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè îòêðûâàþùèõ ñêîáîê íå ìåíüøå, ÷åì çàêðûâàþùèõ.

((())) (())() ()(()) (()()) ()()()
Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ n-ûì ÷èñëîì Êàòàëàíà.
2. Êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a1, a2, . . . , a2n, â êîòîðûõ ïî n ðàç âñòðå÷àþòñÿ ¾1¿ è ¾− 1¿,

è äëÿ âñÿêîãî k ∈ {1, . . . , 2n} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a1 + a2 + . . .+ ak ≥ 0.
+1 + 1 + 1− 1− 1− 1 +1 + 1− 1− 1 + 1− 1 +1− 1 + 1 + 1− 1− 1

+1 + 1− 1 + 1− 1− 1 +1− 1 + 1− 1 + 1− 1

3. Êîëè÷åñòâî ïóòåé èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n, n) ïî ëèíèÿì êëåò÷àòîé áóìàãè, èäóùèõ ââåðõ è
âïðàâî è íå ïîäíèìàþùèõñÿ âûøå ïðÿìîé y = x.

4. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 2n òî÷åê íà îòðåçêå íà ïàðû, ñîåäèíåííûå íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
ïîëóîêðóæíîñòÿìè, ëåæàùèìè âûøå ýòîãî îòðåçêà.

5. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 2n òî÷åê íà îêðóæíîñòè íà ïàðû è ñîåäèíèòü òî÷êè èç îäíîé
ïàðû îòðåçêîì òàê, ÷òîáû îòðåçêè íå ïåðåñåêàëèñü.

6. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü 2n ÷åëîâåê ðàçíîãî ðîñòà â äâå øåðåíãè òàê, ÷òîáû â êàæäîé
øåðåíãå ëþäè ñòîÿëè ïî óáûâàíèþ ðîñòà è êàæäûé ÷åëîâåê ïåðâîé øåðåíãè áûë áû âûøå ñòîÿùåãî
çà íèì ÷åëîâåêà âòîðîé øåðåíãè.

7. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ñêîáêè â àðèôìåòè÷åñêîì âûðàæåíèè ñ n+ 1 ïåðåìåííîé è n
îïåðàöèÿìè.

(ab)(cd) a(b(cd)) a((bc)d) ((ab)c)d (a(bc))d
8. Êîëè÷åñòâî áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñ n+ 1 âèñÿ÷åé âåðøèíîé.
Áèíàðíûì íàçûâàåòñÿ äåðåâî ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé (êîðíåì) ñòåïåíè 2, âñå îñòàëüíûå âåðøèíû

êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 1 èëè 3. Òàêèì îáðàçîì, èç êàæäîé íåâèñÿ÷åé âåðøèíû íà ñëåäóþùèé
óðîâåíü âûõîäèò ðîâíî äâà ðåáðà. Äåðåâüÿ îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé âåòîê, èäóùèõ âíèç èç
êàêîé-òî âåðøèíû, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Èíîãäà ê êîðíþ ïðèñîåäèíÿþò ñâåðõó âåðøèíó ñòåïåíè îäèí, è íàçûâàþò êîðíåì óæå åå.
9. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü âûïóêëûé (n+2)-óãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

äèàãîíàëÿìè.
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10. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ñóììó n + 1 ñëàãàåìîãî â âèäå îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñè
íå ìåíÿÿ ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ.

abcd+++ abc++d+ ab+cd++ abc+d++ ab+c+d+
×òî òàêîå îáðàòíàÿ ïîëüñêàÿ çàïèñü? Äàâàéòå ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå áåç óíàð-

íûõ ìèíóñîâ, íàïðèìåð (a+ b)(c− d). Åãî ìîæíî çàïèñàòü â òàêîé áåññêîáî÷íîé ôîðìå: ab+ cd− ∗.
(Åùå ïðèìåðû: a+ b+ c → ab+ c+, a+ bc → bc ∗ a+, ãäå ¾*¿ � ýòî óìíîæåíèå).

Ýòà çàïèñü íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñüþ âûðàæåíèÿ. Îïðåäåëÿåòñÿ îíà ðåêóðñèâíî:
âûáèðàåòñÿ îïåðàöèÿ, âûïîëíÿþùàÿñÿ ïîñëåäíåé. Åå çíàê çàïèñûâàåòñÿ â êîíåö ñòðîêè. Ïåðåä íèì
çàïèñûâàþòñÿ îáðàòíûå ïîëüñêèå çàïèñè îïåðàíäîâ. Îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñüþ ïåðåìåííîé ÿâëÿ-
åòñÿ îíà ñàìà. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ïîëüñêàÿ çàïèñü, êîãäà çíàê îïåðàöèè ïèøåòñÿ â
íà÷àëå.

Îáðàòíàÿ ïîëüñêàÿ çàïèñü ìîæåò âåñüìà ïðèãîäèòüñÿ â ïðîãðàììèðîâàíèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
ôîðìóë íå òîëüêî áîëåå ýêîíîìè÷íî ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà ñèìâîëîâ, íî è ãîðàçäî óäîáíåå äëÿ
ìàøèííîãî ñ÷èòûâàíèÿ.

11. Êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ äåðåâüåâ (äåðåâüåâ ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé), ñîäåðæàùèõ n+1 âåðøèíó
(äåðåâüÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêîé âåòîê, òàêæå ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè).

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: áèåêöèÿ ìåæäó 1 è 3 ìíîæåñòâàìè.
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6 � 7 èþëÿ

Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà

1. Òåîðåìà Õåëëè íà ïëîñêîñòè.
À) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ÷åòûðåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íåïóñòî, åñëè íåïóñòû ïåðåñå÷åíèÿ
ëþáûõ òðåõ èç íèõ.

Á) Äîêàæèòå À) ñ çàìåíîé ":.÷åòûðåõ:"íà ":n > 3:".

Â) Ïðè çàìåíå â À) ":.÷åòûðåõ:"íà ":ñ÷åòíîãî ÷èñëà:"óòâåðæäåíèå ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì.
Ã*) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî ÷èñëà (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) âûïóêëûõ îáëàñòåé

íåïóñòî, åñëè íåïóñòû ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ òðåõ èç ýòèõ îáëàñòåé è õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ îáëàñòåé
îãðàíè÷åíà.

2. Îáîáùèòå òåîðåìó Õåëëè (2Á) íà ñëó÷àé âûïóêëûõ òåë â R3.

3. Òåîðåìà Þíãà. Ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó n òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè íå áîëüøå åäèíèöû.
Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýòè òî÷êè ïîìåùàþòñÿ â íåêîòîðîì êðóãå ðàäèóñà 1√

3
.

4. Îáîáùèòå òåîðåìó Þíãà íà ñëó÷àé âûïóêëûõ òåë â R3.

5. À) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû Êàðàòåîäîðè â ïðîñòðàíñòâå R3.

Á) Äîêàæèòå òåîðåìó Ðàäîíà ïðè n = 2, 3: êàæäîå ìíîæåñòâî èç n + 2 èëè áîëåå òî÷åê â Rn

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ, âûïóêëûå îáîëî÷êè
êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. Äîêàæèòå, èç òåîðåìû Ðàäîíà ñëåäóåò òåîðåìà Êàðàòåîäîðè: À) â R2, Á) â R3.

7. * Äîêàæèòå, èç òåîðåìû Êàðàòåîäîðè ñëåäóåò òåîðåìà Õåëëè: À) â R2, Á) â R3.
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6 � 7 èþëÿ

×èñëà Êàòàëàíà. Ôîðìóëû.
×èñëî Êàòàëàíà ñ íîìåðîì n áóäåì îáîçíà÷àòü cn.
1. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà: cn =

∑n−1
k=0 ckcn−1−k.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé íà êëåò÷àòîé áóìàãå èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n, n), ñîñòî-
ÿùèõ èç 2n îòðåçêîâ, ïðîõîäÿùèõ ïî ëèíèÿì ñåòêè, è èìåþùèõ òî÷êè âûøå ïðÿìîé y = x, ðàâíî
êîëè÷åñòâó ïóòåé, ñîñòàâëåííûõ èç òàêèõ æå îòðåçêîâ è èäóùèõ èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n−1, n+1).
Íàéäèòå ýòî êîëè÷åñòâî.

á) Äîêàæèòå, ÷òî cn =
Cn

2n

n+1

3. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê Êàòàëàíà:

1
1

1 1
2 1

2 3 1
5 4 1

5 9 5 1
14 14 6 1

14 28 20 7 1

Íà êðàéíåé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû. Êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòîÿùèõ íàä íèì ñâåðõó
ñëåâà è ñâåðõó ñïðàâà, çà èñêëþ÷åíèåì ÷èñåë íà ëåâîé âåðòèêàëè, êîòîðûå ðàâíû ñòîÿùèì íàä íèìè
ñâåðõó ñïðàâà. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëåâîé âåðòèêàëè ñòîÿò ÷èñëà Êàòàëàíà.

Îïðåäåëåíèå: n-íûì ÷èñëîì Ðîäðèãåñà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ñêîáêè è ñèì-
âîëû ïåðåìåííûõ â ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé n çíàêîâ îïåðàöèé. (Ñêîáêè ðàññòàâëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ÷åëîâåêó, ÷èòàþùåìó ôîðìóëó íå ïðèõîäèëîñü çàáîòèòüñÿ î ïðèîðèòåòàõ, ò.å. êàæäàÿ ñêîáêà
ñòàâèòñÿ âîêðóã îäíîé îïåðàöèè, àðãóìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà èëè ïåðåìåí-
íàÿ).

Íàïðèìåð, âòîðîå ÷èñëî Ðîäðèãåñà ðàâíî 12:
(ab)c a(bc) (ac)b a(cb) (ba)c b(ac) (bc)a b(ca) (ca)b c(ab) (cb)a c(ba)
4. à) Äîêàæèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ðîäðèãåñà: Rn = (4n− 2)Rn−1 .
á) Âûâåäèòå èç ïóíêòà à) ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ðîäðèãåñà.
â) Âûâåäèòå èç ïóíêòà á) ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.
5. Íà îêðóæíîñòè ñòîÿò m öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . ., am òàêèå, ÷òî a1 + a2 + . . . + am = 1. Íàçîâåì

÷èñëî ai õîðîøèì, åñëè ai > 0, ai + ai+1 > 0, . . . , ai + ai+1 + ai+2 + . . .+ ai−1 > 0.
à) Äîêàæèòå, ÷òî õîðîøèõ ÷èñåë íå áîëåå îäíîãî.
á) Äîêàæèòå ëåììó Ðåíè: õîðîøåå ÷èñëî ðîâíî îäíî.
â) Âûâåäèòå èç ïóíêòà á) ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ñòðî÷åê, ñîñòîÿùèõ

èç n çíàêîâ îïåðàöèé è n + 1 ñèìâîëà ïåðåìåíîé, ðîâíî îäíà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñüþ
íåêîòîðîé ôîðìóëû.

á) Âûâåäèòå èç ïóíêòà à) ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.
7. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî íàáîðîâ n öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî n, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà n+1

ðàâíî cn. (íàáîðû, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ÷èñåë, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè).
á) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n, n) ïî ëèíèÿì êëåò÷àòîé áóìàãè,

èäóùèõ ââåðõ è âïðàâî, ïëîùàäü ïîä êîòîðûìè äåëèòñÿ íà n+ 1, ðàâíî cn.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 1
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9 èþëÿ

Ðåêóððåíòû - 1
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé ïîðÿäêà k, åñëè xn+k âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç xn, xn+1, . . . xn+k−1 äëÿ âñåõ n ≥ 0. Âûðàæåíèå xn+k = f(xn, xn+1, . . . , xn+k−1) íàçûâàåòñÿ
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äâå ðåêóððåíòû ïîðÿäêà k, çàäàííûå îäíèì è òåì æå ñîîòíîøåíèåì, ñîâïàäàþò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò åå ïåðâûå k ÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(n) íàçûâàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, åñëè f(n) = xn

äëÿ âñåõ n ≥ 0.

2. Çàäàíà ñëåäóþùàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:
à) a0 = 0, a1 = 10, an+2 = 20an+1 − 100an
á) a0 = 1, a1 = 10, an+2 = 20an+1 − 100an
Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó n-îãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3. Êàê ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåêóððåíòíî?
à) xn = 2n

á) xn = n!
â) xn � n-îå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è.

Îïðåäåëåíèå. Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè
xn+k = z0xn + z1xn+1 + . . .+ zk−1xn+k−1, ãäå z0, z1 . . . zk−1 � äåéñòâèòåëüíûå (èëè êîìïëåêñíûå)
÷èñëà, ïðè÷åì z0 6= 0.

4. Íàéäèòå âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè, óäâîëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì ðåêóððåíòàì:
à) an+2 = an+1 + an
á) an+3 = 2an+2 + an+1 − 2an

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ëèíåéíîé ðåêóððåíòû
xn+k = z0xn + . . .+ zk−1xn+k−1 íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí P (q) = qk − zk−1q

k−1 − . . .− z1q − z0.

5. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íåêîòîðîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòû ïîðÿäêà k èìååò ðîâíî k íåíó-
ëåâûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) Ñóùåñòâóåò ðîâíî k íåíóëåâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ñ ðàçëè÷íûìè çíàìåíàòåëÿìè, óäâî-
ëåòâîðÿþùèõ ýòîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòå.

á) Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäâîëåòâîðÿåò ýòîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà âûðàæàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîãðåññèé èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

6. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Óãàäàéòå è äîêàæèòå ÿâíóþ ôîðìóëó n-îãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ñëåäóþùèõ (íåëè-
íåéíûõ) ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

à) x0 = 1, x1 = 2, xn+1 = xn + 2n+ 1
á) x0 =

1
5
, xn+1 = 2xn

√
1− x2

n

â) x0 =
1
3
, xn+1 =

∑
i≤n

xi + 1

8. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : Z → Z òàêèå, ÷òî 3f(n)− 2f(f(n)) = n.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 5
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10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

9 èþëÿ

Íåïðåðûâíîñòü
Àêñèîìà ïîëíîòû ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë: ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæå-

ñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.

1. Äîêàæèòå òåîðåìó î âëîæåííûõ îòðåçêàõ : åñëè äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåíûõ îòðåçêîâ
I1 = [x1, y1], I2 = [x2, y2], . . . , I1 ⊃ I2 ⊃ ..., äëèíû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî èõ ïåðåñå÷åíèå
ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé òî÷êè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå (Ãåéíå). Ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî b, ÷òî äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ai} → a, íå ñîäåðæàùåé ÷ëåíîâ, ðàâíûõ a, âûïîëíåíî ñâîéñòâî f(ai) → b.

Îïðåäåëåíèå (Êîøè). Ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî b, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî óñëîâèå: ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x : 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè åå ïðåäåë â òî÷êå a ðàâåí f(a).
Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåð-
âàëà.

Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé: cóììà, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íåïðå-
ðûâíû; ìíîãî÷ëåíû, ôóíêöèÿ y = sin x íåïðåðûâíû; åñëè f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a, à g(x) íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå f(a), òî g(f(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå a.

3. (Òåîðåìà Áîëüöàíî-Êîøè) f(x) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b], f(a) > 0, f(b) < 0. Äîêàæèòå,
÷òî f(x) èìååò êîðåíü íà îòðåçêå [a, b].

4. Ïóñòü f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà íà [a, b].

5. (Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà) Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå äîñòèãàåò íà í¼ì ìàêñèìóìà è
ìèíèìóìà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

7. Çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà R ñ ïåðèîäîì T > 0. Äîêàæèòå, ÷òî å¼ ãðàôèê
èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ õîðäó äëèíîé T

2
.

8. Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå R → R, èìåþùåå à) íè îäíîé; á) ðîâíî îäíó òî÷êó íåïðåðûâíîñòè.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 5
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XXVIII Êèðîâñêàÿ ËÌØ, 3�28 èþëÿ 2012 ãîäà

10 èþëÿ

Òåîðåìà Òóðàíà

1. Íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð â äâóäîëüíîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ ðàâíî [n
2

4
].

2. Â ãðàôå 2012 âåðøèí è íåò ïîëíûõ ïîäãðàôîâ íà 5 âåðøèíàõ. Ïðèäóìàéòå òàêîé ãðàô, â
êîòîðîì 6 · 5032 ðåáåð.

Òåïåðü ìû ïîïðîáóåì ïîêàçàòü, ÷òî â ëþáîì äðóãîì ãðàôå (ñ 2012 âåðøèíàìè è îòñóòñòâèåì
ïîëíûõ ïîäãðàôîâ íà 5 âåðøèíàõ) ðåáåð ìåíüøå. Ïóñòü ìû âçÿëè ãðàô ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì
ðåáåð èç óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì, òîãäà:

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äîáàâèòü ê ãðàôó åùå îäíó âåðøèíó è ñîåäèíèòü åå ðåáðàìè ñ íàáîðîì
ñîñåäåé íåêîòîðîé ñòàðîé âåðøèíû, òî ïîëíîãî ïîäãðàôà íà 5 âåðøèíàõ íå ïîÿâèòñÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíè äâóõ âåðøèí ðàâíû, åñëè îíè íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. À åñëè âåðøèíû
ñîåäèíåíû, òî ñòåïåíè îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðèìåð èç 2 çàäà÷è - åäèíñòâåííûé ïîäõîäÿùèé.
6. Òåîðåìà Òóðàíà (÷àñòíûé ñëó÷àé): êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð ìîæåò áûòü â ãðàôå ñ kx

âåðøèíàìè è çàïðåùåííûìè ïîëíûìè ïîäãðàôàìè èç k + 1 âåðøèíû?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Äàéòå îòâåò íà âîïðîñ òåîðåìû Òóðàíà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë.
8. Â ãðóïïå èç n2 ÷åëîâåê êàæäûé èìååò íå áîëåå n çíàêîìûõ ñðåäè îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî

ìîæíî âûáðàòü n ÷åëîâåê, íèêàêèå äâîå èç êîòîðûõ íå çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 1
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10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

10 èþëÿ

Ñîîáðàæåíèÿ íåïðåðûâíîñòè
Â çàäà÷àõ ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè èçìåðèìû, òî åñòü

äëÿ íèõ êîððåêòíî îïðåäåëåíà ïëîùàäü.

1. Äîêàæèòå ñâîéñòâî âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè: åñëè ñòðîãî ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè (â ïîëîñå, íå íà ãðàíèöå) åñòü õîòü îäíà òî÷êà ôèãóðû, òî â ïîëîñå íàõîäèòñÿ ÷àñòü ôèãóðû
íåíóëåâîé ïëîùàäè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü ìîæíî ðàçäåëèòü ïðÿìîé äàííîãî íàïðàâëå-
íèÿ íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè. Òàêàÿ ïðÿìàÿ åäèíñòâåííà.

3. Äàíà âûïóêëàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü è òî÷êà à) âíå; á) íà ãðàíèöå; â) âíóòðè íå¼. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó òî÷êó è äåëÿùàÿ ïëîùàäü ïîïîëàì.

4. À) Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îòîáðàæàåò îòðåçîê â ñåáÿ,
òî ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî åñòü òàêàÿ òî÷êà x0, ÷òî f(x0) = x0. Á) Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f òàêîâà, ÷òî óðàâíåíèå f(x) = x íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
f(f(x)) = x òîæå íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé.

5. Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó f(x) + f(y) = f(x + y) ïðè
âñåõ âåùåñòâåííûõ x, y.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà ïðîìåæóòêå (îòðåçêå, èíòåðâàëå, ëó÷å, âñåé ïðÿìîé)
è ïðèíèìàþùàÿ äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç (èëè ïðîñòî âûïóêëîé), åñëè
å¼ ãðàôèê íà ëþáîì îòðåçêå [a, b], âõîäÿùåì â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ëåæèò íå âûøå õîðäû ñ êîíöàìè
(a, f(a)) è (b, f(b)). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå âûïóêëîñòè ââåðõ.

6. Ôóíêöèÿ f âûïóêëà âíèç. À) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë a è b èç å¼ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f((a+ b)/2) ≤ (f(a) + f(b))/2.

Á) (Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x1, x2, ..., xn èç îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ è íåîòðèöàòåëüíûõ α1, ..., αn, äàþùèõ â ñóììå 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: f(α1x1 + ...+ αnxn) ≤
α1f(x1) + ...+ αnf(xn).

7. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ âûïóêëàÿ (âíèç èëè ââåðõ) ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà èíòåðâàëå, íåïðå-
ðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî èíòåðâàëà. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ îòðåçêà?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Ìîíàõ íà÷àë âîñõîæäåíèå èç õðàìà íà ãîðó â âîñåìü óòðà è ïîäíÿëñÿ íà âåðøèíó ê âîñüìè
âå÷åðà. Íàóòðî îí â âîñåìü óòðà íà÷àë ñïóñê, òîæå äëèâøèéñÿ 12 ÷àñîâ, ïî òîìó æå ïóòè, ÷òî è âîñ-
õîæäåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî áûë ìîìåíò âðåìåíè, ðàçäåëåííûõ ðîâíî ñóòêàìè, êîãäà ìîíàõ íàõîäèëñÿ
â îäíîé è òîé æå òî÷êå.

9. Íà ïëîñêîñòè äàíû äâå âûïóêëûå îãðàíè÷åííûå ôèãóðû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ,
êîòîðàÿ äåëèò êàæäóþ èç íèõ íà äâå ÷àñòè ðàâíîé ïëîùàäè.

10. Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó f(x2) + f(x) = f(x2 + x).
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XXVIII Êèðîâñêàÿ ËÌØ, 3�28 èþëÿ 2012 ãîäà

11 èþëÿ

Âûïóêëûå ôóíêöèè

1. Áóäåì íàçûâàòü (ñðåäíåé) ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a, b] îòíîøåíèå f(b)−f(a)
b−a

(ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü � óãëîâîé êîýôôèöèåíò õîðäû). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíê-
öèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå, âûïóêëà âíèç òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ òðåõ òî-
÷åê a ≤ b ≤ c äàííîãî èíòåðâàëà ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ f íà îòðåçêå [a, b] íå áîëüøå ñêîðîñòè èçìåíå-
íèÿ f íà îòðåçêå [b, c].

2. Ôóíêöèÿ f(x) âûïóêëà âíèç è âñþäó ïîëîæèòåëüíà. À) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
(f(x))2 âûïóêëà âíèç? Á) Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âûïóêëà ââåðõ, åñëè f(x) âûïóêëà
ââåðõ?

3. À) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé. (Óêàçàíèå: åñëè a < b, òî f ′(a) è f ′(b) ðàçäåëåíû ñðåäíåé ñêîðîñòüþ
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè íà [a, b].)

Á) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà è f ′ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé, òî
f âûïóêëà âíèç. (Óêàçàíèå: ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ åñòü ïðîèçâîäíàÿ â
ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå.)

4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âûïóêëîñòü âíèç (ââåðõ) ðàâíîñèëü-
íà íåîòðèöàòåëüíîñòè (íåïîëîæèòåëüíîñòè) âòîðîé ïðîèçâîäíîé. (Ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî: åñëè â
ãðàôèê ìîæíî çàëèòü âîäó, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò çíàê ïëþñ, åñëè íåëüçÿ � ìèíóñ.)

5. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé è ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 1, ÷òî ôóíêöèÿ y = x2n, n ∈ N âûïóêëà
âíèç.

6. Âûâåäèòå íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî: (x1 + ... + xn)
2 ≤ n(x2

1 + ... + x2
n) èç âûïóêëîñòè

ôóíêöèè y = x2.

7. À) Ïîêàçàòü, ÷òî ãðàôèê äèôôåðåíöèðóåìîé âûïóêëîé âíèç ôóíêöèè ëåæèò âûøå ëþáîé
êàñàòåëüíîé ê íåìó. (Óêàçàíèå: êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (a, f(a)) ê ãðàôèêó ôóíêöèè f èìååò óãëîâîé
êîýôôèöèåíò f ′(a).)

Á) Ïîêàçàòü, ÷òî òðåáîâàíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è (ãðàôèê ëåæèò âûøå êàñàòåëüíîé) ìîæíî ñ÷è-
òàòü (ðàâíîñèëüíûì) îïðåäåëåíèåì âûïóêëîñòè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Ïðè êàêèõ p ôóíêöèÿ y = xp âûïóêëà, à ïðè êàêèõ âîãíóòà íà (0,+∞)?

9. Âûâåäèòå À) íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì èç íåðà-
âåíñòâà Éåíñåíà, èñïîëüçóÿ âûïóêëîñòü ââåðõ ôóíêöèè ln(x);

Á) äîêàæèòå íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ âçâåøåííûõ:

α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn

α1 + α2 + ...+ αn

≥ α1+α2+...+αn
√
xα1
1 xα2

2 ...xαn
n ,

ãäå âñå xj è αj íåîòðèöàòåëüíû.

10. Ïóñòü Fp(x1, x2, . . . xn) = (
xp
1+xp

2+...+xp
n

n
)
1
p , F0(x1, x2, . . . xn) = n

√
x1x2 . . . xn,

Äîêàæèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x1, ..., xn, ÷òî Fp > Fq, ãäå p > q ≥ 0.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 9
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10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

11 èþëÿ

Ðåêóððåíòû - 2

1. Hàéäèòå âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:
an+2 = 2an+1 − an.

2. à) Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, íå ÿâëÿþùóþñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé, óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ: an+2 = 6an+1 − 9an

á) Íàéäèòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èç ïóíêòà
à), à òàêæå a0 = 1, a1 = 4.

â) Íàéäèòå âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èç
ïóíêòà à).

3. Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ôîðìóëà n-ãî ÷ëåíà äëÿ ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè k-ãî ïîðÿäêà,
åñëè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äåéñòâèòåëüíûå (èëè êîìïëåêñíûå) êîðíè q1,. . . ,qm ñ
êðàòíîñòÿìè t1, . . . , tm ñîîòâåòñòâåííî?

4. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî ïðè âñåõ m ≥ n ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:
am+n + am−n = a2m+a2n

2
. Íàéäèòå a2012, åñëè a1 = 1.

5. Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì: a0 = 20, a1 = 12, an+2 = an − 1
an+1

.
Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 1, a2 = 143 è an+1 = 5 · a1+a2+...+an
n

ïðè âñåõ
n ≥ 2. Äîêàæèòå,÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � öåëûå ÷èñëà.

7. Âû÷èñëèòå ñóììó Sn = C0
n − C1

n−1 + C2
n−2 − . . .

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Êàêèì ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì óäîâëåòâîðÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
à) an = n2

á) an = n3?

9. Çàãàäàíî ÷èñëî îò 1 äî 144. Ðàçðåøàåòñÿ âûäåëèòü îäíî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ÷èñåë îò 1
äî 144 è ñïðîñèòü, ïðèíàäëåæèò ëè åìó çàãàäàííîå ÷èñëî. Çà îòâåò äà íàäî çàïëàòèòü 2 ðóáëÿ, çà
îòâåò íåò - 1 ðóáëü. Êàêàÿ íàèìåíüøàÿ ñóììà äåíåã íåîáõîäèìà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàâåðíÿêà óãàäàòü
÷èñëî?

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 2
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12 èþëÿ

Èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå
Îïðåäåëåíèå: Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êó P âíóòðè íåãî. Åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà Q

òàêàÿ, ÷òî ëó÷è AQ, BQ, CQ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ëó÷àì
AP, BP, CP, òî òî÷êà Q íàçûâàåòñÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííîé ê òî÷êå P. Ïðåîáðàçîâàíèå, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå âíóòðè òðåóãîëüíèêà ñîïðÿæåííóþ ê íåé, íàçûâàåòñÿ èçîãîíàëüíûì
ñîïðÿæåíèåì.

1. Ïðîâåðüòå êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ èçîãîíàëüíîãî ñîïðÿæåíèÿ.
2. À) Íàéäèòå èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííóþ òî÷êó ê öåíòðó âïèñàííîé îêðóæíîñòè Á) Íàéäèòå

èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííóþ òî÷êó ê îðòîöåíòðó (äëÿ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà) Â) Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîåêöèè èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå: Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè â òðåóãîëüíèêå - òðîéêà ïàð (âåðøèíà ÷èñ-
ëî), êîòîðàÿ çàäàåò ïîëîæåíèå òî÷êè êàê öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

3. Íàéäèòå áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ÷åòûðåõ çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê.
4. Äîêàæèòå, ÷òî áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû êîððåêòíî îïðåäåëåíû.
5. Çàïèøèòå èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå â áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
6. Äîêàæèòå, ÷òî ôîêóñû ýëëèïñà, âïèñàííîãî â òðåóãîëüíèê, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû.
7. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè Áðîêàðà èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû.
8. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà Ëåìóàíà îáëàäàåò ìèíèìàëüíîé ñóììîé êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé äî ñòîðîí

òðåóãîëüíèêà.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 6

16



10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

12 èþëÿ

Âíóòðåííèé ìàòåìàòè÷åñêèé áîé

1. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Îêðóæíîñòü S1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó B è êàñàåòñÿ
ïðÿìîé AC â òî÷êå A. Îêðóæíîñòü S2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó C è êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB â òî÷êå A.
Îêðóæíîñòè S1 è S2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è K. Òî÷êè B1 è C1 âçÿòû íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí
AB è AC ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî AB1 = AB è CC1 = AC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, K, B1 è C1 ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè.

2. Äàíî ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Â êàæäîì èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ
õîòÿ áû äâà ýëåìåíòà è â ëþáîì íåïóñòîì ïåðåñå÷åíèè äâóõ ìíîæåñòâ òîæå õîòÿ áû äâà ýëåìåíòà.
Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû èñõîäíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû â êàæäîì
èç ïîäìíîæåñòâ íàøåãî ñåìåéñòâà áûëè ýëåìåíòû îáîèõ öâåòîâ.

3. Äàíû äâà ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé òàêèå, ÷òî êàæäîå èç íèõ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ çàìûêàíèåì äðóãî-
ãî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü äâà íåïåðåñêàþùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò îäíî èç äàííûõ. (Çàìûêàíèåì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå èç äàííîãî äîáàâëåíèåì
âñåõ åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê.)

4. Íà ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû íåêîòîðîãî âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, îò åãî âåðøèí
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îòëîæèëè îòðåçêè, êàæäûé èç êîòîðûõ â äâà ðàçà áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòîðîíû. Âòîðûå êîíöû ïîëó÷èâøèõñÿ îêàçàëèñü âåðøèíàìè êâàäðàòà. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé
÷åòûð¼õóãîëüíèê òàêæå áûë êâàäðàòîì.

5. Íàéäèòå 50 ïîñëåäíèõ öèôð ÷èñëà
200∑
n=1

(n2 + 1)n!

6. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà p = a2+b2+c2 (ãäå a, b, c � íàòóðàëüíûå), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå a4 + b4 + c4 ... p.

7. Ïðî ÷èñëà x, y, z èçâåñòíî, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå ëåæèò â èíòåðâàëå (1; 3). Äîêàæèòå, ÷òî
x5y3z + y5z3x+ z5x3y + 3 > 4xyz.

8. Ñóùåñòâóþò ëè äâà íåðàâíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêà òàêèå, ÷òî èõ ðåáðà ìîæíî ðàçáèòü íà
ïàðû ðàâíûõ è ïàðàëëåëüíûõ (îäíî èç îäíîãî, îäíî èç äðóãîãî)?
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14 èþëÿ

Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé è ëåììà Áåðíñàéäà.
Ïóñòü M = {m1,m2, . . . ,mn} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à G � ïîäãðóïïà Sn, ò.å. ëþáîé ýëåìåíò g ∈ G

ÿâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé èç n ýëåìåíòîâ (g ìû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì).
Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà s èç ãðóïïû G òàêàÿ, ÷òî s(mi) = mj, ìû íàçûâàåì ýëåìåíò mi

ñðàâíèìûì ñ ýëåìåíòîì mj ïî ìîäóëþ G.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî âûøåîïè-
ñàííîìó ñðàâíåíèþ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ M , ñðàâíèìûõ ñ m ïî ìîäóëþ G, íàçâàåòñÿ îðáèòîé m îòíî-
ñèòåëüíî G. Îáîçíà÷èì òàêîå ìíîæåñòâî OG(m) (èëè O(m), åñëè ãðóïïà G ïîíÿòíà èç êîíòåêñòà.)
Äëèíîé îðáèòû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |O(m)|.

2. Ðàññìîòðèì äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê â ñàìîãî ñåáÿ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòè äâèæåíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó G.
á) Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âåðøèí øåñòèóãîëüíèêà. Íàéäèòå îðáèòó îòíîñèòåëüíî G äëÿ êàæäîãî

ýëåìåíòà ìíîæåñòâà M .

3. Ðåøèòå çàäà÷ó 2á) äëÿ ñëåäóþùåãî øåñòèóãîëüíèêà (ñæàòîãî ê äèàãîíàëè ïðàâèëüíîãî):

4. Ïóñòü |M | = 10. Êàê âûáðàòü ãðóïïó G, ÷òîáû îðáèòû îòíîñèòåëüíî ýòîé ãðóïïû
à) âñå áûëè áû äëèíû 2;
á) âñå áûëè áû ðàçíîé äëèíû?

Îïðåäåëåíèå. Íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ýëåìåíòà g ∈ G íàçûâàþòñÿ òàêèå m ∈ M , ÷òî g(m) = m.

5. Ïóñòü íèêàêèå ýëåìåíòû G, êðîìå òîæäåñòâåííîãî, íå èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. ×åìó ðàâíî
êîëè÷åñòâî îðáèò îòíîñèòåëüíî G?

Îïðåäåëåíèå. Ñòàáèëèçàòîð Gx ýëåìåíòà x ∈ M � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé èç G,
êîòîðûå ïåðåâîäÿò x â ñåáÿ. |Gx| � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñòàáèëèçàòîðå.

Îïðåäåëåíèå. Fix(g) � ÷èñëî íåïîäâèæíûõ ýëåìåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ g.

6. Íàéäèòå âñå ñòàáèëèçàòîðû äëÿ âåðøèí øåñòèóãîëüíèêà èç çàäà÷è 3.

7. Äîêàæèòå, ÷òî
a) åñëè x, y ∈ X ëåæàò â îäíîé îðáèòå, òî êîëè÷åñòâî ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ x â y, íå

çàâèñèò îò x è y, è ðàâíî |Gx|;
á) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ òî÷åê îäíîé îðáèòû ðàâíà |G|;
â) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà X â |G| ðàç áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî

îðáèò;
ã) ñóììà ìîùíîñòåé ñòàáèëèçàòîðîâ âñåõ òî÷åê ðàâíà ñóììå ìîùíîñòåé ìíîæåñòâ íåïîäâèæíûõ

ýëåìåíòîâ âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç G:
∑
x∈X

|Gx| =
∑
g∈G

Fix(g).

8. Ëåììà Áåðíñàéäà. Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M . ×èñëî îðáèò, íà êîòîðûå
ìíîæåñòâî M ðàçáèâàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû G, ðàâíî

1

|G|
∑
g∈G

Fix(g).
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10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9. Òàê ñêîëüêî æå ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ êóáèêîâ, ó êîòîðûõ ãðàíè áûâàþò ñèíèå, çåëåíûå èëè
êðàñíûå?

10. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé, ñîñòîÿùåå èç øåñòè áóñèíîê, èñïîëüçóÿ áó-
ñèíêè òðåõ ðàçëè÷íûõ öâåòîâ (âûáîð áóñèíîê ëþáîãî öâåòà íåîãðàíè÷åí)?

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 7
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14 èþëÿ

Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ìíîãîãðàííèêà
Â ýòîé òåìå ðàññìàòðèâàþòñÿ âûïóêëûå òåëà â R3 (çàìêíóòûå, îãðàíè÷åííûå).
Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàþò ôèãóðó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå-

÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ, ïðè÷åì ôèãóðà îãðàíè÷åíà è èìååò âíóòðåííèå òî÷êè.
Ãðàíèöà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, íàçûâàåìûõ åãî ãðà-

íÿìè, ñòîðîíû ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ íàçûâàþò ð¼áðàìè ìíîãîãðàííèêà.

1. À) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì òåëîì. Á) Äîêàæèòå, ÷òî âû-
ïóêëûé ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ñâîèõ âåðøèí. Â) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëàÿ
îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì.
Ïðè ýòîì òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà íå ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé
îáîëî÷êå îñòàëüíûõ òî÷åê.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê íå ìîæåò èìåòü 7 ðåáåð.
Â ðåøåíèè ñëåäóþùèõ çàäà÷ ìîæíî áåç äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàòü ôàêò: åñëè ïëîñêîñòü ïå-

ðåñåêàåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê è íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû, åå ìîæíî ñëåãêà ïîøåâåëèòü òàê,
÷òîáû â ïðîöåññå øåâåëåíèÿ îíà íå ïåðåñåêëà âåðøèíû è â íîâîì ïîëîæåíèè íå áûëà áû ïàðàëëåëüíà
íè îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïàðó âåðøèí.

3. Èç êàæäîé âåðøèíû âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà âûõîäèò ÷¼òíîå ÷èñëî ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî
ëþáîå ñå÷åíèå åãî ïëîñêîñòüþ, íå ñîäåðæàùåé âåðøèí, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì
ñòîðîí.

4. Ðàñïîëîæèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê è ïëîñêîñòü òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü íå áûëà áû ïàðàë-
ëåëüíà íè îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïàðó âåðøèí. Â âåðøèíàõ ìíîãîãðàííèêà ïîñòàâèì +1,
íà ñåðåäèíàõ ðåáåð -1, â êàæäîé ãðàíè ïîñòàâèì +1. À) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïåðåäâèíóëè ÷èñëî
èç âñåõ âåðøèí, êðîìå ñàìîé íàèáîëåå è íàèìåíåå óäàëåííûõ îò ïëîñêîñòè, è âñåõ ðåáåð íà áëèæàé-
øóþ ãðàíü â ïîðÿäêå îáõîäà âîêðóã ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âíóòðåííþþ òî÷êó ìíîãîãðàííèêà
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè(ñì. ðèñ.) ×åìó ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàâíîé ñóììà ÷èñåë â ãðàíÿõ?

Á) Äîêàæèòå ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà: v − e+ f = 2, ãäå v � êîëè÷åñòâî
âåðøèí (vertices), e � êîëè÷åñòâî ð¼áåð (edges), f � êîëè÷åñòâî ãðàíåé (facets).

Òðîéêó ÷èñåë (v, e, f) íàçûâàþò f -âåêòîðîì ìíîãîãðàííèêà.
Ðàññìîòðèì ñôåðó ñ öåíòðîì â âåðøèíå ìíîãîãðàííîãî óãëà (èëè íà ðåáðå äâóãðàííîãî óãëà).

Ïåðåñå÷åíèå ñôåðû è ìíîãîãðàííîãî (äâóãðàííîãî) óãëà íàçûâàþò ñôåðè÷åñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì,
âåëè÷èíàìè óãëîâ ñôåðè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ÷èòàþò âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóãðàííûõ
óãëîâ. Îòíîøåíèå ïëîùàäè ÷àñòè åå ïîâåðõíîñòè, çàêëþ÷åííîé âíóòðè óãëà, ê êâàäðàòó ðàäèóñà
ñôåðû, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé òåëåñíîãî óãëà ýòîãî ìíîãîãðàííîãî (äâóãðàííîãî) óãëà.

5. Íàéäèòå òåëåñíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà âåëè÷èíû α.
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6. Äîêàæèòå òåîðåìó Ãàóññà-Áîííå (òî÷íåå, ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ýòîé òåîðåìû): ïëîùàäü S ñôå-
ðè÷åñêîãî n � óãîëüíèêà ñ óãëàìè α1, ..., αn óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó: S = ((α1+...+αn)−(n−2)π)R2,
R � ðàäèóñ ñôåðû.

7. Íàéäèòå: À) òåëåñíûé óãîë n � ãðàííîãî óãëà, åñëè ñóììà åãî äâóãðàííûõ óãëîâ ðàâíà σ,
Á) ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé òåëåñíûõ óãëîâ äâóãðàííûõ óãëîâ òåòðàýäðà è ñóììîé òåëåñíûõ óãëîâ

åãî òðåõãðàííûõ óãëîâ.
Äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíî ðàññìîòðåòü ðàçáèåíèå ñôåðû ñ öåíòðîì âî âíóòðåííåé

òî÷êå äàííîãî ìíîãîãðàííèêà íà ñôåðè÷åñêèå ìíîãîóãîëüíèêè.

8. Âûâåäèòå ôîðìóëó Ýéëåðà èç òåîðåìû Ãàóññà-Áîííå.

9. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà: 3v ≤ 2e, 3f ≤ 2e, v ≤ 2f − 4, f ≤ 2v − 4.
Çäåñü v � êîëè÷åñòâî âåðøèí, e � êîëè÷åñòâî ð¼áåð, f � êîëè÷åñòâî ãðàíåé.

Êðèâèçíîé âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó 2π è ñóììîé ïëîñêèõ óãëîâ ìíî-
ãîãðàííîãî óãëà â äàííîé âåðøèíîé.

10. Äîêàæèòå òåîðåìó Äåêàðòà: ñóììà êðèâèçí âåðøèí ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ðàâíà
4π.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 6
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15 èþëÿ

Òåîðåìà Øòåéíèöà

1. Äîêàæèòå ðàâåíñòâà äëÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà:

2e = 3v3 + 4v4 + ... = 3f3 + 4f4 + ...

, ãäå vi � êîëè÷åñòâî âåðøèí, â êîòîðûõ ñõîäèòñÿ i ð¼áåð, fi �è êîëè÷åñòâî i-óãîëüíûõ ãðàíåé.

2. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê èìååò ëèáî òðåõãðàííûé óãîë, ëèáî òðåóãîëü-
íóþ ãðàíü.

3. ÒåîðåìàØòåéíèöà. Òðîéêà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (v, e, f), äëÿ êîòîðîé v−e+f = 2, v ≤ 2f−4, f ≤
2v − 4, ÿâëÿåòñÿ f � âåêòîðîì íåêîòîðîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà.

À) Íàéäèòå âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, f � âåêòîð êîòîðîãî åñòü a)(4, 6, 4) ;b)(5, 8, 5) ;c)(6, 10, 6).
Á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ f � âåêòîðîì (v, e, f), èìåþùèé

êàê òðåõãðàííûé óãîë, òàê è òðåóãîëüíóþ ãðàíü, òî ñóùåñòâóþò âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè ñ f �
âåêòîðàìè (v+1, e+3, f+2), (v+2, e+3, f+1) è (v+2i+j, e+3i+3j, f+i+2j), i ∈ N∪{0} , j ∈ N∪{0}.

B) Äîêàæèòå òåîðåìó Øòåéíèöà.

4. Ïóñòü íà ð¼áðàõ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ðàññòàâëåíû çíàêè ïëþñ è ìèíóñ.
À) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ïðè îáõîäå ëþáîé ãðàíè ÷åòíî.
Íàçîâåì èíäåêñîì âåðøèíû ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà ïðè îáõîäå ýòîé âåðøèíû.
Á) Ïóñòü N � ñóììà èíäåêñîâ âñåõ âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Äîêàæèòå, ÷òî N ≤ 2f3 + 4f4 + 4f5 +

6f6 + 6f7 + ...
Â) Äîêàæèòå, ÷òî N ≤ 4v − 8.
Ã) Äîêàæèòå ëåììó Êîøè: íàéäåòñÿ âåðøèíà âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà, èíäåêñ êîòîðîé ìåíüøå

4.
Ïóñòü ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå âûáðàíà òàê, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò O ñîâïàäàåò ñ íåêî-

òîðîé âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ âåðøèíû Vi ðàññìîòðèì ïîëóïðîñòðàíñòâî, îïðåäå-
ëÿåìîå íåðàâåíñòâîì 〈y,OVi〉 ≤ R2 (y ∈ R2, R � ðàäèóñ ñôåðû, 〈·, ·〉). Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ýòèõ
ïîëóïðîñòðàíñòâ, îíî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì ê äàííî-
ìó ìíîãîãðàííèêó.

5. Íàéäèòå f � âåêòîð ïîëÿðíîãî ìíîãîãðàííèêà ê ìíîãîãðàííèêó ñ f � âåêòîðîì (v, e, f).

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 5

22



10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

15 èþëÿ

Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî âåðøèí V , â êîòîðîì âûäåëåíû äâå âåðøèíû s (âõîä
èëè èñòîê) è t (âûõîä èëè ñòîê). Ïóñòü îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ c : V × V → R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèÿì

c(x, y) ≥ 0, c(x, s) = 0, c(t, y) = 0

äëÿ ëþáûõ âåðøèí x, y ∈ V . Òîãäà G = (V, s, t, c) � cåòü, ôóíêöèÿ c íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîá-
íîñòüþ ñåòè G.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü G � ñåòü, à ôóíêöèÿ f : V × V → R óäîâëåòâîðÿåò òðåì óñëîâèÿì:
1◦ f(x, y) ≤ c(x, y);
2◦ f(x, y) = −f(y, x);
3◦ Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V , v 6= s, t âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∑
x∈V f(v, x) = 0.

Òîãäà f � ïîòîê â ñåòè G. ×èñëî |f | =
∑

x∈V f(s, x) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîòîêà. Ïîòîê ñåòè G
c ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.

Çàìå÷àíèå. Âîîáùå-òî ñîâñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ñóùåñòâóåò.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü G � ñåòü, à ìíîæåñòâî åå âåðøèí V ðàçáèòî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâà S 3 s è T 3 t. Òîãäà (S, T ) � ðàçðåç ñåòè G.
Âåëè÷èíà c(S, T ) =

∑
x∈S, y∈T c(x, y) íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà, à f(S, T ) =∑

x∈S, y∈T f(x, y) íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì ÷åðåç ðàçðåç (S, T ). Ëþáîé ðàçðåç ñåòè G ñ ìèíèìàëüíîé ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

1. Íàçíà÷èì äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êóáà èñòîêîì è ñòîêîì ñîîòâåòñòâåííî. Ðåáðà, êî-
òîðûå ñîäåðæàò îäíó èç âûáðàííûõ âåðøèí, îðèåíòèðóåì îò èñòîêà ê ñòîêó, îñòàëüíûå â îäíîì
íàïðàâëåíèè. Ðàññòàâüòå ÷èñëà îò 1 äî 12 íà ðåáðàõ è íàéäèòå ìèíèìàëüíûé ðàçðåç, ìàêñèìàëüíûé
ïîòîê.

2. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà f è ðàçðåçà (S, T ) ñåòè G äîêàæèòå, ÷òî |f | = f(S, T ).
Îïðåäåëåíèÿ.
1) Ïóñòü f � ïîòîê â ñåòè G. Ðàññìîòðèì ñåòü Gf ñ òåìè æå V, s, t è ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ

cf (x, y) := c(x, y)− f(x, y). Íàçîâåì Gf îñòàòî÷íîé ñåòüþ ïîòîêà f .
2) Ïðîâåäåì íà ìíîæåñòâå âåðøèí V îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà èç x â y äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð (x, y),

÷òî cf (x, y) > 0. Ëþáîé ïóòü èç s â t â ïîëó÷åííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íàçûâàåòñÿ äîïîëíÿþùèì
ïóòåì ïîòîêà f .

3. (Òåîðåìà Ôîðäà�Ôàëêåðñîíà, 1956) Â ñåòè G ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ c çàäàí ïîòîê f .
Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

1◦ ïîòîê f ìàêñèìàëåí;
2◦ ñóùåñòâóåò ðàçðåç (S, T ) òàêîé, ÷òî |f | = c(S, T );
3◦ â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf íåò äîïîëíÿþùåãî ïóòè.
Ñëåäñòâèå. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàç-

ðåçà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ öåëî÷èñëåííîé ñåòè (ò. å. â ñåòè, ïðîïóñêíûå ñïî-
ñîáíîñòè âñåõ ðåáåð êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè) íàéäåòñÿ öåëî÷èñëåííûé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Âûâåäèòå èç òåîðåìû Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

5. Òåîðåìà Õîëëà.

6. Òåîðåìà Ìåíãåðà. Äàíû ãðàô G è åãî âåðøèíû u è v.

23



XXVIII Êèðîâñêàÿ ËÌØ, 3�28 èþëÿ 2012 ãîäà

à) Ïóñòü ïðè óäàëåíèè ëþáûõ k − 1 ðåáåð â îñòàâøåìñÿ ãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó u è v.
Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò k ïóòåé ìåæäó u è v, íå èìåþùèå îáùèõ ðåáåð.

á) Ïóñòü âåðøèíû u è v íåñìåæíû è ïðè óäàëåíèè ëþáûõ k − 1 âåðøèí â îñòàâøåìñÿ ãðàôå
ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó u è v. Òîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò k ïóòåé ìåæäó u è v, íå èìåþùèå îáùèõ
âíóòðåííèõ âåðøèí.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 5
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16-17 èþëÿ

Ìàòðèöû â áûòó è â ïðèðîäå

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé m×n íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ òàáëèöà ðàçìåðà m×n. Åñëè
A � ìàòðèöà, ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà îáû÷íî îáîçíà÷àþò aij.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


Ìàòðèöû 1× n ïðèíÿòî íàçûâàòü âåêòîð-ñòðîêàìè, à ìàòðèöû n× 1 � âåêòîð-ñòîëáöàìè.
Ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà ìîæíî ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü ïîýëåìåíòíî. Êðîìå òîãî ìàòðèöó l×m

ìîæíî óìíîæàòü íà ìàòðèöó m × n ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-
é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ i-é ñòðîêè ïåðâîé
ìàòðèöû è j-ãî ñòîëáöà âòîðîé ìàòðèöû, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê m-ìåðíûå âåêòîðà â êîîðäèíàòíîé
ôîðìå. Òî åñòü, C = AB, åñëè

cij =
m∑
k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ aimbmj.

Íàïðèìåð, (
1 2
3 4

)
·
(
5 6 7
8 9 10

)
=

(
1 · 5 + 2 · 8 1 · 6 + 2 · 9 1 · 7 + 2 · 10
3 · 5 + 4 · 8 3 · 6 + 4 · 9 3 · 7 + 4 · 10

)
.

Ïîëó÷èâøàÿñÿ â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ìàòðèöà, î÷åâèäíî, èìååò ðàçìåð l × n
Çàìå÷àíèå. Óìíîæåíèå ìàòðèö íå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì, ò. å. AB íå âñåãäà ðàâíî BA. Áîëåå

òîãî, åñëè îäíî èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé ñóùåñòâóåò, âòîðîå âïîëíå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Íàïðèìåð,
åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ìíîæèòåëè â ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå, âûïîëíèòü óìíîæåíèå áóäåò íåâîçìîæíî.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà En =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 ðàçìåðà n × n íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Èíîãäà åå îáîçíà÷àþò ïðîñòî E.

1. Äîêàæèòå, ÷òî AE = A è EB = B äëÿ âñåõ ìàòðèö A è B, êîòîðûå ìîæíî óìíîæàòü íà E ñ
íóæíîé ñòîðîíû.

Äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö âûïîëíÿþòñÿ àññîöèàòèâíîñòü è äèñòðèáóòèâíîñòü: (AB)C = A(BC),
A(B + C) = AB + AC è (A + B)C = AC + BC. Íå áóäåì çàñòàâëÿòü âàñ ýòî ïðîâåðÿòü, æåëàþùèþ
íà äîñóãå ìîãóò óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî òàê è åñòü.

Êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà, î÷åâèäíî, ìîæíî óìíîæàòü äðóã íà äðóãà ñ ëþáîé ñòîðîíû.
Áîëåå òîãî, èõ ìîæíî âîçâîäèòü â ñòåïåíü.

2. Íàéäèòå à)

(
1 1
0 1

)n

; á)

(
1 1
1 0

)n

.

3. Äàâàéòå êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó a + bi ñîïîñòàâèì ìàòðèöó

(
a −b
b a

)
. Äîêàæèòå, ÷òî

ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ òàêèå ìàòðèöû âåäóò ñåáÿ òî÷íî òàê æå, êàê êîìïëåêñíûå
÷èñëà.

Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê A ìàòðèöåé, åñëè bij = aji, òî åñòü ýòè ìàòðèöû
ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòî òàê: B = AT .

4. Äîêàæèòå, ÷òî à) AT +BT = (A+B)T á) ATBT = (BA)T .
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Ìàòðèöû è ãðóïïû

Çàäà÷ó 3 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ãðóïïà ìàòðèö âèäà

(
a −b
b a

)
èçîìîðôíà ãðóïïå êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ, à ãðóïïà íåíóëåâûõ ìàòðèö òàêîãî âèäà èçîìîðôíà ãðóïïå íåíóëåâûõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ïî óìíîæåíèþ.

5. Îáîáùèòå çàäà÷ó 2à) äî íåêîòîðîãî ðåçóëüòàòà èç òåîðèè ãðóïï.

6. à) Ðàññìîòðèì ìàòðèöó


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

. ×òî îíà äåëàåò ñ äðóãèìè ìàòðèöàìè åñëè, å¼ óìíîæèòü
íà íèõ ñëåâà? Ñïðàâà?

á) Íàéäèòå ãðóïïó ìàòðèö, èçîìîðôíóþ ãðóïïå Sn (ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ).
Ëþáîé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòîëáöà åãî êîîðäèíàò. Ñîîòâåòñòâåííî, èìååò ñìûñë

ãîâîðèòü îá óìíîæåíèì ìàòðèöû íà âåêòîð èëè î äåéñòâèè ìàòðèöû íà âåêòîð.

7. à) ×òî äåëàåò ñ âåêòîðîì ìàòðèöà

(
1
2

−
√
3
2√

3
2

1
2

)
?

á) Íàéäèòå ãðóïïó ìàòðèö, èçîìîðôíóþ ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ïîâîðîòà ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò.

8. Íàéäèòå ãðóïïó ìàòðèö, èçîìîðôíóþ ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà. Ïîä-
ñêàçêà: ýòî áóäóò ìàòðèöû 3× 3, äåéñòâóþùèå íà âåêòîð-ñòîëáöû âèäà (x, y, 1).

Ìàòðèöû â òåîðèè ãðàôîâ
Ïóñòü G � ãðàô. Ìàòðèöà IG, ñòîëáöû êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ãðàôà, à ñòðîêè � âåð-

øèíàì, ïðè÷åì íà ïåðåñå÷åíèè ñòîëáöà è ñòðîêè ñòîèò 1, åñëè äàííàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
êîíöîâ äàííîãî ðåáðà, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èíöèäåíòíîñòè ãðàôà G.

Ïóñòü G � ãðàô c n âåðøèíàìè, çàíóìåðîâàííûìè â êàêîì-òî ïîðÿäêå ÷èñëàìè îò 1 äî n. Êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà AG ðàçìåðà n× n òàêàÿ, ÷òî íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò 1, åñëè
i-àÿ è j-àÿ âåðøèíû ñîåäèíåíû ðåáðîì, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè
ãðàôà G.

Äëÿ ìóëüòèãðàôîâ, ò.å. ãðàôîâ, äîïóñêàþùèõ ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è
j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû ñìåæíîñòè ñòîèò êîëè÷åñòâî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû,
à â êëåòêàõ äèàãîíàëè ñòîèò êîëè÷åñòâî ïåòåëü (èíîãäà óäâîåííîå) â ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå.

9. Âû÷èñëèòå IGITG − AG äëÿ îáû÷íûõ ãðàôîâ è äëÿ ìóëüòèãðàôîâ.

10. Îïèøèòå â òåðìèíàõ ãðàôà G ýëåìåíòû ìàòðèöû Ak
G.

11. Ïóñòü G � ãðàô c n âåðøèíàìè. Êàê ïî ìàòðèöå (AG + En)
n−1 ïîíÿòü, ñâÿçåí ãðàô èëè íåò?

Ìàòðèöû è ðåêóððåíòû
Â çàäà÷å 2á ìû âèäåëè, êàê ýëåìåíòû îäíîé èçâåñòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîðîæäàþòñÿ âîçâå-

äåíèåì â ñòåïåíü íåêîòîðîé ìàòðèöû. Íà ñàìîì äåëå, âåðåí áîëåå îáùèé ôàêò.

12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà xn ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà
A, ÷òî åñëè ìàòðèöó An óìíîæèòü íà âåêòîð-ñòîëáåö íà÷àëüíûõ óñëîâèé (x1, x0)

T , ïîëó÷èòñÿ âåêòîð
(xn+1, xn)

T .
Çàäà÷à Â ÿçûêå ïëåìåíè êîòý ÷åòûðå áóêâû - Ê, Î, Ò è Ý, ïðè ýòîì ñëîâà, â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ

äâå ïîäðÿä áóêâû Ò èëè òðè ïîäðÿä áóêâû Ý ñ÷èòàþòñÿ ãëóáîêî íåïðèëè÷íûìè. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî
ñðàâíèòåëüíî ïðèëè÷íûõ ñëîâ äëèíû 16 â ýòîì ÿçûêå.

13. Ñôîðìóëèðóéòå íàïèñàííóþ âûøå çàäà÷ó íà ÿçûêå ìàòðèö.
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Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

14. Íàéäèòå ìàòðèöóD ðàçìåðà n×n òàêóþ, ÷òî åñëè å¼ óìíîæèòü íà âåêòîð-ñòîëáåö, ñîäðåæàùèé
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n, ïîëó÷èòñÿ âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâîäíîé ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà.

15. à) Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó A òàêóþ, ÷òî aij = 0 ïðè i < j è aij = ci−j ïðè i > j.
1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
2 1 1 0 0 . . .
5 2 1 1 0 . . .
14 5 2 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

.
×òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè å¼ óìíîæèòü íà áåñêîíå÷íûé æå âåêòîð-ñòîëáåö, k-é ýëåìåíò êîòîðîãî ðàâåí

(k−1)-ìó ÷èñëó Êàòàëàíà? Ãîâîðèòü î ïðîèçâåäåíèè çäåñü ìîæíî, ïîñêîëüêó â ëþáîé ïîëó÷àþùåéñÿ
ïî ôîðìóëå óìíîæåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñóììå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ íå ðàâíî 0.

á) À ÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè íà ýòîò æå âåêòîð-ñòîëáåö óìíîæèòü ïîõîæóþ ìàòòðèöó
1 −1 0 0 0 . . .
1 1 −1 0 0 . . .
2 1 1 −1 0 . . .
5 2 1 1 −1 . . .
14 5 2 1 1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

.
16. Äîêàæèòå, ÷òî à) âåùåñòâåííûå; á) öåëî÷èñëåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû n × n, íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè êîòîðûõ ñòîÿò åäèíèöû, à ïîä äèàãîíàëüþ � íóëè, îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 10
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16 � 17 èþëÿ

Òåîðåìà Êîøè î æ¼ñòêîñòè ìíîãîãðàííèêà
Äëèíîé ñòîðîíû ñôåðè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàåòñÿ äëèíà äóãè, îáðàçóþùåé ñòîðîíó.

1. Ëåììà Êîøè (Cauchy's Arm Lemma). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó äâóõ ñôåðè÷åñêèõ n � óãîëüíèêîâ
A1A2...An è B1B2...Bn ðàâíû äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí, êðîìå A1An è B1Bn, ðàâíû è ∠A2 ≤
∠B2, ...,∠An−1 ≤ ∠Bn−1. Äîêàæèòå, ÷òî A1An ≤ B1Bn.

À) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ òåîðåìà êîñèíóñîâ: cosa =
cosbcosc+ sinbsinccosα, a, b, c � äëèíû ñòîðîí, α � óãîë, ïðîòèâîëåæàùèé a.

Á) Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà.
Â) Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî n � óãîëüíèêà.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîâåðíóòü ñòîðîíó An−1An òàê, ÷òîáû óãîë ïðè âåðøèíå An−1 ñòàë ðàâåí Bn−1,

ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäíèé ìîìåíò,
êîãäà åùå ñîõðàíÿëàñü âûïóêëîñòü.

2. Ïóñòü ó äâóõ ñôåðè÷åñêèõ n � óãîëüíèêîâ A1A2...An è B1B2...Bn ðàâíû äëèíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñòîðîí ðàâíû, íî ñàìè ìíîãîóãîëüíèêè íå ðàâíû. Ïîìåòèì óãîë Ai çíàêîì ïëþñ, åñëè ∠Ai > ∠Bi

è ìèíóñ, åñëè ∠Ai < ∠Bi. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè îáõîäå ìíîãîóãîëüíèêà A1A2...An ÷èñëî ñòðîãèõ ïåðå-
ìåí çíàêà (åãî íàçûâàþò èíäåêñîì ìíîãîóãîëüíèêà) íå ìåíüøå 4.

Äâà ìíîãîãðàííèêà íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìåæäó èõ ãðàíÿìè, ð¼áðàìè è âåðøèíàìè
óñòàíîâëåíû âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå ñîîòâåòñòâèÿ, ñîõðàíÿþùèå îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè: åñëè äâå
ãðàíè ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, òî ïðèíàäëåæàùèå èì ð¼áðà òàêæå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, à
åñëè äâà ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, òî èõ êîíöû òàêæå ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó.

Òåîðåìà Êîøè î æ¼ñòêîñòè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ: åñëè ëþáûå äâå ñîîòâåòñòâåííûå ãðàíè ýê-
âèâàëåíòíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ìîæíî ñîâìåñòèòü äâèæåíèåì, ïåðåâîäÿùèì ñîîòâåòñòâåí-
íûå âåðøèíû â ñîîòâåòñòâåííûå, òî ìíîãîãðàííèêè ðàâíû.

Ñðàâíèì äâóãðàííûå óãëû ìíîãîãðàííèêîâ è íà ðåáðàõ ïåðâîãî ìíîãîãðàííèêà ïîñòàâèì ïëþñ,
åñëè äâóãðàííûé óãîë ïðè ýòîì ðåáðå áîëüøå, ÷åì ó âòîðîãî, è ìèíóñ, åñëè äâóãðàííûé óãîë ìåíüøå.
Ïðè ýòîì íå âñå ð¼áðà ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîìå÷åííûìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êîøè äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî íåò ïîìå÷åííûõ ðåáåð.

3. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðåáðà íå ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà âûõîäèò õîòÿ áû îäíî ïîìå÷åííîå ðåáðî, òî
èíäåêñ ýòîé âåðøèíû íå ìåíåå 4.

Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêèå ìíîãîóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíÿì íàøåãî ìíîãîãðàííèêà, è
âûáðîñèì íåïîìå÷åííûå ðåáðà, à òàêæå âåðøèíû, èç êîòîðûõ íå âûõîäèò ïîìå÷åííûõ ðåáåð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìå÷åííûå ðåáðà åñòü.

5. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ìàêñèìàëüíûé ñâÿçíûé ãðàô íà ñôåðå, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
íåâûáðîøåííûå âåðøèíû, à ð¼áðà � ïîìå÷åííûå ð¼áðà ìíîãîãðàííèêà, ÿâëÿåòñÿ ïëàíàðíûì.

Ïóñòü v � ÷èñëî âåðøèí äàííîãî ãðàôà, fi � ÷èñëî åãî i-ìåðíûõ ãðàíåé (íåêîòîðûå èç íèõ ìîãëè
îáðàçîâàòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ ãðàíåé

6. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ãðàôå 4v = 8 + 2f3 + 4f4 + 6f5 + ....
Ïóñòü I � ñóììà èíäåêñîâ âåðøèí ãðàôà.

7. Äîêàæèòå, ÷òî I ≤ 2f3 + 4f4 + 4f5 + 6f6 + 6f7 + ....

8. Äîêàæèòå òåîðåìó Êîøè.
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16 èþëÿ

Âíóòðåííèé ìàòåìàòè÷åñêèé áîé çà òðåòüå ìåñòî

1. Ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1 ·x2 · . . . ·xn = 1. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

xk

x2
k +

n+1
n−1

≤ n− 1

2
.

2. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñêàþòñÿ â òî÷êå
K. Âíóòðè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà âûáðàíà òî÷êà P òàêàÿ, ÷òî ∠PAB = ∠PBC è ∠PDC = ∠PCB.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PK ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó BC.

3. Íà ðåáðàõ MA, MB è MC òåòðàýäðà MABC âûáðàíû òî÷êè A1, B1 è C1. Òî÷êè OC , OA è
OB � öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ MA1B1, MB1C1 è MC1A1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
MOA ïåðïåíäèêóëÿðíî BC è MOB ïåðïåíäèêóëÿðíî CA, òî MOC ïåðïåíäèêóëÿðíî AB.

4. Íà äîñêå áûëè íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 1000. Êàæäóþ ìèíóòó Àãàôîí âûáèðàë 2 ÷èñëà, ñòèðàë
èõ è çàïèñûâàë ñóììó âñåõ öèôð, êîòîðûå âõîäèëè â ñòåðòûå ÷èñëà. Ìîã ëè îí â êîíöå ïîëó÷èòü
öèôðó?

5. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê íà óãîëêè èç òðåõ êëåòîê âñåãäà
÷åòíî.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî
n, òàêîå ÷òî n(n+ p) åñòü òî÷íûé êâàäðàò.

7. Â ñòðàíå ñ N ãîðîäàìè íåêîòîðûå ïàðû ñîåäèíåíû äîðîãàìè, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîðîäîâ
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìàðøðóò, êîòîðûé èõ ñîåäèíÿåò. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ãîðîäîâ, èç
êîòîðûõ âûõîäèò ðîâíî òðè äîðîãè, ìîæåò áûòü?

8. Â ðÿä ðóáàøêàìè ââåðõ ëåæàò 2012 êàðò. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ óáðàòü ëþáóþ êàðòó, ëåæà-
ùóþ ðóáàøêîé ââåðõ, åñëè è ñïðàâà è ñëåâà îò íå¼ ëåæèò õîòÿ áû îäíà êàðòà. Ïðè ýòîì áëèæàéøàÿ
êàðòà ñëåâà è áëèæàéøàÿ êàðòà ñïðàâà ïåðåâîðà÷èâàþòñÿ. Ìîæíî ëè äåéñòâóÿ òàê ìíîãî ðàç, îñòà-
âèòü â ðÿäó ðîâíî äâå êàðòû?
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17 èþëÿ

Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé îáû÷íûõ ãðóïï Ì9 � M10

1. Â òóðíèðå ïî øàõìàòàì ïðèíèìàþò ó÷àñòèå n èãðîêîâ. Íà ñòàðòå òóðíèðà âñå îíè íàõîäÿòñÿ
íà ïåðâîì óðîâíå. Åñëè â ëþáîé ìîìåíò ïîñëå ñòàðòà òóðíèðà èìååòñÿ äâà èëè áîëåå èãðîêà îäíîãî
óðîâíÿ, íå çàíÿòûõ â ïàðòèÿõ, îíè íåêîòîðûì îáðàçîì ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû è íà÷èíàþò èãðàòü äðóã
ñ äðóãîì òàê, ÷òî îñòàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ó÷àñòíèêà êàæäîãî óðîâíÿ. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïàðòèè
íåïîñòîÿííà. Ïî çàâåðøåíèè ïàðòèè ïîáåäèòåëü óâåëè÷èâàåò ñâîé óðîâåíü íà îäèí, à ïðîèãðàâøèé
óìåíüøàåò íà îäèí (åñëè áûë íà ïåðâîì óðîâíå, òî íè÷åãî íå ìåíÿåò). Òóðíèð çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà
âñå ó÷àñòíèêè îêàçûâàþòñÿ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ. Íà êàêîì óðîâíå áóäåò íàõîäèòüñÿ ïîáåäèòåëü â
êîíöå òóðíèðà?

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íåðàâåíñòâî ∠AIO ≤ 90 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 2BC ≤ AC + AB

3. Íà äîñêå 8 × 8 ðàññòàâëåíû ÷¼ðíûå è áåëûå ëàäüè (îáà öâåòà ïðèñóòñòâóþò) òàê, ÷òî ëàäüè
ðàçíûõ öâåòîâ íå áüþò äðóã äðóãà. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé ìîæåò ñòîÿòü íà ãðàíèöå
äîñêè?

4. Íà ñòîëå ëåæèò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1 ìåòð, 1 ìåòð è 1 ñàíòèìåòð, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ
òî÷å÷íûé øàðèê. Îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà íàìàçûâàþò êëååì èçíóòðè, à øàðèê çàñòàâëÿþò êàòèòüñÿ
ïî çàêîíàì ôèçèêè. Äîêàæèòå, ÷òî äî ìîìåíòà ïðèëèïàíèÿ ê îñíîâàíèþ øàðèê ïðåîäîëååò ìåíåå
äâóõ ìåòðîâ.

5. Äîêàæèòå, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n, âñå äåëèòåëè ÷èñëà (n!)n+1 áóäóò áîëüøå, ÷åì n+2012.

6. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Îêðóæíîñòü Ω ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A è êàñàåòñÿ ïðÿìîé BC â òî÷êå
L � îñíîâàíèè áèññåêòðèñû AL, à òàêæå ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå P . Îòðåçêî CP âòîðè÷íî
ïåðåñåêàåò Ω â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AQ äåëèò îòðåçîê CL ïîïîëàì.

7. Äàí ãðàô, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû 3. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàñêðàñèòü åãî â äâà
öâåòà òàê, ÷òîáû íå áûëî íå÷¼òíûõ îäíîöâåòíûõ öèêëîâ.

8. Íåêîòîðûå êëåòêè äîñêè n × n çàðàæåíû èíôåêöèåé. Êëåòêà çàðàæàåòñÿ, åñëè õîòÿ áû äâå
ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå êëåòêè óæå çàðàæåíû. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê íóæíî çàðàçèòü,
÷òîáû â êîíöå êîíöîâ çàðàçèëàñü âñÿ äîñêà?

9. Äîêàæèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, u, v íåðàâåíñòâî

xy + xv + uy + uv

x+ y + u+ v
≥ xy

x+ y
+

uv

u+ v
.

10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì ak+1 = 3a4k + 4a3k. Èçâåñòíî, ÷òî
a0 = 9. Äîêàæèòå, ÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà a10 ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû 1000 äåâÿòîê.
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Ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

Ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ çàïèñü âèäà
∞∑
n=0

anx
n = a0+a1x+a2x

2+ . . .+anx
n+ . . ..

Ñëîæåíèå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîýôôèöèåíòíî. ×òî æå êàñàåòñÿ óìíî-

æåíèÿ, òî
∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

anx
n ·

∞∑
n=0

bnx
n, åñëè äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî cn =
n∑

k=0

akbn−k.

Îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé íàä ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî îïðåäåëå-
íèþ òåõ æå îïåðàöèé íàä ìíîãî÷ëåíàìè. Áîëåå òîãî, ìíîãî÷ëåíû � ýòî â òî÷íîñòè ôîðìàëüíûå
ñòåïåííûå ðÿäû, èìåþùèå ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû íà òî è ôîðìàëüíûå, ÷òîáû ìû íå çàáîòèëèñü î òîì, ìîæåì ëè ìû
ïîñ÷èòàòü ñóììó ýëåìåíòîâ ýòîãî ðÿäà õîòü ïðè êàêîì ëèáî x, îòëè÷íîì îò íóëÿ. Äëÿ íåêîòîðûõ
ðÿäîâ, êñòàòè ãîâîðÿ, òàêèõ x è íå ñóùåñòâóåò.

1. Äîêàæèòå, ÷òî (1− x)(1 + x+ x2 + x3 + . . .) = 1.
Áëàãîäàðÿ ýòîìó, ìû ìîæåì ãîâîðèòü î ðàâåíñòâå 1 + x + x2 + x3 + . . . = 1

1−x
. Îäíàêî, ïîíè-

ìàòü ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èñêëþ÷èòåëüíî òàê: â ìíîæåñòâå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ðÿä
1 + x+ x2 + x3 + . . . ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ðÿäó 1 − x. Áóêâà x â äàííîì ñëó÷àå ëèøü ôîðìàëüíûé
ñèìâîë ïåðåìåííîé, à òî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ −1 < x < 1, à ïðè
îñòàëüíûõ x åãî ëåâàÿ ÷àñòü íå èìååò ñìûñëà, íàñ ñîâåðøåííî íå èíòåðåñóåò.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî
∞∑
n=0

anx
n ðÿäà ñâîáîäíûé ÷ëåí êîòîðîãî íå

ðàâåí íóëþ, ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä, îáðàòíûé ê äàííîìó ïî óìíîæåíèþ,
ò.å. äàþùèé ñ íèì â ïðîèçâåäåíèè åäèíèöó.

3. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû ðÿäà (1− x)−2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî
∞∑
n=0

anx
n ðÿäà ìëàäøèé íåíóëåâîé êîýô-

ôèöèåíò êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïðè ÷¼òíîé ñòåïåíè è ïîëîæèòåëåí, ñóùåñòâóåò ðîâíî äâà ôîðìàëüíûõ

ñòåïåííûõ ðÿäà, ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò äàþùèõ
∞∑
n=0

anx
n.

Òîò èç ðÿäîâ, ìëàäøèé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò êîòîðîãî ïîëîæèòåëåí, ìû è áóäåì íàçûâàòü
êâàäðàòíûì êîðíåì èç èñõîäíîãî ðÿäà.

Âûðàæåíèå 1
1−x

íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñòå-
ïåííîãî ðÿäà 1+x+x2+x3+ . . ., òî åñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíèö. Âûðàæåíèå (1−x)−2 òàêæå
áóäåò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ. Êîãäà âû ïîçíàêî-
ìèòåñü ñ ðÿäàìè Òýéëîðà, òåîðèåé ñõîäèìîñòè è ïðî÷èìè ïðåëåñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âû
óçíàåòå, ÷òî ðàâåíñòâà ñ êîòîðûìè ìû ðàáîòàåì èìåþò è åù¼ êàêîé-òî ñìûñë, êðîìå ôîðìàëüíîãî.
Îäíàêî ïîêà íàì íå íàäî îá ýòîì çàäóìûâàòüñÿ è óæ òåì áîëåå íåëüçÿ ïîäñòàâëÿòü â ýòè ôîð-
ìóëû êàêèå-òî ÷èñëà. Ïîä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ìû ñ âàìè áóäåò ïîíèìàòü ïðîñòóþ è ìàëåíü-
êóþ ôîðìóëó áåç áåñêîíå÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ. Ýòà ôîðìóëà ìîæåò ñîäåðæàòü êàêèå-òî ìíîãî÷ëåíû
íåáîëüøîé ñòåïåíè, à òàêæå òàêèå îïåðàöèè íàä íèìè êàê ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå,
âîçâåäåíèå â ñòåïåíü è èçâëå÷åíèå êîðíÿ.

5. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ò.å. ïðîèçâîäÿùóþ

ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðÿäó
∞∑
k=0

akx
k ãäå ak = Ck

n. Ìîæíî, êîíå÷íî, ðàññìîòðåòü è ðÿä, â êîòî-

ðîì êîýôôèöèåíòû çàíóìåðîâàíû íèæíèì èíäåêñîì, íî ýòî ñëîæíåå).
6. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
7. Äîêàæèòå, ÷òî 1−

√
1−4x
2x

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
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8. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè 27 ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà (1 + x + x + . . . + x9)6 ðàâåí ÷èñëó
ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî 1√
1−4x

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ÷èñåë Cn
2n.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 7
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Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ I
Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê A, B, C, D íà ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ

âåëè÷èíà
AC

CB
:
AD

DB

è îáîçíà÷àåòñÿ (A,B,C,D).

1. Äîêàæèòå, ÷òî
à) (A,B,C,D) = 1

(B,A,C,D)
= 1

(A,B,D,C)
.

á) (A,B,C,D) = 1− (A,C,B,D).
â) êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü (W,X, Y, Z), ãäå {W,X, Y, Z} = {A,B,C,D}, a (A,B,C,D) =

λ?

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ A, B, C è âåùåñòâåííîì λ îòëè÷íîì îò 0, 1 è AC
CB

, ñóùåñòâóåò
åñäèíñòâåííàÿ òî÷êà D òàêàÿ, ÷òî (A,B,C,D) = λ.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè a, b, c, d, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

sin∠(−→a ,−→c )
sin∠(−→c ,−→b )

:
sin∠(−→a ,

−→
d )

sin∠(−→d ,
−→
b )

ãäå−→a ,
−→
b ,−→c ,

−→
d - ïðîèçâîëüíûå íå íóëåâûå âåêòîðà, âûáðàííûå íà ïðÿìûõ a, b, c, d. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ

(a, b, c, d).

3. Ïóñòü ïðÿìûå a, b, c, d ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó è ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ l â òî÷êàõ A, B, C, D
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî (a, b, c, d) = (A,B,C,D)

4. Ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A. Íà l1 âûáðàíû òî÷êè B1, C1 è D1, à íà l2 � òî÷êè B2,
C2 è D2. Îêàçàëîñü, ÷òî (A,B1, C1, D1) = (A,B2, C2, D2). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå B1B2, C1C2 è D1D2

ëèáî ïàðàëëåëüíû, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè A1 è A2, B1 è B2, C1 è C2,
ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìûå A1B2 è A2B1 ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AB, à ïðÿìûå A12 è
A21 ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé A. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå B1C2 è B2C1 ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé BC.

6. (Äåçàðã) Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ïðÿìûå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñîîòâåòñòâåí-
íûå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðè òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí ëåõàò íà îäíîé ïðÿìîé. (Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íèêàêèå äâå ïðÿìûå
èç óñëîâèÿ íå ïàðàëëåëüíû)

7. (Ïàïï) Íà äâóõ ïðÿìûõ âûáðàíû òî÷êè A1, B1, C1 è A2, B2, C2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè ïåðå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B2 è A2B1, A1C2 è A2C1, B1C2 è B2C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

8. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðÿìîé BC ðàñïîëàãàþòñÿ òî÷êè HA, LA, IA è JA - îñíîâàíèå
âûñîòû, áèñåêòðèññû, òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿþòñÿ òî÷êè HB, LB, IB è JB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå HAHB, LALB, IAIB è JAJB ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 6
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Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ II
Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì îáû÷íóþ åâêëèäîâó ïëîñêîñòü. Äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ ïàðàëëåëü-

íûõ ïðÿìûõ äîáàâèì åùå îäíó áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó, ÷åðåç êîòîðóþ îíè âñå áóäóò ïðîõîäèòü.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê îáðàçîâûâàþò åùå îäíó, áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ ïðÿìóþ. Ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ. Íà íåé ëþáûå
äâå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ ðîâíî â îäíîé òî÷êå, à ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ.

1. Ïðèäóìàéòå îïðåäåëåíèå äâîéíîìó îòíîøåíèþ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè, ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, è äâîéíîìó îòíîøåíèþ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó; äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ââåäåííûõ îïðåäåëåíèé âûïîëíÿåòñÿ
ñâîéñòâî î ðàâåíñòâå äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ÷åòûðåõ ïðÿìûõ è èõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàêîé-òî ïÿòîé
ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ïðÿìûå.

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëàãàþòñÿ ïëîñêîñòè α è β, äîïîëíåííûå äî ïðîåêòèâíûõ, è
òî÷êà O, íå ëåæàùàÿ íà ýòèõ ïëîñêîñòÿõ. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ l ÷åðåç òî÷êó O. Â ñëó÷àå, åñëè l
ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü α, òî ÷åðåç X îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì
÷åðåç X áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè α, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå l.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êó Y äëÿ ïëîñêîñòè β. Îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùàÿ òî÷êè X â òî÷êè Y
íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé ïëîñêîñòè α íà ïëîñêîñòü β èç òî÷êè O.

2. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé öåíòðàëüíîé ïðîåê-
öèè è àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò äâîéíûå îòíîøåíèÿ.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïåðåâåñòè â êâàäðàò êàêèì-òî
ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè åñòü äâå ïàðû ÷åòâåðîê òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâ-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êè ïåðâîé ÷åòâåðêè â ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè âòîðîé ÷åòâåðêè.

â) Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå åäèíñòâåííî.

6. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå:
à) òåîðåìó Äåçàðãà;
á) òåîðåìó Ïàïïà.

7. Òî÷êè P è Q � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. O
- òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Ïóñòü X � ïðîåêöèÿ òî÷êè O íà ïðÿìóþ PQ. Äîêàæèòå, ÷òî
∠AXB = ∠CXD.

8. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òàêèå òî÷êè A1, B1 è C1, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1 è
CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. À íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà A1B1C1 âûáðàíû òàêèå òî÷êè A2, B2

è C2, ÷òî ïðÿìûå A1A2, B1B2 è C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA2, BB2

è CC2 ïåðåñåêóòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 5

34



10 êëàññ, îáû÷íûå ãðóïïû

20 èþëÿ

Ìåðà ìíîæåñòâ
Âñå ìíîæåñòâà, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì, ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé.

1. Âåðíî ëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå (îáúåäèíåíèå) îòêðûòûõ (çàìêíóòûõ) ìíîæåñòâ îòêðûòî (çàìêíó-
òî)?

2. ×òî èçìåíèòñÿ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, åñëè äîïóñòèòü ñ÷åòíîå ïåðåñå÷åíèå (îáúåäèíåíèå)?

3. Ïðèäóìàéòå ïðèìåð çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà íà îòðåçêå, êîòîðîå ñîäåðæèò íåñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê
è íå ñîäåðæèò íè îäíîãî èíòåðâàëà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî åñòü íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ èíòåðâàëîâ (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûõ).

5. Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî èìååò ìåðó 0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 åãî ìîæíî ïîêðûòü ñ÷åòíûì
÷èñëîì èíòåðâàëîâ ñóììàðíîé äëèíû ìåíüøå ε.

à) Ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èìååò ìåðó 0.
á) Îòêðûòîå ìíîæåñòâî íå ìîæåò èìåòü ìåðó 0.
â) Ìíîæåñòâî Êàíòîðà èìååò ìåðó 0.
ã) Ìîæåò ëè ïðèìåð â 3 çàäà÷å íå èìåòü ìåðó 0?

6. Ìîæíî ëè êàæäîìó ìíîæåñòâó íà ïðÿìîé ñîïîñòàâèòü âåùåñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî
òàê, ÷òîáû ïóñòîìó ìíîæåñòâó áûë ñîïîñòàâëåí 0, êàæäîìó îòðåçêó - åãî äëèíà, à ëþáîìó ñ÷åò-
íîìó îáúåäèíåíèþ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ áûëà ñîïîñòàâëåíà ñóììà ÷èñåë, ñîïîñòàâëåííûõ
ìíîæåñòâàì?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Ïðèäóìàéòå íåïðåðûâíóþ áèåêöèþ íà îòðåçêà íà ñåáÿ, êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó ïîñòîÿííà (ò.å.
ìíîæåñòâî òî÷åê, â ëþáîé îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò áîëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ, èìååò
ìåðó 0).

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 6
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Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî
Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à. Ñðåäè âñåõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ôèêñèðîâàííîãî ïåðèìåòðà P ñ êîëè-

÷åñòâîì âåðøèí íå áîëåå n íàèáîëüøóþ ïëîùàäü èìååò ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê.

1. À) Äîêàæèòå, ÷òî íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì èçîïåðèìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è.

Á) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñ íåðàâíûìè ñòîðîíàìè íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì
èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.

Â) Â óãîë âïèñàíà îêðóæíîñòü. Íà áîëüøåé (ìåíüøåé) èç äóã, íà êîòîðûå äåëèòñÿ îêðóæíîñòü
òî÷êàìè êàñàíèÿ ñî ñòîðîíàìè óãëà, íàéäèòå òî÷êó, êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé îòñåêàåò îò óãëà òðå-
óãîëüíèê íàèìåíüøåé(íàèáîëüøåé) ïëîùàäè.

Ã) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñ íåðàâíûìè óãëàìè íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì èçî-
ïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.

2. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íåëüçÿ òåïåðü ïðîñòî òàê âçÿòü è ïîëó÷èòü èç À), Á), Ã) ðåøåíèå èçîïåðè-
ìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.

3. À) Ïóñòü F , G - ïðÿìîóãîëüíèêè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè
îñÿì êîîðäèíàò. Íàéäèòå F+G

2
è äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ ïëîùàäåé:

√
S(F +G) ≥

√
S(F )+

√
S(G).

Á) Ïóñòü F , G � íåêîòîðûå îáëàñòè, ïðÿìûå l è m ïàðàëëåëüíû îñè àáñöèññ. l ðàçáèâàåò F íà
äâå ÷àñòè: âåðõíþþ F1 è íèæíþþ F2, àíàëîãè÷íî m ðàçáèâàåò G íà G1 è G2. Äîêàæèòå, ÷òî ôèãóðû
F1 +G1 è F2 +G2 ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé.

Â) Ïóñòü êàæäàÿ èç ôèãóð F , G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñî
ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì. Äîêàæèòå, ÷òî

√
S(F +G) ≥

√
S(F ) +

√
S(G).

Ã) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áðóííà - Ìèíêîâñêîãî: åñëè F èG� âûïóêëûå êîìïàêòû íà ïëîñêîñòè,
òî √

S(F +G) ≥
√

S(F ) +
√

S(G)

.
Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ïëîñêîé ôèãóðû F å¼ ε-îêðåñòíîñòüþ íàçûâàåòñÿ Fε = F + εD, ãäå D � êðóã

ðàäèóñà 1, ε > 0.

4. À) Íàðèñóéòå ε-îêðåñòíîñòè êðóãà, îêðóæíîñòè, îòðåçêà, ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíèêà.
Á) Ïóñòü F � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè S è ïåðèìåòðà P . Íàéäèòå ïëîùàäü Fε.
Â) Âûâåäèòå èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî: 4πS ≤ P 2 â ëþáîì âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå

ïåðèìåòðà P è ïëîùàäè S èç íåðàâåíñòâà Áðóííà � Ìèíêîâñêîãî.
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Ïðèìåíåíèå ëåììû Áåðíñàéäà

1. Äîñêà 3× 3 çàïîëíåíà êðåñòèêàìè è íîëèêàìè: êðåñòèêîâ 5, à íîëèêîâ 4.
à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ çàïîëíèòü äîñêó?
á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ çàïîëíèòü äîñêó, åñëè ñïîñîáû, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà

ïîâîðîòîì, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?
â) Ñêîëüêî åñòü ñïîñîáîâ åñëè ìîæíî è ïîâîðà÷èâàòü, è çåðêàëüíî îòðàæàòü äîñêó (ïðè ýòîì

ñïîñîáû ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè)?

2. Ðåáðà òåòðàýäðà ìîæíî êðàñèòü â n öâåòîâ. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òåòðàýäðîâ ìîæíî ïðè ýòîì
ïîëó÷èòü?

3. Ñêîëüêî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ìîæíî âïèñàòü â ïðàâèëüíûé 15-óãîëüíèê?

4. à) Ïîñ÷èòàéòå ÷èñëî ðàñêðàñîê îæåðåëüÿ èç p (p � ïðîñòîå) áóñèíîê â a öâåòîâ (íå âñå öâåòà
îáÿçàíû ïðèñóòñòâîâàòü; îæåðåëüÿ ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü, íî íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü.)

á) Äîêàæèòå ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà, ïîëüçóÿñü ïóíêòîì à).

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êóáèêîâ ñî çíàêàìè → íà ãðàíÿõ (íàïðàâëåíèå ñòðåëî÷êè äîëæíî áûòü
ïåðïåíäèêóëÿðíî êàêîìó-íèáóäü ðåáðó, ïîëîæåíèå � öåíòðàëèçîâàíî)?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. Äàíà òàáëèöà n × n. Íàçîâ¼ì óçîðîì ðàñêðàñêó å¼ êëåòîê â äâà öâåòà. Ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü
ëþáîé ñòîëáåö èëè ñòðîêó è ïåðåêðàñèòü âñå åãî (å¼) êëåòêè â ïðîòèâîïîëîæíûé öâåò. Íàçîâ¼ì
óçîð À ýêâèâàëåíòíûì óçîðó Á, åñëè Á ìîæíî ïîëó÷èòü èç À òàêèìè ïåðåêðàøèâàíèÿìè. Íàéäèòå
êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óçîðîâ.

7. Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîðÿäîê ëþáîé ïîäãðóïïû êîíå÷íîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ äå-
ëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 4
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Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà.

Äîâûâîä

1. Âàñÿ íàïèñàë ÷èñëî, óâèäåë, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà ñâîþ ïîñëåäíþþ öèôðó, è ïîäåëèë íà íåå.
Îêàçàëîñü, ÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî òîæå äåëèòñÿ íà ñâîþ ïîñëåäíþþ öèôðó, è Âàñÿ îïÿòü íà íåå
ïîäåëèë è ò. ä. Ïîñëå 100 äåëåíèé Âàñÿ ïîëó÷èë 1, ïðè÷åì äî ýòîãî âñå ðåçóëüòàòû äåëåíèé áûëè
áîëüøå 1. Êàêîå ÷èñëî ó íåãî ìîãëî áûòü âíà÷àëå? (Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû è äîêàæèòå, ÷òî
äðóãèõ íåò.)

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ÷èñåë ðàâíî 1, à èõ ñóììà áîëüøå ñóììû èõ îáðàòíûõ,
òî ðîâíî îäíî èç ýòèõ ÷èñåë áîëüøå 1.

3. Äàíû äâà ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûïèñàëè â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå 6 ÷èñåë
� äëèíû ñòîðîí è äèàãîíàëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî âûïèñàííûå íàáîðû ñîâïàëè. Âåðíî ëè, ÷òî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêè ðàâíû?

4. Íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí AB è CB òðåóãîëüíèêà ABC çà òî÷êó B îòìå÷åíû òî÷êè M è
N òàê, ÷òî AM = CN = p (p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà). I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC. Îòðåçîê BL � äèàìåòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå LI è MN ïåðïåíäèêóëÿðíû.

5. Â òåííèñíîì òóðíèðå n ó÷àñòíèêîâ. Îíè õîòÿò ñûãðàòü íåñêîëüêî ìàò÷åé ïàðà íà ïàðó òàê,
÷òîáû êàæäûé ñûãðàë ïðîòèâ êàæäîãî ðîâíî îäèí ðàç. Ïðè êàêèõ n èì ýòî óäàñòñÿ?

Âûâîä

6. Èìååòñÿ 2012 ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òàêèå 10
ìíîæåñòâ, ÷òî íè îäíî èç âûáðàííûõ íå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íèêàêèõ íåñêîëüêèõ èç îñòàëüíûõ
2011 ìíîæåñòâ.

7. Äàíû 2012 êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ x2 − aix + bi, i = 1, 2, 3, . . . , 2012 , ó êîòîðûõ íà ìåñòå
êîýôôèöèåíòîâ ai, bi âñòðå÷àþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó âñå ÷èñëà îò 1 äî 4024. Íèêàêèå äâà òðåõ÷ëåíà íå
èìåþò îáùèõ êîðíåé. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îòìåòèëè âñå êîðíè ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ìåíüøå 1/250.

8. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê, èç êîòîðûõ íèêàêèå 3 íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ðàäèóñîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé âñåâîçìîæíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ
âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî.
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