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Ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ I

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê A, B, C, D íà ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ
âåëè÷èíà

AC

CB
:
AD

DB

è îáîçíà÷àåòñÿ (A,B,C,D).

1. Äîêàæèòå, ÷òî
à) (A,B,C,D) = 1

(B,A,C,D)
= 1

(A,B,D,C)
.

á) (A,B,C,D) = 1− (A,C,B,D).
â) êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü (W,X, Y, Z), ãäå {W,X, Y, Z} = {A,B,C,D}, a (A,B,C,D) =

λ?

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ A, B, C è âåùåñòâåííîì λ îòëè÷íîì îò 0, 1 è AC
CB

, ñóùåñòâóåò
åñäèíñòâåííàÿ òî÷êà D òàêàÿ, ÷òî (A,B,C,D) = λ.

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè a, b, c, d, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

sin∠(−→a ,−→c )
sin∠(−→c ,−→b )

:
sin∠(−→a ,

−→
d )

sin∠(−→d ,
−→
b )

ãäå−→a ,
−→
b ,−→c ,

−→
d - ïðîèçâîëüíûå íå íóëåâûå âåêòîðà, âûáðàííûå íà ïðÿìûõ a, b, c, d. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ

(a, b, c, d).

3. Ïóñòü ïðÿìûå a, b, c, d ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó è ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ l â òî÷êàõ A, B, C, D
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî (a, b, c, d) = (A,B,C,D)

4. Ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå A. Íà l1 âûáðàíû òî÷êè B1, C1 è D1, à íà l2 � òî÷êè B2,
C2 è D2. Îêàçàëîñü, ÷òî (A,B1, C1, D1) = (A,B2, C2, D2). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå B1B2, C1C2 è D1D2

ëèáî ïàðàëëåëüíû, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè A1 è A2, B1 è B2, C1 è C2,
ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìûå A1B2 è A2B1 ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé AB, à ïðÿìûå A12 è
A21 ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé A. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå B1C2 è B2C1 ïåðåñåêàþòñÿ íà ïðÿìîé BC.

6. (Äåçàðã) Äàíû äâà òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ïðÿìûå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñîîòâåòñòâåí-
íûå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðè òî÷êè ïåðå-
ñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí ëåõàò íà îäíîé ïðÿìîé. (Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íèêàêèå äâå ïðÿìûå
èç óñëîâèÿ íå ïàðàëëåëüíû)

7. (Ïàïï) Íà äâóõ ïðÿìûõ âûáðàíû òî÷êè A1, B1, C1 è A2, B2, C2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè ïåðå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B2 è A2B1, A1C2 è A2C1, B1C2 è B2C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

8. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ïðÿìîé BC ðàñïîëàãàþòñÿ òî÷êè HA, LA, IA è JA - îñíîâàíèå
âûñîòû, áèñåêòðèññû, òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿþòñÿ òî÷êè HB, LB, IB è JB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå HAHB, LALB, IAIB è JAJB ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå.

Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à � 6.


