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×èñëà Êàòàëàíà. Ôîðìóëû.

×èñëî Êàòàëàíà ñ íîìåðîì n áóäåì îáîçíà÷àòü cn.
1. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà: cn =

∑n−1
k=0 ckcn−1−k.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé íà êëåò÷àòîé áóìàãå èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n, n), ñîñòî-
ÿùèõ èç 2n îòðåçêîâ, ïðîõîäÿùèõ ïî ëèíèÿì ñåòêè, è èìåþùèõ òî÷êè âûøå ïðÿìîé y = x, ðàâíî
êîëè÷åñòâó ïóòåé, ñîñòàâëåííûõ èç òàêèõ æå îòðåçêîâ è èäóùèõ èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n−1, n+1).
Íàéäèòå ýòî êîëè÷åñòâî.

á) Äîêàæèòå, ÷òî cn =
Cn

2n

n+1

3. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê Êàòàëàíà:

1
1

1 1
2 1

2 3 1
5 4 1

5 9 5 1
14 14 6 1

14 28 20 7 1

Íà êðàéíåé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíèöû. Êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòîÿùèõ íàä íèì ñâåðõó
ñëåâà è ñâåðõó ñïðàâà, çà èñêëþ÷åíèåì ÷èñåë íà ëåâîé âåðòèêàëè, êîòîðûå ðàâíû ñòîÿùèì íàä íèìè
ñâåðõó ñïðàâà. Äîêàæèòå, ÷òî íà ëåâîé âåðòèêàëè ñòîÿò ÷èñëà Êàòàëàíà.

Îïðåäåëåíèå: n-íûì ÷èñëîì Ðîäðèãåñà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ñêîáêè è ñèì-
âîëû ïåðåìåííûõ â ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé n çíàêîâ îïåðàöèé. (Ñêîáêè ðàññòàâëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ÷åëîâåêó, ÷èòàþùåìó ôîðìóëó íå ïðèõîäèëîñü çàáîòèòüñÿ î ïðèîðèòåòàõ, ò.å. êàæäàÿ ñêîáêà
ñòàâèòñÿ âîêðóã îäíîé îïåðàöèè, àðãóìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà èëè ïåðåìåí-
íàÿ).

Íàïðèìåð, âòîðîå ÷èñëî Ðîäðèãåñà ðàâíî 12:
(ab)c a(bc) (ac)b a(cb) (ba)c b(ac) (bc)a b(ca) (ca)b c(ab) (cb)a c(ba)
4. à) Äîêàæèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ðîäðèãåñà: Rn = (4n− 2)Rn−1 .
á) Âûâåäèòå èç ïóíêòà à) ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ðîäðèãåñà.
â) Âûâåäèòå èç ïóíêòà á) ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.
5. Íà îêðóæíîñòè ñòîÿò m öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . ., am òàêèå, ÷òî a1 + a2 + . . . + am = 1. Íàçîâåì

÷èñëî ai õîðîøèì, åñëè ai > 0, ai + ai+1 > 0, . . . , ai + ai+1 + ai+2 + . . .+ ai−1 > 0.
à) Äîêàæèòå, ÷òî õîðîøèõ ÷èñåë íå áîëåå îäíîãî.
á) Äîêàæèòå ëåììó Ðåíè: õîðîøåå ÷èñëî ðîâíî îäíî.
â) Âûâåäèòå èç ïóíêòà á) ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ñòðî÷åê, ñîñòîÿùèõ
èç n çíàêîâ îïåðàöèé è n + 1 ñèìâîëà ïåðåìåíîé, ðîâíî îäíà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñüþ
íåêîòîðîé ôîðìóëû.

á) Âûâåäèòå èç ïóíêòà à) ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà.
7. à) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî íàáîðîâ n öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî n, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà n+1

ðàâíî cn. (íàáîðû, îòëè÷àþùèåñÿ ïåðåñòàíîâêàìè ÷èñåë, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè).
á) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (n, n) ïî ëèíèÿì êëåò÷àòîé áóìàãè,

èäóùèõ ââåðõ è âïðàâî, ïëîùàäü ïîä êîòîðûìè äåëèòñÿ íà n+ 1, ðàâíî cn.
Îáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à: 1


