Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.

Квадратичные вычеты

 До сих пор мы решали сравнения первой степени ax(b(mod p). Эту задачу можно понимать и как решение уравнения первой степени с коэффициентами в поле остатков по модулю простого числа p. Сейчас мы делаем следующий шаг – учимся решать уравнения второй степени с такими коэффициентами или, что то же самое, искать решения сравнения вида 
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. Эта задача достаточно сложна и мы начнём с простейшего сравнения второй степени 
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. Решение очевидно, если а делится на р или p = 2.Поэтому мы будем считать, что (a, p) = 1 и p – нечетное простое. 

УПРАЖНЕНИЕ


А)Доказать, что сравнение 
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либо не имеет решений, либо имеет два различных решения.


Б)Найти все решения сравнения 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ Если сравнение 
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имеет решения, то число a называется квадратичным вычетом по модулю p, иначе – квадратичным невычетом.

УПРАЖНЕНИЕ Найти все квадратичные вычеты и невычеты по модулю 7.

ЗАДАЧА Рассмотрим целые числа 12, 22, …, 
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а)
все они попарно несравнимы по модулю p,

б)
любой квадратичный вычет по модулю p сравним с одним из них,

в)
число квадратичных вычетов равно числу квадратичных невычетов и равно 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ  Для всех a, не делящихся на p, определим символ Лежандра
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Свойства символа Лежандра.

1.Если 
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2.
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3. (Критерий Эйлера) 
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4. 
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5. Если p=4m+1, то -1 – квадратичный вычет по модулю p, если p=4m + 3, то  -1 – 

     квадратичный невычет.

6. 
[image: image14.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

×

p

a

p

a

p

a

p

a

a

a

n

n

K

K

2

1

2

1

.

7. 
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8. Доказать, что числа 
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 являются решениями сравнения 
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Простые числа.
9. (Вспоминаем.)Доказать, что множество простых чисел бесконечно.

10. Доказать, что бесконечно множество всех простых чисел вида 4m + 3.

11. Доказать, что бесконечно множество всех простых чисел вида 4m +1.
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