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ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АРИФМЕТИКИ ГАУССОВЫХ ЧИСЕЛ


ТЕОРЕМА


Любое гауссово число представляется в виде произведения простых гауссовых чисел. Если какое-то гауссово число представлено в виде произведения простых гауссовых двумя способами то количество сомножителей в этих произведениях одинаково и каждый сомножитель в одном из этих произведений равен произведению сомножителя из другого произведения на обратимое число.


ТЕОРЕМА О ДЕЛЕНИИ С ОСТАТКОМ Для любых гауссовых чисел z, w найдутся гауссовы числах, r такие, что z = wx+r и N(r)<N(w). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Гауссово число r называется остатком от деления гауссова числа z на гауссово число w. если N(r)<N(w) и для некоторого гауссова числа х выполнено равенство z = wx + r.


Остаток от деления одного гауссова числа на другое определяется неоднозначно! 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Общий делитель двух гауссовых чисел называется их наибольшим общим делителем, если не существует общего делителя с большей нормой. 


ЗАДАЧИ.


Пусть даны два различных наибольших общих делителя двух гауссовых чисел. Тогда каждый из них получается умножением другого на обратимое число.


Доказать, что последний ненулевой остаток, полученный в ходе применения алгоритма Евклида к паре целых гауссовых чисел, равен одному из наибольших общих делителей этих чисел.


Пусть a, h – произвольные целые гауссовы числа, d – любой из их наибольших общих делителей. Тогда существуют такие целые гауссовы числа х, у , что выполнено равенство d=ax+by.


Пусть гауссово число а не делится на простое гауссово число р. Доказать, что 1 есть один из наибольших делителей этих чисел.


Произведение гауссовых чисел аЬ делится на простое гауссово число р. Доказать, что на р делится по крайней мере одно из этих чисел.


Доказать основную теорему арифметики гауссовых чисел.


ОПИСАНИЕ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ, ПРЕДСТАВИМЫХ


В ВИДЕ СУММЫ ДВУХ КВАДРАТОВ


ЗАДАЧИ 


Простое число вида 4k+l представимо в виде суммы двух квадратов.


Если два натуральных числа представимы в виде суммы двух квадратов, то и их произведение представимо.


Пусть ни одно из натуральных чисел a, h не делится на простое число вида 4k+3. Доказать, что и сумма их квадратов не делится на данное число.


Доказать, что натуральное число представимо в виде суммы двух квадратов тогда и только тогда, когда любой его делитель вида 4k+3 входит в разложение на простые множители в чётной степени.


