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ПРОЕКТИВНЫЕ КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Проективной кривой второго порядка (ПКВП) называется проективный образ окружности, взятой на расширенной плоскости.

Предложение 1. Всякий эллипс, гипербола и парабола на евклидовой плоскости есть собственная часть некоторой ПКВП на расширенной плоскости.

Предложение 2. Всякую ПКВП можно в подходящей системе проективных координат задать уравнением х2 + у2 – z2 = 0 (*).

Точка А(a,b,c) называется внутренней (внешней) точкой ПКВП (, если ее прообраз при проективном отображении, переводящем в окружность в (, есть внутренняя (внешняя) точка этой окружности.

Упражнение 3. Проверьте корректность определений внутренней и внешней точек ПКВП. Задайте внутренние и внешние точки ПКВП аналитически.

Пусть прямая АВ пересекает ПКВП ( в точках С и D, отличных от А и В. Если (АВСD) = –1, точки А и В называются полярно сопряженными относительно (.

Предложение 4. Все точки, полярно сопряженные данной относительно ПКВП ( лежат на некоторой прямой. Если данная точка – внутренняя, то эта прямая не имеет с ПКВП общих точек, а если внешняя – то пересекается с ПКВП в двух точках. Обратно, для всякой прямой, не касающейся ПКВП, найдется единственная точка, полярно сопряженные с которой лежат на этой прямой.

Прямая, на которой лежат точки, полярно сопряженные с данной, называется полярой этой точки, а точка – полюсом прямой.

Задача 5. а) Проведем через точку А секущие XY, ZT и UV данной ПКВП. Пусть В – точка пересечения прямых XT и ZY, а С – точка пересечения прямых ZV и UT. Докажите, что ВС – поляра точки А.

б) Докажите, что касательные к ПКВП в точках X и Y пересекаются на прямой ВС.

Предложение 6. а) Поляра точки А(a,b,c), не лежащей на кривой (*), относительно этой кривой задается уравнением  аx + by – cz = 0 (**). б) Если точка А(a,b,c) лежит на кривой (*), то уравнение (**) задает касательную к этой кривой.

Из предложения 6 следует, что полярой точки, лежащей на ПКВП, разумно считать касательную к ПКВП в этой точке. Теперь у каждой точки проективной плоскости есть поляра, а у каждой прямой – полюс относительно данной ПКВП. Соответствие между точками и прямыми, сопоставляющее каждой точке ее поляру, а каждой прямой – ее полюс, называется поляритетом.

Предложение 7. а) Если точка А лежит на поляре точки В, то и точка В лежит на поляре точки А.

б) Поляритет сохраняет двойное отношение.

Задача 8. а) Одной линейкой постройте полюс данной прямой. б) Одной линейкой постройте поляру данной точки.

Задача 9. Докажите, что середины параллельных хорд ЭГП (т.е., эллипса, гиперболы или параболы) лежат на одной прямой.

Прямые, на которых лежат середины параллельных хорд ЭГП, называются диаметрами соответствующей кривой.

Задача 10. а) Докажите, что все диаметры эллипса или гиперболы разбиваются на пары так, что хорды, параллельные одному диаметру пары, делятся пополам другим (такие диаметры называются сопряженными), а все диаметры параболы параллельны.

б) Почему у параболы нет центра симметрии?

Задача 11. Докажите, что асимптоты гиперболы гармонически разделяют любую пару ее сопряженных диаметров. Выведите отсюда, что отрезок касательной к гиперболе, заключенный между асимптотами, делится пополам точкой касания.

Задача 12. Докажите, что директрисы ЭГП суть поляры ее фокусов.

Задача 13. Попробуйте вывести из свойств поляр оптические свойства ЭГП.







