Теорема Гильберта о базисе.

1. На доске пишутся натуральные числа. Запрещается писать число, которое представимо в виде суммы ранее выписанных. Докажите, что процесс выписывания завершится.

2. Верно ли аналогичное утверждение, если выписываются вектора целочисленной решетки?

3. В клетки положительного квадранта целочисленной решетки ставятся прожекторы. Прожектор освещает квадрант (правее и выше). Докажите, что этот процесс остановится.

4. Тот же вопрос для пространственного случая (октанты в пространстве).

5. На доске выписываются многочлены с вещественными  коэффициентами. Запрещается выписывать многочлен, который можно представить в виде суммы  многочленов, делящихся на ранее написанные. Докажите, что процесс выписывания остановится.

6.  На доске выписываются многочлены с положительными  коэффициентами. Запрещается выписывать многочлен, который можно представить в виде суммы  таких многочленов, делящихся на ранее написанные. Верно ли, что процесс выписывания остановится ?

7.  Тот же вопрос для многочленов одной переменной с целыми коэффициентами.

8. Тот же вопрос для многочленов от двух переменных с вещественными коэффициентами и для многочленов от двух переменных с целыми коэффициентами.

9. Тот же вопрос для многочленов от n переменных.
10. (Теорема Гильберта о базисе). Докажите, что любая система алгебраических уравнений от конечного числа переменных  следует из своей конечной подсистемы.
Дополнительные задачи на идею нормальной формы и анализ коэффициентов.

1. P(x) – произвольный многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что существует                                      многочлен  Q(x), имеющий ровно два нечетных коэффициента, делящийся на P(x).

2. Тот же вопрос для многочлена Q(x), имеющий ровно два коэффициента, делящихся на заданное (произвольное) p. 

3. Существует ли многочлен P(x,y) с целыми коэффициентами такой, что любой Q, делящийся на P, имеет более миллиона нечетных коэффициентов?
4. xn+xn-1+…+1 = P(x)Q(x). Известно, что все коэффициенты P и Q неотрицательны, а старшие коэффициенты равны единице. Докажите, что они равны нулю или единице. (Указание: если z – корень, то 1/z – тоже корень. Поэтому коэффициенты P и Q  симметричны относительно середины.)
5. Пусть n = p-1, p – простое. Докажите, что многочлен xn+xn-1+…+1 не разлагается в произведение многочленов с неотрицательными коэффициентами (и со старшим коэффициентом, равным единице). 

