Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

10 класс, группа "профи", 11 июля

ПРОЕКТИВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ
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1. Какие они бывают? Как вы помните, отображение евклидовых пространств называется аффинным, если оно сохраняет центры масс. Подробнее, отображение f: Е ( Е' аффинно, если сохраняет центры масс отображение 
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 материальных точек пространства Е в материальные точки пространства Е', порожденное отображением f по правилу 
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(mM) = mf(M). Аналогично, если даны два проективных пространства: V\{0}
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Р', то отображение f: Р ( Р' называется проективным, если существует такое линейное отображение 
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: V ( V', что диаграмма на рисунке справа коммутативна.

Упражнение 1. Докажите, что: а) композиция проективных отображений проективна; б) если у проективного отображения есть обратное, то оно проективно.

Упражнение 2. Докажите, что всякое проективное отображение инъективно, переводит прямые в прямые и плоскости – в плоскости.

Задача 3. Докажите, что отображение расширенной числовой оси в себя, переводящее любую точку х ( 0 в точку 1/х, а точки 0 и ( меняющее местами, является проективным.
Упражнение 4. Докажите проективность центрального проектирования.

Пусть на проективной плоскости даны три различные точки – S, А и А', лежащие на одной прямой, и прямая s, не проходящая через точки А и А'. Рассмотрим произвольный трехвершинник АВС. Как известно, он однозначно определяет трехвершинник А'В'C', образующий вместе с ним дезаргову конфигурацию с центром S и осью s. Рассмотрим отображение проективной плоскости на себя, которое каждой точке В сопоставляет описанным способом точку В'. Оно называется гомологией, а точка S и прямая s – ее центром и осью соответственно.

Задача 5. а) Докажите, что точка В' не зависит от выбора точки С.

б) Докажите, что гомология биективна.

в)* Докажите, что гомология проективна.

2. Продолжения и сужения. Упражнение 6. Докажите, что всякое аффинное преобразование евклидовой плоскости единственным образом продолжается до проективного преобразования расширенной плоскости, переводящего в себя несобственную прямую.

Дальше в описанной ситуации мы будем говорить, что проективное отображение является продолжением аффинного, а аффинное – сужением проективного.

Упражнение 7. Докажите, что отображение, сопоставляющее каждому аффинному преобразованию евклидовой плоскости его проективное продолжение, есть изоморфизм группы аффинных преобразований евклидовой плоскости и группы проективных преобразований расширенной плоскости, переводящих в себя несобственные точки.

Задача 8. Опишите все гомологии расширенной плоскости, переводящие в себя несобственные точки, и все преобразования евклидовой плоскости, являющиеся сужениями таких гомологий. Если Вы не знаете, как назвать получившееся аффинное преобразование, то просто опишите, как построить образ данной точки при этом преобразовании.

3. Как их задают, и чем это полезно? Чтобы задать аффинное отображение евклидовой плоскости, достаточно указать образы трех неколлинеарных точек.

Задача 9. а) Покажите, что для задания проективного отображения проективной плоскости трех точек недостаточно.

б) Скольких различных точек достаточно, чтобы задать проективное отображение прямой? Как построить образ точки при проективном преобразовании прямой, заданном … точками?

Тут появятся проективные координаты и реперы, будет рассмотрено их сохранение при проективном отображении и т.п. Но в листок в явном виде это включать неразумно: интрига пропадает.

Упражнение 10. Докажите теорему Дезарга на проективной плоскости, проективным преобразованием конфигурации сведя ее к возможно более простому аффинному факту.

Задача 11. Докажите теорему Паппа: если А, В и С – три различные точки, лежащие на одной прямой, а D, E и F – три различные точки, лежащие на другой прямой, то точки пересечения прямых AE и BD, BF и CE, CD и AF лежат на одной прямой. Попробуйте придумать два доказательства: с помощью проективных преобразований и через центры масс.

Задача 12. а) Докажите, что проективным преобразованием расширенной плоскости можно перевести произвольный четырехугольник в параллелограмм (и даже в квадрат).
б) Не используя теоремы Дезарга, докажите, что все точки пересечения диагоналей четырехугольников ABCD, у которых стороны AB и CD лежат на двух данных прямых l и m, а продолжения сторон AD и BC пересекаются в данной точке P, лежат на прямой, проходящей через точку пересечения прямых l и m.

Сделай сам. Упражнение 13. Докажите, что невозможно проективно отобразить проективное пространство большей размерности на проективное пространство меньшей размерности.

Задача 14*. Докажите, что если преобразование проективной плоскости сохраняет коллинеарность точек, что оно проективно.

Замечание. Можно попробовать сначала доказать аналогичный факт для аффинных преобразований.
Задача 15. Рассмотрим всевозможные четырехугольники ABCD, у которых стороны AB и CD пересекаются в фиксированной точке Р, стороны BС и АD пересекаются в фиксированной точке Q, а диагональ АС лежит на фиксированной прямой l. Докажите, что все их диагонали BD пересекаются в одной точке, лежащей на прямой PQ. Попробуйте решить эту задачу несколькими различными способами.

Для зачета. Задача З1. а) Докажите, что если нетождественное проективное преобразование проективной плоскости имеет прямую неподвижных точек, то оно – гомология.

б) Докажите, что если две гомологии имеют общую ось, то их композиция – это гомология с той же осью, а центр ее лежит на одной прямой с центрами исходных гомологий. Выведите отсюда теорему о композиции двух гомотетий.
Задача З2. Докажите, что если аффинное преобразование евклидовой плоскости переводит всякую прямую в себя или параллельную прямую, то оно – перенос или гомотетия.

Задача З3. Докажите, что всякое проективное преобразование проективной плоскости раскладывается в композицию гомологий. Оцените число гомологий в этой композиции.

Задачи З4,5. Задачи 30.9 и 30.10 из Прасолова.

Задача З6. Можно ли одной линейкой поделить данный отрезок пополам?
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