Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

Задачи по линейности.

Лампочки на табло.

Во всех нижеследующих задачах на табло есть n лампочек, и несколько кнопок, каждая из которых соединена с некоторыми лампочками (с одной лампочкой может быть соединено несколько кнопок). Нажатие на кнопку меняет состояние всех соединенных с ней лампочек на противоположное.

1. Докажите, что число узоров, которые мы можем получить есть 
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2. Докажите, что в этом случае для получения всех узоров мы можем обойтись поднабором из k кнопок.

Инвариантом будем называть такое подмножество лампочек, что каждая кнопка соединена с четным числом лампочек из него.

3. Введите на множестве инвариантов структуру линейного пространства; докажите, что число инвариантов (учитывая пустое подмножество) есть 
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4. Докажите, что некоторый узор можно зажечь тогда и только тогда, когда в каждом инварианте надо зажечь четное число лампочек.

5. Докажите, что если выбран базис пространства инвариантов, то можно придумать такой узор, что число лампочек, горящих в каждом из базисных инвариантов будет иметь наперед заданную четность.

6. Докажите, что 
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7. На шахматной доске в любом квадрате 3×3  или 4×4 можно прибавить единицу ко всем числам этого квадрата. Можно ли добиться того, чтобы всечисла в таблице делились бы на 25? 
Идея разложения по базису.

8. По кругу стоят 128 чисел, за ход каждое заменяется на сумму двух соседних. Докажите, что через несколько ходов все числа станут четными.

9. По кругу стоят p чисел (p - простое), при каждом ходе выбирается натуральное число l, из всех чисел одновременно вычитают их l-того соседа справа. Докажите, что за несколько ходов все числа станут равны нулю.

Размерность и системы линейных уравнений.

10. Докажите, что через 2 на плоскости точки проходит прямая, через 5 ( кривая второго порядка, через 9 ( третьего.

11. Обобщить утверждения задачи 1 на кривые порядка n.

12. Обобщить утверждения задачи 1 на поверхности в пространстве.

13. Дана система линейных уравнений с нулевыми правыми частями. Докажите, что если число уравнений меньше числа неизвестных, то эта система имеет нетривиальное (т.е. ненулевое) решение. 

14. Дан набор из n>k линейных уравнений с k неизвестными с вещественными коэффициентами. Известно, что каждая подсистема из k уравнений имеет единственное решение и что к ней всегда можно добавить еще одно уравнение набора, чтобы получившаяся система была совместна. Докажите, что система из всех уравнений совместна. 

15. Верен ли предыдущий вопрос для случая комплексных коэффициентов и коэффициентов из поля вычетов по простому модулю? 

16. На плоскости отмечено несколько прямых, среди которых нет параллельных. Известно, что через точку пересечения любых двух из них проходит еще одна. Докажите, что все прямые проходят через одну точку.

17. На плоскости отмечено несколько точек. Известно, что прямая, проходящая через две из них, проходит еще через одну. Докажите, что все отмеченные точки лежат на одной прямой.

18. Сформулируйте и докажите аналогичные утверждения для пространства и для n-мерного пространства.

19. На плоскости отмечено несколько точек. Известно, что окружность, проходящая через три из них, проходит еще через одну. Докажите, что все отмеченные точки лежат на одной окружности.

20. Сформулируйте и докажите аналогичные утверждения для кривых второго и третьего порядка, сфер в пространстве и т.п. 

21. Исследуйте комплексный случай и геометрию, связанную с остатками по простому модулю. 

22. Доказать, что следующие n-ки чисел линейно независимы: 
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23. Написать общую формулу линейной рекуренты.

24. По краям квадратной таблицы стоят числа. Докажите, что в остальные клетки можно дописать числа так, чтобы каждое число внутри таблицы было средним арифметическим своих соседей по стороне.

Линейность в теории полей.

25. Пусть a – корень многочлена P(x) с целыми коэффициентами. Напишите общий вид элемента из 
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 и докажите, что такие элементы можно складывать, умножать и делить.

26. Докажите, что сумма, разность, произведение и частное алгебраических чисел есть алгебраическое число.

27. Докажите, что поле алгебраических чисел алгебраически замкнуто.

28. Пусть 
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 - взаимно простые числа. Найдите размерность 
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 над 
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29. Опишите все подполя поля 
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30. Пусть 
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. Найдите многочлен с рациональными коэффициентами, корнем которого a является.

31. Представьте 
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 в виде многочлена с целыми коэффициентами от a.
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