Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

10 класс, группа "профи"

ДВОЙНОЕ ОТНОШЕНИЕ. ГАРМОНИЗМ.

1. Двойное отношение. Возьмем на проективной прямой точки А, В, С и D, причем А ( В, А ( С и B ( D. Выберем такие материальные точки 
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 Двойным отношением точек А, В, С и D называется число (АВ,СD) = 
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. Часто вместо (АВ,СD) пишут просто (АВСD).
Упражнение 1. а) Что произойдет с двойным отношением, если переставить слагаемые в одной из пар? Переставить пары? б) Докажите, что (АВСD)((АВDЕ) = (АВСЕ). в) Докажите, что точки А и В разбивают проективную прямую (АВ) на два таких множества (1 и, что если точки C и D принадлежат одному и тому же из них, то (АВСD) > 0, а если разным, то (АВСD) < 0.

Множества (1({А,В} и (2({А,В} называются отрезками проективной прямой (АВ), заданными точками А и В.

Упражнение 2. Докажите, что если из пяти объектов – точек А, В, С, D и числá  х = (АВСD) – заданы любые четыре, то пятый однозначно восстанавливается по ним.

Предложение 3. а) Двойное отношение сохраняется при проективных отображениях. б) Если отображение проективной прямой сохраняет двойное отношение, то оно проективно.

Пучком проективных прямых называется совокупность всех проективных прямых, лежащих в данной проективной плоскости и проходящих через данную ее точку (центр пучка). Пусть проективные прямые a, b, c и d принадлежат одному пучку. Проведем в их плоскости произвольную прямую l, не принадлежащую этому пучку. Двойным отношением прямых a, b, c и d называется число (ab,cd), равное двойному отношению четырех точек, в которых эти прямые пересекают прямую l.

Упражнение 4. Проверьте корректность определения двойного отношения четырех прямых.

Упражнение 5. а) Докажите, что если А, В, С, D – собственные точки расширенной прямой, то (АВ,СD) = (АВ,С)/(АВ,D), а если точка D – бесконечно удаленная, то (АВ,СD) = –(АВ,С).

б) Докажите, что двойное отношение четырех собственных прямых a, b, c и d на расширенной плоскости равно 
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, где (ху) – ориентированный угол между прямыми х и у (евклидова плоскость, на которой происходит действие, считается ориентированной).
в) Рассмотрим пучок евклидовых прямых как модель проективной плоскости. Как выглядят в ней проективные отрезки, заданные двумя данными прямыми пучка?

Предложение 6. Двойное отношение четырех точек равно двойному отношению четырех двойственных им прямых.

2. Гармонические четверки. Упорядоченная четверка коллинеарных точек А, В, С, D называется гармонической, если (АВ,СD) = –1. Еще в этом случае говорят, что пары точек А,В и C,D гармонически разделяют друг друга. Аналогично определяется гармоническая четверка прямых одного пучка.

Предложение 7. Гармонизм четверки не нарушается при перестановке точек в любой паре и при перестановке пар.

Из упражнения 2 следует, что для любой упорядоченной тройки различных коллинеарных точек найдется единственная четвертая, образующая вместе с ними гармоническую четверку. Эта точка называется четвертой гармонической к данным трем. Аналогично определяется четвертая гармоническая прямая к трем данным различным прямым одного пучка.

Упражнение 8. а) Пусть А и В – две различные собственные точки расширенной прямой, С – середина (евклидова) отрезка [АВ]. Найдите четвертую гармоническую точку D к тройке А,В,С.

б) Докажите, что если точки А и В гармонически разделяют точки C и D евклидовой прямой, то точки С и D инверсны относительно окружности, построенной на отрезке АВ, как на диаметре.

в) Докажите, что асимптоты гиперболы гармонически разделяют ее оси.

г) ОС – биссектриса угла АОВ. Найдите четвертую гармоническую прямую к тройке прямых (ОА),(ОВ),(ОС).

[image: image5.wmf]Задача 9 [XV Турнир городов]. Дан угол с вершиной О и точка А внутри него. Будем рассматривать такие точки М и N на разных сторонах данного угла, что (MAO=(NAO. Докажите, что все прямые MN принадлежат одному пучку.

3. Полный четырехвершинник. Полным четырехвершинником на проективной плоскости называется конфигурация, составленная из четырех точек общего положения (вершин) и шести попарно соединяющих их прямых (сторон). Противоположные стороны полного четырехвершинника попарно пересекаются в трех диагональных точках. Три прямые, попарно соединяющие диагональные точки, называются диагоналями полного четырехвершинника. Недиагональные точки, в которых диагонали пересекаются со сторонами (на рисунке они отмечены колечками; всего их шесть, но шестая не поместилась на рисунке), назовем дополнительными.

Предложение 10. а) Каждая пара вершин полного четырехвершинника гармонически разделяет лежащие на той же стороне диагональную и дополнительную точки, а каждая пара диагональных точек – лежащую на той же диагонали пару дополнительных точек.

б) Дополнительные точки являются точками попарного пересечения четырех прямых.

Задача 11. Полный четырехвершинник можно различными способами помещать на расширенной плоскости так, что некоторые его элементы окажутся бесконечно удаленными. Какие факты евклидовой геометрии при этом получаются из утверждений предложения 10? Как вывести предложение 10 из этих фактов?

Точка (прямая) называется четвертой гармонической к трем данными коллинеарным точкам (прямым одного пучка), если образует с ними гармоническую четверку.

Задача 12. Одной линейкой постройте четвертую гармоническую точку к трем данным и четвертую гармоническую прямую к трем данным.

Задача 13. а) На евклидовой плоскости даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. Одной линейкой разделите этот отрезок пополам. 

б) На евклидовой плоскости даны отрезок [АВ] с отмеченной серединой С и точка М, не лежащая на прямой АВ. Одной линейкой проведите через точку М прямую, параллельную АВ.

Задача 14. На расширенной евклидовой плоскости дана трапеция ABCD (AB||CD). Р – точка пересечения продолжений ее боковых сторон. Х – точка отрезка [АВ], делящая его в отношении 1:n, считая от А. Положим Y = (ХР)((CD), Z = (AY)((DB), T = (AB)((ZP). Докажите, что точка Т делит отрезок [АВ] в отношении 1:(n+1), считая от А.

Задача 15. Как одной линейкой разделить отрезок, лежащий на одной из двух данных параллельных прямых, на 1998 равных частей?

К зачету. Певзнер, 141-143.
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