ГАУССОВЫ ЧИСЛА.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.Гауссовым числом называется комплексное число a+bi,,  если  а и b целые.

Можно ли сравнивать гауссовы числа? Каким образом?

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Нормой гауссова числа a+bi называется действительное число a2+ b2.
Норму гауссова числа z мы будем обозначать N(z).
УПРАЖНЕНИЯ.

1. Чему равна норма целого числа, которое рассматривается, как гауссово?

2. Найдите все числа с нормой 1, с нормой 25.

3. Доказать равенство
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4. Доказать, что норма произведения двух гауссовых чисел равна произведению их норм. 
[image: image2.wmf]
5. Если два натуральных числа представимы в виде суммы двух квадратов, то их произведение    также представимо в виде суммы двух квадратов.

ПРОСТЫЕ ГАУССОВЫ ЧИСЛА.

Гауссово число z называется обратимым, если найдется такое гауссово число w, что zw=1.

ЗАДАЧА. Найдите все обратимые гауссовы числа. Какова их норма?

(Вводим определение делителя.)

       ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.  Гауссово число  называется простым, если его нельзя представить в виде произведения двух необратимых сомножителей.

ЗАДАЧИ.

1. Является ли 2 простым гауссовым числом?

2. Докажите, что составное натуральное число не является простым гауссовым.

3. Доказать, что гауссово число, сопряжённое к простому, само является простым.

4. Доказать, что при умножении простого гауссова числа на обратимое снова получается простое гауссово число.

5. Гауссово число, норма которого есть простое натуральное число, является простым гауссовым числом. 

6. Если простое натуральное число не является простым гауссовым, то оно представимо в виде суммы двух квадратов. 

7. Докажите, что простое натуральное число вида р=4к+3 является простым гауссовым.

ОБСУЖДЕНИЕ. Для того, чтобы описать все гауссовы числа осталось сделать две вещи.

ЗАДАЧА 1. Являются ли простые натуральные вида p=4k+1 простыми гауссовыми числами?

ЗАДАЧА 2. Найти условия, при которых гауссово число с составной нормой является простым.

СХЕМА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1).

о) Достаточно доказать, что простое число p=4k+1 можно представить в виде суммы двух  квадратов.

а) Найдутся такие a и b, что a2+b2=lp, где l>1(если l=1, то все доказано).

б) a+bi составное гауссово число.

в) Существует гауссово число c+di, такое, что N(c+di)=mp, (0<m<l).

г) Спуск.

ИДЕЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 2). Если гауссово число с составной нормой является простым, то

представим его норму в виде произведения гауссовых чисел двумя способами.

  Решаем задачи 1)–2), приходя к необходимости доказательства основной теоремы арифметики гауссовых чисел.

         ПРИМЕР АРИФМЕТИКИ БЕЗ ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ.  Рассмотрим числа вида 
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, где a и b целые числа. Эти числа можно складывать, вычитать и умножать. Отсутствие единственности разложения доказывается следующим равенством: 
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ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА АРИФМЕТИКИ ГАУССОВЫХ ЧИСЕЛ.

(Вводим понятие деления с остатком.)

ПРИМЕР. Разделите 47 на 3+i с остатком.

       ТЕОРЕМА. Для произвольных гауссовых чисел х и у найдутся, такие гауссовы числа w и z, что x=wy+z   и N(z)<N(y). (Указание. Изобразите на комплексной плоскости числа, кратные у).

      ВОПРОС. Является ли деление с остатком (нахождение w и z) однозначным?  Привести соответствующие примеры. 

      (Вводится определение НОД двух гауссовых чисел.)

      ВОПРОС. Можно ли к двум гауссовым числам применять алгоритм Евклида?

      ЗАДАЧА.Если произведение двух гауссовых чисел x и y делится на простое гауссово число z, то или x, или y делится на z.(В противном случае применить алгоритм Евклида к числам х и z.)
       ПРИМЕР. Разложите 16+2i на простые множители.

       ТЕОРЕМА. Любое гауссово число можно представить в виде произведения простых гауссовых чисел, причём это представление единственное с точностью до порядка сомножителей и умножения их на обратимые гауссовы числа.

б)Докажите, что при n=2 деление с остатком таких чисел возможно;

         в)А при n>2 не все такие числа можно делить друг на друга.

     2. При каких n представление чисел  вида  
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как произведение простых чисел того же  вида однозначно с точностью до порядка сомножителей и умножения их на обратимые числа.

     3. Решить уравнение 
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в целых числах.
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