Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

     До сих пор мы встречались с двумя типами линейных преобразований: движения и гомотетии. Нетрудно заметить, что они обладают следующими общими свойствами


Взаимная однозначность.

Прямые (параллельные, пересекающиеся) переходят в прямые (параллельные, пересекающиеся). 

Сохраняется отношение длин (отношение, в котором точка делит отрезок равно отношению, в котором её образ делит образ этого отрезка).

   Есть и ещё одно, может быть, самое важное свойство этих преобразований. Его можно сформулировать так: 
если два отрезка равны между собой, параллельны и одинаково направлены, то такими будут и их образы.

     Важность этого свойства заключается в том, что оно позволяет рассматривать эти преобразования, как  функции на множестве векторов. Если бы этого свойства не было, то равные векторы переходили бы в различные. Это сделало бы перенос отображений с  точек на векторы некорректным. 

ВОПРОС Какая  функция на множестве векторов связана с параллельным переносом? С поворотом вокруг некоторого центра? Чем отличаются функции, связанные с поворотами на один и тот же угол вокруг разных центров? 

  Но дело не только в том, что такая функция на множестве векторов существует. Она ещё и обладает некоторым свойством, которое называется линейностью. Это свойство выражается следующими двумя правилами.

 
А) Для того, чтобы найти образ суммы двух векторов, достаточно найти образы каждого вектора, а затем их сложить.

Б) Для того, чтобы найти образ вектора, полученного из данного умножением на некоторое действительное число t, достаточно умножить на это число образ исходного вектора. 
Хорошо известен  ещё один пример такого преобразования. Это – растяжение вдоль оси, с помощью которого строятся графики элементарных функций.  Сейчас мы будем изучать широкий класс геометрических преобразований, включающий в себя  все преобразования, о которых шла речь. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Геометрическое преобразование называется аффинным, если оно обладает следующими свойствами:


а) взаимная однозначность;

б) если два отрезка равны между собой, параллельны и одинаково направлены, то такими же будут и их образы  (это позволяет отождествлять наше преобразование с некоторой функцией f на множестве векторов);

в) f(a+b)= f(a) + f(b);  f(ta)= t f(a) для любого действительного числа t (функция f линейна). 
СВОЙСТВА АФФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

1. Прямые (параллельные, пересекающиеся) переходят в прямые (параллельные, пересекающиеся), а отрезки – в отрезки.

2. Сохраняется отношение длин (отношение, в котором точка делит отрезок равно отношению, в котором её образ делит образ этого отрезка).

3. (Основное свойство аффинных преобразований) Для любых двух треугольников на плоскости АВС и А1В1С1 найдётся единственное аффинное преобразование, переводящее  А в А1, В в В1, С в С1. ( С помощью аффинного преобразования любой треугольник можно перевести в любой.) 

Вспомним, что движения переводят треугольники в равные, а гомотетии – в подобные. 
ЗАДАЧИ НА ПРИМЕНЕНИЕ АФФИННЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

1. Через каждую вершину треугольника проведены две прямые, делящие противоположную сторону треугольника на три равные части. Доказать, что диагонали, соединяющие противоположные вершины шестиугольника, образованного этими прямыми, пересекаются в одной точке. 

2. В трапеции АВСД с основаниями АД и ВС через точку В проведена прямая, параллельная стороне СД и пересекающая диагональ АС в точке Р, а через точку С – прямая, параллельная стороне АВ и пересекающая диагональ ВД в точке Q. Доказать, что прямая PQ параллельна основаниям трапеции.

3. На сторонах АВ, ВС и СД параллелограмма АВСД взяты точки К, Р, М соответственно, делящие эти стороны в одинаковых отношениях. пусть b, c, d  – прямые, проходящие через В,С,Д параллельно прямым КР, КМ и МР соответственно. Доказать, что прямые b, c, d  проходят через одну точку. 

4. Доказать, что два четырёхугольника переводятся друг в друга аффинным преобразованиям тогда и только тогда, когда диагонали этих четырехугольников делятся точками пересечения в соответственно  равных соотношениях.

5. Аффинное преобразование циклически меняет местами вершины треуголника АВС, т.е. перводит точку А в точку В, точку В в точку С,а точку С в точку А. Найти все неподвижные точки этого преобразования. 

6. Точки А1, В1, С1 делят соответственно стороны ВС, СА и АВ треугольника АВС в одном и том же отношении. Доказать, что совпадают точки пересечении медиан треугольников АВС, А1В1С1 и треугольника с вершинами в точках пересечения прямых АА1, ВВ1, СС1.

