Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

МАТРИЦА  АФФИННОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

        Мы договорились следующим образом смотреть на аффинное преобразование. На плоскости фиксируется некоторый базис e1, e2 и произвольная точка О. Затем фиксируется некоторая точка О1, в которую переходит точка О и указывается пара неколлинеарных векторов f1 и f2, в которую будут переходить базисные вектора. Каждый из этих векторов есть линейная комбинация базисных: f1=x1e1+ x2e2, f2=y1e1+ y2e2. Таким образом, для определения аффинного преобразования плоскости нужно задать шесть чисел: пару координат точки О1 и ещё четыре числа, которые показывают, как выражаются через базисные вектора их образы при данном аффинном преобразовании. Эти четыре числа принято записывать в табличку следующего вида
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. Эта табличка называется матрицей линейного преобразования в данном базисе e1, e2 . При этом столбцы матрицы должны быть непропорциональны. 

УПРАЖНЕНИЯ На плоскости фиксирована прямоугольная система координат. Записать матрицы указанных преобразований в указанных базисах. 

1. Преобразование – растяжение вдоль оси ординат; базис – единичные вектора, направленные вдоль координатных осей.

2. Преобразование – растяжение вдоль оси ординат; базис – вектора единичной длины, направленные вдоль биссектрис первого и второго координатных углов.

3. Преобразование – параллельный перенос, базис – произвольный.

4. Преобразование – гомотетия с коэффициентом k и произвольным центром, базис – произвольный.

5. Преобразование – поворот вокруг начала координат на данный угол (, базис – единичные вектора, направленные вдоль координатных осей.

ЗАДАЧА 

1. Аффинные преобразования (( (  задаются в некотором (одном и том же) базисе матрицами    А=
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 и В=
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. Какой матрицей в этом базисе задаётся композиция этих преобразований? (Эта матрица называется произведением матриц А и В.)   
[image: image4.wmf]
2. Каким преобразованием будет композиция растяжений вдоль перпендикулярных координатных осей с одним и тем же коэффициентом?

3. Доказать, что операция произведения матриц ассоциативна.

4. Матрица Е называется единичной, если для любой матрицы А выполнены равенства АЕ=ЕА=А. Написать единичную матрицу.

5.  Преобразование f называется обратным к преобразованию g, если последовательное выполнение этих преобразований в произвольном порядке даёт тождественное преобразование. Известно, что в некотором базисе преобразование f задаётся матрицей А=
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. Какой матрицей в этом базисе задаётся преобразование, обратное к нему? (Эта матрица называется обратной к матрице А.)
6. На плоскости задана прямоугольная система координат и зафиксирован базис, состоящий из единичных векторов, направленных вдоль координатных осей. В этом базисе аффинное преобразование (  задаётся матрицей А=
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. Найти коэффициент искажения площадей данного аффинного преобразования. (Для начала можно считать, что наше преобразование оставляет на месте начало координат, а затем от этого ограничения нужно будет избавиться.)
7. Та же задача для произвольного базиса.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Определителем матрицы А=
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 называется число  a1b2 – a2b1. 

СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ

1. Матрица имеет обратную тогда  и только тогда, когда её определитель отличен от нуля. 

2. Коэффициент искажения площадей аффинного преобразования равен модулю определителя матрицы этого преобразования. 

3. Определитель произведения матриц равен произведению их определителей. (Если использовать разобранные выше задачи, можно сильно сократить вычисления.)
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