Четырнадцатая Летняя математическая школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

10 класс, группа "профи", 10 июля
ТЕОРЕМА ДЕЗАРГА

1. Факт. Конфигурацией в проективном пространстве называется совокупность, составленная из конечного числа точек и прямых этого пространства. Конфигурация, составленная из трех попарно пересекающихся прямых и трех точек их попарного пересечения, называется трехвершинником. Точки и прямые этой конфигурации называются, соответственно, вершинами и сторонами трехвершинника.

Теорема Дезарга. Пусть А1А2А3 и В1В2В3 – два трехвершинника, и прямые (А1В1), (А2В2), (А3В3) пересекаются в точке S. Тогда прямые (А2А3) и (В2В3) пересекаются в некоторой точке P, прямые (А1А3) и (В1В3) пересекаются в некоторой точке Q, прямые (А2А3) и (В2В3) пересекаются в некоторой точке R, и точки P, Q и R лежат на одной прямой.

Упражнение 1. Докажите теорему Дезарга для случая, когда плоскости (А1А2А3) и (В1В2В3) различны.

Упражнение 2. С помощью центрального проектирования докажите теорему Дезарга для случая, когда плоскости (А1А2А3) и (В1В2В3) совпадают.

Упражнение 3. Докажите теорему Дезарга методом центра масс.

Упражнение 4. Сформулируйте и докажите теорему, обратную теореме Дезарга.

2. Аффинные следствия. В теореме Дезарга фигурируют 10 точек (шесть вершин трехвершинников, три точки, в которых пересекаются одноименные стороны трехвершинников, и точка S) и 10 прямых (шесть сторон трехвершинников, три прямые, соединяющие одноименные вершины трехвершинников, и прямая, на которой лежат точки P, Q, R). Их совокупность называется конфигурацией Дезарга, а точка S и прямая s = (PQ) – дезарговым центром и дезарговой осью соответственно.

Упражнение 5. Изобразите "собственную" часть конфигурации Дезарга для случая, когда:

а) ось несобственная, а центр – собственный;

б) центр и ось – несобственные;

в) ось собственная, а центр – несобственный.

Сформулируйте для каждого из этих случаев прямую и обратную теоремы Дезарга. 

Задача 6. Используя теорему Дезарга, докажите следующие факты:

а) медианы треугольника пересекаются в одной точке;

б) если вершины одного параллелограмма лежат (по одной) на сторонах другого, то центры этих параллелограммов совпадают;

в) если трапеция вписана в четырехугольник так, что ее основания параллельны одной из диагоналей четырехугольника, то продолжения ее боковых сторон пересекаются на прямой, содержащей другую диагональ.

3. Построения одной линейкой. Решая задачи на построение на евклидовой плоскости, мы обычно пользуемся линейкой и циркулем. На проективной плоскости использовать циркуль мы пока не научились. Но линейка работает тут по-прежнему.

Упражнение 7. а) На проективной плоскости провели прямую s и отметили точки S, А1, А2, А3 и В1 так, что точки А1, А2, А3 не лежат на одной прямой, а точки S, А1 и В1 лежат на одной прямой. С помощью линейки постройте точки В2 и В3 так, чтобы получилась конфигурация Дезарга.

б) Укажите еще один набор элементов конфигурации Дезарга, по которому она однозначно достраивается.

Задача 8. На евклидовой плоскости даны прямая n и не лежащие на ней точки K и L. Не строя прямой KL, одной линейкой постройте точку ее пересечения с прямой n.
Задача 9. На евклидовой плоскости даны две прямые, пересекающиеся в недоступной точке, и не лежащая на них точка. Одной линейкой проведите через данную точку прямую, проходящую через недоступную точку пересечения двух данных прямых.

Задача 10. На евклидовой плоскости даны две параллельные прямые и не лежащая на них точка. Одной линейкой проведите через данную точку прямую, параллельную данным.

Задача 11. На евклидовой плоскости даны прямая и не лежащая на ней точка. Одной линейкой проведите через данную точку прямую, параллельную данной.

4. Сделай сам. Упражнение 12. В упражнении 6 рассмотрены некоторые особые случаи расположения конфигурации Дезарга на евклидовой плоскости. Рассмотрите еще 2-3 таких особых случая. Сформулируйте для каждого из них теорему Дезарга.

Задача 13. На евклидовой плоскости даны параллелограмм ABCD, точка M на одной из его сторон и прямая l. С помощью одной линейки проведите через точку M прямую, параллельную прямой l.

Задача 14. Можно ли одной линейкой опустить из данной точки перпендикуляр на данную прямую?

К зачету. Задача З1. Даны параллелограмм, прямая и точка. Одной линейкой построить прямую, проходящую через данную точку и параллельную данной прямой.

Задача З2. Прямые a и b пересекаются в недоступной точке M, а прямые c и d – в недоступной точке N. Прямая l пересекается с прямой MN в недоступной точке L. Одной линейкой постройте доступную часть прямой, проходящей через данную точку А и точку L.
