Четырнадцатая Летняя многопредметная  школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII. 98 г.

ПОЛЯ ОСТАТКОВ. МНОГОЧЛЕНЫ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ПОЛЕ ОСТАТКОВ.

Остатки от деления на простое число р можно складывать, вычитать, умножать и делить. Операции с этими числами подчиняются тем же законам, что и операции с действительными числами. Это позволяет нам рассматривать множество таких остатков, как поле (не числовое!). Такое поле называется полем остатков по модулю данного простого числа р.

ВОПРОС. Можно ли считать полем:

 множество всех остатков от деления на составное число;

множество всех обратимых остатков от деления 
на простое число?

Всем хорошо известна процедура нахождения корней многочлена. Разобранную нами задачу о решении сравнений по простому модулю можно рассматривать, как задачу о нахождении корней многочлена с коэффициентами в поле вычетов (понятно, что и корни такого многочлена будут элементами поля вычетов).

УПРАЖНЕНИЯ

1. Выписать все многочлены второй степени с коэффициентами в поле вычетов по модулю 2.

2. Найти произведение многочленов с коэффициентами в поле вычетов по модулю 2: (х+1)2,(х+1)3.

3. Найти произведение многочленов с коэффициентами в поле вычетов по модулю 3: (х+2)(х2+х+2).

4. Среди всех многочленов второй степени с коэффициентами в поле вычетов по модулю 2 указать многочлены, имеющие корень. Найти корни этих многочленов. 

5. Найти все корни многочлена с коэффициентами в поле вычетов по модулю 3: х3+х2+2х+2. Разложить этот многочлен на множители первой степени.

6. Разделить с остатком и проверить результат:

               А)многочлен с действительными коэффициентами х2+2х+2 на многочлен с действительными коэффициентами  2х+1;

              Б) многочлен с коэффициентами в поле вычетов по модулю 3 х2+2х+2 на многочлен с коэффициентами в поле вычетов по модулю 3 2х+1;

             В) многочлен с коэффициентами в поле вычетов по модулю 5  2х2+х+1 на многочлен с коэффициентами в поле вычетов по модулю 5 3х+1.

 ТЕОРЕМА О ДЕЛЕНИИ С ОСТАТКОМ. 

А) Для произвольных многочленов с действительными коэффициентами f(x) и g(x) найдутся многочлен P(x) и многочлен r(x), степень которого меньше степени многочлена g(x), такие, что f(x) = g(x)P(x) + r(x). 

Б) Для произвольных многочленов с коэффициентами в поле вычетов по модулю простого числа p f(x) и g(x) найдутся многочлен P(x) и многочлен r(x), степень которого меньше степени многочлена g(x), такие, что f(x) = g(x)P(x) + r(x). 

ТЕОРЕМА БЕЗУ

А)Остаток от деления произвольного многочлена с действительными коэффициентами при делении на многочлен первой степени х(( равен значению этого многочлена в точке (.   

Б) Остаток от деления произвольного многочлена с коэффициентами из поля остатков по модулю простого числа p при делении на многочлен первой степени х(( равен значению этого многочлена в точке (.   

СЛЕДСТВИЕ 1

А)Пусть действительное число (  является корнем некоторого многочлена с действительными коэффициентами. Тогда этот многочлен без остатка делится на многочлен х(( .

 Б)Пусть некоторый остаток ( от деления на  простое число p  является корнем многочлена с  коэффициентами из поля остатков по модулю простого числа p. Тогда этот многочлен без остатка делится на многочлен х(( . 

СЛЕДСТВИЕ 2

А)Доказать, что многочлен степени n с действительными коэффициентами не может иметь более n корней.

Б) Доказать, что многочлен степени n с коэффициентами из поля остатков по модулю простого числа p не может иметь более n корней.

ЗАДАЧИ.

1. Найдите остаток от деления многочлена с действительными коэффициентами 1+2х+3х2+4х3 на х-1.
2. При каком  р  многочлен 1+2х+3х2+4х3 с коэффициентами из поля остатков по модулю простого числа p   делится на х–1 без остатка?

3. Некоторый многочлен с коэффициентами из поля остатков по модулю 3 даёт при делении на х+2  остаток 2, а при делении на х+1 даёт остаток 1. Найти остаток от деления этого многочлена на (х+1)( х+2).
4. Многочлен с целыми коэффициентами принимает при четырёх целых значениях аргумента значение 7. Доказать, что ни при каком целом  значении аргумента он не может принимать значение 14.

5. Пусть значения многочленов А и В совпадают при п различных значениях переменной, и степени этих многочленов меньше п. Докажите, что тогда А=В.

6. В скольких точках окружность может пересекать параболу?

7. Докажите равенство двух многочленов с коэффициентами из поля остатков по модулю простого числа p: хр–х=х(х–1)(х–2)…(х–р+1).
