Четырнадцатая Летняя многопредметная  школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.98 г.

ЗАДАЧИ К ЗАЧЁТУ

ЗАДАЧИ НА "4"

1. Комплексное число является корнем многочлена с вещественными коэффициентами. Доказать, что и число, сопряжённое к данному, будет корнем этого многочлена.

2. Найти количество различных делителей гауссова числа 181998, если делители, которые отличаются на обратимый множитель, считаются одинаковыми.

3. Найти все элементы z множества комплексных чисел вида K=( a+b( | a,b – целые;((( ((, для которых 1/z ( K.

4. Доказать, что при любом простом р разрешимо сравнение 

(х2 – 13)(х2 – 7)(х2 – 1989) ( 0 (mod p).

6.  Пусть 
[image: image1.wmf])
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 – многочлен с целыми коэффициентами. Докажите, что если 
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 – нечетно, то у многочлена нет целых корней.

7. Все коэффициенты произведения двух многочленов с целыми коэффициентами делятся на 5. Докажите, что все коэффициенты одного из этих многочленов тоже делятся на 5.

8. Числа a, b, c, d различны. Найти все корни уравнения.
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9. Дано конечное множество точек на плоскости диаметра 1. Доказать, что их можно разбить на три подмножества точек меньшего диаметра.

10. В трапеции ABCD с основаниями AB и CD диагонали пересекаются в точке O. Доказать, что окружности, описанные около треугольников AOB и COD, касаются.
11. Через точку P, лежащую внутри треугольника ABC проведены прямые l, m, n параллельно сторонам AB, BC, CA соответственно. Если l ( BC = A1, m ( AC = B1, n ( AB = C1, то PA1/AB + PB1/BC + PC1/CA=1.
12. На окружности единичного радиуса с центром в начале координат выбраны две точки, соответствующие комплексным числам х, у. В этих точках проведены касательные к данной окружности. Найти комплексное число, соответствующе точке пересечения этих касательных.
13. Рассмотрим комплексную функцию 
[image: image4.wmf]z
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, где a,b – произвольные комплексные числа. Доказать, что эта функция взаимно однозначна тогда и только тогда, когда модули чисел a, b равны. 
14. На плоскости даны точки A,B,C,D, соответствующие комплексным числам a,b,c,d. Доказать, что отрезки AB, CD перпендикулярны тогда и только тогда, когда выполнено равенство 
[image: image5.wmf].
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15. Комплексное число z соответствует одной из вершин правильного n-угольника, а комплексное число w – центру этого n-угольника. Найти комплексные числа соответствующие остальным вершинам.

ЗАДАЧИ НА "4+"

1.  Доказать тождество 
[image: image6.wmf].

6

sin

3

2

...

27

1

9

1

3

1

2

)

1

(

7

5

3

1

n

C

C

C

C

n

n

n

n

n

n

p

-

=

+

-

+

-


2. Доказать, что для любого простого  числа р вида 4k+1 и любого гауссова числа z гауссово число zp – z делится на р без остатка.

3. Найти все нечётные простые р. для которых имеет решение сравнение х2 – х ( ((mod p).

4. Доказать, что для любой функции 
[image: image7.wmf]p
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существует многочлен ( с коэффициентами из 
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5. Дана последовательность …, a-n,…, a-1, a0, a1, …,an,… бесконечная в обе стороны, причём каждый её член равен 
[image: image10.wmf]4
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 суммы своих соседей. Известно, что какие-то два члена этой последовательности оказались равными. Докажите, что среди членов этой последовательности найдётся бесконечно много пар равных чисел.
6. На плоскости даны несколько параллельных отрезков и произвольная прямая. Известно, что любые два из этих отрезков пересекаются с некоторой прямой,  параллельной данной. Доказать, что существует прямая, пересекающая все эти отрезки.

7. Окружности S1 и S2 с центрами O1 и O2 касаются окружности S в точках A1 и A2 соответственно. Через произвольную точку M окружности S проведены прямые MA1 и MA2, пересекающие S1 и S2 вторично в точках B1 и B2. Доказать, что прямые A1A2, B1B2, O1O2 пересекаются в одной точке или параллельны.

8. На гиперболе y = 1/x даны две точки A и B. Доказать, что существует аффинное преобразование, переводящее гиперболу в себя и точку A в точку B.

ЗАДАЧИ НА "5–"

1. Доказать тождество 
[image: image11.wmf].
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2. Последовательность {an} задаётся следующим условием a1=a2=1, 
[image: image12.wmf]2
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. Докажите, что все члены этой последовательности натуральные числа.

3. На плоскости имеется несколько параллелограммов со сторонами, параллельными координатным осям Ox и Oy некоторой косоугольной системы координат. Известно, что любые два параллелограмма пересекаются прямой, параллельной оси Ox, и прямой, параллельной оси Oy. Доказать, что все параллелограммы имеют хотя бы одну общую точку.

4. Преобразование (взаимно однозначное) плоскости переводит любые три коллинеарные точки в три коллинеарные. Доказать, что это преобразование переводит прямые в прямые, параллельные прямые в параллельные, а пересекающиеся – в пересекающиеся.

5. На плоскости задан выпуклый n-угольник, вершины которого соответствуют комплексным числам z1, z2,…, zn. Пусть комплексное число z таково, что 
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. Докажите что точка, соответствующая 

ЗАДАЧИ НА "5"

1. На сторонах ВС, СА, АВ остроугольного треугольника АВС взяты, соответственно, три произвольные точки А1,В1,С1. Доказать, что три общие хорды пар окружностей с диаметрами АА1, ВВ1,СС1 пересекаются в ортоцентре треугольника АВС.

2. Преобразование (взаимно однозначное) плоскости переводит любые четыре точки, лежащие на одной окружности, в четыре точки, лежащие на одной окружности. Доказать, что это преобразование переводит любую окружность в окружность.
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