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Неравенство Йенсена
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Определение: функция f(x) называется выпуклой вниз на [a, b], если для любых
x, y ∈ [a, b] и для любых α, β ⩾ 0, α+β = 1 выполнено αf(x)+βf(y) ⩾ f(αx+βy). Если
неравенство выполнено в другую сторону, то функция называется выпуклой вверх.

Теорема. Если для всех x ∈ (a, b) выполняется условие f ′′(x) ⩾ 0, то функция
выпукла вниз на отрезке [a, b]. А если для всех x ∈ (a, b) f ′′(x) ⩽ 0, то функция
выпукла вверх на отрезке [a, b].

1. Неравенство Йенсена Если функция f(x) выпукла вниз на интервале (a, b), x1, x2, . . . , xn ∈
(a, b), α1 + α2 + . . .+ αn = 1, αi ⩾ 0, тогда выполнено

α1f(x1) + α2f(x2) + . . .+ αnf(xn) ⩾ f(α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn)

2. Пусть a, b, c ⩾ 0, a3 + b3 + c3 = 81. Докажите, что a+ b+ c ⩽ 9.
3. Пусть x, y, z > 0, x+ y + z = 1. Докажите, что (1 + 1

x)(1 +
1
y)(1 +

1
z) ⩾ 64.

4. Неравенство о средних с весами. Для xi > 0, αi ⩾ 0 докажите

α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn
α1 + α2 + . . .+ αn

⩾ (xα1
1 xα2

1 . . . xαn
n )

1
α1+α2+...+αn

5. Пусть x, y, z, t > 0, x+y+z+ t = 1. Докажите, что 1
1−

√
x
+ 1

1−√
y +

1
1−

√
z
+ 1

1−
√
t
⩾ 8.

6. Неравенство КБШ

(x21 + x22 + . . .+ x2n)
1
2 (y21 + y22 + . . .+ y2n)

1
2 ⩾ x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn

7. Для p, q ⩾ 1, 1
p+

1
q = 1, x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn > 0 докажите, что выполняется

а)Неравенство Гёльдера:

(xp1 + xp2 + . . .+ xpn)
1
p (yq1 + yq2 + . . .+ yqn)

1
q ⩾ x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn

б)Неравенство Минковского:

(xp1+ xp2+ . . .+ xpn)
1
p + (yp1 + yp2 + . . .+ ypn)

1
p ⩾ ((x1+ y1)

p+ (x2+ y2)
p+ . . .+ (xn+ yn)

p)
1
p


