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Остатки – 3. Дроби. 
14 июля 

Определение. Пусть (𝑏, 𝑛) = 1. Остаток, обратный к b по модулю n – это такой остаток 

𝑐, что 𝑏𝑐 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛). Обозначение. 𝑐 ≡
ଵ

௕
 (𝑚𝑜𝑑 𝑛). Дробным остатком 

௔

௕
 называется 

такой остаток 𝑐, что 𝑎 ≡ 𝑏𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑛).  

1. Докажите, что для обоих определений такой остаток 𝑐 существует и единственнен. 

2. Пример. Если (𝑏, 𝑛) = 1, то 
௔

௕
≡ 𝑎 ⋅

ଵ

௕
. 

3. Пользуясь определениями «… это такой остаток, что …» докажите следующие 
свойства по модулю 𝑛:  

а) Если (𝑏, 𝑛) = 1, то ቀ
ଵ

௕
, 𝑛ቁ = 1 .  

б) Если (𝑎, 𝑛) = (𝑏, 𝑛) = 1, то 
ଵ

௔
≡

ଵ

௕
⇔ 𝑎 ≡ 𝑏 .  

в) Если (𝑎, 𝑛) = 1, то 
ଵ
భ

ೌ

≡ 𝑎 .  

г) Если (𝑏, 𝑛) = (𝑘, 𝑛) = 1, то 
௞௔

௞௕
≡

௔

௕
.  

д) Если (𝑏, 𝑛) = 1, то 
௔

௕
≡

௔ା௞௡

௕
 и 

௔

௕
≡

௔

௕ା௞௡
.  

е) Если (𝑎, 𝑛) = (𝑏, 𝑛) = 1, то 
௔

௕
≡

ଵ
್

ೌ

.  

ж) Если (𝑏, 𝑛) = (𝑑, 𝑛) = 1, то 
௔

௕
⋅

௖

ௗ
≡

௔௖

௕ௗ
.  

з) Если (𝑏, 𝑛) = (𝑑, 𝑛) = 1, то 
௔

௕
+

௖

ௗ
≡

௔ௗା௕௖

௕ௗ
. 

4. Найдите: а) 
ଷ

଻
(𝑚𝑜𝑑 11); б) 

ଵଵ

଼
(𝑚𝑜𝑑 23); в) 

ସହ

଻ଷ
(𝑚𝑜𝑑 55). 

5. Пусть 𝑎, 𝑏 не делятся на простое 𝑝, и при этом 𝑎௡ + 𝑏௡ ⋮ 𝑝. Докажите, что существует 
такой остаток 𝑐, что 𝑐௡ + 1 ⋮ 𝑝. 

6. Пусть 𝑝 > 2 – нечётное простое число.  

а) Найдите все такие остатки 𝑐, что 𝑐 ≡
ଵ

௖
(𝑚𝑜𝑑 𝑝).  

б) Теорема Вильсона. Докажите, что (𝑝 − 1)! ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑝).  
в) Докажите, что (𝑝 − 2)! ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝). 

7. Пусть 𝑝 и 𝑝 + 2 – это простые числа. Докажите, что 4൫(𝑝 − 1)! + 1൯ + 𝑝 ⋮ 𝑝ଶ + 2𝑝. 

8. Найдите наименьший делитель числа 2024! + 1014, больший 2024. 

9. Даны натуральные числа 𝑎, 𝑏 и 𝑐 такие, что 𝑎𝑏 + 9𝑏 + 81 и 𝑏𝑐 + 9𝑐 + 81 делятся на 
101. Докажите, что тогда и 𝑐𝑎 + 9𝑎 + 81 тоже делится на 101. 

10. На доске написаны дроби 
ଵ଴଴

ଵ
,

ଽଽ

ଶ
,

ଽ଼

ଷ
, … ,

ଶ

ଽଽ
,

ଵ

ଵ଴଴
. Можно ли выбрать 9 дробей из этого 

набора так, чтобы их произведение равнялось 1? 
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