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Биссектрисы и серединные перпендикуляры
Упр. 1. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 биссектрисы углов 𝐵 и 𝐶 пересекаются в точке 𝐼,

и известно, что \𝐴 = 𝛼. Чему равен \𝐵𝐼𝐶?
Упр. 2. В треугольнике с углами 𝛼, 𝛽 и 𝛾 у всех шести внешних углов проведены

биссектрисы. Докажите, что они образуют треугольник, и найдите его углы.
Упр. 3. (a) Дан угол и точка 𝑀 внутри угла. Пусть 𝑙 — биссектриса угла, 𝑎 и 𝑏 —

длины перпендикуляров, опущенных из 𝑀 на стороны угла. Докажите, что
𝑀 ∈ 𝑙 тогда и только тогда, когда 𝑎 = 𝑏.
(b) Даны две пересекающиеся прямые 𝑙 и 𝑚. Найдите все такие точки, для
каждой из которых расстояние от нее до 𝑙 равно расстоянию он нее до 𝑚.

Упр. 4. Даны точки 𝐴, 𝐵 и 𝑀 . Пусть 𝑙 — серединный перпендикуляр к отрезку
𝐴𝐵. Докажите, что 𝑀 ∈ 𝑙 тогда и только тогда, когда 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 .

1. 𝐾𝐿𝑀𝑁 — выпуклый четырёхугольник, в котором равны углы 𝐾 и 𝐿. Се-
рединные перпендикуляры к сторонам 𝐾𝑁 и 𝐿𝑀 пересекаются на стороне
𝐾𝐿. Докажите, что в этом четырёхугольнике равны диагонали.

2. Точки 𝑀 и 𝑁 — середины равных сторон 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 четырёхугольника
𝐴𝐵𝐶𝐷. Серединные перпендикуляры к сторонам 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 пересекаются
в точке 𝑃 . Докажите, что серединный перпендикуляр к отрезку 𝑀𝑁 прохо-
дит через точку 𝑃 .

3. Дан равнобедренный △𝐴𝐵𝐶 с периметром 46 и основанием 𝐴𝐶 = 14.
(a) Точка 𝐷 лежит на стороне 𝐴𝐵, 𝐸 — на стороне 𝐵𝐶, причем 𝐷𝐵 = 8 и
𝐸𝐷⊥𝐴𝐵. Найдите периметр △𝐴𝐸𝐶.
(b) Точка 𝐹 такова, что 𝐹𝐵 = 1 и 𝐹𝐵‖𝐴𝐶. Докажите, что 𝐴𝐹 + 𝐹𝐶 > 32.

Упр. 5. Докажите, что в △𝐴𝐵𝐶 пересекаются в одной точке:
(c) биссектрисы углов треугольника;
(d) биссектриса угла 𝐴 и биссектрисы внешних углов 𝐵 и 𝐶;
(e) серединные перпендикуляры к сторонам треугольника.

Упр. 6. Дан угол с вершиной 𝑂. На одной стороне угла отмечены точки 𝐴1, 𝐴2,
𝐴3, а на другой – точки 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3. Пусть в △𝑂𝐴𝑖𝐵𝑖 биссектрисы углов 𝐴𝑖

и 𝐵𝑖 пересекаются в точке 𝐷𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3). Докажите, что точки 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3

лежат на одной прямой.
Идея. Одна и та же прямая может являться одновременно биссектрисой и сере-

динным перпендикуляром для разных треугольников.
4. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶: \𝐴 = 45∘, 𝐵𝐻 – высота, точка 𝐾 лежит на стороне
𝐴𝐶, причем 𝐵𝐶 = 𝐶𝐾. Докажите, что точка пересечения серединных пер-
пендикуляров треугольника 𝐴𝐵𝐾 совпадает с точкой пересечения внешних
биссектрис углов 𝐻 и 𝐵 треугольника 𝐵𝐶𝐻.



Идея. Поискать треугольник, у которого известны две биссектрисы. Тогда третья
проходит через их точку пересечения.

5. В равнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 с основанием 𝐴𝐶 угол 𝐵 < 60∘, 𝐴𝐾 –
биссектриса (𝐾 ∈ 𝐵𝐶), 𝐶𝐷⊥𝐴𝐾 (𝐷 ∈ 𝐴𝐵), биссектриса \𝐾𝐷𝐵 пересекает
прямую 𝐴𝐾 в точке 𝑃 . Докажите, что 𝐵𝑃‖𝐴𝐶.

6. В четырехугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷: 𝐴𝐶 – биссектриса угла 𝐴, \𝐴𝐵𝐷 = 70∘,
\𝐴𝐷𝐵 = 80∘, \𝐶𝐵𝐷 = 55∘. Найдите \𝐶.

7. В △𝐴𝐵𝐶 проведены биссектрисы 𝐴𝐷 и 𝐵𝐸, причем 𝐷𝐸 – биссектриса угла
𝐴𝐷𝐶. Найдите \𝐴.

8. В выпуклом шестиугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 : 𝐴𝐵 = 𝐵𝐶, 𝐶𝐷 = 𝐷𝐸 и 𝐸𝐹 = 𝐹𝐴.
Докажите, что биссектрисы углов 𝐵, 𝐷 и 𝐹 пересекаются в одной точке.

9. В шестиугольнике 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 все углы тупые, \𝐴 = \𝐵, \𝐶 = \𝐷
и \𝐸 = \𝐹 . Докажите, что серединные перпендикуляры к сторонам 𝐴𝐵,
𝐶𝐷 и 𝐸𝐹 пересекаются в одной точке.

10. Дан квадрат 𝐴𝐵𝐶𝐷. На продолжении стороны 𝐷𝐶 за точку 𝐶 взята точка
𝐸 так, что \𝐸𝐴𝐷 = 55∘. На продолжении стороны 𝐶𝐵 за точку 𝐵 взята
точка 𝐹 так, что \𝐸𝐹𝐶 = 20∘. Найдите \𝐴𝐹𝐵.


