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Îò àâòîðîâ

Ïåðåä âàìè ñáîðíèê ìàòåðèàëîâ çàíÿòèé îáû÷íûõ ãðóïï 9 êëàññà ìàòåìàòè÷åñêîãî

îòäåëåíèÿ XL Êèðîâñêîé ëåòíåé ìíîãîïðåäìåòíîé øêîëû, êîòîðàÿ ñîñòîÿëàñü

1�26 èþëÿ 2024 ãîäà â ÄÎË ¾Âèøêèëü¿ Êîòåëüíè÷åñêîãî ðàéîíà Êèðîâñêîé

îáëàñòè. Ñáîðíèê ìîæåò áûòü èíòåðåñåí øêîëüíèêàì, ó÷èòåëÿì, ðóêîâîäèòåëÿì

ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ñîñòàâèòåëè áëàãîäàðÿò ó÷åíèêîâ ËÌØ�2024 çà

ïðîÿâëåííóþ àêòèâíîñòü â ðåøåíèè çàäà÷ íàñòîÿùåãî ñáîðíèêà.
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Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 2 èþëÿ

1. Äâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

a2 + 2a = 2b2 + 13b− 8.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ëþáîì èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ a íà äðóãîå ðàâåíñòâî ïåðåñòàåò áûòü

âåðíûì. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ b.

2. Íà ïëîñêîñòè îòìåòèëè òî÷êó P . Ïàøà õî÷åò ïðîâåñòè n ïðÿìûõ, íå ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç P , òàê, ÷òîáû êàæäûé ëó÷, âûõîäÿùèé èç P , ïåðåñåêàë õîòÿ áû 10 ïðîâåäåííûõ

ïðÿìûõ. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n Ïàøà ìîæåò äîáèòüñÿ æåëàåìîãî?

3. Íà äîñêå íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m. Çà îäèí õîä ÷èñëî m çàìåíÿåòñÿ íà ñóììó

÷èñëà m è êâàäðàòà íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî äåëèòåëÿ m. Ìîãëî ëè ïîñëå 2024 øàãîâ

íà äîñêå îñòàòüñÿ ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì?

4. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n íà äîñêó n× n ìîæíî âûñòàâèòü íåñêîëüêèõ ëàäåé òàê,

÷òîáû êàæäàÿ êëåòêà (âêëþ÷àÿ êëåòêè, íà êîòîðûõ ñòîÿò ëàäüè) áûëà ïîáèòà ðîâíî 3

ëàäüÿìè? Ëàäüÿ áüåò êëåòêó, íà êîòîðîé ñòîèò; ëàäüè íå áüþò ñêâîçü äðóã äðóãà.

5. Òî÷êà P âûáðàíà íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïóñòü D, E è F � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå P îòíîñèòåëüíî ñðåäíèõ ëèíèé òðåóãîëüíèêà

ABC, ïàðàëëåëüíûõ BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ADP , BEP è CFP èìåþò îáùóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò P .

6. Â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå âûáðàëè m ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ A1, A2, . . . , Am.

Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

n2 ·
m
∑

i,j,k=1

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| > (|A1|+ |A2|+ . . .+ |Am|)3.

1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà. 3 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ìîäóëåì |z| êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ äëèíà âåêòîðà

−→
OZ, à

àðãóìåíòîì arg z íåíóëåâîãî ÷èñëà z � îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì

íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé îñè è âåêòîðîì

−→
OZ.

1. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÷èñëà: 1, i, 1 + i, 1
2
− i

√
3
2
.

2. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) |z|2 = zz;
á) |z1 − z2| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè z1 è z2;
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â) |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|;
ã) ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ (÷àñòíîãî) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ

(÷àñòíîìó) ìîäóëåé.

3. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

à) |z − i| = 1; á) 1 < |z − 1 + 2i| 6 3; â)

|z−2i|
|z+1| = 1;

ã) |iz − 1| > |z − 1|; ä) |π − arg z| 6 π
4 ; å) |arg(z − i)| 6 π

4 .

Îïðåäåëåíèå. Çàïèñü |z|(cosϕ + i · sinϕ), ãäå ϕ = arg z, íàçûâàåòñÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðîèçâåäåíèè (äåëåíèè) êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ (äåëÿòñÿ), à àðãóìåíòû

ñêëàäûâàþòñÿ (âû÷èòàþòñÿ).

5. Ôîðìóëà Ìóàâðà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè z = r(cosϕ+ i · sinϕ), òî äëÿ n ∈ N âåðíî

zn = rn(cosnϕ+ i · sinnϕ).

6. Âû÷èñëèòå

(1−i)7(−
√
3+i)10

(1+i)15 .

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî w íàçûâàåòñÿ êîðíåì n-îé ñòåïåíè n
√
z èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

z, åñëè wn = z.
7. à) Âû÷èñëèòå âñå êîðíè

√
1, 3
√
1, 4
√
1. Èçîáðàçèòå èõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

á) Âûâåäèòå �îðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ çíà÷åíèé êîðíÿ

n
√
1. Êàê ýòè êîðíè

ðàñïîëîæåíû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè?

â) Âûâåäèòå �îðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ çíà÷åíèé êîðíÿ

n
√
z â

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå. Êàê ýòè êîðíè ðàñïîëîæåíû íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè?

8. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ

4
√
1 + i è èçîáðàçèòå èõ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

9. �åøèòå óðàâíåíèå x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1 = 0.

10. Íàéäèòå à) ñóììó; á) ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîðíåé

n
√
1.

11. à) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå �îðìóëû:

cosnx = C0
n cos

n x− C2
n cos

n−2 x sin2 x+ C4
n cos

n−4 x sin4 x− . . .

sinnx = C1
n sinx cos

n−1 x− C3
n sin

3 x cosn−3 x+ C5
n sin

5 x cosn−5 x− . . .

á) Âû÷èñëèòå C0
2025 − C2

2025 + C4
2025 − . . .− C2022

2025 + C2024
2025 .

12. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

sin
2π

n
+ sin

4π

n
+ . . .+ sin

2(n− 1)π

n
= 0,
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cos
2π

n
+ cos

4π

n
+ . . .+ cos

2(n− 1)π

n
= −1.

13. Âû÷èñëèòå

cos 1◦ + cos 2◦ + . . .+ cos 44◦

sin 1◦ + sin 2◦ + . . .+ sin 44◦
.

2. Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ. 3 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ � êîìïîçèöèÿ ïîâîðîòà è ãîìîòåòèè ñ

îáùèì öåíòðîì. Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò áûòü ëþáûì, ò.å.

R
α
O
◦ H k

O
= H

k

O
◦ Rα

O
.

• Âåêòîð

−→
AB ïåðåõîäèò â âåêòîð

−−→
CD, ïîâ¼ðíóòûé íà óãîë α (ïðè k > 0) èëè α+180◦

(ïðè k < 0), à åãî äëèíà óìíîæàåòñÿ íà |k|.

• Ñîõðàíÿåòñÿ �îðìà �èãóð: ïðÿìàÿ ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ, îêðóæíîñòü � â

îêðóæíîñòü, ñîõðàíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ, óãëû, ïàðàëëåëüíîñòü.

Óïðàæíåíèÿ

1) a) Òðåóãîëüíèêè Y AB è Y A1B1 ñ îáùåé âåðøèíîé Y îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû è

ïîäîáíû. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè Y AA1 è Y BB1 òàêæå îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû

è ïîäîáíû.

á) Ïðÿìûå AA1 è BB1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèêè

Y ABX è Y A1B1X � âïèñàííûå.

â) Ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå îòðåçêè AB è A1B1, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Îïèñàííûå

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AA1X è BB1X ñ öåíòðàìè C è D ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Y .
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè Y AB è Y A1B1 ïîäîáíû, óãîë ∠AY A1 ðàâåí óãëó ìåæäó

ýòèìè ïðÿìûìè, à ∠AY B = ∠A1Y B1 = ∠CY D.

Çàäà÷è

1. Êâàäðàòû ABCD è AXY Z îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå

BX, CY è DZ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

2. Òî÷êà Ìèêåëÿ. Ïðÿìûå AB è A1B1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, ïðÿìûå AA1 è BB1

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðå îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ,
îáðàçîâàííûõ äàííûìè ïðÿìûìè, ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

3. Ñòîðîíû AB è CD ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Òî÷êà M �

ñåðåäèíà AB, òî÷êà N � ñåðåäèíà CD. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé

òðåóãîëüíèêîâ BCE, ADE è MNE ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

4. Íà äèàãîíàëè BD âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà K,

÷òî ∠AKB = ∠ADC. Ïóñòü I è I ′ � öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ
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ACD è ABK ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè II ′ è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Äîêàæèòå,

÷òî òî÷êè A, X, I, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

5. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà D. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü

òðåóãîëüíèêà BCD âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè A è D
è êàñàþùóþñÿ ïðÿìîé CD, â òî÷êå K. Òî÷êà M � ñåðåäèíà BC, òî÷êà N � ñåðåäèíà

AD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B, M, N è K ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

6. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ ïðÿìûì óãëîì

C êàñàåòñÿ êàòåòîâ BC è AC â òî÷êàõ D è E ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè G è H
íà ñòîðîíàõ BC è AC ñîîòâåòñòâåííî òàêîâû, ÷òî BD = CG è AE = CH.

Îòðåçêè DH è EG ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Äîêàæèòå, ÷òî îòëè÷íàÿ îò M
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ DGM è EHM ëåæèò íà

âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

3. Ìíîãî÷ëåíû. Òåîðåìà Áåçó. 4 èþëÿ

Îïðåäåëåíèÿ. Ìíîãî÷ëåí � ýòî âûðàæåíèå âèäà

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x + a0, an 6= 0,

êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ÷èñëîâîìó ìíîæåñòâó K. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà

P (x) � ÷èñëî deg P (x) = n. ×èñëî an � ñòàðøèé êîý��èöèåíò, a0 � ñâîáîäíûé ÷ëåí.

Ìíîãî÷ëåíû ðàâíû, åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò âñå êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ.

Âìåñòî x ìîæíî ïîäñòàâèòü ëþáîå ÷èñëî x0, ò. å. âû÷èñëèòü çíà÷åíèå â òî÷êå x0. Åñëè

P (x0) = 0, òî x0 íàçûâàþò êîðíåì ìíîãî÷ëåíà.

Óïðàæíåíèÿ

1) Íàéäèòå ñòåïåíü è ñòàðøèé êîý��èöèåíò ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

à) (x+ 1)10(1− 2x2)3; á) (x2 + x+ 1)6 − (x+ 1)12.

2) Íàéäèòå ñâîáîäíûé ÷ëåí è ñóììó êîý��èöèåíòîâ ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ:

à) (x2 − x+ 1)2018; á) (3x2 − 4x− 2)15.

3) Äàí ìíîãî÷ëåí (1 + x2 + x4)30 + (1 + x3 + x6)20.
à) Ñêîëüêî íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ èìååò ýòîò ìíîãî÷ëåí?

á) ×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ êîý��èöèåíòîâ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà?

â) ×åìó ðàâíà ñóììà êîý��èöèåíòîâ ïðè ÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà?

Îïðåäåëåíèå. �àçäåëèòü ìíîãî÷ëåí P (x) íà íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí Q(x) ñ îñòàòêîì
� ýòî íàéòè òàêèå ìíîãî÷ëåíû H(x) (íåïîëíîå ÷àñòíîå) è R(x) (îñòàòîê), ÷òî

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî P (x) = Q(x)H(x) + R(x), ïðè÷¼ì deg R(x) < deg Q(x) èëè

R(x) ≡ 0.
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4) Ïîäåëèòå ñòîëáèêîì:

à) 6x4 − 7x3 + 12x2 − 10x+ 8 íà 2x2 − x+ 2; á) x105 + x + 1 íà x2 − 1.

5) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ K = Q (èëè K = R) ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí

ñ îñòàòêîì íåïîëíîå ÷àñòíîå Q(x) è îñòàòîê R(x) ñóùåñòâóþò è îïðåäåëÿþòñÿ

îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà Áåçó. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà P (x) íà äâó÷ëåí x− a ðàâåí P (a),
ò. å. P (x) = (x− a)Q(x) + P (a), ïðèòîì deg Q(x) = deg P (x)− 1.

6) Äîêàæèòå òåîðåìó Áåçó.

7) à) Ìíîãî÷ëåí P (x) äåëèòñÿ íà x− a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P (a) = 0.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò åãî ñòåïåíè.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ íå

ïðåâîñõîäèò n, ñîâïàäàþò â n+ 1 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, òî ýòè ìíîãî÷ëåíû ðàâíû.

ã) Åñëè ìíîãî÷ëåí P (x) äåëèòñÿ íà Q(x), òî êîðíè ìíîãî÷ëåíà Q(x) ÿâëÿþòñÿ

êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P (x).

Çàäà÷è

1. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí, òàêîé, ÷òî P (x) = P (x + 1). Äîêàæèòå, ÷òî P (x) �

êîíñòàíòà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x+ 1)6 − x6 − 2x− 1 äåëèòñÿ íà x(x+ 1)(2x+ 1).

3. Ïðè êàêèõ a è b ìíîãî÷ëåí P (x) = (a+ b)x5 + abx2 + 1 äåëèòñÿ íà x2 − 3x+ 2?

4. à) Èçâåñòíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) äà¼ò ïðè äåëåíèè íà x−1 îñòàòîê 5, à ïðè äåëåíèè
íà x+ 2 îñòàòîê 14. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ P (x) íà (x− 1)(x+ 2).

á) Íàéäèòå îñòàòîê R(x) îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà xn + x+ 2 íà x2 − 1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, íå êðàòíîãî 3, ìíîãî÷ëåí x2n + xn + 1
äåëèòñÿ íà x2 + x+ 1.

6. Ïðî ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè 10 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè èçâåñòíî, ÷òî
P (1) = P (−1), P (2) = P (−2), . . . , P (5) = P (−5). Äîêàæèòå, ÷òî P (x) = P (−x) äëÿ
ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x.

7. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû P (x), óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó

xP (x− 1) = (x− 20)P (x).

8. Ïóñòü P (x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ P (x5) íà P (x).

9.Ìíîãî÷ëåí x3+px2+qx+r èìååò íà èíòåðâàëå (0; 2) òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî −2 < p+ q + r < 0.
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10. Ìíîãî÷ëåí P (x) = x3 + ax2 + bx+ c èìååò òðè ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ,
à ìíîãî÷ëåí P (Q(x)), ãäå Q(x) = x2 + x + 2024, äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé íå èìååò.

Äîêàæèòå, ÷òî P (2024) > 1
64.

11. Ìíîãî÷ëåíû P (x), Q(x) è R(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, ñðåäè

êîòîðûõ åñòü ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè è ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, ïðè âñåõ

äåéñòâèòåëüíûõ x óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó P 2(x) + Q2(x) = R2(x). Äîêàæèòå, ÷òî
âñå êîðíè îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè � äåéñòâèòåëüíûå.

4. Âåëîñèïåäèñòû. 4 èþëÿ

1. à) Äàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC è ïðÿìûì óãëîì

ïðè âåðøèíå D. Òî÷êà M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Äîêàæèòå, ÷òî MC = MD.

á) Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ñ öåíòðàìè O1 è O2 ñîîòâåòñòâåííî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ

P è Q. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Q, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ω1 è ω2 â òî÷êàõ A è

B ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà O1O2 ðàâíîóäàëåíà îò ñåðåäèí

îòðåçêîâ QA è QB.

â) Äàíû äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî íà

ïëîñêîñòè íàéä¼òñÿ òî÷êà ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó Q
ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ, ïåðåñåêàþùóþ îêðóæíîñòè âòîðè÷íî â òî÷êàõ A è B, òî ýòà

òî÷êà áóäåò ðàâíîóäàëåíà îò A è B.

Ëåììà î äâóõ âåëîñèïåäèñòàõ. Ïî äâóì îêðóæíîñòÿì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â

òî÷êàõ P è Q, îäíîâðåìåííî èç òî÷êè P ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âûåõàëè äâà âåëîñèïåäèñòà

A è B ñ îäèíàêîâûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ

�èêñèðîâàííàÿ òî÷êà V íà ïëîñêîñòè, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè âûïîëíåíî AV =
BV . (Òî÷êó V íàçûâàþò òî÷êîé äâóõ âåëîñèïåäèñòîâ)

2. à) Ïî êàêîé òðàåêòîðèè äâèæåòñÿ ñåðåäèíà îòðåçêà AB?

á) Â óñëîâèÿõ ëåììû äîêàæèòå, ÷òî ∠V PQ = 90◦.

3. ×åðåç òî÷êó A, íå ëåæàùóþ íà îêðóæíîñòè, ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå

ýòó îêðóæíîñòü, îäíà � â òî÷êàõ P1, P2, äðóãàÿ � â òî÷êàõ Q1, Q2. Ïðîèçâîëüíàÿ

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ M1 è M2, à

îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AP1Q1 è AP2Q2 � âòîðè÷íî â òî÷êàõ N1 è N2

ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî M1N1 = M2N2.

4. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Ïóñòü åãî äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå E, òî÷êè M è N � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé. Âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ

AEB, BEC, CED, DEA îïèñàíû îêðóæíîñòè, ïðè÷¼ì ïåðâàÿ è òðåòüÿ ïåðåñåêàþòñÿ
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âòîðè÷íî â òî÷êå L, âòîðàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ � â òî÷êå K. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êèM, N, K, L
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

5. Äâå îêðóæíîñòè S1 è S2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ M è P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç MA
õîðäó îêðóæíîñòè S1, êàñàþùóþñÿ îêðóæíîñòè S2 â òî÷êå M , à ÷åðåç MB � õîðäó

îêðóæíîñòè S2, êàñàþùóþñÿ îêðóæíîñòè S1 â òî÷êå M . Íà ëó÷å MP îòëîæåí îòðåçîê

PH = MP . Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê MAHB ìîæíî âïèñàòü â îêðóæíîñòü.

6. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè

ω1 â òî÷êå A ïåðåñåêàåò ω2 â òî÷êå C; êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ω2 â òî÷êå A
ïåðåñåêàåò ω1 â òî÷êå D. Áèññåêòðèñà óãëà CAD ïåðåñåêàåò ω1 è ω2 â òî÷êàõ E è

F ñîîòâåòñòâåííî. Âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà CAD ïåðåñåêàåò ω1 è ω2 â òî÷êàõ X è

Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó XY êàñàåòñÿ

îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BEF .

7. Îêðóæíîñòè ω1, ω2 è ω3 ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó P . Êàñàòåëüíàÿ ê ω1, ïðîâåä¼ííàÿ

â òî÷êå P , âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ω2 è ω3 â òî÷êàõ P1,2 è P1,3 ñîîòâåòñòâåííî.

Òî÷êè P2,1, P2,3, P3,1 è P3,2 îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèííûå

ïåðïåíäèêóëÿðû ê îòðåçêàì P1,2P1,3, P2,1P2,3 è P3,1P3,2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. Îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.

5 èþëÿ

Óïðàæíåíèå. Â ñòðàíå (íàñåëåíèå êîòîðîé, âîçìîæíî, áåñêîíå÷íî) íåêîòîðûå

ãðàæäàíå äðóæàò ìåæäó ñîáîé. Ïðè ýòîì âûïîëíåíû òàêèå ïðàâèëà:

(1) êàæäûé äðóã ñàì ñåáå;

(2) åñëè À äðóæèò ñ Á, òî è Á äðóæèò ñ À;

(3) äðóã ìîåãî äðóãà � ìîé äðóã.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå æèòåëè ýòîé ñòðàíû ðàçáèâàþòñÿ íà êëàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

ëþáûå äâîå èç îäíîãî êëàíà äðóæàò, à ëþáûå äâîå èç ðàçíûõ êëàíîâ � íåò.

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå M çàäàíî îòíîøåíèå ∼, åñëè äëÿ ëþáûõ
äâóõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ M èçâåñòíî, íàõîäèòñÿ ýëåìåíò a â îòíîøåíèè ∼ ê ýëåìåíòó b
(ïèøóò: a ∼ b) èëè íåò.

Îïðåäåëåíèå. Îòíîøåíèå ∼, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå M , íàçûâàåòñÿ:

• ðå�ëåêñèâíûì, åñëè a ∼ a äëÿ ëþáîãî a ∈ M ;

• ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ M èç a ∼ b ñëåäóåò, ÷òî b ∼ a;

• òðàíçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ M èç a ∼ b è b ∼ c ñëåäóåò, ÷òî a ∼ c;
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�å�ëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè.

Çàìåíèì â óïðàæíåíèè 1 ñòðàíó ïðîèçâîëüíûì ìíîæåñòâîì, à äðóæáó �

ïðîèçâîëüíûì çàäàííûì íà ýòîì ìíîæåñòâå îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîëó÷èòñÿ

òåîðåìà î ðàçáèåíèè: åñëè íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,

òî âñå ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà ðàçáèâàþòñÿ íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç îäíîãî êëàññà íàõîäÿòñÿ â äàííîì

îòíîøåíèè (òî åñòü, ïðîùå ãîâîðÿ, ýêâèâàëåíòíû).

Âåðíî, î÷åâèäíî, è îáðàòíîå: åñëè ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ðàçáèòî íà íåïóñòûå

íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû, òî îòíîøåíèå ¾ëåæàòü â îäíîì êëàññå¿ áóäåò îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ðàçáèòü ìíîæåñòâî íà íåïóñòûå êëàññû è çàäàòü íà

í¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � ýòî, ïî ñóòè, îäíî è òî æå.

2) ßâëÿþòñÿ ëè îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè:

à) îòíîøåíèå ¾áîëüøå¿ íà ìíîæåñòâå R;

á) ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ;

â) ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ;

ã) ñðàâíèìîñòü öåëûõ ÷èñåë ïî äàííîìó ìîäóëþ;

ä) ïîäîáèå ïëîñêèõ �èãóð?

3) Êàêèìè îòíîøåíèÿìè ðàçáèâàþòñÿ:

à) �èãóðû íà êëàññû ðàâíîâåëèêèõ;

á) âåðøèíû ãðà�à íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè?

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèåì ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ.

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîé íàáîð G ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâàM íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé

ïðåîáðàçîâàíèé ýòîãî ìíîæåñòâà, åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè òðåìÿ ãðóïïîâûìè

ñâîéñòâàìè:

(1) åñëè f, g ∈ G, òî è g ◦ f ∈ G;

(2) åñëè f ∈ G, òî è f−1 ∈ G;

(3) idM ñîäåðæèòñÿ â G.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M . Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò x ∈ M ñðàâíèì ñ ýëåìåíòîì y ∈ M ïî ìîäóëþ G, åñëè
ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå f ∈ G, ïåðåâîäÿùåå x â y.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ, ñðàâíèìûõ ñ x ïî ìîäóëþ G,
íàçûâàåòñÿ îðáèòîé ýëåìåíòà x, ïîðîæä¼ííîé ãðóïïîé G.
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Òåîðåìà. Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâàM
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå M , ò. å. ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé

ìíîæåñòâà ðàçáèâàåò âñå åãî ýëåìåíòû íà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòû.

Çàäà÷è

1. Êàêèìè ãðóïïàìè ïðåîáðàçîâàíèé ïîðîæäåíû ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ

ýêâèâàëåíòíîñòè:

à) ñðàâíèìîñòü öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ m;

á) ïîäîáèå ïëîñêèõ �èãóð;

â) ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè?

2. Ïðèäóìàéòå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, îðáèòàìè êîòîðûõ áûëè áû:

à) îêðóæíîñòè ñ äàííûì öåíòðîì;

á) âåðøèíû ïðàâèëüíûõ k�óãîëüíèêîâ ñ äàííûì öåíòðîì;

â) ðåø¼òêà èç òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè è

ðåø¼òêè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç íå¼ âñåâîçìîæíûìè ñäâèãàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M . ×èñëî ýëåìåíòîâ

â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ |G|.
3. Êàêîâ ïîðÿäîê ãðóïïû ñàìîñîâìåùåíèé ïðàâèëüíîãî a) ïÿòèóãîëüíèêà; á)

øåñòèóãîëüíèêà?

4. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî èç 10 ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé

ïîðÿäêà à) 2; á) 5; â) 7; ã) 14; ä) 15.

6. Ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. 5 èþëÿ

Âî âñåõ çàäà÷àõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè îáîçíà÷àåòñÿ Z[x].

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåñîêðàòèìàÿ äðîáü

p
q
� êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè

êîý��èöèåíòàìè P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 (a0 6= 0), òî an
.

.

.

q, a0
.

.

.

p.

2. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî

à) P (a)− P (b) äåëèòñÿ íà a− b ïðè âñåõ öåëûõ a è b;
á) P (a) ≡ P (a+ b) (mod b).

3. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, ïðè÷¼ì P (2) äåëèòñÿ íà 5, à
P (5) äåëèòñÿ íà 2. Äîêàæèòå, ÷òî P (7) äåëèòñÿ íà 10.

4. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî P (1) = 2025,
P (2025) = 1, P (k) = k, ãäå k � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Íàéäèòå k.
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5. Ó ìíîãî÷ëåíîâ P (x) è Q(x) îäèí è òîò æå íàáîð öåëûõ êîý��èöèåíòîâ (èõ ïîðÿäîê
ðàçëè÷åí). Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü P (2025)−Q(2025) êðàòíà 1012.

6. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà p è q ïðîñòûå, à óðàâíåíèå x100 + px99 − q = 0 èìååò öåëûé

êîðåíü. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x101 − px100 + q = 0 òîæå èìååò öåëûé êîðåíü.

7. Íàéäèòå ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà P (x) ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè, åñëè

èçâåñòíî, ÷òî îí ïî ìîäóëþ ìåíüøå òûñÿ÷è, è P (19) = P (94) = 2024.

8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè è ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî P (1) + P (2) + . . .+ P (n) äåëèòñÿ
íà k.

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íåïîñòîÿííîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ∈ Z[x] íàéä¼òñÿ òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî P (n) � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

10. Â ðàâåíñòâå x5 + 2x+ 3 = pk ÷èñëà x è k � íàòóðàëüíûå. Ìîæåò ëè ÷èñëî p áûòü
ïðîñòûì?

11. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå íèæå äâóõ ñ öåëûìè

íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, çíà÷åíèå êîòîðîãî ïðè ëþáîì ïðîñòîì p ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ÷èñëîì.

12. Äàí ìíîãî÷ëåí äâàäöàòîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Íà ïëîñêîñòè

îòìåòèëè âñå òî÷êè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ó êîòîðûõ îðäèíàòû íå ìåíüøå 0 è íå

áîëüøå 10. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî îòìå÷åííûõ òî÷åê ìîæåò ëåæàòü íà ãðà�èêå ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà?

7. ×èñëà Êàòàëàíà. 7 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû 2n
íàçûâàåòñÿ n-ûì ÷èñëîì Êàòàëàíà Cn.

1. Ïîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñîåäèíèòü 2n òî÷åê íà îêðóæíîñòè n
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè (èç ëþáîé òî÷êè âûõîäèò îäíà õîðäà) ðàâíî Cn. Âûðàçèòå

n-å ÷èñëî Êàòàëàíà ÷åðåç ïðåäûäóùèå.

2. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñå ïóòè èç òî÷êè (0, 0) äëèíû 2n
√
2, èäóùèå ïî äèàãîíàëÿì

êëåòîê âïðàâî-ââåðõ èëè âïðàâî-âíèç (äëèíà êàæäîé äèàãîíàëè �

√
2).
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à) Ïðèíöèï îòðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé ñ êîíöîì â òî÷êå

(2n,−2), ðàâíî êîëè÷åñòâó ïóòåé ñ êîíöîì â (2n, 0), èìåþùèõ òî÷êè â íèæíåé

ïîëóïëîñêîñòè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî Cn = Cn
2n − Cn−1

2n .

3. à) Ïîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî òðèàíãóëÿöèé (ðàçðåçàíèé íà n òðåóãîëüíèêîâ

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè) âûïóêëîãî (n+ 2)-óãîëüíèêà ðàâíî Cn.

á) Äîêàæèòå �îðìóëó

(n− 1)Cn =
(n+ 2)(C1Cn−1 + C2Cn−2 + · · ·+ Cn−1C1)

2
.

â) Äîêàæèòå, ÷òî Cn+1 =
4n+2
n+2 Cn.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî Cn = 1
n+1C

n
2n.

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïàð ïóòåé (îíè èäóò òîëüêî ââåðõ è âïðàâî)

èç òî÷êè (0, 0) â îäíó è òó æå òî÷êó, ñóììàðíîé äëèíû 2n + 2? Òàêèå ïàðû ïóòåé

íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëîìèíî.

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàáëèö Þíãà ðàçìåðîì 2 × n? Òàáëèöà Þíãà � ýòî

ïðÿìîóãîëüíèê, çàïîëíåííûé ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òî îíè âîçðàñòàþò ïî

ñòðîêàì è ñòîëáöàì:

(

3 5 6
1 2 4

)

.

6. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäâåøåííûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ (ó êàæäîé âåðøèíû

íå áîëåå äâóõ ïîòîìêîâ � ëåâîãî è ïðàâîãî, è ó êàæäîé âåðøèíû, êðîìå êîðíÿ, îäèí

ïðåäîê) ñ n âåðøèíàìè ðàâíî Cn.

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîäâåøåííûõ äåðåâüåâ, ãäå ó

êàæäîé âåðøèíû ëèáî 0, ëèáî 2 ïîòîìêà, à â ãðà�å n+ 1 ëèñò?

8. Ïåðåñòàíîâêè Êíóòà. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷èñëà îò

1 äî n ÷èñåë â ðÿä òàê, ÷òîáû íå áûëî òð¼õ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ,

ðàâíî Cn.
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8. Ëèíåéíîå äâèæåíèå. 7 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R îïðåäåëåíà òî÷êà A(t), âåêòîð
a(t) èëè ïðÿìàÿ l(t). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáúåêòû A(t), a(t) èëè l(t) ëèíåéíî çàâèñÿò
îò t (èëè äâèãàþòñÿ ëèíåéíî), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v, ÷òî

A(t) = A(0) + t · v, a(t) = a(0) + t · v, l(t) = l(0) + t · v.

Ñâîéñòâà

1) Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé äâå ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè, äâèæåòñÿ ëèíåéíî.

2) Ñåðåäèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè, äâèæåòñÿ

ëèíåéíî.

3) Ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ ëèíåéíî äâèæóùåéñÿ òî÷êè íà íåïîäâèæíóþ ïðÿìóþ

äâèæåòñÿ ëèíåéíî.

4) Ïðÿìàÿ ïîñòîÿííîãî íàïðàâëåíèÿ, ïðîâåä¼ííàÿ ÷åðåç ëèíåéíî äâèæóùóþñÿ òî÷êó,

äâèæåòñÿ ëèíåéíî.

5) Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíî äâèæóùèõñÿ ïðÿìûõ äâèæåòñÿ ëèíåéíî.

Çàäà÷è

1. Íà ñòîðîíàõ BC è CD ðîìáà ABCD îòìå÷åíû òî÷êè P è Q ñîîòâåòñòâåííî òàê,

÷òî BP = CQ. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà APQ ëåæèò íà

äèàãîíàëè BD.

2. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ

C1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Íà îòðåçêàõ BC1 è AB1 îòìå÷åíû òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî

PC1 = QB1. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà PQ ëåæèò íà ïðÿìîé B1C1.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû 3 × 3 âèäà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

íàçûâàåòñÿ

âûðàæåíèå

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.

Ïðåäëîæåíèå

à) Åñëè äâå ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè ñîâïàäàþò ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

t, òî îíè ñîâïàäàþò âñåãäà.
á) Åñëè òðè ëèíåéíî çàâèñÿùèå îò t ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå ïðè äâóõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t, òî îíè âñåãäà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
â) Åñëè ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðè òð¼õ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà t, òî îíè âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíû.
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ã) Åñëè ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ âåêòîðû êîëëèíåàðíû ïðè òð¼õ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

t, òî îíè âñåãäà êîëëèíåàðíû.
ä) Åñëè ñóùåñòâóþò òðè ìîìåíòà âðåìåíè t, êîãäà òðè ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî îíè âñåãäà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

3. Ïðÿìàÿ �àóññà. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû ÷åòûðå ïðÿìûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ ñ

òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ïðÿìûõ, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

4. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàæèòå, ÷òî

ïåðïåíäèêóëÿðû èç ñåðåäèí äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí ê ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì

ïåðåñåêàþòñÿ íà äèàãîíàëè.

5. Íà ñòîðîíàõ BC,CA,AB ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB = AC)
îòìå÷åíû òî÷êè P,X, Y ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî PX‖AB, PY ‖CA. Òî÷êà T � ñåðåäèíà

äóãè BC îêðóæíîñòè (ABC). Äîêàæèòå, ÷òî TP ⊥ XY .

6. à) Äàíà �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà A. Òî÷êè B è C òðåóãîëüíèêà ABC äâèæóòñÿ

ëèíåéíî èç òî÷êè A â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç A. Äîêàæèòå,
÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC äâèæóòñÿ ëèíåéíî.

á) Äàíû �èêñèðîâàííûå òî÷êè A è B. Òî÷êà C ëèíåéíî äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé AC.
Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC äâèæóòñÿ

ëèíåéíî.

7. Ïóñòü íà ñòîðîíàõ BA è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè A0 è C0

ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êè M è M0 � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AC è A0C0. Äîêàæèòå, ÷òî

åñëè AA0 = CC0, òî ïðÿìàÿ MM0 ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå óãëà ABC.

8. Ñòîðîíû BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC êàñàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âíåâïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé â òî÷êàõ A1 è B1. Ïóñòü A2, B2 � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ CAA1 è

CBB1. Äîêàæèòå, ÷òî A2B2 ïåðïåíäèêóëÿðíà áèññåêòðèñå óãëà C.

9. Ëåììà Áåðíñàéäà�1. 8 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà M . ×èñëî ýëåìåíòîâ

â ãðóïïå G íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ |G|. Íåïîäâèæíîé òî÷êîé

ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ M , êîòîðûé ýòî ïðåîáðàçîâàíèå

ïåðåâîäèò â ñåáÿ.

Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàæäîå èç äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåâîäèò ýëåìåíò x â ýëåìåíò
y, òî íàéä¼òñÿ òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî x ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.
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2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû G, êðîìå òîæäåñòâåííîãî, íå
èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî äëèíà êàæäîé å¼ îðáèòû ðàâíà |G|.

Â ñèòóàöèè, îïèñàííîé â ïîñëåäíåé çàäà÷å, íàéòè ÷èñëî îðáèò î÷åíü ëåãêî: íàäî

ïîäåëèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M íà ïîðÿäîê ãðóïïû G. Íî ìû çíàåì, ÷òî

îðáèòà ýëåìåíòà ìîæåò èìåòü è äðóãóþ äëèíó. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà ñóùåñòâóþò

íåòîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èìåþùèå íåïîäâèæíûå òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ãðóïïû G, îñòàâëÿþùèõ

íåïîäâèæíîé òî÷êó x, íàçûâàåòñÿ ñòàáèëèçàòîðîì ýëåìåíòà x è îáîçíà÷àåòñÿ St(x).

3. à) Ïóñòü òî÷êè x è y ëåæàò â îäíîé îðáèòå ãðóïïû G. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèé èç G,
ïåðåâîäÿùèõ x â y, ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïðåîáðàçîâàíèé â ñòàáèëèçàòîðå ýëåìåíòà x,
òî åñòü | St(x)|.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îðáèòû òî÷êè x ðàâíà

|G|
| St(x)| . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäêè

ñòàáèëèçàòîðîâ ó âñåõ òî÷åê îäíîé îðáèòû îäèíàêîâû.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïîðÿäêîâ ñòàáèëèçàòîðîâ âñåõ òî÷åê îäíîé îðáèòû ðàâíà

|G|.
ã) Ó êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ãðóïïû G íàéä¼ì ÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ ïîëó÷åííûõ ÷èñåë ðàâíà ñóììå ïîðÿäêîâ ñòàáèëèçàòîðîâ

âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà M .

ä) Ëåììà Áåðíñàéäà. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ g ∈ G îáîçíà÷èì ÷åðåç N(g) ÷èñëî åãî
íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Òîãäà ÷èñëî îðáèò ãðóïïû G ðàâíî ñðåäíåìó ÷èñëó íåïîäâèæíûõ

òî÷åê, òî åñòü

1

|G|
∑

g∈G
N(g).

Ïðèëîæåíèÿ ëåììû Áåðíñàéäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ îñíîâàíû íà òîì, ÷òî íàõîäèòü

÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòî áûâàåò ëåã÷å, ÷åì äëèíû îðáèò.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé èç 6 áóñèíîê, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ìîæåò áûòü îäíîé èç òð¼õ öâåòîâ.

10. Èíâåðñèÿ�1. 8 èþëÿ

Îïðåäåëåíèÿ. Íà ïëîñêîñòè äàíà îêðóæíîñòü S ñ öåíòðîì O ðàäèóñà R. Èíâåðñèåé
îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè S íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå ëþáóþ

òî÷êó M , íå ñîâïàäàþùóþ ñ O, ïåðåâîäèò â òî÷êó M1, ëåæàùóþ íà ëó÷å OM , òàêóþ,

÷òî OM · OM1 = R2
. Äëÿ òî÷êè O ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå îïðåäåëåíî. Òî÷êà O

íàçûâàåòñÿ öåíòðîì èíâåðñèè, S � îêðóæíîñòüþ èíâåðñèè, R � ðàäèóñîì èíâåðñèè .
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Îïðåäåëåíèå. Óãëîì ìåæäó äâóìÿ êðèâûìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå A,
íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê íèì, ïðîâåä¼ííûìè â òî÷êå A. Îêðóæíîñòè,
óãîë ìåæäó êîòîðûìè ïðÿìîé, íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

Òåîðèÿ

T1. Ïîñòðîåíèå. Äàíà îêðóæíîñòü S ñ öåíòðîì O è òî÷êà M âíå îêðóæíîñòè.

à) MT � êàñàòåëüíàÿ èç òî÷êè M ê îêðóæíîñòè S. Èç òî÷êè T îïóñêàåì

ïåðïåíäèêóëÿð íà OM . Ïîëó÷àåì òî÷êó M1.

á) Ïóñòü AB � äèàìåòð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé OM , P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AM è

îêðóæíîñòè S. Ïðÿìûå BP è OM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M1.

Òîãäà òî÷êè M è M1 èíâåðñíû. Êàê ñòðîèòü èíâåðñíóþ òî÷êó, åñëè M íàõîäèòñÿ

âíóòðè îêðóæíîñòè S?

T2. Îñíîâíàÿ ëåììà. Ïóñòü A,A′
è B,B′

� ïàðû ðàçëè÷íûõ òî÷åê, èíâåðñíûõ

îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O. Òîãäà ∠OAB = ∠OB′A′
.

T3. Ïàìÿòêà. Ïðè èíâåðñèè

×ÒÎ ÂÎ ×ÒÎ

Ïðÿìàÿ ÷åðåç O Â ñåáÿ

Ïðÿìàÿ íå ÷åðåç O Îêðóæíîñòü ÷åðåç O

Îêðóæíîñòü ÷åðåç O Ïðÿìàÿ íå ÷åðåç O

Îêðóæíîñòü íå ÷åðåç O Îêðóæíîñòü íå ÷åðåç O

T4. Îðòîãîíàëüíîñòü. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâå âçàèìíî èíâåðñíûå

òî÷êè, ïðè èíâåðñèè ïðåîáðàçóåòñÿ â ñåáÿ.

T5. Èíâàðèàíò. Îêðóæíîñòü, îðòîãîíàëüíàÿ îêðóæíîñòè èíâåðñèè, èíâàðèàíòíà.

T6. Îáðàòíî � èíâàðèàíò. Åñëè îêðóæíîñòü ïðè èíâåðñèè ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ

è íå ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ èíâåðñèè, òî îíà åé îðòîãîíàëüíà.

Óïðàæíåíèÿ

1) Íàðèñóéòå îáðàç îêðóæíîñòè è äâóõ êàñàòåëüíûõ ê íåé, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé

òî÷êè, ïðè èíâåðñèè

à) îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðåñå÷åíèé êàñàòåëüíûõ;

á) îòíîñèòåëüíî òî÷êè êàñàíèÿ;

â) îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè.

2) Íàðèñóéòå îáðàç òðåóãîëüíèêà è åãî âûñîò ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îðòîöåíòðà.

Çàäà÷è

1. Îêðóæíîñòü S1 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè S2 â òî÷êå K, à å¼ õîðäû AB � â òî÷êå C.
Òî÷êà L � ñåðåäèíà äóãè AB, íå ñîäåðæàùåé òî÷êó K. Äîêàæèòå, ÷òî LA2 = LC ·LK.
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2. Â ñåãìåíò âïèñûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé. Íàéäèòå

�ÌÒ êàñàíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé.

3. Â ñåãìåíò âïèñûâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàæèòå,

÷òî âñå òàêèå ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó (�åøèòå äâóìÿ ñïîñîáàìè � èíâåðñèåé

îòíîñèòåëüíî óãëà ñåãìåíòà è îòíîñèòåëüíî èñêîìîé òî÷êè).

4. Â òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ω ñ ðàäèóñîì r. Ïóñòü ωA � îêðóæíîñòü,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè B è C è îðòîãîíàëüíàÿ ω. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îêðóæíîñòè

ωB è ωC . Îêðóæíîñòè ωB è ωC ïåðåñåêàþòñÿ âòîðè÷íî â òî÷êå A′
. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëèì òî÷êè B′
è C ′

. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà A′B′C ′
èìååò ðàäèóñ

R. Äîêàæèòå, ÷òî r = 2R.

5. à) Çàäà÷à Àðõèìåäà. Ïóñòü òî÷êà C ëåæèò íà îòðåçêå AB. Ïî îäíó ñòîðîíó

îò ïðÿìîé AB ïîñòðîåíû ïîëóîêðóæíîñòè íà äèàìåòðàõ AB, BC, AC (àðáåëîñ).

ÏåðïåíäèêóëÿðMC ê îòðåçêó AB äåëèò àðáåëîñ íà äâå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû

îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ýòè ÷àñòè àðáåëîñà, ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

á) Çàäà÷à Ïàïïà. Ïóñòü îêðóæíîñòè α, β, γ ñ äèàìåòðàìè AB, BC, AC îáðàçóþò

àðáåëîñ; δ0 � îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â àðáåëîñ; îêðóæíîñòü δ1 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé
α, β è δ0, îêðóæíîñòü δ2 êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé α, β è δ1, è òàê äàëåå. Îáîçíà÷èì Rn

� ðàäèóñ îêðóæíîñòè δn, dn � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè δn äî ïðÿìîé AB.
Äîêàæèòå, ÷òî dn = 2(n+ 1)Rn.

11. Ëåììà Áåðíñàéäà�2. 9 èþëÿ

1. Â àë�àâèòå ïëåìåíè Óìáî-Þìáî òîëüêî äâå áóêâû � À è Ó. Ñëîâîì ñ÷èòàåòñÿ

ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ èç òð¼õ áóêâ. Äâà ñëîâà ñ÷èòàþòñÿ ñèíîíèìàìè, åñëè îäíî èç

íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç äðóãîãî ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè áóêâ. Ñêîëüêî ñëîâ

ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè â ÿçûêå Óìáî-Þìáî? �åøèòå ýòó çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ëåììû

Áåðíñàéäà è ïðîâåðüòå îòâåò ñ òî÷êè çðåíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà.

2. Âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî îæåðåëèé èç à) 4, á) 5 áóñèíîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò

áûòü îäíîãî èç äâóõ öâåòîâ.

3. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ãðàíè ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà,

åñëè êàæäóþ ìîæíî êðàñèòü ëþáîé èç äàííûõ n êðàñîê? �àñêðàñêè ñ÷èòàåì

îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâìåùàþòñÿ ïîâîðîòîì òåòðàýäðà.

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ð¼áðà êóáà òðåìÿ êðàñêàìè? �àñêðàñêè

ñ÷èòàåì îäèíàêîâûìè, åñëè îíè ñîâìåùàþòñÿ ïîâîðîòîì êóáà.
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5. Îæåðåëüå ñîñòîèò èç p áóñèíîê (p � ïðîñòîå), êàæäàÿ áóñèíêà îäíîãî èç k
öâåòîâ. Îæåðåëüå ìîæíî âðàùàòü, íî íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü. Ñêîëüêî èìååòñÿ òàêèõ

îæåðåëèé? Âûâåäèòå èç ðåçóëüòàòà ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

6. Îæåðåëüå ñîñòîèò èç n áóñèíîê, êàæäàÿ îäíîãî èç k öâåòîâ. Îæåðåëüå ìîæíî

âðàùàòü, íî íåëüçÿ ïåðåâîðà÷èâàòü. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé

ðàâíî

1

n

∑

n
.

.

.

d

ϕ
(n

d

)

kd.

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ áóñ èç 18 áóñèí, åñëè 6 áóñèí îêðàøåíû

êðàñíîé êðàñêîé, à 12 áóñèí � ñèíåé êðàñêîé? Îæåðåëüå ìîæíî âðàùàòü, íî íåëüçÿ

ïåðåâîðà÷èâàòü.

12. Èíâåðñèÿ�2. 9 èþëÿ

Òåîðèÿ

T7. Èçìåíåíèå ðàññòîÿíèé. Ïóñòü A1 è B1 � îáðàçû òî÷åê A è B ïðè èíâåðñèè ñ

öåíòðîì O è ðàäèóñîì R. Òîãäà A1B1 = AB · R2

OA·OB
.

T8. Êîí�îðìíîñòü. Ïðè èíâåðñèè ñîõðàíÿþòñÿ óãëû ìåæäó êðèâûìè.

Çàäà÷è

1. Íåðàâåíñòâî Ïòîëåìåÿ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ òî÷åê A, B, C, D
ïëîñêîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

AC ·BD 6 AB · CD +BC · AD,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ABCD � âûïóêëûé

âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê èëè òî÷êè A, B, C, D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

2. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü Ω ñ öåíòðîì O, ïðè÷¼ì O íå

ëåæèò íà äèàãîíàëÿõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü Ω1 òðåóãîëüíèêà AOC
ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó äèàãîíàëè BD. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü Ω2

òðåóãîëüíèêà BOD ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó äèàãîíàëè AC.

S

A1

B1

C1

D1

S1
S2

S3

S4

A2

B2

C2

D2

3. Äàíû ÷åòûðå îêðóæíîñòè S1, S2, S3, S4. Ïóñòü S1 è S2

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A1 è A2, S2 è S3 � â òî÷êàõ B1 è B2,

S3 è S4 � â òî÷êàõ C1 è C2, S4 è S1 � â òî÷êàõ D1 è D2 (ñì.

ðèñóíîê). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êè A1, B1, C1, D1 ëåæàò

íà îäíîé îêðóæíîñòè (ïðÿìîé) S, òî è òî÷êè A2, B2, C2, D2

ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ïðÿìîé).
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4. Òåîðåìà î áàáî÷êå. Ïóñòü O � ñåðåäèíà õîðäû AB
îêðóæíîñòè S,MN è PQ � ïðîèçâîëüíûå õîðäû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç O, E è F � òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ õîðäû AB ñ îòðåçêàìè MP è NQ ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî O �

ñåðåäèíà îòðåçêà EF .

5. Îêðóæíîñòü SA ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è C; îêðóæíîñòü SB ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè

B è C; öåíòðû îáåèõ îêðóæíîñòåé ëåæàò íà ïðÿìîé AB. Îêðóæíîñòü S êàñàåòñÿ

îêðóæíîñòåé SA è SB âíóòðåííèì îáðàçîì, à êðîìå òîãî, îíà êàñàåòñÿ îòðåçêà AB
â òî÷êå C1. Äîêàæèòå, ÷òî CC1 � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC.

13. Íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ. 10 èþëÿ

Ïóñòü K � íåêîòîðîå ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî (íàïðèìåð, ìíîæåñòâî öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ,

äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë). P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè èç

ìíîæåñòâà K, ò. å. P (x) ∈ K[x].

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí P (x) ∈ K[x] íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì íàä K, åñëè

ñóùåñòâóþò Q(x), R(x) ∈ K[x] íåíóëåâîé ñòåïåíè, òàêèå, ÷òî P (x) = Q(x) · R(x). Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå P (x) íåïðèâîäèìûì íàä K.

0. Ïðèâîäèìû ëè íàä Z ìíîãî÷ëåíû à) x3 + 2; á) x4 + x3 + x2 + x+ 1?

1. Ïóñòü P (x), Q(x), R(x) ∈ Z[x], ïðè÷¼ì P (x) = Q(x) · R(x). Èçâåñòíî, ÷òî âñå

êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Äîêàæèòå, ÷òî
ëèáî âñå êîý��èöèåíòû Q(x), ëèáî âñå êîý��èöèåíòû R(x) äåëÿòñÿ íà p.

2. Ïóñòü P (x), Q(x), R(x) ∈ Z[x], ïðè÷¼ì P (x) = Q(x) · R(x). Îáîçíà÷èì ÍÎÄ âñåõ

êîý��èöèåíòîâ P (x), Q(x), R(x) çà a, b, c ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî a = bc.

Îïðåäåëåíèå. ÍÎÄ âñåõ êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè

íàçûâàåòñÿ ñîäåðæàíèåì ìíîãî÷ëåíà.

Ëåììà �àóññà. Ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ ñîäåðæàíèåì 1 ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì

ñ ñîäåðæàíèåì 1.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí P (x) ∈ Q[x] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå m
n
Q(x),

ãäå Q(x) ∈ Z[x], ïðè÷¼ì ñîäåðæàíèå ìíîãî÷ëåíà Q(x) ðàâíî 1.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí P (x) ∈ Z[x] ïðèâîäèì íàä Q, òî îí ïðèâîäèì è

íàä Z.

4. à) Ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà. Ïóñòü P (x) ∈ Z[x], ïðè÷¼ì ñòàðøèé êîý��èöèåíò íå

äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, âñå îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû äåëÿòñÿ íà p, íî ñâîáîäíûé
÷ëåí íå äåëèòñÿ íà p2. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà P (x) íåïðèâîäèì íàä Z.
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á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà, äëÿ êîòîðîãî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

5.Ëåììà. Ïóñòü a� öåëîå ÷èñëî. Åñëè ìíîãî÷ëåí P (x) íåïðèâîäèì íàä Z, òî P (x+a)
� òîæå íåïðèâîäèì íàä Z.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû íåïðèâîäèìû íàä Z:

à) 15x5 + 18x4 − 9x2 + 27x− 36; á) x4 + 1; â) x6 + x3 + 1; ã) xn+1 + 5xn − 3.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí xp−1+xp−2+ . . .+x+1 íåïðèâîäèì íàä Z òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà p � ïðîñòîå ÷èñëî.

8. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an)− 1, ãäå a1, . . . , an
� ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà, íåïðèâîäèì íàä Q.

á) Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) = (x−a1)
2(x−a2)

2 . . . (x−an)
2+1, ãäå a1, . . . , an � ðàçëè÷íûå

öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî îí íåïðèâîäèì íàä Q.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå ìåíüøå åäèíèöû ñ

êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü. Äðóãèìè

ñëîâàìè, íåïðèâîäèìûìè íàä C ìíîãî÷ëåíàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé

ñòåïåíè.

9. Ïóñòü P (x) ∈ R[x]. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P (z) = 0, òî P (z) = 0.

10. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû:

à) Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè åäèíñòâåííûì
îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå n
ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè.

á) Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå âòîðîé

ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåïðèâîäèìûìè íàä R

ìíîãî÷ëåíàìè ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè è ìíîãî÷ëåíû âòîðîé

ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

â) Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè íå÷¼òíîé ñòåïåíè èìååò

õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.

11. �àçëîæèòå ìíîãî÷ëåí íà íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû ñ äåéñòâèòåëüíûìè

êîý��èöèåíòàìè:

à) x4 + 1; á) x8 + x4 + 1; â) x2n − 1.

12. Ìíîãî÷ëåí P (x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ

x ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå

ìíîãî÷ëåíû A(x) è B(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ

P (x) = A2(x) + B2(x).
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Âíóòðåííèé ìàòáîé Ì9-Ïîëóïðî�è. 10 èþëÿ

1. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC â òî÷êå D, I
� öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåòñÿ ñ

ïðÿìîé AI â òî÷êå M , à ñ ïðÿìîé DM � â òî÷êå N . Äîêàæèòå, ÷òî AN ⊥ IN .

2. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ∈ (−2; 2), ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí x154−ax77+1
äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí x14 − ax7 + 1.

3. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Àëèñà è Áîá ïî î÷åðåäè âïèñûâàþò â êëåòêè êëåò÷àòîé
äîñêè 2n × 2n ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íà÷èíàåò Àëèñà. Â êàæäóþ êëåòêó

ìîæíî âïèñàòü òîëüêî îäíî ÷èñëî. Ïîñëå òîãî êàê òàáëèöà çàïîëíåíà, â êàæäîé ñòðîêå

è â êàæäîì ñòîëáöå çàêðàøèâàþò êëåòêó ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì (îäíà êëåòêà ìîæåò

áûòü çàêðàøåíà íåñêîëüêî ðàç). Äîêàæèòå, ÷òî Áîá ìîæåò èãðàòü òàê, ÷òîáû â èòîãå

áûëî çàêðàøåíî íå ìåíüøå 3n êëåòîê.

4. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a + b + c = 1. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî

âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)

abc + 1
.

5. Íà ñòîðîíàõ AB è BC íåðàâíîáåäðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC
ïîñòðîåíû êàê íà îñíîâàíèÿõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè AFB è BEC ñ

îäèíàêîâûìè óãëàìè ïðè îñíîâàíèÿõ, ïðè÷¼ì ∠CAF = ∠ACE. Ïðÿìàÿ FE ïåðåñåêàåò

ñòîðîíû AB è BC â òî÷êàõ K è M ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BKM
� ðàâíîáåäðåííûé.

6. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå,
÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà n ÷èñëî d − k òàêæå ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì (âîçìîæíî, îòðèöàòåëüíûì) ÷èñëà n.

7.Äàí íàáîð èç 2n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ êðàòíà n. �àçðåøàåòñÿ âûáðàòü
n ÷èñåë è ïðèáàâèòü êî âñåì îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî

ñäåëàòü âñå ÷èñëà ðàâíûìè, âûïîëíèâ íå áîëåå 2n− 1 òàêèõ îïåðàöèé.

8. Â ãðà�å ñðåäè ëþáûõ òð¼õ ïðîñòûõ öèêëîâ íå÷¼òíîé äëèíû íàéäóòñÿ äâà,

êîòîðûå èìåþò îáùóþ âåðøèíó. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ýòîãî ãðà�à ìîæíî ïîêðàñèòü

ïðàâèëüíî â 8 öâåòîâ.

Âíóòðåííèé ìàòáîé Ì9. 10 èþëÿ

1. Äàíû äâà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ âûïèñàëè â ïðîèçâîëüíîì

ïîðÿäêå 6 ÷èñåë � äëèíû ñòîðîí è äèàãîíàëåé. Îêàçàëîñü, ÷òî âûïèñàííûå íàáîðû

ñîâïàëè. Âåðíî ëè, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèêè ðàâíû?
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2. Äàíû 2024 êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà x2−aix+bi, i = 1, 2, 3, . . . , 2024 , ó êîòîðûõ íà
ìåñòå êîý��èöèåíòîâ ai, bi âñòðå÷àþòñÿ ïî îäíîìó ðàçó âñå ÷èñëà îò 1 äî 4048. Íèêàêèå
äâà òð¼õ÷ëåíà íå èìåþò îáùèõ êîðíåé. Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé îòìåòèëè âñå êîðíè

ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-òî äâóìÿ îòìå÷åííûìè

òî÷êàìè ìåíüøå 1/250.

3. Äàíà âîçðàñòàþùàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

a1, a2, a3, . . . Èçâåñòíî, ÷òî a3 = 13. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû
aa1 + aa2 + aa3 + aa4 + aa5.

4. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ∠ACB = 45◦. Ïóñòü G è O �

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëüíèêà

ABC. Èçâåñòíî, ÷òî OG = 1 è OG ‖ BC. Íàéòè äëèíó îòðåçêà BC.

5. Íà ñòîðîíàõ AB è BC íåðàâíîáåäðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC
ïîñòðîåíû êàê íà îñíîâàíèÿõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè AFB è BEC ñ

îäèíàêîâûìè óãëàìè ïðè îñíîâàíèÿõ, ïðè÷¼ì ∠CAF = ∠ACE. Ïðÿìàÿ FE ïåðåñåêàåò

ñòîðîíû AB è BC â òî÷êàõ K è M ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BKM
� ðàâíîáåäðåííûé.

6. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå,
÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà n ÷èñëî d − k òàêæå ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì (âîçìîæíî, îòðèöàòåëüíûì) ÷èñëà n.

7.Äàí íàáîð èç 2n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ êðàòíà n. �àçðåøàåòñÿ âûáðàòü
n ÷èñåë è ïðèáàâèòü êî âñåì îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî

ñäåëàòü âñå ÷èñëà ðàâíûìè, âûïîëíèâ íå áîëåå 2n− 1 òàêèõ îïåðàöèé.

8. Â ãðà�å ëþáûå äâà íå÷¼òíûõ öèêëà ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ýòîãî

ãðà�à ìîæíî ïîêðàñèòü ïðàâèëüíî â 5 öâåòîâ.

14. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâ è áåñêîíå÷íûå êîíñòðóêöèè. 12 èþëÿ

Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ìû ìîæåì êîððåêòíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðàçìåðà èëè

ìîùíîñòè. Ìîùíîñòü � ýòî ïðîñòî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ýòîì ìíîæåñòâå. Îäíàêî

äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýòî îïðåäåëåíèå îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî ñîäåðæèò êîíå÷íûå

ïîäìíîæåñòâà ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ìîùíîñòè.

Ïðèìåðû. Ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íû: ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; ìíîæåñòâî òî÷åê íà îòðåçêå [0; 1].
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Îïðåäåëåíèå. Áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷¼òíûì, åñëè ñóùåñòâóåò

áèåêöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ñ íàòóðàëüíûì ðÿäîì.

Îïðåäåëåíèå. Äâà ìíîæåñòâà, ìåæäó êîòîðûìè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ, íàçûâàþòñÿ

ðàâíîìîùíûìè, ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, ñ÷¼òíûå ìíîæåñòâà �- ýòî ìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûå íàòóðàëüíîìó

ðÿäó.

Ïîíÿòíî, ÷òî ìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûå ñ÷¼òíîìó, ñ÷¼òíû.

Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå ñ÷¼òíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

à) ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;

á) ìíîæåñòâî öåëûõ òî÷åê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè;

â) ìíîæåñòâî êëåòîê áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêè;

ã) áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî ðÿäà;

ä) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

2. ßâëÿþòñÿ ëè ñ÷¼òíûìè ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ:

à) ëèíåéíûõ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè;

á) ëèíåéíûõ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè;

â) n-îé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè;
ã) âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè?

3. Äîêàæèòå, ÷òî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ íà ïëîñêîñòè

ñ÷¼òíî.

4. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå à) êîíå÷íîãî; á) ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ñ÷¼òíûõ ìíîæåñòâ

ñ÷¼òíî.

5. Äîêàæèòå ñ÷¼òíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

à) ìíîæåñòâî âñåõ òåêñòîâ (êîíå÷íûõ), íàïèñàííûõ íà ðóññêîì ÿçûêå;

á) ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

â) áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ âîñüìåðîê íà ïëîñêîñòè?

6. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ áîëüøå n äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

7. Äèàãîíàëüíûé ìåòîä Êàíòîðà. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íûõ

äåñÿòè÷íûõ äðîáåé. Ïîñòðîéòå åù¼ îäíó òàêóþ äðîáü, îòëè÷íóþ îò âñåõ äðîáåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

8. à) Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû äâîè÷íûõ äðîáåé.

Äîêàæèòå, ÷òî åñòü åù¼ îäíà òàêàÿ äðîáü, îòëè÷íàÿ îò âñåõ äàííûõ.
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á) Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû äâîè÷íûõ öåïî÷åê (áåç

çàïÿòîé). Öåïî÷êè, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ñäâèãîì, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè.

Äîêàæèòå, ÷òî åñòü åù¼ îäíà öåïî÷êà, íå ðàâíàÿ íè îäíîé äàííîé.

15. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â ãåîìåòðèè�1. 12 èþëÿ

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç z êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó òî÷êè Z êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Òî÷êà O � íà÷àëî êîîðäèíàò, äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê êîîðäèíàòà ñîîòâåòñòâóåò áóêâå.

Óïðàæíåíèÿ

1) Ïóñòü z0 � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çàäàþò ñëåäóþùèå �óíêöèè:

à) w(z) = z + z0; á) w(z) = z; â) w(z) = z · z0, ãäå |z0| = 1;

ã) w(z) = r · z, ãäå r ∈ R; ä) wz = z0 · z?
2) Äàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC è êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà âåðøèíû A.
Íàéäèòå êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó âåðøèíû B äëÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî

òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè çà íà÷àëüíóþ òî÷êó ïðèíÿòà

à) âåðøèíà C;

á) öåíòð òðåóãîëüíèêà ABC;

â) îñíîâàíèå âûñîòû AA1.

Çàäà÷è

1. Òî÷êà C ëåæèò íà îòðåçêå AB è äåëèò åãî â îòíîøåíèè p : q, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû

A. Òîãäà c =
q

p + q
a+

p

p+ q
b.

2. Íàéäèòå êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà,

âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû a, b è c.

3. à) Êâàäðàò äëèíû îòðåçêà AB2 = (b− a)(b− a);
á) zz = 1 � óðàâíåíèå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O.

â) Íàïèøèòå îáùåå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè.

4. à) OA ‖OB ⇔ a

b
� äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ⇔ ab = ab;

á) AB ‖CD ⇔ b− a

d− c
� äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ⇔ (a− b)(c− d) = (a− b)(c− d);

â) Êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè òð¼õ òî÷åê. Òî÷êè A,B, C ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a− c

b− c
=

a− c

b− c
.

5. à) OA ⊥ OB ⇔ a

b
� ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî ⇔ ab+ ab = 0;
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á) AB ⊥ CD ⇔ b− a

d− c
� ÷èñòî ìíèìîå ÷èñëî ⇔ (a− b)(c− d) + (a− b)(c− d) = 0;

6. Ïóñòü A,B, C,D � òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â O.
à) AB ‖CD ⇔ ab = cd;
á) AB ⊥ CD ⇔ ab+ cd = 0.

7. à)

(a− b)z + ab− ab

a− b
� òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ Z îòíîñèòåëüíî AB.

á)

(a− b)z + (a− b)z + ab− ab

2(a− b)
� îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè Z íà ïðÿìóþ

AB.

8. Ïóñòü A,B � òî÷êè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â O.
a) z + abz = a+ b � óðàâíåíèå ïðÿìîé AB;
á) az + az = 2 � óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè â òî÷êå A;

â)

1

2
(a+ b+m− abm) � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷êè M íà ïðÿìóþ AB;

ã)

2ab

a+ b
� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè â òî÷êàõ A è B.

9. Ïóñòü òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî

êîîðäèíàòà åãî îðòîöåíòðà ðàâíà h = a+ b+ c.

10. Òî÷êè A,B, C,D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (èëè íà îäíîé ïðÿìîé) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

a− c

a− d
:
b− c

b− d
=

a− c

a− d
:
b− c

b− d
.

11. Ïóñòü âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé è êàñàåòñÿ

ñòîðîí BC,AC,AB â òî÷êàõ P,Q,R. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABC èìååò êîîðäèíàòó

2pqr(p+ q + r)

(p+ q)(q + r)(r + p)
.

12. Òðåóãîëüíèêè ABC èXY Z ïîäîáíû è îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû (ñ ñîîòâåòñòâèåì

ñòîðîí) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

c− a

b− a
=

z − x

y − x
⇔

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a x 1
b y 1
c z 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

13. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Äîêàæèòå, ÷òî

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a a 1

b b 1
c c 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

· i
4
� îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü

òðåóãîëüíèêà.
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16. Êîíòèíóàëüíûå ìíîæåñòâà. 13 èþëÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé íåñ÷¼òíî.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî.

á) Ïóñòü A è B � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè B ñ÷¼òíî è A
áåñêîíå÷íî, òî A ∪B ðàâíîìîùíî A.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê íà îòðåçêå [0; 1] ðàâíîìîùíî ìíîæåñòâó

áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé ñ íóëåâîé öåëîé ÷àñòüþ, à çíà÷èò, íåñ÷¼òíî.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâà, ðàâíîìîùíûå îòðåçêó [0; 1], íàçûâàþòñÿ

êîíòèíóàëüíûìè. �îâîðÿò òàêæå, ÷òî òàêèå ìíîæåñòâà èìåþò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

4. Äîêàæèòå êîíòèíóàëüíîñòü ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

à) èíòåðâàëà (0; 1);

á) ïîëóèíòåðâàëà [0; 1);

â) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

5. Ïîñòðîéòå ÿâíî áèåêöèþ ìåæäó [0; 1] è [0; 1).

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà ðàâíîìîùíî

îòðåçêó [0; 1].

7. Â ãîñóäàðñòâå ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ãðàæäàí ñîñòîèò â òàéíîì îáùåñòâå. Â

íåêîòîðûé ìîìåíò êàæäûé ãðàæäàíèí äîíîñèò ðîâíî íà îäíî òàéíîå îáùåñòâî.

Äîêàæèòå, ÷òî íà íåêîòîðîå òàéíîå îáùåñòâî íå ïîñòóïèëî äîíîñîâ.

Îïðåäåëåíèå. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, åñëè

ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé åãî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ ÷èñåë ñ÷¼òíî.

9. à) Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùåì ðàññóæäåíèè. Çàíóìåðóåì êàê-íèáóäü âñå

êîíñòðóêòèâíûå ÷èñëà è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà x: ¾i-ûé
çíàê ïîñëå çàïÿòîé äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà x ðàâåí 1, åñëè ó i-ãî êîíñòðóêòèâíîãî

÷èñëà îí íå ðàâåí 1, è ðàâåí 2 èíà÷å¿. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê ýòîò àëãîðèòì

âû÷èñëÿåò ÷èñëî, îòëè÷íîå îò âñåõ êîíñòðóêòèâíûõ.

á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåêîíñòðóêòèâíîãî ÷èñëà.

10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2X ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Äîêàæèòå, ÷òî

2X íå ðàâíîìîùíî X.
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17. Ëèíåéíûå ðåêóððåíòû. 13 èþëÿ

Îïðåäåëåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòîé ïîðÿäêà k, åñëè xn+k

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç xn, xn+1, . . . , xn+k−1 äëÿ âñåõ n ∈ N.

�åêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè

xn = a1xn−1 + a2xn−2 + . . .+ akxn−k,

ãäå ai � íåêîòîðûå �èêñèðîâàííûå ÷èñëà, ak 6= 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýòîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòû, íàçûâàåòñÿ

óðàâíåíèå âèäà xk − a1x
k−1 − a2x

k−2 − . . .− ak = 0.

Çàäà÷è

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî äâå ðåêóððåíòû ïîðÿäêà k, çàäàííûå îäíèì è òåì æå

ñîîòíîøåíèåì, ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò å¼ ïåðâûå k ÷ëåíîâ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ xn = qn, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîé

ðåêóððåíòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè yn è zn íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòû, òî

C1yn + C2zn òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ðåêóððåíòû.

2. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåêóððåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà

xn = a1xn−1 + a2xn−2 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ q1, q2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ äàííîìó ðåêóððåòíîìó ñîîòíîøåíèþ, ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå:

xn = C1q
n
1 + C2q

n
2 ,

ãäå Ci � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

3. à) Íàéäèòå âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ðåêóððåíòíîìó

ñîîòíîøåíèþ xn+2 = xn+1 + 12xn.

á) Íàéäèòå �îðìóëó n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíûì

ñîîòíîøåíèåì x1 = 1, x2 = 1, xn+2 = xn+1 + 12xn.

4. Ïóñòü xn � ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà, è êîðíè å¼

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò, ò. å. q1 = q2 = q. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî

ïîäîáðàòü òàêèå ÷èñëà C1 è C2, ÷òî xn = qn(C1 + nC2).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ðåêóððåíò áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íûå

óòâåðæäåíèÿ. Åñëè xn � ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðÿäêà k, è å¼

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò k ðàçëè÷íûõ êîðíåé q1, q2, . . . , qk, òî ëþáóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ äàííîìó ðåêóððåòíîìó ñîîòíîøåíèþ, ìîæíî
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ïðåäñòàâèòü â âèäå

xn = C1q
n
1 + C2q

n
2 + . . .+ Ckq

n
k ,

ãäå Ci � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Åñëè q
� êîðåíü êðàòíîñòè m õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî ýòîìó êîðíþ ñîîòâåòñòâóþò

ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ {qn}, {nqn}, {n2qn}, . . . , {nm−1qn}.
5. Íàéäèòå ÿâíóþ �îðìóëó n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíûì

ñîîòíîøåíèåì

à) an+2 = 5an+1 − 4an, a1 = 1, a2 = −1;
á) an+2 = an+1 − an, a1 = 1, a2 = 3;
â) an+2 = 8an+1 − 16an, a1 = 2, a2 = 3.

6. Íàéäèòå �îðìóëó îáùåãî ÷ëåíà äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïðåäåëåíà �îðìóëîé an = (5 +
√
17)n + (5−

√
17)n. Íàéäèòå

ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ an. Äîêàæèòå, ÷òî an, n ∈ N, äåëèòñÿ íà 2n, íî íå

äåëèòñÿ íà 2n+1
.

8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî çàïîëíèòü êîðîáêó ðàçìåðîì 2 × 2 × n êèðïè÷àìè

ðàçìåðîì 1× 1× 2? Íàéäèòå ÿâíóþ �îðìóëó n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

9. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b íå ðàâíû 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè x0 = 0 è x1 = 1 è ñîîòíîøåíèÿìè

x2n = ax2n−1 − x2n−2, x2n+1 = bx2n − x2n−1, n ∈ N.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n ïðîèçâåäåíèå xn+m · xn+m−1 · . . . · xn+1

äåëèòñÿ íà xm · xm−1 · . . . · x1.

18. Ïðèíöèï êðàéíåãî â ãðà�àõ. 14 èþëÿ

Åñëè âû õîòèòå ðàññìîòðåòü êàêîé-òî ýëåìåíò â ãðà�å, ðàññìîòðèòå êðàéíèé.

Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàèáîëüøèé ïóòü, ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå,

íàèìåíüøèé öèêë, âåðøèíó íàèáîëüøåé/íàèìåíüøåé ñòåïåíè è òàê äàëåå.

Óïðàæíåíèå. Â ãðà�å G ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû õîòÿ áû t (t > 2). Äîêàæèòå,
÷òî â G ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü äëèíû õîòÿ áû t è ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû t+1.

Çàäà÷è

1. Âñå ïðîñòûå öèêëû ãðà�à èìåþò äëèíó, êðàòíóþ íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n > 3.
Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå áîëåå 2.

2. Àðõèïåëàã ñîñòîèò èç 1000 îñòðîâîâ, íåêîòîðûå ïàðû êîòîðûõ ñîåäèíåíû ìîñòàìè,

ïðè÷¼ì îò ëþáîãî îñòðîâà ìîæíî äîáðàòüñÿ ïî ìîñòàì äî ëþáîãî äðóãîãî. Îêàçàëîñü,
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÷òî äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ îñòðîâîâ A, B, C, D òàêèõ, ÷òî åñòü ìîñò ìåæäó A è B, ìåæäó
B è C, ìåæäó C è D, òàêæå åñòü ìîñò ìåæäó A è C èëè ìåæäó B è D. Äîêàæèòå, ÷òî
åñòü îñòðîâ, ñîåäèí¼ííûé ìîñòàìè ñî âñåìè îñòàëüíûìè.

3. Â ãðóïïå èç 1002 ÷åëîâåê, ãîâîðÿùèõ íà ðàçíûõ ÿçûêàõ, ëþáûå òðîå ìîãóò îáùàòüñÿ
(âîçìîæíî, îäèí ïåðåâîäèò äâóì äðóãèì). Äîêàçàòü, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïàðû, â

êàæäîé èç êîòîðûõ èìååòñÿ îáùèé ÿçûê.

4. Àíäðþøà íàðèñîâàë êàðòó èç íåñêîëüêèõ ãîðîäîâ è äîðîã ìåæäó íèìè (äîðîã

ïîëó÷èëîñü íå ìåíåå äâóõ, êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò ðàçëè÷íûå ãîðîäà). Íà êàæäîì

ãîðîäå îí íàïèñàë, ñêîëüêî äîðîã èç íåãî âûõîäèò. Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî íà

ýòîé êàðòå íåò äâóõ äîðîã ñ ñîâïàäàþùèìè íàáîðàìè ÷èñåë íà êîíöàõ?

5. Â ãðà�å n âåðøèí, 5n ð¼áåð è íåò öèêëîâ äëèíû ìåíåå ïÿòè. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì

ãðà�å åñòü 5 íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî âåðøèíàì öèêëîâ.

6. Êàæäûé èç 100 ÷åëîâåê ïîñëàë êîìó-òî äðóãîìó èç ýòèõ 100 ÷åëîâåê ïèñüìî.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè âûáðàòü èç íèõ ëþáûõ 40 ÷åëîâåê, òî â ýòîé êîìïàíèè íàéäóòñÿ

è îòïðàâèòåëü, è ïîëó÷àòåëü îäíîãî ïèñüìà. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k çàâåäîìî ìîæíî
âûáðàòü k ïèñåì òàê, ÷òîáû êàæäûé èç 100 ÷åëîâåê îêàçàëñÿ ëèáî îòïðàâèòåëåì, ëèáî
ïîëó÷àòåëåì õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ïèñåì?

7. Â èçîëÿòîðå ñîáðàëîñü íåñêîëüêî äåòåé. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâà äèòÿ, èìåþùèõ

îäèíàêîâîå ÷èñëî äðóçåé â èçîëÿòîðå, íå èìåþò îáùèõ äðóçåé. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ

ñêó÷àþùèé áåäîëàãà, ó êîòîðîãî íå áîëåå îäíîãî äðóãà.

8. Â ñòðàíå 300 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî

äëÿ ëþáîé ÷åòâ¼ðêè ãîðîäîâ îò ëþáîãî ãîðîäà ýòîé ÷åòâ¼ðêè ìîæíî äîáðàòüñÿ äî

ëþáîãî äðóãîãî ãîðîäà ýòîé ÷åòâ¼ðêè, íå ïðîåçæàÿ ÷åðåç îñòàâøèåñÿ 296 ãîðîäîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 100 ãîðîäîâ òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà âûáðàííûõ ãîðîäà

áûëè ñîåäèíåíû äîðîãîé.

9. �¼áðà ïîëíîãî ãðà�à ñ n âåðøèíàìè ïîêðàøåíû â íåñêîëüêî öâåòîâ òàêèì îáðàçîì,

÷òî êàæäûé öâåò âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå n− 2 ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü òðè âåðøèíû, âñå
ð¼áðà ìåæäó êîòîðûìè ïîêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà.

10. Äåíèñ è Ìàêñèì èãðàþò â èãðó íà ãðà�å ñ 2023 âåðøèíàìè. Ïåðâûì õîäîì

Äåíèñ óñòàíàâëèâàåò �èøêó. Äàëåå èãðîêè ïî î÷åðåäè ïåðåäâèãàþò �èøêó ïî ð¼áðàì

ãðà�à, íà÷èíàÿ ñ Ìàêñèìà. Íåëüçÿ çàõîäèòü â âåðøèíó, â êîòîðîé óæå áûëà �èøêà.

Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå èìååò õîäà. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?
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19. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â ãåîìåòðèè�2. 14 èþëÿ

Óïðàæíåíèÿ

1) Íà ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàììà âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåíû êâàäðàòû.

Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû ïîñòðîåííûõ êâàäðàòîâ îáðàçóþò êâàäðàò.

2) Äàíû îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O è òî÷êà M . Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ

ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M äî êîíöîâ õîðäû, ïàðàëëåëüíîé OM , íå çàâèñèò îò âûáîðà

õîðäû.

Çàäà÷è

1. Òî÷êèM ,K,N è L � ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, CD èDE ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE
(íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîãî), P è Q � ñåðåäèíû îòðåçêîâ MN è KL. Äîêàæèòå, ÷òî
îòðåçîê PQ â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå ñòîðîíû AE è ïàðàëëåëåí åé.

2. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü.

à) Äîêàæèòå, ÷òî îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ BCD,CDA,DAB,ABC ëåæàò íà

îäíîé îêðóæíîñòè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè

ABCD.

3. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ABC âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

OH2 = 9R2 − (AB2 + BC2 + CA2),

ãäå O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, R � å¼ ðàäèóñ, H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà.

4. Òåîðåìà Íüþòîíà. Äîêàæèòå, ÷òî â îïèñàííîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñåðåäèíû

äèàãîíàëåé è öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

5. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC íà êàòåòàõ AC è BC (AC > BC) âçÿòû òî÷êè

M è N òàê, ÷òî AM = BC è CM = NB. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó îòðåçêàìè AN è

BM ðàâåí 45◦.

6. Ïóñòü A,B, C,D � ÷åòûðå òî÷êè íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O. Òî÷êè AC , AD �

ïðîåêöèè òî÷êè A íà BC è BD ñîîòâåòñòâåííî; òî÷êè BC , BD � ïðîåêöèè òî÷êè B íà

AC è AD ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè HA è HB � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ACD è BCD
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ACAD ⊥ OHB, òî BCBD ⊥ OHA.

7. Ïóñòü P � òî÷êà âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ γ ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó P . Ïóñòü A′, B′, C ′
� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñèììåòðè÷íûõ PA, PB, PC

îòíîñèòåëüíî γ, ñ ïðÿìûìèBC,AC,AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî A′, B′, C ′
ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé.
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20. Ïîñòðîåíèÿ îäíèì öèðêóëåì. 15 èþëÿ

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ¾ïðÿìàÿ¿ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé (èëè ïîñòðîåííîé), åñëè íà íåé

óêàçàíî (èëè ïîñòðîåíî) õîòÿ áû äâå òî÷êè. ¾Îòðåçîê¿ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè

óêàçàíû åãî êîíöû.

1. Áàçîâîå ïîñòðîåíèå. Äàíà îêðóæíîñòü S ñ öåíòðîì O è òî÷êà A âíå îêðóæíîñòè.

Ïîñòðîéòå îáðàç òî÷êè A ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè S.

2. Äàíû äâå òî÷êè A è B.
à) Óäâîéòå ¾îòðåçîê¿ AB;
á) �àçäåëèòå ¾îòðåçîê¿ AB ïîïîëàì;

â) Ïîäåëèòå ¾îòðåçîê¿ AB íà n ðàâíûõ ÷àñòåé.

3. Äàíà îêðóæíîñòü S ñ öåíòðîì O è òî÷êà A âíóòðè îêðóæíîñòè. Ïîñòðîéòå îáðàç

òî÷êè A ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè S.

4. à) Ïîñòðîéòå îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà íà ¾ïðÿìóþ¿ AB èç òî÷êè C, íå ëåæàùåé
íà ýòîé ïðÿìîé.

á) Ïîñòðîéòå ¾ïðÿìóþ¿ ÷åðåç òî÷êó A, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ¾ïðÿìîé¿ AB.

5. à) Äàíû îêðóæíîñòü S ñ öåíòðîì O è ¾ïðÿìàÿ¿ AB, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O.
Ïîñòðîéòå îáðàç ¾ïðÿìîé¿ AB ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî S.

á) Ïðîâåäèòå îêðóæíîñòü ÷åðåç 3 äàííûå òî÷êè.
â) Ïîñòðîéòå öåíòð äàííîé îêðóæíîñòè.

ã) Äàíû îêðóæíîñòü S ñ öåíòðîì O è îêðóæíîñòü S1 íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O.
Ïîñòðîéòå îáðàç îêðóæíîñòè S1 ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî S.

6. à) Äàíû îêðóæíîñòü S è ¾ïðÿìàÿ¿ AB. Ïîñòðîéòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ¾ïðÿìîé¿

AB ñ îêðóæíîñòüþ S.
á) Äàíû äâå ¾ïðÿìûå¿ AB è CD. Ïîñòðîéòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ¾ïðÿìûõ¿.
â)Òåîðåìà Ìîðà-Ìàñêåðîíè. Ëþáîå ïîñòðîåíèå, âûïîëíèìîå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ

è ëèíåéêè, âûïîëíèìî ñ ïîìîùüþ îäíîãî öèðêóëÿ.

Âíåøíèé ìàòáîé Ì8 � Ì9. 15 èþëÿ

1. Â ËÌØ åñòü 2024 êîðïóñà, çàíóìåðîâàííûå ÷èñëàìè îò 1 äî 2024, à òàêæå

2024 ãîðíè÷íûå, k-ÿ èç êîòîðûõ óìååò ìåíÿòü ñîñòîÿíèå (ò. å. îòêðûòûå çàêðûâàòü,

à çàêðûòûå îòêðûâàòü) âñåõ êîðïóñîâ, íîìåðà êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà k. Çàâõîç ìîæåò
ïîòðåáîâàòü îò ãîðíè÷íûõ îòêðûòü ëþáûå êîðïóñà ïî ñâîåìó âûáîðó. Êàêèå êîðïóñà

äîëæåí ïîòðåáîâàòü çàâõîç, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ãîðíè÷íûõ, êîòîðûõ íåîáõîäèìî áóäåò

èñïîëüçîâàòü, áûëî íàèáîëüøèì? Òðåáóåòñÿ óêàçàòü âñå òàêèå ñïèñêè.
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2. Ïðè êàêèõ n âûïóêëûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäèëî ÷¼òíîå ÷èñëî

äèàãîíàëåé?

3. Íà êâàäðàòíîì êîíòèíåíòå âñå ñòðàíû ïðÿìîóãîëüíû. Äâå ñòðàíû ñ÷èòàþòñÿ

ñîñåäÿìè, åñëè èìåþò îáùèé îòðåçîê ãðàíèöû íåíóëåâîé äëèíû. Íàçîâ¼ì ñòðàíó

âëèÿòåëüíîé, åñëè ó íå¼ íå ìåíåå äåñÿòè ñîñåäåé. Ìîãóò ëè íå ìåíåå òðåòè âñåõ ñòðàí

áûòü âëèÿòåëüíûìè?

4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC, âïèñàííîì â îêðóæíîñòü Γ, òî÷êà I � öåíòð

âïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ AB â òî÷êå F . Áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà ACB
ïåðåñåêàåò ëó÷ AB â òî÷êå L. Òî÷êà K íà äóãå CB îêðóæíîñòè Γ, íå ñîäåðæàùåé A,
òàêîâà, ÷òî ∠CKI = ∠IKL. Ëó÷ KI ïåðåñåêàåò Γ âòîðè÷íî â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî
∠ACF = ∠DCB.

5. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëà 1, 2, . . . , 2n− 1, 2n ìîæíî

ïî êðàéíåé ìåðå 2024 ñïîñîáàìè ðàçáèòü íà ïàðû òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé

ïàðå áûëà òî÷íûì êâàäðàòîì?

6. Â ðÿä âûïèñàíû 2023 ÷èñëà, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî 1 èëè −1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
â ðÿäó ìîæíî íàéòè íà÷èíàþùèéñÿ ñ ýòîãî ÷èñëà èëè çàêàí÷èâàþùèéñÿ ýòèì ÷èñëîì

îòðåçîê èç íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë (ìîæåò áûòü, îäíîãî), ñóììà êîòîðûõ

íåïîëîæèòåëüíà. Êàêóþ íàèáîëüøóþ ñóììó ìîãóò èìåòü âñå ÷èñëà?

7. Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ äîñêè 2020×2020 ïðîâåëè ïî îäíîé äèàãîíàëè. Ëó÷, ïàäàþùèé
íà ïðîâåäåííóþ äèàãîíàëü ñ ëþáîé ñòîðîíû, îòðàæàåòñÿ îò íå¼ ïî ïðàâèëó ¾óãîë

ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ¿. Â ñåðåäèíå ëåâîé ñòîðîíû ëåâîé êëåòêè êàæäîé ñòðîêè

óñòàíîâëåí ëàçåð, ëó÷ êîòîðîãî âûõîäèò âïðàâî, à â ñåðåäèíå ïðàâîé ñòîðîíû ïðàâîé

êëåòêè êàæäîé ñòðîêè � ëàçåð, ëó÷ êîòîðîãî âûõîäèò âëåâî. Ëó÷ êàæäîãî ëàçåðà

èìååò íîìåð, ðàâíûé íîìåðó ñòðîêè, â êîòîðîé îí íà÷èíàåòñÿ (ñòðîêè ïðîíóìåðîâàíû

ñâåðõó âíèç). Ëó÷ ñòàíîâèòñÿ êðàñíûì, åñëè îí âûõîäèò èç äîñêè ÷åðåç âåðõíþþ å¼

ñòîðîíó, è çåë¼íûì, åñëè ÷åðåç íèæíþþ. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ëó÷ ñòàë çåë¼íûì

èëè êðàñíûì. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà íîìåðîâ êðàñíûõ ëó÷åé ìåíüøå èëè ðàâíà ñóììå

íîìåðîâ çåë¼íûõ.

8. Ïðîèçâåäåíèå (12 + 1)(22 + 1) . . . (n2 + 1) äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà p.
Äîêàæèòå, ÷òî p < 2n.
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Âíóòðåííèé ìàòáîé Ï�ÎÔÈ-9 � ÏÎËÓÏ�ÎÔÈ-9. 15 èþëÿ

1. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

(1 + x+ x2)n = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ a2nx

2n.

Äîêàæèòå, ÷òî a20 − a21 + a22 − a23 + . . .− a22n−1 + a22n = an.

2. Ïóñòü a1, a2, ... � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n ÷èñëî aman− 1 äåëèòñÿ íà am+n. Äîêàæèòå, ÷òî âñå

÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, ðàâíû 1.

3. Íà îñòðîâå Àíòðîìîðòåì æèâóò 800 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ � ðûöàðü èëè

ëæåö. Ìàññû æèòåëåé ðàâíû 2, 4, 8, .., 2800 â íåêîòîðîì íåèçâåñòíîì íèêîìó ïîðÿäêå.

Êîëîíèçàòîð ïðèáûë íà îñòðîâ ñ äâóõ÷àøå÷íûìè âåñàìè áåç ãèðü, êîòîðûå ïîêàçûâàþò

âåðíûé çíàê, åñëè íà âåñàõ ðûöàðåé íå ìåíüøå, ÷åì ëæåöîâ, è ïðîòèâîïîëîæíûé, åñëè

ëæåöîâ íà âåñàõ áîëüøå, ÷åì ðûöàðåé. Ìîæåò ëè îí çà 10 âçâåøèâàíèé ãàðàíòèðîâàííî
îïðåäåëèòü ñàìîãî òÿæ¼ëîãî æèòåëÿ? (Âî âðåìÿ âçâåøèâàíèÿ îáå ÷àøè âåñîâ íå

äîëæíû áûòü ïóñòû.)

4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà C îïóùåíà âûñîòà

CH. Â òðåóãîëüíèêè ACH è BCH âïèñàëè îêðóæíîñòè; O1 è O2 � èõ öåíòðû; P1 è

P2 � èõ òî÷êè êàñàíèÿ ñ AC è BC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå O1P1 è O2P2 ïåðåñåêàþòñÿ

íà AB.

5. Âîëøåáíîé ñòðàíå 100 ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû áåñïîñàäî÷íûìè

äâóõñòîðîííèìè àâèàëèíèÿìè. Íàçîâ¼ì ãîðîä A äîñòîéíûì âíèìàíèÿ, åñëè ïðè ëþáîé

íóìåðàöèè ãîðîäîâ Âîëøåáíîé ñòðàíû ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 100 íàéä¼òñÿ ãîðîä ñ íîìåðîì
m, äî êîòîðîãî èç A ìîæíî äîáðàòüñÿ ðîâíî çà m ïåðåë¼òîâ. Íàïðèìåð, â ìàðøðóòå

A − B − A − B − A − B ðîâíî 5 ïåðåë¼òîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî â Âîëøåáíîé ñòðàíå åñòü

ðîâíî k ãîðîäîâ, äîñòîéíûõ âíèìàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ãîðîäà Âîëøåáíîé ñòðàíû ìîæíî

ðàçáèòü íà k+ 2 ïðîâèíöèè òàê, ÷òîáû àâèàëèíèè ñîåäèíÿëè òîëüêî ãîðîäà èç ðàçíûõ

ïðîâèíöèé.

6. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b è c, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1, äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî

1

a3 + 2b2 + 2b+ 4
+

1

b3 + 2c2 + 2c+ 4
+

1

c3 + 2a2 + 2a+ 4
6

1

3
.

7. Ïóñòü Γ � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü Ω êàñàåòñÿ

ñòîðîíû AB è êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè Γ â òî÷êå, ëåæàùåé ñ òî÷êîé C ïî îäíó ñòîðîíó îò

AB. Áèññåêòðèñà óãëà BCA ïåðåñåêàåò Ω â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå,
÷òî ∠ABP = ∠QBC.
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8. Ñàøà õî÷åò ðàññòàâèòü â êàæäóþ êëåòêó áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ïî

íàòóðàëüíîìó ÷èñëó òàê, ÷òîáû âñå ÷èñëà áûëè ðàçëè÷íû è äëÿ êàæäîé êëåòêè õîòÿ

áû â k ñîñåäíèõ ñ íåé ïî ñòîðîíå èëè ïî óãëó êëåòêàõ ñòîÿëè ÷èñëà, êðàòíûå ÷èñëó â

ýòîé êëåòêå. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k òàêîå âîçìîæíî?

9. Âàñÿ âûáðàë íàòóðàëüíîå m è õî÷åò íàïèñàòü íà âîëøåáíîé äîñêå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, êîòîðîå äîñêà áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòü ïî òàêîìó ïðàâèëó: åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò

íà äîñêå îêàçàëîñü ÷èñëî x < 2m, ÷åðåç ìèíóòó îíî çàìåíèòñÿ íà ÷èñëî x2 +2m, à åñëè
÷èñëî x > 2m, òî ÷åðåç ìèíóòó îíî óìåíüøèòñÿ ðîâíî âäâîå. Ïðè êàêèõ m Âàñÿ ìîæåò

íàïèñàòü íà äîñêå òàêîå ÷èñëî, ÷òî îíî âñåãäà áóäåò îñòàâàòüñÿ öåëûì?

10. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Äèñêîì íàçîâ¼ì êðóã,

ïîñòðîåííûé íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì äâå îòìå÷åííûõ òî÷êè, êàê íà äèàìåòðå (êðóã

ñîäåðæèò ñâîþ ãðàíèöó). Êàêèì íàèìåíüøèì ÷èñëîì äèñêîâ ãàðàíòèðîâàííî óäàñòñÿ

ïîêðûòü âñå îòìå÷åííûå òî÷êè?

Âíåøíèé ìàòáîé Ì9 � Ì10. 15 èþëÿ

1. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1 < a2 < . . . < an. Äîêàæèòå, ÷òî

(

1

1 + a1
+

1

1 + a2
+ . . .+

1

1 + an

)2

6
1

a1
+

1

a2 − a1
+

1

a3 − a2
+ . . .+

1

an − an−1
.

2. Ïóñòü Γ � îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü Ω êàñàåòñÿ

ñòîðîíû AB è êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè Γ â òî÷êå, ëåæàùåé ñ òî÷êîé C ïî îäíó ñòîðîíó îò

AB. Áèññåêòðèñà óãëà BCA ïåðåñåêàåò Ω â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå,
÷òî ∠ABP = ∠QBC.

3. Ñ êëåò÷àòûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ðàçðåøàåòñÿ ïðîäåëûâàòü òàêóþ îïåðàöèþ.

�àçðåçàòü íà òðè êëåò÷àòûõ ìíîãîóãîëüíèêà, äâà èç íèõ ñëîæèòü â ïðÿìîóãîëüíèê,

à òðåòèé � âûêèíóòü. Äîêàæèòå, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ êâàäðàòà 2n × 2n, ìîæíî ïðîäåëàòü
n2

òàêèõ îïåðàöèé ïîäðÿä.

4. �ðà�G ìîæíî íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî êàæäîå ðåáðî � îòðåçîê åäèíè÷íîé

äëèíû (ð¼áðà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ è íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà äðóãà, ðàçíûå âåðøèíû

äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûì òî÷êàì). Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî â ëþáîì òàêîì

ðèñóíêå íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû íà ðàññòîÿíèè

1

2024
?

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîñòàâíîå ÷èñëî, êîòîðîå ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ 100!

ñòàíîâèòñÿ ïðîñòûì.
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6. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ áîëüøåé îêðóæíîñòè Ω âíóòðåííèì îáðàçîì. Õîðäû AM
è AN îêðóæíîñòè Ω êàñàþòñÿ ω â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

PM +NQ > PQ.

7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) êîëè÷åñòâî òàêèõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , n}, ÷òî ÍÎÄ âñåõ ýëåìåíòîâ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà âçàèìíî ïðîñò ñ ÷èñëîì n.
Äîêàæèòå, ÷òî

∑

d|n
F (d) = 2n − 1.

8. Ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè f(x) òàêîâ, ÷òî f(10) = 10. Íàéäèòå
íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî öåëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x) = x2

.

9. Íà ïëîñêîñòè åñòü 46 òî÷åê, íèêàêèå 4 èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü 10 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé.

10. Àíÿ è Áåíÿ ïî î÷åðåäè âûáèðàþò ÷èñëà èç íàáîðà {0, 1, 2, . . . , 81}, êàæäûé ñâîèì
õîäîì âûáèðàåò îäíî åù¼ íå âûáðàííîå ÷èñëî. Íà÷èíàåò Àíÿ. Êîãäà âñå ÷èñëà âûáðàíû,

Àíÿ ñ÷èòàåò ñóììó âûáðàííûõ åé ÷èñåë � ÷èñëîA, à Áåíÿ ñ÷èòàåò ñóììó âûáðàííûõ èì
÷èñåë � ÷èñëî B. Àíÿ õî÷åò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ÍÎÄ(A,B) áûë êàê ìîæíî áîëüøå,
à Áåíÿ � ÷òîáû êàê ìîæíî ìåíüøå. Êàêîé ðåçóëüòàò ìîãóò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ðåáÿòà

íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà?

21. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû. 17 èþëÿ

Â ýòîì ëèñòî÷êå p � ïðîñòîå ÷èñëî, íå ðàâíîå 2.

Óïðàæíåíèå. à) Äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî îñòàòêà a ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îáðàòíûé îñòàòîê, ò. å. òàêîé îñòàòîê b, ÷òî ab ≡ 1 (mod p).
Îáîçíà÷åíèå: b = a−1

.

á) Îñòàòêè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ìîæíî äåëèòü, ò. å. ñðàâíåíèå ax ≡ b (mod p) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé âû÷åò a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ïðîñòîìó

ìîäóëþ p, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå b, ÷òî b2 ≡ a (mod p). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì. Òàêèì îáðàçîì, âû÷åòû ïî ìîäóëþ p
ðàçáèâàþòñÿ íà 3 ãðóïïû: íóëåâîé âû÷åò, êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è êâàäðàòè÷íûå

íåâû÷åòû.

Çàäà÷è

1. Íàéäèòå âñå êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû ïî ìîäóëÿì 5, 7, 11, 13.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåíóëåâîãî îñòàòêà c êâàäðàòíîå ñðàâíåíèå x2 ≡ c (mod p)
èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ p èëè íå èìååò èõ âîâñå.
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á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p?

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, òî x−1
êâàäðàòè÷íûé âû÷åò.

4. Äîêàæèòå, ÷òî

à) ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò;

á) ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòè÷íîãî âû÷åòà è êâàäðàòè÷íîãî íåâû÷åòà � êâàäðàòè÷íûé

íåâû÷åò;

â) ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò.

5. à) Ïðè êàêèõ p êîëè÷åñòâî êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ÷¼òíî?
á) Äîêàæèòå, ÷òî −1 êâàäðàòè÷íûé âû÷åò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = 4k + 1.
â) Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âèëüñîíà î òîì, ÷òî (p − 1)! ≡ −1 (mod p), ïðåäëîæèòå

�îðìóëó äëÿ êîðíÿ èç −1 ïðè p = 4k + 1.

6. à) Êàêèå ïðîñòûå ÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëîæåíèè âûðàæåíèé âèäà n2 + 1 íà

ïðîñòûå ìíîæèòåëè?

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.

7. Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñðàâíåíèå ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod p)
à) èìååò äâà ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ p, åñëè äèñêðèìèíàíò � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò;

á) íå èìååò ðåøåíèé, åñëè äèñêðèìèíàíò � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò;

â) èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå ïî ìîäóëþ p, åñëè äèñêðèìèíàíò ñðàâíèì ñ íóë¼ì ïî

ìîäóëþ p.

Îïðåäåëåíèå. Ñèìâîëîì Ëåæàíäðà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

(

a

p

)

=











0, åñëèa äåëèòñÿ íà p;

1, åñëèa− êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p;

−1, åñëèa− êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 4 ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

(

ab

p

)

=

(

a

p

)(

b

p

)

.

Óòâåðæäåíèå çàäà÷è 5 ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

(−1

p

)

= (−1)
p−1

2
.

Êðèòåðèé Ýéëåðà.

(

a

p

)

≡ a
p−1

2 (mod p).

9. à) Ïðîâåðüòå êðèòåðèé Ýéëåðà äëÿ p = 7.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p, òî a

p−1

2 ≡ 1 (mod p).
â) Äîêàæèòå êðèòåðèé Ýéëåðà äëÿ p âèäà 4k + 3.
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ã) Äîêàæèòå êðèòåðèé Ýéëåðà äëÿ p âèäà 4k + 1.

10.ÒåîðåìàÆèðàðà. Ïóñòü x2+y2 äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p âèäà 4k+3. Äîêàæèòå,
÷òî x è y äåëÿòñÿ íà p.

11. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x3 + 7 = y2.

22. Òåîðåìà Áðóêñà. 17 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. �àñêðàñêà âåðøèí ãðà�à G â k öâåòîâ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè

ëþáûå äâå ñìåæíûå âåðøèíû ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå

÷èñëî k, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðà�à G â k öâåòîâ

íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðà�à G è îáîçíà÷àåòñÿ χ(G).

Îïðåäåëåíèÿ. ×åðåç α(G) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåð íàèáîëüøåãî íåçàâèñèìîãî

ìíîæåñòâà âåðøèí ãðà�à G, òî åñòü òàêîãî ìíîæåñòâà âåðøèí, ìåæäó êîòîðûìè

íåò íè îäíîãî ðåáðà. ×åðåç δ(G) è ∆(G) îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøàÿ è

íàèáîëüøàÿ èç ñòåïåíåé âåðøèí ãðà�à G.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü v � âåðøèíà ãðà�à G. ×åðåç G − v îáîçíà÷àåòñÿ ãðà�,

ïîëó÷àåìûé èç G óäàëåíèåì âåðøèíû v è âñåõ èíöèäåíòíûõ åé ð¼áåð.

Îïðåäåëåíèå. ×åðåç G îáîçíà÷àåòñÿ äîïîëíåíèå ãðà�à G, òî åñòü ãðà� ñ òåì æå

ìíîæåñòâîì âåðøèí, ÷òî è G, â êîòîðîì ñìåæíû òå è òîëüêî òå ïàðû âåðøèí, êîòîðûå

íå ñìåæíû â ãðà�å G.

Çàäà÷è

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ãðà�à G íà n âåðøèíàõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî χ(G) ·
α(G) > n.

2. Âåðøèíû ãðà�à G íåëüçÿ ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â d öâåòîâ. Äîêàæèòå,

÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîäãðà� H ãðà�à G, ÷òî δ(H) > d.

3. Äîêàæèòå, ÷òî χ(G) + χ(G) 6 n+ 1, ãäå n � êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðà�à G.

4. Â ãðà�å G âñåãî v âåðøèí è e ð¼áåð, åãî âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì

ïîêðàñèòü â k öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî k >
v2

v2 − 2e
.

5. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðà�, ∆(G) = d > 3. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû G ìîæíî

ïðàâèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ, åñëè
à) åñòü âåðøèíà, ñòåïåíü êîòîðîé ìåíüøå d;

á) åñòü òàêàÿ âåðøèíà v, ÷òî ãðà� G− v íåñâÿçåí;

â) åñòü äâå òàêèå âåðøèíû u è v, ÷òî ãðà� G− u− v íåñâÿçåí;
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ã) åñòü òðè âåðøèíû u, v è w òàêèå, ÷òî u ñìåæíà ñ v è w, âåðøèíû v è w íåñìåæíû

è ãðà� G− v − w ñâÿçåí.

Òåîðåìà Áðóêñà. Ïóñòü d > 3, à G � ñâÿçíûé ãðà�, îòëè÷íûé îò ïîëíîãî ãðà�à

íà d+ 1 âåðøèíå, è ∆(G) 6 d. Òîãäà χ(G) 6 d.

6. Äîêàæèòå òåîðåìó Áðóêñà

à) ïðè ïîìîùè çàäà÷è 5;
á) ïðè ïîìîùè ìåòîäà ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé.

23. Èíòåðïîëÿöèÿ. 18 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíà P (x) ñòåïåíè íå âûøå n, êîòîðûé â

äàííûõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ x0, . . . , xn ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâåííî äàííûå çíà÷åíèÿ

y0, . . . , yn, ò. å. P (xi) = yi, íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé, à ïîëó÷àåìûé ìíîãî÷ëåí �

èíòåðïîëÿöèîííûì.

Çàäà÷è

1. à) Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí P (x), êîòîðûé â òî÷êàõ x1, x2, . . . , xn ðàâåí íóëþ, à â

îñòàëüíûõ òî÷êàõ îòëè÷åí îò íóëÿ.

á) Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n, êîòîðûé â òî÷êå x0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèå y0,
à â òî÷êàõ x1, x2, . . . , xn ðàâåí íóëþ.

â) Ïîñòðîéòå ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè íå âûøå n òàêîé, ÷òî P (xi) = yi, ãäå
i = 0, 1, . . . , n.

2. Ïóñòü x0 < x1 < x2 < . . . < xn � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

äëÿ ëþáûõ y0, y1, . . . , yn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè íå âûøå

n, òàêîé, ÷òî P (x0) = y0, P (x1) = y1, . . . , P (xn) = yn. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ

èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà.

3. à) Ïîñòðîéòå êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí P (x) òàêîé, ÷òî P (−3) = 14, P (−1) = 4,
P (1) = 10.

á) Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, êîòîðûé ïðè äåëåíèè íà x − 1 äà¼ò

îñòàòîê 10, ïðè äåëåíèè íà x− 2 äà¼ò îñòàòîê 7, ïðè äåëåíèè íà x− 4 äà¼ò îñòàòîê 15.

4. ×èñëà a, b è c ðàçëè÷íû. Ñêîëüêî êîðíåé ìîæåò èìåòü óðàâíåíèå

c2
(x− a)(x− b)

(c− a)(c− b)
+ b2

(x− a)(x− c)

(b− a)(b− c)
+ a2

(x− b)(x− c)

(a− b)(a− c)
= x2

â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé a, b è c?

5.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé a, b, c, d âûïîëíåíî ðàâåíñòâî abc
(d−a)(d−b)(d−c)+

abd
(c−a)(c−b)(c−d) +

acd
(b−a)(b−c)(b−d) +

bcd
(a−b)(a−c)(a−d) = −1.
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6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P (x) � ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå n, òî äðîáü

P (x)
(x−x1)(x−x2)...(x−xn)

(x1, x2, . . . , xn � ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû n ïðîñòåéøèõ äðîáåé:

A1

x−x1

+ A2

x−x2

+ . . . + An

x−xn

, ãäå

A1, A2, . . . , An � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ öåëîçíà÷íûì, åñëè â öåëûõ òî÷êàõ îí

ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû âèäà Ck
x = x(x−1)...(x−k+1)

k!
öåëîçíà÷íû (C0

x = 1). Òàêèå
ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè.

á) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ C0
x, C

1
x, . . . , C

n
x ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n öåëîçíà÷åí, òî ìíîãî÷ëåí n!P (x) èìååò
öåëûå êîý��èöèåíòû.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ

x = 0, 1, . . . , n, òî îí ïðèíèìàåò öåëûå çíà÷åíèÿ âî âñåõ öåëûõ òî÷êàõ.

9. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà. Äîêàçàòü, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, òàêîé, ÷òî P (x0) = y0, P (x1) = y1, . . . , P (xn) = yn,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

P (x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + . . .+ cn(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1).

10. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå n òàêîé, ÷òî P (i) = 1
i
ïðè âñåõ

i = 1, . . . , n. Íàéäèòå P (n+ 1).

11. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n òàêîé, ÷òî P (i) = 2i ïðè âñåõ

i = 0, 1, . . . , n. Íàéäèòå P (n+ 1).

24. Áîëüøåå â ìåíüøåì. 18 èþëÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü âåðøèíû òåòðàýäðà KLMN ëåæàò âíóòðè, íà ãðàíÿõ èëè íà ð¼áðàõ

äðóãîãî òåòðàýäðà ABCD. Òîãäà ñóììà äëèí âñåõ ð¼áåð òåòðàýäðà KLMN ìåíüøå,

÷åì 4/3 ñóììû äëèí âñåõ ð¼áåð òåòðàýäðà ABCD.

1. à) Îäèí òåòðàýäð ðàñïîëîæåí âíóòðè äðóãîãî. Ìîæåò ëè ïåðèìåòð âíóòðåííåãî

òåòðàýäðà áûòü áîëüøå ïåðèìåòðà âíåøíåãî?

á) Îäèí òðåóãîëüíèê ðàñïîëîæåí âíóòðè äðóãîãî. Ìîæåò ëè ïåðèìåòð âíóòðåííåãî

òðåóãîëüíèêà áûòü áîëüøå ïåðèìåòðà âíåøíåãî?

â) Íàçîâ¼ì ãðàíü òåòðàýäðà íàèáîëüøåé, åñëè å¼ ïåðèìåòð íå ìåíüøå ïåðèìåòðà

êàæäîé èç îñòàëüíûõ ãðàíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò

óäâîåííîãî ïåðèìåòðà åãî íàèáîëüøåé ãðàíè.
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ã) Òðåóãîëüíèê ðàñïîëîæåí âíóòðè âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî

ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò ïåðèìåòðà ìíîãîóãîëüíèêà.

ä) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð �èãóðû-ïðîåêöèè òåòðàýäðà íà ïëîñêîñòü ìåíüøå 2/3
ñóììû äëèí ïðîåêöèé ð¼áåð òåòðàýäðà íà ýòó ïëîñêîñòü.

å) Äîêàæèòå Òåîðåìó.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà ïðîìåæóòêå I ⊂ R, åñëè äëÿ

ëþáûõ x1, x2 ∈ I è ëþáûõ λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(λ1x1 + λ2x2) 6 λ1f(x1) + λ2f(x2).

Îïðåäåëåíèå. Íàäãðà�èêîì �óíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y)
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òàêèõ, ÷òî y > f(x).

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ âûïóêëà íà ïðîìåæóòêå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼

íàäãðà�èê íà ýòîì ïðîìåæóòêå � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà �óíêöèé, âûïóêëûõ íà ïðîìåæóòêå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå �óíêöèåé.

â) Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè, âûïóêëîé íà îòðåçêå, äîñòèãàåòñÿ

íà ãðàíèöå ýòîãî îòðåçêà.

ã) Ïóñòü f(X)� âûïóêëàÿ �óíêöèÿ òî÷êèX. ÏóñòüX ïðîáåãàåò íåêîòîðûé îòðåçîê.

Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå f äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå ýòîãî îòðåçêà.

ä) Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà äî íåêîòîðîé

�èêñèðîâàííîé òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

å) Ïóñòü A,B, C �èêñèðîâàííûå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð

òåòðàýäðà ABCX ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé �óíêöèåé òî÷êè X.

æ) Äîêàæèòå Òåîðåìó.

25. Òóðíèðû. 19 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Òóðíèðíûé ãðà� èëè ïðîñòî òóðíèð � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, â

êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â òóðíèðå åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü.

2. Êàêèå-òî äâå êîìàíäû íàáðàëè â êðóãîâîì âîëåéáîëüíîì òóðíèðå îäèíàêîâîå ÷èñëî

î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå êîìàíäû A,B è C, ÷òî A âûèãðàëà ó B, B
âûèãðàëà ó C, à C âûèãðàëà ó A.

Îïðåäåëåíèå. Âåðøèíû a è b îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G íàçîâ¼ì ñâÿçàííûìè, åñëè

â ãðà�å G ñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå ïóòè èç a â b è èç b â a. Îðèåíòèðîâàííûé
ãðà� íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñâÿçàíû.
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3. Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðå åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðå G ñ ÷åòûðüìÿ è áîëåå âåðøèíàìè

ñóùåñòâóþò äâå òàêèå âåðøèíû a, b ∈ V (G), ÷òî òóðíèðû G− a è G− b ñèëüíî ñâÿçíû.

5. Òåîðåìà Ìóíà. Ïóñòü G � ñèëüíî ñâÿçíûé òóðíèðíûé ãðà�, v(G) � êîëè÷åñòâî

âåðøèí ãðà�à G è 3 6 k 6 v(G).

à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V (G) ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë äëèíû k,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç v.

á) Äîêàæèòå, ÷òî â ãðà�å G ñóùåñòâóåò õîòÿ áû v(G)−k+1 ïðîñòûõ öèêëîâ äëèíû
k.

6. Ïóñòü G � òóðíèðíûé ãðà� íà n âåðøèíàõ, ãäå

à) n ÷¼òíî;

á) n íå÷¼òíî è n > 7.

Äîêàæèòå, ÷òî â í¼ì ñóùåñòâóåò òàêîé ãàìèëüòîíîâ ïóòü a1a2 . . . an, ÷òî åãî êîíöû
ñîåäèíåíû ðåáðîì a1an.

26. �åîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà. 19 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü A è B � äâà ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ãäå îïðåäåëåíî

êàêîå-òî ñëîæåíèå. Òîãäà A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.
Íà ïëîñêîñòè, ãäå òî÷êè ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ èõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè, òàêóþ

îïåðàöèþ íàçûâàþò ñóììîé Ìèíêîâñêîãî �èãóð A è B.

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå ñóììó Ìèíêîâñêîãî:

à) A è òî÷êè;

á) äâóõ ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ;

â) äâóõ íåïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ;

ã) òð¼õ ïîïàðíî íåïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ;

ä) äâóõ êðóãîâ;

å) äâóõ îêðóæíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì ε-îêðåñòíîñòüþ �èãóðû ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè,

íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëüøå ε îò ýòîé �èãóðû.

Çàäà÷è

1. Äàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ïëîùàäè S è ïåðèìåòðà P . Íàéäèòå ïëîùàäü è

ïåðèìåòð åãî ε-îêðåñòíîñòè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A è B � âûïóêëû, òî A+B òîæå.
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Îïðåäåëåíèå. Äèàìåòðîì ìíîæåñòâà A íàçûâàþò íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êàìè A è îáîçíà÷àþò åãî diam(A).

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ A,B âåðíî

à) diam(A) = max{|x|, x ∈ (A+ (−A))};
á) diam(A+ B) 6 diam(A) + diam(B).

4. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû äâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà A è B, ó íèõ m è n
ñòîðîí ñîîòâåòñòâåííî. Íà êàæäîé ñòîðîíå íàðèñóåì ñòðåëî÷êó â ïîðÿäêå îáõîäà ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå è ïîëó÷èì íàáîð èç m + n âåêòîðîâ ñ íóëåâîé ñóììîé. Îòëîæèâ èõ

ïîñëåäîâàòåëüíî â ïîðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ïîëó÷èì ãðàíèöó âûïóêëîãî

ìíîãîóãîëüíèêà M . Äîêàæèòå, ÷òî M = A+B.

Çàìå÷àíèå. Èç çàäà÷è 4 ñëåäóåò, ÷òî P (A + B) = P (A) + P (B) äëÿ âûïóêëûõ

ìíîãîóãîëüíèêîâ. Îòñþäà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíî âåðíî äëÿ ëþáûõ âûïóêëûõ

ìíîæåñòâ.

5. Âûïóêëóþ �èãóðó ïåðèìåòðà P ðàçðåçàëè ïðÿìîëèíåéíûì ðàçðåçîì äëèíû l íà äâå
÷àñòè. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ñåðåäèí îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â ðàçíûõ ÷àñòÿõ. Íàéäèòå

ïåðèìåòð M .

6. Êîðîáêà â êîðîáêå. a) Ïóñòü M �- ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëåëëåïèïåä ñ äëèíàìè

ð¼áåð a, b, c, B � øàð åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, à �óíêöèÿ VM(ε) � îáú¼ì òåëà M + εB.
Íàéäèòå êîý��èöèåíòû A,B, C,D è äîêàæèòå �îðìóëó:

VM(ε) = A+Bε+ Cε2 +Dε3.

á) Ïóñòü M1,M2 � äâà ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäà, ïðè÷¼ì M1 ⊂ M2.

Ñðàâíèòå VM1
(ε) è VM2

(ε).

â) Âûâåäèòå èç á), ÷òî ñóììà äëèí ð¼áåð ïåðâîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íå áîëüøå, ÷åì

ñóììà äëèí ð¼áåð âòîðîãî.

Îïðåäåëåíèå. Êèðïè÷¼ì íàçîâ¼ì ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè

êîîðäèíàòíûì îñÿì. Íàçîâ¼ì êèðïè÷íûì ìíîæåñòâîì êîíå÷íîå îáúåäèíåíèå

êèðïè÷åé.

Çàìå÷àíèå. Ëþáîå êèðïè÷íîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ êèðïè÷åé.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äâóõ êèðïè÷íûõ ìíîæåñòâ � êèðïè÷íîå ìíîæåñòâî.

á) Ïóñòü A, B � êèðïè÷è. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

√

S(A+ B) >
√

S(A) +
√

S(B).

â) Ïóñòü A, B � íåêîòîðûå �èãóðû, ïðÿìûå l è m ïàðàëëåëüíû îñè àáñöèññ. l
ðàçáèâàåò A íà äâå ÷àñòè � âåðõíþþ A1 è íèæíþþ A2; àíàëîãè÷íî m ðàçáèâàåò B íà
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B1 è B2. Äîêàæèòå, ÷òî �èãóðû A1 + B1 è A2 + B2 ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé.

ã) Ïóñòü A è B � êèðïè÷íûå ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî

√

S(A+B) >
√

S(A) +
√

S(B).

Çàìå÷àíèå. Ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà èç çàäà÷è 6 ìîæíî âûâåñòè

íåðàâåíñòâî Áðóííà � Ìèíêîâñêîãî: åñëè A è B � äâà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà

ëèáî âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê è êðóã, òî

√

S(A+ B) >
√

S(A) +
√

S(B).

8. Âûâåäèòå èç íåðàâåíñòâà Áðóííà-Ìèíêîâñêîãî èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà: â ëþáîì ìíîãîóãîëüíèêå ïåðèìåòðà P è ïëîùàäè S âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî 4πS 6 P 2
.

9. Äèàìåòð âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâåí 2. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïëîùàäü íå

ïðåâîñõîäèò π.

27. Óðàâíåíèå Ïåëëÿ. 20 èþëÿ

1. �åøèì â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 − 2y2 = 1.
�àçëîæèì íà ìíîæèòåëè ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà x2 − 2y2 = (x+ y

√
2)(x− y

√
2).

Ïåðâîå íåòðèâèàëüíîå, òî åñòü îòëè÷íîå îò (1; 0), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äà¼ò ïàðà (3; 2).
à) Ïóñòü (a; b) � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2−2y2 = 1. Ïîëó÷èòå, óìíîæàÿ îáå

÷àñòè óðàâíåíèÿ íà (3 + 2
√
2)(3− 2

√
2) = 1, åù¼ îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2−2y2 = 1 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Óêàæèòå
ëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïî èìåþùåìóñÿ ðåøåíèþ (xn; yn)
íàéòè äðóãîå ðåøåíèå (xn+1; yn+1).

â) Óñòàíîâèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïî ðåøåíèþ (a; b) íàéòè

ðåøåíèå (c; d), ïðè ýòîì c < a, d < b.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 − 2y2 = 1 � ýòî ïàðû

(xn; yn), çàäàííûå ñîîòíîøåíèåì xn + yn
√
2 = (3 + 2

√
2)n, n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå âèäà x2 − dy2 = 1, ãäå d íå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ïåëëÿ. Íàèìåíüøåå íåòðèâèàëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ íàçûâàåòñÿ åãî �óíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �óíäàìåíòàëüíîå

ðåøåíèå.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà a+ b
√
d, ãäå a è b � öåëûå ÷èñëà, ÷åðåç Z[

√
d].

Âñå ðåøåíèÿ (åñëè îíè åñòü) óðàâíåíèÿ x2 − dy2 = 1 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó

Z[
√
d]. Â çàäà÷å 2 äîêàçàíî, ÷òî åñëè (x0; y0) � �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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x2 − dy2 = 1, òî âñå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì, ÿâëÿþùèìñÿ ñòåïåíÿìè ÷èñëà

x0 + y0
√
d ∈ Z[

√
d].

Íàõîæäåíèå �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ïåðåáîðîì èíîãäà áûâàåò çàòðóäíèòåëüíûì

(íàïðèìåð, �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 − 61y2 = 1 èìååò âèä

x0 = 1766319049, y0 = 226153980). Âñåãäà ëè íàõîæäåíèå �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ

ïåðåáîðîì ïðèâåäåò ê óñïåõó? Âñåãäà ëè óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2 − dy2 = 1 èìååò

ðåøåíèå? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñåãäà. Óäèâèòåëüíî êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î

ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ îïóáëèêîâàë â 2008 ãîäó Í. Âàéëäáåðãåð

(Àâñòðàëèÿ). Âñå ðàíåå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà áûëè íå ñîâñåì ýëåìåíòàðíû.

Ïîëîæèì g(x, y) = x2−dy2 è áóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü ýòó êâàäðàòè÷íóþ �îðìó. Åñëè

íà î÷åðåäíîì øàãå ïîëó÷èëàñü �îðìà g(x, y) = ax2 + bxy+ cy2, òî ïðåîáðàçóåì å¼ èëè

â g(x + y, y) èëè â g(x, x + y) òàê, ÷òîáû ó íîâîé �îðìû êîý��èöèåíò ïðè x2
áûë

ïîëîæèòåëüíûì, à ïðè y2 áûë îòðèöàòåëüíûì � êàê è ó íà÷àëüíîé �îðìû.

3. à) Ïðîäåëàéòå ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ �îðìû x2 − 2y2.
á) Íà êàêîì-òî øàãå äîëæíî ñòàòü î÷åâèäíûì, ÷òî óðàâíåíèå x2 − 2y2 = 1 èìååò

ðåøåíèå.

â) Àíàëîãè÷íî, ïðîäåëàéòå àëãîðèòì äëÿ �îðìû x2 − 7y2.

4. à) ×òî ïðîèñõîäèò ñ äèñêðèìèíàíòîì �îðìû D = b2 − 4ac ïðè ýòèõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ?

á) Äîêàæèòå, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü âûáðàíî ðîâíî îäíèì

ñïîñîáîì.

â) Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �îðì âñòðåòèòñÿ òîëüêî

êîíå÷íîå ÷èñëî �îðì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàöèêëèòñÿ.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïî î÷åðåäíîé �îðìå ìîæíî âîññòàíîâèòü ïðåäûäóùóþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàöèêëèòñÿ áåç ïðåäïåðèîäà.

ä) Äîêàæèòå, ÷òî ó óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

5. Íàïèøèòå ðåêóððåíòíûå è ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 − 7y2 = 1.

6. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 − y2 + 2xy − 1 = 0.

28. Òåîðåìà Õåëëè íà ïëîñêîñòè. 20 èþëÿ

Òåîðåìà Õåëëè. Äàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå òðè èç íèõ ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà âñå ìíîæåñòâà èìåþò îáùóþ

òî÷êó.
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Çàäà÷è

1. à) Äîêàæèòå òåîðåìó Õåëëè äëÿ 4 âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

á) Äîêàæèòå òåîðåìó Õåëëè äëÿ n âûïóêëûõ ìíîæåñòâ (n > 4).

2. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû íåñêîëüêî ïîëóïëîñêîñòåé, âíóòðåííîñòè êîòîðûõ ïîêðûâàþò

âñþ ïëîñêîñòü. Äîêàçàòü, ÷òî èç ýòèõ ïîëóïëîñêîñòåé ìîæíî âûáðàòü òðè,

âíóòðåííîñòè êîòîðûõ òîæå ïîêðûâàþò âñþ ïëîñêîñòü.

3. Íà ïëîñêîñòè äàíû íåñêîëüêî òî÷åê, ëþáûå òðè èç êîòîðûõ ìîæíî íàêðûòü êðóãîì

ðàäèóñà 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýòè òî÷êè ìîæíî íàêðûòü òàêèì êðóãîì.

4. Òåîðåìà Þíãà. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê äèàìåòðà 1
ìîæíî ïîêðûòü êðóãîì ðàäèóñà

1√
3
.

5. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè ëþáîãî âûïóêëîãî ñåìèóãîëüíèêà åñòü òî÷êà, íå

ïðèíàäëåæàùàÿ íè îäíîìó èç ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíûìè

âåðøèíàìè.

6. Äàíû X1, . . . , Xn � âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ òð¼õ

èç íèõ ìîæíî ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè íåêîòîðûé ìíîãîóãîëüíèê M òàê, ÷òî îí

îäíîâðåìåííî ïåðåñå÷¼òñÿ ñ êàæäûì èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê ïàðàëëåëüíî

ïåðåíåñòè M , ÷òî îí ïåðåñå÷¼òñÿ ñî âñåìè ìíîãîóãîëüíèêàìè X1, . . . , Xn.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 21 èþëÿ

Äîâûâîä

1. Ñòîëáöû òàáëèöû n × n ïðîíóìåðîâàëè ÷èñëàìè îò 0 äî n − 1 ñëåâà íàïðàâî, à

ñòðîêè � ÷èñëàìè n, n + 1, . . . , 2n − 1 ñíèçó ââåðõ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ êëåòêà

çàäà¼òñÿ íîìåðîì ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðîì îíà ñòîèò. (Íèæíÿÿ ëåâàÿ êëåòêà �

(n, 0). Â êàæäóþ èç êëåòîê (i, j) çàïèñàëè ÷èñëî

1
i−j

. �àññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå

ïóòè èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà äîñêè â ïðàâûé íèæíèé, ãäå êàæäûé õîä äåëàåòñÿ íà

îäíó êëåòêó âíèç èëè íà îäíó êëåòêó âïðàâî. Íàçîâåì öåíîé ïóòè ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë

â êëåòêàõ ýòîãî ïóòè (íå âêëþ÷àÿ êîíöû). ×åìó ðàâíà ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü âñåõ òàêèõ

ïóòåé?

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BL è âûñîòà CH.

Òî÷êà H1 ñèììåòðè÷íà òî÷êå H îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BL, à òî÷êà H2 ñèììåòðè÷íà

òî÷êå H1 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CH. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê CH1LH2 �

âïèñàííûé. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé.

3. Êâàäðàò ABCD ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëüíèêè òàê, ÷òî íè â êàêîé âåðøèíå íå

ñõîäÿòñÿ 4 ïðÿìîóãîëüíèêà. Âñå âåðøèíû ðàñêðàñèëè â äâà öâåòà òàê, ÷òî â ëþáîì
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ïðÿìîóãîëüíèêå ïðîòèâîïîëîæíûå ïî äèàãîíàëè âåðøèíû ðàçíîãî öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî

âåðøèíû A è C îäíîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû B è D òîæå îäíîãî öâåòà.

4. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = x2 + ax− 1 ñ äåéñòâèòåëüíûì a. Ñàøà íàø¼ë 50
äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(. . . f(x)) = x (47 áóêâ f ). Äîêàæèòå, ÷òî ó ýòîãî
óðàâíåíèÿ åñòü åù¼ õîòÿ áû 46 äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé.

5. Äàíû öåëîå k > 1 è ïðîñòîå p òàêèå, ÷òî ÷èñëî n = kp + 1 ñîñòàâíîå. Îêàçàëîñü,

÷òî ÷èñëî 2n−1 − 1 äåëèòñÿ íà n. Äîêàæèòå, ÷òî n < 2k.

Âûâîä

6. Êàæäàÿ êëåòêà êâàäðàòà 10 × 10 ïîêðàøåíà â îäèí èç 60 öâåòîâ. Äëÿ êàêîãî

íàèáîëüøåãî íàòóðàëüíîãî k ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäóòñÿ õîòÿ áû k êëåò÷àòûõ

êâàäðàòîâ 2× 2, âñå 4 êëåòêè êàæäîãî èç êîòîðûõ ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà?

7. Â íåðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC âïèñàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå I.
Ïðÿìûå BI è CI ïåðåñåêàþò åãî îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ B1 è C1. Ïðÿìàÿ,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç I ïàðàëëåëüíî BC, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå C2, ñòîðîíó AC �

â òî÷êå B2, à òàêæå îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõX è Y , òàê ÷òî C2 � ìåæäó Y è I. Äîêàæèòå,
÷òî êàñàòåëüíàÿ ê ω, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå A, à òàêæå îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê

îêðóæíîñòÿì (B1B2X) è (C1C2Y ) ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

8. Ïóñòü äàíû öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c. Òðåóãîëüíèê íà êëåò÷àòîé

ïëîñêîñòè ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè ñî ñòîðîíîé 1 íàçîâ¼ì (a, b, c)-òðåóãîëüíèêîì,
åñëè íà îäíîé åãî ñòîðîíå ðàñïîëîæåíî ðîâíî a óçëîâ (íå ñ÷èòàÿ âåðøèí), íà

äðóãîé ñòîðîíå � ðîâíî b óçëîâ, à íà òðåòüåé ñòîðîíå � ðîâíî c óçëîâ. Íàéäèòå

êîëè÷åñòâî òðîåê (a, b, c) òàêèõ, ÷òî a 6 b 6 c è ìèíèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ïëîùàäü

(a, b, c)-òðåóãîëüíèêà ðàâíà 9000000.
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