Семнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-25.VII.2001 г.

Делимость

1. Можно ли прямоугольный параллелепипед 
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 разрезать на кирпичи 
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2. Докажите, что если правильная дробь несократима, то дробь, дополняющая ее до единицы, тоже несократима.

3. Какие остатки может давать квадрат целого числа при делении 3?   На 4?   На 8?
4. а) Может ли сумма квадратов двух нечетных чисел быть точным квадратом?
b) Может ли сумма квадратов трех нечетных чисел быть точным квадратом?

5. Может ли сумма квадратов пяти последовательных целых чисел быть точным квадратом?

6. Пусть x, y, z – натуральные числа, причем x2+y2=z2.

а) Докажите, что x или y кратно 3;

b) Докажите, что x или y кратно 4;

c) Докажите, что x, y или z кратно 5;

d) Существует ли еще натуральное число с такими свойствами?

7. Докажите, что нет таких целых чисел a, b, c, d, e таких, что ab=bc=cd=de=ea=30.

8. Известно, что a, b, c – целые и a+b+c=0. Докажите, что a3+b3+c3 кратно 6.

9. Сумма трех целых чисел, являющихся точными квадратами, кратна 9. Докажите, что из них можно выбрать два, разность которых кратна 9.

10. Докажите, что разность между трехзначным числом и числом, записанным теми же цифрами, но в обратном порядке, не может быть квадратом натурального числа.

11. Докажите, что дробь 
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 – несократима ни при каких натуральных n.

12. У царя Дадона в одиночных камерах сидели 100 пленников. Поворот ручки отпирает каждую камеру, следующий поворот запирает, еще один снова отпирает и т. д. К празднику царь решил освободить часть пленников и накануне послал слугу, который повернул ручку на дверях каждой камеры. Все двери оказались отперты. Но тут пришел второй посыльный и повернул ручку каждой второй камеры. Двери 2-й, 4-й, 6-й, … камер вновь оказались заперты. Следующий посланец повернул ручки 3-й, 6-й, 9-й, 12-й и т. д. камер. Еще один – в каждой четвертой камере. То же повторяли следующие посланцы вплоть до сотого, повернувшего ручку сотой камеры. Наконец наступил праздник, и сидевшие в открытых камерах вышли на свободу. Сколько пленников освободил Дадон?
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