Семнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-25.VII.2001 г.

Пример + оценка

Необходимо подчеркнуть важность общего рассуждения (больше или меньше найденного не может быть ни в каком случае!) и указать, что без него все ссылки на невыгодность математически несостоятельны. 

1. Электронные часы показывают  цифры часов и минут (например, 13:10). Какая наибольшая сумма цифр может быть на таких часах?
В отличие от чисел наибольшая сумма достигается не на наибольшем времени. Ответ: В 19 часов 59 минут имеем сумму цифр 1+9+5+9=24.

2. Какое наибольшее число трехклеточных уголков можно вырезать из клетчатого квадрата 8(8?
Ответ: 21. Больше нельзя, т. к. 22(3=66>64. Пример см. на рисунке справа.

При затруднении с примером разобрать квадраты 2(2 и 4(4.

3. Каким наименьшим количеством монет в 3 и 5 коп можно набрать сумму 37 копеек?

Обязательно вытащить на доску  такое решение: Ответ: 9 монет – 4 трешки и 5 пятаков. 8 монет не может быть из-за четности, а 7 монет – это максимум 35 коп.

4. Какое наименьшее число ладей могут побить всю доску?
Пример тривиален, важна оценка. При 7 и менее ладьях по принципу Дирихле останутся непобитая горизонталь и непобитая вертикаль, и на их пересечении – непобитая клетка.

5. Найдите наименьшее возможное число членов кружка, если известно, что девочек в нем меньше 50%, но больше 40%?
Ответ: 3/7. Здесь как раз основная трудность – в переходе к дробям, а оценка достигается перебором по меньшим знаменателям.

6. В вишкильскую столовую надо доставить несколько бочек с апельсинами общей массой 10 т. Каждая бочка весит не более 1 т. Какого наименьшего количества трехтонок для этого заведомо хватит?
Каждая трехтонка может увезти более 2 т, поэтому 5 трехтонок заведомо хватит. С другой стороны, если есть 13 бочек по 10/13 т, то на одну трехтонку войдет не более 3 бочек, поэтому нужно не менее 5 трехтонок.

Важная задача. Здесь и пример, и оценка требуют общего рассуждения. Поскольку задача очень трудная, надо вызвать человека с идеями к доске и решать всем вместе.

7. Какое наибольшее количество клеток надо поставить на шахматную доску, чтобы в каждом квадрате 3(3 стояло по 3 клетки?
Разбейте доску на 9 прямоугольных областей двумя горизонтальными и двумя вертикальными линиями. В каждую область могут попасть не более 3 шашек. Отсюда оценка: 27 шашек. Пример строится.

8. Какое наименьшее количество клеток надо поставить на шахматную доску, чтобы в каждом квадрате 3(3 стояло по 3 клетки?
Наложим на доску три квадрата 3(3 от левого верхнего угла и три от правого нижнего. В верхние квадраты попадет не менее 9 клеток, в нижние – не менее 2+2+3 клеток. Итак, оценка: 16 клеток. Пример строится.

Для самостоятельного решения

9. Какое наибольшее количество коней можно расставить на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга?

Клетки доски разобьем на пары по ходу коня. На паре клеток – не более 1 коня.
10. Четыре кузнеца должны подковать пять лошадей. Какое наименьшее время они могут затратить на работу, если каждый кузнец тратит на одну подкову пять минут? (Лошадь не может стоять на двух ногах.)

Оценка: 20 мин./ 4 = 5 мин. Расписание работы строится.
11. Вдоль границ клеток шахматной доски положили спички (каждая спичка составляет ровно одну сторону клетки). Какое наименьшее количество спичек необходимо убрать, чтобы ладья могла добраться с любого поля на любое, не перепрыгивая через спички?

Удаление одной спички уменьшает не более чем на 1 количество различных областей, куда может попасть ладья. Вначале этих областей: 64, в конце: 1.
12. На поле для игры в "Морской бой" Петя расставляет корабли 1(3, а Вася – корабли 1(4 (каждый на своем поле). Кто из мальчиков сможет расставить больше кораблей? Корабли не могут соприкасаться даже углами.
Вася не может поставить больше Пети, потому что в каждый Васин корабль "поместиться" Петин корабль. Петя не может поставить больше 12 кораблей. Действительно, покрасим в шахматном порядке квадратики 2(2. Каждый Петин корабль "накрывает" одну клетку одного из этих квадратиков. Два корабля не могут попасть на одну клетку. Вася же тоже может поместить на своем поле 12 кораблей!

13. В n кошельках лежат по 20 монет. Во всех кошельках монеты настоящие, а в одном – фальшивые. Все настоящие монеты весят по 50 г, а фальшивые – по 49 г. При каком наибольшем n можно за одно взвешивание на электронных весах определить кошелек с фальшивыми монетами?

Ответ: 21. Из каждого кошелька надо взять для взвешивания разное число монет, иначе кошельки неразличимы.

14. То же, но фальшивые монеты в двух кошельках, в одном весящие 49 г, а в другом – 51 г.

Из каждого мешка надо взять такое количество монет, чтобы среди всевозможных попарных разностей этих чисел не встретились одинаковые значения. Это можно сделать для шести кошельков. Для семи кошельков этого сделать нельзя, т. к. различных пар (упорядоченных) из семи – 42, а значений разностей – 41.

15. Дано множеств M из n элементов, в котором выбрано несколько подмножеств. Известно, что любое невыбранное подмножество множества М представляется в виде пересечения некоторых выбранных подмножеств. Какое наименьшее число подмножеств могло быть выбрано? (Не забудьте, что само множество M является подмножеством самого себя).

Ответ: n+1. Надо выбрать само множество и все его подмножества из n-1 элемента.

16. Есть 101 банка консервов массами 1001 г, 1002 г, ..., 1101 г. Этикетки с  весами потерялись, но завхозу кажется, что он помнит, какая банка сколько весит. Он хочет убедиться в этом за наименьшее число взвешиваний. Есть двое чашечных весов: одни точные, другие - грубые. За одно взвешивание можно сравнить две банки. Точные весы всегда показывают, какая банка тяжелее, а грубые - только если разница больше 1г (а иначе показывают равновесие). Завхоз может использовать только одни весы. Какие ему следует выбрать?

Ответ: грубые. Сначала последовательно сравниваем нечетные банки, а затем – четные. Всего 99 взвешиваний. С точными весами требуется не менее 100 взвешиваний, т.к. необходимо хотя бы раз положить на весы пару соседних банок.

