Двадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2004 г.  6 класс

Учебные материалы 6 класса ЛМШ-2004
Расписание занятий

Первая четырехднёвка

	
	3 июля
	4 июля
	5 июля
	6 июля

	1 час
	Пары и чередование
	Четность-2
	Делимость-1
	Конструкции-1 (можно и нельзя)

	2 час
	Вступительная олимпиада
	
	
	

	3 час
	
	Логика-1
Логика-2
	Логика-3
	Карусель

	4 час
	
	
	
	

	5 час
	
	
	Разнобой-1
	


Вторая четырехднёвка

	
	8 июля
	9 июля
	10 июля
	11 июля

	1 час
	Комбинаторика-1
	Делимость-2
	Круги Эйлера

Комбинаторика-2

	Делимость-3

	2 час
	
	
	
	

	3 час
	Конструкции-2 (можно и нельзя) продолжение
	Матбой
	Раскраска
	Конструкции-3 (постепенное конструирование)

	4 час
	
	
	
	

	5 час
	Разнобой-2
	
	Разнобой-3
	МатХоккей


Третья четырехднёвка

	
	13 июля
	14 июля
	15 июля
	16 июля

	1 час
	Принцип Дирихле-1
	Анализ с конца
	Игры-1
	Перебор

	2 час
	
	
	
	Тест по делимости

	3 час
	Комбинаторика-3
	Остатки-1
	Остатки-2
	Внутренний матбой
Матбой 6-7

	4 час
	
	
	
	

	5 час
	Разнобой-4
	Разнобой-5
	Аукцион
	


Четвертая четырехднёвка

	
	18 июля
	19 июля
	20 июля
	21 июля

	1 час
	Игры-2
	Игры-3
	Принцип крайнего
	

	2 час
	
	
	
	

	3 час
	Дирихле-2
	Нестандартные взвешивания
	Разрезания по клеточкам
	

	4 час
	
	
	
	

	5 час
	Тест по комбинаторике
	Отношение скоростей
	Повторение
	


Заключительные занятия

	
	23 июля
	22, 24, 25 июля
	26 июля

	
	Заключительная олимпиада
	Консультации
	ЗАЧЕТ


Чётность – 1

3 июля

Разбиение на пары

1. В лесу на Мюнхгаузена напала стая волков. Когда он проскочил на лошади мимо двух волков, они бросились на него, промахнулись и загрызли друг друга. Мюнхгаузен повторял этот маневр еще раз, и еще, до тех пор, пока все волки не загрызли друг друга. Могло ли в стае быть 97 волков?

2. Кузнечик прыгает по прямой - каждый раз на 1 метр вправо или влево. Через некоторое время он оказался в исходной точке. Докажите, что он сделал четное число прыжков.

3. Улитка ползёт по плоскости с постоянной скоростью, поворачивая на 90О каждые 30 минут. Докажите, что она может вернуться в исходную точку только: А) через целое число часов. Б) через четное число часов.

4. На доске 5(5 расставлено 5 шашек, причем их расположение симметрично относительно диагонали. Докажите, что одна из шашек расположена на диагонали.

5. (Продолжение) Расположение шашек симметрично относительно обеих диагоналей. Докажите, что в центральной клетке стоит шашка.

Чередование

6. По кругу расположены 9 шестеренок так, что первая шестеренка сцеплена со второй, вторая – с третьей, …, восьмая – с девятой, девятая – с первой. Максим крутанул первую шестеренку по часовой стрелке. Что произошло? Почему?

7. Может ли конь пройти с поля а1 на поле h8, побывав по дороге на каждом из остальных полей ровно один раз?

8. Барон Мюнгхаузен, вернувшийся из кругосветного путешествия, рассказывает, что по пути он пересек границы Трапезундии 13 раз. Верите ли Вы ему?

9. За круглым столом сидят мальчики и девочки. Докажите, что количество пар соседей мальчик – девочка и девочка – мальчик четно.

10. На хоккейном поле лежат три шайбы. Хоккеист бьет по одной из них так, что она пролетает между двумя другими. Так он делает 2003 раза. Могут ли после этого все шайбы остаться на исходных местах?

Для самостоятельного решения

11. По окружности написано несколько чисел. Среди произведений соседних чисел ровно 5 отрицательных. Докажите, что по крайней мере одно из чисел равно 0.

12. Вдоль забора растут 8 кустов малины. Число ягод на соседних кустах отличается на 1. Может ли на всех кустах вместе быть 2005 ягод?
№156,  №158, №165. 

Чётность – 2

4 июля

13. Можно ли на чашечных весах расположить несколько шести- и восьмифунтовых гирь и одну 17-фунтовую так, чтобы весы оказались в равновесии?
14. Произведение 10 целых чисел равно 1. Докажите, что их сумма не равна 0.

15. Докажите, что не существует таких а) двух б) тысячи натуральных чисел, сумма и произведение которых нечетны.

16. (№164) На 99 карточках пишут числа 1, 2, …, 99, перемешивают их и раскладывают чистыми сторонами вверх и снова пишут числа 1, 2, …, 99. Для каждой карточки складывают два ее числа и 99 полученных сумм перемножают. Докажите, что результат чётен.

17. На доске написаны в строку 2003 целых числа. А) Докажите, что можно стереть одно число так, что сумма оставшихся чисел будет чётной. Б) Верно ли это для любых 2004 целых чисел?

18. Максим Петрович написал на листке бумаги число 20. Тридцать три шестиклассника передают листок друг другу, и каждый по своему усмотрению вычитает от него или прибавляет к нему 1. Может ли в результате получиться а) 10? б) 61?

19. Галя и Наташа играют в такую игру: первая кидает монету, а вторая должна угадать, что выпадет, орел или решка. Если Наташа угадывает, то Галя отдает ей столько конфет, какой по счету ход. А если нет, то Наташа отдает Гале такое же количество конфет. Может ли после одиннадцати бросков у Гали остаться первоначальное число конфет? А после тринадцати?

20. Хулиганы Степан и Андрей порвали стенгазету, причём Андрей рвал каждый кусок на 3 части, а Степан на 5 частей. При попытке собрать стенгазету нашли 100 кусочков. Докажите, что не все кусочки найдены.

21. а) На доске написаны числа 1, 2, 3, …, 12. Разрешается заменить любые два числа на их сумму или разность, пока не останется одно число. Может ли это число быть нулём?  б) Та же задача для чисел от 1 до 13.

Для самостоятельного решения

22. Константин Александрович купил тетрадь объемом 96 листов и пронумеровал все ее страницы по порядку числами от 1 до 192. Серёжа вырвал из этой тетради какие-то 50 страниц и сложил все 50 чисел, которые на них написаны. Докажите, что у него не могла получиться сумма 2004.

23. На столе лежали монеты: 1 рубль, 5 рублей, 10 рублей. Вася взял одну из монет в левую руку и умножил ее номинал на 2002; взял другую монету в правую руку и умножил ее номинал на 2003. Результаты сначала сложил, затем перемножил и, наконец, нашел разность полученных произведения и суммы. Она оказалась четной. Какая монета у Васи в правой руке?

24. В тайном доме каждое из 13 привидений охраняло 13 комнат с номерами 1, 2, 3, …, 13. В полночь двери открылись, оттуда вышли хроги, и двери захлопнулись. В час ночи двери открылись, в них вошли хроги, и двери закрылись. Причем оказалось, что мимо каждого привидения прошло столько хрогов, какой номер комнаты был на двери. Докажите, что кто-то из хрогов не успел спрятаться, или в тайный дом проник чужой хрог.

25. Есть 101 монета, из которых 50 фальшивых, отличающихся по весу на 1 грамм от настоящих. Петя взял одну монету и за одно взвешивание на весах со стрелкой, показывающих разность весов на чашках, хочет определить фальшивая ли она. Сможет ли он это сделать?

Логика – 1

04 июля
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Юля и Яша получили в библиотеке по стопке из пяти учебников: Алгебра, Биология, Воздухоплавание, География и Дактилоскопия. Книги  в стопке у обоих были уложены в одном и том же порядке. В классе оба они стали выкладывать учебники каждый на свою парту. Сначала верхнюю книгу, затем следующую за ней и т.д. В результате у Юли учебники оказались выложенными на парту так, как изображено на верхнем рисунке, а у Яши – так, как изображено на нижнем. В каком порядке лежали учебники в стопке?

27. На заседании по делу об украденной муке Мартовский Заяц заявил, что вор – Болванщик. Болванщик и Соня тоже дали показания, которые, однако, не были записаны. Позже выяснилось, что муку украл лишь один из троих, и лишь он дал правдивые показания. Кто украл муку?

28. Капитан Врунгель сочинил стишок:


Мышка ночью пошла гулять.

Кошка ночью видит – мышка!


Мышку кошка пошла поймать.

и попросил перевести его на язык племени Ам – Ям.

Вот что получилось:


Ам  ту  му  ям,


Ту  ля  бу  ам!


Гу  ля  ту  ям.

Составьте фрагмент русско–ам–ямского словаря по этому переводу.

29. Следователь допрашивает трех свидетелей. Клод утверждает, что Жак лжёт, Жак обвиняет во лжи Дика, а Дик уговаривает не верить ни Клоду, ни Жаку. Кто из свидетелей говорит правду? 

30. Серый Волк позвонил на Бейкер-стрит и заявил, что у него украли очень ценную вставную челюсть, инкрустированную бриллиантами. Подозреваемые – Ниф–Ниф, Наф–Наф и Нуф–Нуф. Известно, что:

a) каждый из троих подозреваемых в день кражи побывал в гостях у волка и никто больше к нему не заходил;

b) если Ниф-Ниф виновен, то у него был ровно один сообщник;

c) если Нуф-Нуф  не виновен, то не виновен так же и Наф-Наф;

d) если Наф-Наф не виновен, то не виновен так же и Нуф-Нуф;

e) если виновны двое, то Ниф-Ниф один из них.

Кому  Шерлок Холмс предъявит обвинение?

31. У Кролика украли бочонок меда. Кролик подозревает в краже ослика Иа, Винни-Пуха, Тигру и Пятачка, так как неопровержимыми уликами доказано, что

a) кто–то из них обязательно виновен;

b) никто больше не мог польститься на мед;

c) пятачок всегда действует только вместе с Винни;

d) если Иа виновен, то у него было ровно два соучастника;

e) если виновен Тигра, то у него был ровно один соучастник.

Чья вина не вызывает сомнения?

32. На столовой появилось объявление: "Директор лагеря категорически возражает против отмены решения о запрете контроля за причёсками". Может ли теперь Павел Анатольевич покрасить волосы в красный цвет без риска быть отчисленным из лагеря?

Для самостоятельного решения

33. №167

34. №172

35. №176

Логика – 2 (Остров Рыцарей и лжецов)

04 июля

Все жители волшебного острова – либо рыцари, говорящие только правду, либо лжецы, которые всегда лгут.

36. Абориген Тим в присутствии другого аборигена  Тома заявил: «По крайней мере один из нас – лжец». Кто же они?

37. Вам встретились два аборигена Там и Тум. Там сказал: «По крайней мере один из нас рыцарь», а Тум  заявил: «Тот, кто стоит рядом со мной – лжец». Кто они?

38. За круглым столом сидят несколько рыцарей и лжецов. Вдруг каждый из них сделал заявление о своем соседе справа о том, что они одного племени. Сколько лжецов может сидеть за этим столом? 

39. Встретились несколько аборигенов, и каждый из них заявил всем остальным: “Вы все - лжецы”. Сколько рыцарей могло быть среди этих аборигенов?

40. Мальчик Сережа увидел двух двухголовых дракончиков, головы которых спутались. Драконы бывают либо правдивые, т.е. все головы говорят только правду, либо лживые, т. е. все головы всегда лгут. Сережа решил помочь дракончикам распутать головы. Но для этого ему надо знать, где  чья голова. Он спросил это у дракончиков, на что головы ответили:

первая голова:
я – правдивая голова;


вторая голова:
третья голова – моя родная голова;


третья голова:
вторая голова – не родная мне голова;


четвертая голова:
третья голова – лживая.

Какие головы принадлежат каким дракончикам?

На острове живут Лев и Единорог. Это очень странные существа. Лев лжёт по вторникам, средам и четвергам и говорит правду во все остальные дни недели. Единорог же лжёт по четвергам, пятницам и субботам и говорит правду во все остальные дни недели.

41. Вы повстречали Льва и Единорога, отдыхавших под  деревом. Те высказали следующие утверждения. 
Л е в.   Позавчера был один из дней, когда я лгу.
Е д и н о р о г.  Позавчера был один из дней, когда я тоже лгу.
В какой день недели это произошло?

42. В другой раз Вы встретили одного Льва. Он высказал два утверждения:
1) Я лгал вчера.
2) После завтрашнего дня я буду лгать два дня подряд.
В какой день недели это случилось?
 

43.  В какие дни недели Единорог может высказать следующие утверждения:
1) Я лгал позавчера.
2) Я буду лгать послезавтра.

44. В какие дни недели Единорог может высказать следующее единое утверждение: "Я лгал позавчера, и буду лгать послезавтра"?

45. На вопрос: «Какой сегодня день недели?» Лев ответил: «Пятница», а Единорог – «Вторник». В какой день недели это случилось?

46. На вопрос: «Какой сегодня день недели?» Лев и Единорог ответили одинаково: «Вторник или Пятница».  В какой день недели это случилось?

Продолжение смотри на обороте

Для самостоятельного решения

47. Посетивший остров мудрец встретил двух жителей, А и Б, и захотел узнать, кто они. Он спросил у А: "Вы оба рыцари?" А ответил. Мудрец понял, что он не может определить, кто такие А и Б, и задал еще один вопрос: "Вы одного типа?" А опять ответил, и мудрец понял, к какому типу относятся А и Б. К какому же?

48. На острове считается, что лжецы принадлежат к низшему рангу, заезжие туристы (которые могут как лгать, так и говорить правду)  – к среднему рангу, а  рыцари – к высшему рангу. Двое людей A и B высказывают утверждения:
A: По рангу я ниже, чем B.
B: Неправда!
Можно ли определить ранг A или B? Можно ли установить, истинно или ложно каждое из этих двух утверждений?
 

49. Три человека – A, B и C, один из которых лжец, один - рыцарь, и один - турист, высказывают следующие утверждения:
A: B по рангу выше, чем C.
B: C по рангу выше, чем A.
 Затем у C спрашивают: "Кто выше по рангу - A или B?" Что ответит C?

50. Можно ли решить предыдущую задачу, если неизвестно, сколько среди этих трёх человек рыцарей, сколько туристов и сколько лжецов? 

Логика – 3 

05 июля


ПРИМЕРЫ

51. Колина мама сказала: «Все чемпионы хорошо учатся». «Я хорошо учусь. Значит, я – чемпион», – говорит Коля. Прав ли он? 

52. В Лепомордии живут племена лепусиков и мордасиков. Все мордасики кузявые. Верно ли, что все лепусики некузявые? Верно ли, что тот, кто некузяв – лепусик?

53. Неверно, что все друзья моего друга – мои друзья. Что тогда верно? 

54. В правительстве работают только те, кто получил хорошее образование. Ни один еж не получил образования. Может ли ёж работать в правительстве?

55. Неверно, что все белые предметы не квакают. Известно, что квакающих полотенец не бывает. Что тогда верно?

56. Никто не может квакать на болоте, если он не лягушка. Все лягушки зелёные. Некоторые обитатели лагеря любят квакать на болоте по утрам. Какой вывод можно сделать из этой информации?

ЗАДАЧИ

57. Все черные коты – невезучие. Коту Барсику ужасно не везет. Следует ли отсюда, что Барсик – черный кот? 

58. Учитель сказал: «Кто закончит четверть без троек – поедет на экскурсию». Костя получил за четверть две тройки – по рисованию и пению. Означает ли это, что Костю на экскурсию не возьмут? 

59. Если ученик много занимается, то он успешно сдаёт экзамены. Ученик получил на экзамене двойку. Означает ли это, что он мало занимался?

60. На чемпионате Европы по футболу ни одна сильная команда не смогла выиграть у сборной Греции. Сборная России победила сборную Греции. Означает ли это, что сборная России – сильная команда? 
 

61. Неверно, что кто не ест по утрам сушеных пиявок, тот не злой волшебник. Означает ли это, что сушеных пиявок по утрам едят только злые волшебники?

62.  Шерлок Холмс курит только перед очередным расследованием. Во время расследования он всегда играет на скрипке. Если Шерлок Холмс курит, следует ли, что он будет играть на скрипке?

63. О жителях Трапезундии известно следующее: 1) некоторые из них умеют писать красиво. 2) Ни у одного поэта нет красивого почерка. 3) Все боксёры пишут стихи. Посетивший Трапезундию барон Мюнхгаузен утверждает, что все её жители либо боксёры, либо поэты. Верите ли вы ему?

64. Во всех зоопарках, где есть гиппопотамы и носороги, нет жирафов. В каждом зоопарке есть хотя бы один носорог или гиппопотам. Наконец, во всех зоопарках, где есть гиппопотамы и жирафы, есть и носороги. Известно, что в Вишкильском зоопарке есть жираф. Есть ли там: а) носорог; б) гиппопотам? 

В следующих упражнениях нужно сделать вывод из предложенных верных утверждений:

65. Картошка не может считаться свежей, если ее уже вскипятили. На моей тарелке вся картошка съедобна. Картошка не может быть съедобной, если ее не вскипятили.

66. Любой нормальный может рассуждать логически. Ни один сумасшедший не может работать почтальоном. Ни одна из твоих кошек не может рассуждать логически.

Продолжение смотри на обороте

67. Мой дедушка – хороший рассказчик военных историй. Только очень старые люди могут помнить битву при Ватерлоо. Никто не может быть хорошим рассказчиком военных историй, если он не помнит битву при Ватерлоо.

68. а) Я не рекомендую читать только книги, написанные с ошибками.

б) Все переплетенные книги хорошо написаны.

в) Все романы написаны без ошибок.

г) Я не рекомендую читать все непереплетенные книги.

69. а) Ни одна кошка, которая любит рыбу, не является необучаемой

б) Ни одна кошка без хвоста не будет играть с гориллой.

в) Кошки с усами всегда любят рыбу.

г) Ни одна обучаемая кошка не имеет зеленых глаз.

д) Только кошки с усами имеют хвост.

70. а) Ни одна картина, исключая те, что изображают сражения, не является значимой.

б) Ни одна из необрамленных картин не является лакированной.

в) Все картины, изображающие сражения, написаны маслом.

г) Все картины, которые были проданы – значимы.

д) Все английские картины – лакированы.

е) Все обрамленные картины были проданы.

71. а) Все датированные письма написаны на голубой бумаге.

б) Ни одно из писем не написано черными чернилами, кроме тех, которые написаны кредиторами.


в) Я не регистрирую ни одно письмо, которое я не могу прочитать.

г) Все письма, написанные на одном листе бумаги, – датированы.


д) Все те письма, которые не перечеркнуты, написаны черными чернилами.


е) Все те письма, что написаны Брауном, начинаются с “Дорогой Сэр”


ж) Все те письма, которые написаны на голубой бумаге, зарегистрированы.

з) Ни одно из тех писем, что написано более, чем на одном листе, не является перечеркнутым.


и) Ни одно из писем, начинающихся с “Дорогой Сэр” не написано кредитором.

Делимость – 1

05 июля
Определение и свойства делимости.

Определение: целое число a делится на целое число b, если существует такое целое число k, что a = bk. Говорят также, что а кратно b.

Свойства:
· Если а кратно c и b кратно c, то а ( b кратно c.

· Если а кратно b и b кратно c, то а кратно c (транзитивность).

1. На чем основан фокус? Задумайте трехзначное число. Припишите к нему справа такое же. Разделите полученное шестизначное число на 7, результат разделите на 11, потом на 13. Назовите, что получилось, и я угадаю задуманное число.

Признаки делимости.

2. Сформулируйте признаки делимости на 10, 100, 2, 4, 5, 25, 3, 9. Обоснуйте их.

3. Сформулируйте и докажите признаки делимости на 8 и 125.

4. Можно ли указать аналогичные признаки делимости на 20? На 60? На 7?

5. Верен ли признак делимости на 27, аналогичный признакам делимости на 3 и 9?

6. а) Какой остаток при делении на 9 дает число вида 100…0?

б) Какой остаток при делении на 9 дает число вида 
[image: image1.wmf]00...0

a

?

в) Докажите, что при делении на 9 любое число и сумма его цифр дают одинаковые остатки.

г) Докажите аналогичное утверждение для остатков от деления на 3.

д) Верны ли аналогичные признаки делимости для каких-нибудь еще чисел?

7. Поставим перед цифрами числа по очереди знаки + и – . Значение полученного выражения называется знакопеременной суммой цифр числа. Докажите, что при делении на 11 число и знакопеременная сумма его цифр дают одинаковые остатки. Отсюда следует признак делимости на 11: число делится на 11 тогда и только тогда, когда его знакопеременная сумма цифр делится на 11. 

Задачи.

8. Может ли являться полным квадратом а) число, оканчивающееся на 365, 962, 640? б) Число, составленное из цифр 1, 1, 3, 4, 5, 7?

9. Может ли куб числа оканчиваться на 100, 225, 764?

10. Олег Юрьевич называет три цифры. А Константин Александрович говорит, что он всегда сможет составить из них одно-, двух- или трехзначное число, делящееся на 3. Не ошибается ли он?

11.  №№ 334, 335

12. В десятизначном числе все цифры встречаются по одному разу. Может ли оно делиться на 11?

13. Учитель дал задание заменить в слове М А Т Е М А Т И К А разные буквы разными цифрами, а одинаковые – одинаковыми так, чтобы получившееся число делилось на 137. Костя, у которого тройка по русскому языку, записал слово с ошибкой: М А Т Е М А Т Е К А. Докажите, что теперь Косте не удастся решить задачу, несмотря на пятерку по математике.

14.  №№ 343, 332, 338, 341, 342.

Делимость – 2 

09 июля

Разложение на множители и основная теорема арифметики.

15. Какие числа особенно выгодны, а какие особенно невыгодны для первого хода в игре «Делители»? Как меняется тактика в зависимости от ходов противника?

16. У каких чисел нечетное число делителей? Почему?

17. Решето Эратосфена.

18. Проверьте, являются простыми или составными числа  15431543, 123456789, 1963,  239?

19. Сколько всего простых чисел?

20. Существуют ли 1000 последовательных составных чисел?

21. Кто быстрее всех разложит на простые множители число 30360?
 Зависит ли результат от способа разложения?

Основная теорема арифметики: 

Всякое натуральное число, за исключением 1, можно представить в виде произведения простых множителей, причем единственным образом (с точностью до порядка).

22. Верно ли, что число 2 · 2 · 2 ·3 кратно 2, 5, 8, 6? Перечислите все делители этого числа.

23. Перечислите все делители чисел 3 · 5 · 5 · 11,   5 · 45,   1001.

24. Сколько делителей имеют числа  256, 2000, 2004?

25. Верно ли, что если натуральное число кратно а) 3 и 8, то оно кратно 24;  б) 3 и 6, то оно кратно 18; в) 10 и 14, то оно кратно 140; г) 20 и 50, то оно кратно 100?

26. а) Число а четно. Верно ли, что число 7а кратно 14? Верно ли, что число 8а делится на 16?

б) Число а не кратно 3. Может ли число 2а быть кратным 3?

в) Число 20а кратно 3. Верно ли, что число а кратно 3?

г) Число 15а кратно 6. Верно ли, что число а кратно 6?

д) Число 10а кратно 4. На какие числа заведомо делится число 3а?

27. Число 2004а кратно 7. Верно ли, что число 2011а тоже кратно 7?

28. Число 42*4*  кратно 72. Найдите это число.

29. На какие числа всегда делится произведение двух последовательных целых чисел? А трех? Четырех? Пяти? 

30. Разложите число 10! на простые множители.

31. На сколько нулей оканчивается 80! ?

32. Задачи из книги А. В. Спивака: №№ 329, 331, 337.

Дополнительные задачи.

33. Взяли последовательность всех простых чисел: 2, 3, 5, 7, 11, … .Из них построили две новые последовательности: 1) 5 = 2 + 3, 8 = 3 + 5, 12 = 5 + 7, … .

2) 6 = 2 · 3, 15 = 3 · 5, 35 = 5 ·7, … . Может ли какой-нибудь член первой последовательности совпасть с каким-нибудь членом второй последовательности?

34. Найдите наименьшее натуральное число, дающее при делении на 2 остаток 1, при делении на 3 – остаток 2, и т. д., при делении на 10 – остаток 9.
Делимость – 3

11 июля

Взаимно простые числа. НОД и НОК.

1. Первая теорема Петрова: если число а делится на 15 и на b, то оно делится и на 15b. а) Найдите хотя бы один контрпример к этой теореме; б) При каких b утверждение верно, а при каких неверно? в) Васечкин открыл похожую теорему, заменив число 15 на 45. Докажите, что все контрпримеры к теоремам Петрова и Васечкина совпадают.

2. Вторая теорема Петрова: Если число 88а кратно b, то а тоже кратно b.

а) Найдите хотя бы один контрпример к этой теореме; б) При каких b утверждение верно, а при каких неверно? в) При подстановке каких чисел вместо 88 все примеры и контрпримеры сохраняются?

Определение. Числа называются взаимно простыми, если у них нет общих делителей кроме 1.

3. Чему равны НОД и НОК взаимно простых чисел?

4. Найдите НОД и НОК чисел 42 и 120.

5. Даны два числа: 23·35·5·112 и 27·3·114·17. Найдите их НОД и НОК.

6. а) Проверьте для чисел из предыдущей задачи выполнение равенства НОК(a, b) · НОД(a, b) = ab. б) Докажите это равенство в общем виде.

7. а) Существует ли такая тройка натуральных чисел, что любые два из них имеют общий делитель, больший 1, но общим делителем для всех трех является только 1?

б) Для какого количества натуральных чисел существуют аналогичные примеры?

8. Найдите пару натуральных чисел, если известно, что а) их НОД равен 56, а НОК – 112; б) НОД равен 18, а НОК – 630.

Дополнительные задачи.

9. а) Может ли наименьшее общее кратное двух чисел равняться их сумме?

б) Может ли наименьшее общее кратное трех чисел равняться их сумме?

в) Наименьшее общее кратное скольких чисел может равняться их сумме?

10. Сторож работает по графику «сутки – трое» (т. е. сутки работает, трое отдыхает). Сколько раз в году ему придется работать в воскресенье (если не брать отпуск)?

11. Докажите, что если а2 кратно b2, то и а кратно b. 

Деление с остатком – 1

14 июля

Остатки сладки.

ПРИМЕРЫ
Вспомним определение делимости: целое число a делится на целое число b, если существует такое целое число k, что a = bk.
Говорят, что a делится на b с остатком r, если a =  bk + r. Все упомянутые числа целые, причем 0 ≤ r < b.

72. Какой остаток имеет число –5 при делении на 3?

73. а) Запишите, какой вид имеет число а, если оно делится на 9 с остатком 5.

б) С каким остатком делится на 8 число а, если а = 8k+3, а = 8k+20 ?

74. Число 
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 дает при делении на 12 остаток 2. Какие остатки оно может давать при делении а) на 3; б) на 4; в) на 5?

75. Число 
[image: image3.wmf]a

 дает при делении на 12 остаток 2. Какие остатки оно может давать при делении а) на 24; б) на 18; в) на 5?

76. Число 
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 дает при делении на 3 остаток 2, а при делении на 5 – остаток 3. Какие остатки оно может давать при делении на 15? На 30?

77. Число 
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 дает при делении на 8 остаток 5, а при делении на 12 – остаток 3. Какие остатки оно может давать при делении а) на 6; б) на 24?

ЗАДАЧИ

78. Как изменятся частное и остаток, если и делимое, и делитель увеличить в три раза?

79. Как изменится частное, если делимое и остаток уменьшились в три раза, а делитель остался тем же?

80. а) Число 
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 дает при делении на 3 остаток 2, а на 4 делится без остатка. Какой остаток может оно давать при делении на 12?

б) Число 
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 дает при делении на 4 остаток 1, а при делении на 6 остаток 3. Какой остаток может оно давать при делении на 12? А при делении на на 24?

в) Число 
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 дает при делении на 6 остаток 1, а при делении на 9 остаток 6. Какой остаток может оно давать при делении на 12?

81. Катя с пятью подружками купили с собой в лагерь огромный рюкзак конфет. Они распределили конфеты поровну на 24 дня и еще 18 конфет осталось на дорогу домой. По дороге в лагерь девочки поссорились и поделили конфеты поровну. Катя распределила свои конфеты поровну на 24 дня, а остаток отложила на обратную дорогу. Какое количество конфет могло быть отложено?

82. На Поле Чудес растут деревья с золотыми монетами. Каждую ночь на каждом дереве вырастает по одной новой монете. 1 февраля на деревьях было всего 1000 монет. В один из следующих февральских дней Буратино посадил еще одно дерево, и 1 марта на деревьях оказалось всего 2400 монет. В какой день Буратино посадил дерево?

83. Начнём считать пальцы на руке следующим образом: пусть 1-м будет большой, 2-м – указательный, 3-м – средний, 4-м – безымянный, 5-м – мизинец, 6-м – снова безымянный, 7-м – средний, 8-м – указательный, 9-м – большой, 10-м – указательный, и так далее. Какой палец будет 2004-м? 

Остатки
 – 2 (Сложение, вычитание и умножение остатков)

15 июля

84. 
Часы показывают 5 ч. Что они будут показывать через 100 часов? А через 100 часов и еще 30 часов? Что они показывали 100 часов назад?

85. 1 июля пришлось на среду. Какой день недели в этом году будет 1 
августа? 1 сентября? Был 1 мая?

86. Урфин Джюс решил реорганизовать свою армию. Он разделил солдат на взводы по 7 бойцов в каждом, а лишних отправил на склад. а) Сколько солдат оказалось на складе, если за день Урфин настрогал  80 солдат? б) Урфин Джюс продолжает делать ежедневно по 80 солдат. Сколько солдат будет на складе к концу второго дня? Третьего? Седьмого?
 Двадцать первого? Двадцать четвертого? (При необходимости можно брать солдат со склада).

Свойства остатков.

1. Чтобы найти остаток суммы, надо сложить остатки слагаемых.

2. Чтобы найти остаток произведения, надо найти произведение остатков.

Более точно: сумма чисел  при делении на некоторое число дает тот же остаток, что и сумма их остатков. Произведение чисел  при делении на некоторое число дает тот же остаток, что и произведение их остатков.

87. Составьте таблицы сложения и умножения остатков при делении на 5.

88. Найдите остаток от деления а) числа 2а на 5, если а делится на 5 с остатком 3. б) 13а на 7, если остаток от деления а на 7 равен 5.

89. Докажите, что число 2000(2001(2002(2003 – 24 делится а) на 1999; б) на 2004.

90. Какие остатки могут давать точные квадраты при делении на 3?

91. Можно ли между двумя четверками вставить несколько троек и нулей так, чтобы получившееся число было полным квадратом?

92. Сумма квадратов двух целых чисел тоже является полным квадратом. Докажите, что хотя бы одно из этих чисел делится на 3.

93. Какие остатки могут давать точные квадраты при делении на 4, на 5, на 7?

94. Может ли сумма квадратов а) двух; в) трёх нечётных чисел быть квадратом целого числа?

Дополнительные задачи.

95. Про семь чисел известно, что сумма любых 6 из них делится на 5. Докажите, что каждое из чисел делится на 5.
96. Стёпа играл в солдатиков. Сначала он попытался построить их парами, но один солдатик оказался лишним. Тогда Стёпа стал строить солдат тройками, но снова один остался. Та же история повторялась и при построениях по 4, по 5 и по 6. Стёпа уже приготовился выбрасывать непослушного, но тут ему наконец удалось построить всех в колонну по 7. Сколько солдат могло быть у Стёпы, если их было меньше 1000?
Конструкции – 1,2. Можно или нельзя?

Очень часто в самых различных задачах встречаются вопросы "можно ли...". Постарайтесь всегда помнить, что поиски ответа на такой вопрос напоминают раскачивание на качелях: нужно поискать соответствующую конструкцию (построить ПРИМЕР), если это не получается, то можно попытаться доказать, что такой пример невозможен в принципе, а при необходимости – повторить все попытки (как построить пример, так и опровергнуть такую возможность) еще несколько раз…

Примеры

1. Сумма положительных чисел больше 5. Может ли сумма их квадратов быть меньше 1?

2. Фирма проработала год, подсчитывая свою прибыль каждый месяц. Каждые три подряд идущих месяца суммарная прибыль была отрицательной. а) Может ли суммарная прибыль за весь год быть положительной? б) А за первые 8 месяцев?

3. У шахматной доски выпилены а) угловая клетка; б) две противоположные угловые клетки; в) две клетки разного цвета. Можно ли такую испорченную доску распилить на двуклеточные прямоугольники?

Возраст и календарь

4. Может ли в месяце быть 5 воскресений? А 6?

5. Может ли в году быть 53 воскресенья? А 54?

6. Может ли в году быть 4 месяца, начинающихся с воскресенья? А 4 месяца, заканчивающиеся воскресеньем?

7. Позавчера Васе было 10 лет, а в следующем году исполнится 13. Может ли такое быть?

8. В прошлом году Пете было 10 лет, а послезавтра исполнится 13. Может ли такое быть?

9. Могут ли сегодняшний день, завтрашний день и день, который был неделю назад, быть простыми числами?

Заполнение таблиц и досок

10. Можно ли в прямоугольную таблицу поставить числа так, чтобы в каждом столбце сумма была положительна, а в каждой строке – отрицательна?

11. Можно ли в прямоугольной таблице расставить натуральные числа так, чтобы в каждом столбце сумма чисел была больше 100, а в каждой строке – меньше 5 ?

12. Можно ли на шахматной доске расставить а) 9 ладей; б) 14 слонов так, чтобы они не били друг друга?

13. В магазин привезли платья трёх цветов и трёх фасонов. Всегда ли можно выбрать для витрины 3 платья, чтобы были представлены все цвета и все фасоны?

Числа и цифры

14. Может ли сумма цифр двузначного числа быть в 2, 3, …, 10 раз меньше самого числа? 

15. Может ли сумма цифр трехзначного числа быть в 19 раз меньше самого числа? А в 38 раз?

16. Может ли двузначное число после зачёркивания первой цифры уменьшится в 15 раз? А в 16 раз? В 91 раз? В 92 раза?

17. Может ли произведение цифр трёхзначного числа быть равно 22? 28? 350? Какому-нибудь числу от 650 до 720?

18. Может ли и сумма, и произведение нескольких натуральных чисел быть равными а) 111? б) 101?

19. Можно ли выбить 100 очков несколькими выстрелами по мишени, в которой есть зоны 9, 12, 15, 18, 24 и 47 очков?

Геометрия

20. Все стороны треугольника – целые числа. Может ли его площадь быть нецелой?

21. Площадь прямоугольника меньше 1 кв.м. Может ли его периметр быть больше 1 км?

22. Можно ли разрезать квадрат на несколько попарно различных прямоугольников?

23. Можно ли расположить 11 одинаковых квадратов так, чтобы они не налегали друг на друга и выполнялось условие: как бы ни раскрасить квадраты в три цвета, обязательно найдутся квадраты одного цвета, имеющие общий участок границы, то есть прилегающие друг к другу частью стороны (не точкой)?

Спорт

24. В однокруговом футбольном турнире «Спартак» забил голов больше, чем все остальные команды, вместе взятые. Мог ли он занять последнее место?

25. В однокруговом футбольном турнире за победу давали 3 очка, за ничью – 1 очко, за поражение – 0 очков. «Спартак» одержал больше всех побед. Мог ли он набрать меньше всех очков?

26. Памяти российской футбольной сборной посвящается… В группе А чемпионата Европы по футболу играли 4 команды, причем в четвертьфинал выходили две лучших из них. Известно, что ровно одна из команд после второго тура потеряла все шансы на выход в четвертьфинал. Могли ли все матчи первых двух туров завершиться не вничью, т.е. победой одной из команд?

Разное

27. На балу было юношей и девушек поровну, было 10 танцев и каждый раз танцевали все. а) Могло ли получиться, что каждый юноша каждый следующий танец танцевал либо с более красивой, либо с более умной девушкой? 
 б) Как могло получиться, что в дополнение к тому в каждом танце (начиная со второго) был юноша, который танцевал и с более красивой, и с более умной девушкой?

28. Бикфордов шнур горит неравномерно и сгорает ровно за 1 минуту. Можно ли при помощи двух таких шнуров отмерить ровно 45 секунд?

Задачи для самостоятельного решения

165, 284, 285, 286, 287, 293, 371, 374, 375, 378, 382, 383, 388, 389.

Конструкции – 3. Точка, точка, запятая, или
Постепенное конструирование

11 июля
1. а) Придумайте такие 3 различных натуральных числа, чтобы их сумма делилась на каждое из них; б) то же, но все числа больше 100; в) как в (а), но 4 числа; г) как в (а), но 10 чисел.

2. а) Придумайте 3 различных натуральных числа, чтобы каждые два имели общий делитель, больший 1, но при этом чтобы НОД всех трёх чисел был равен 1; б) то же, но все числа больше 100; в) как в (а), но 4 числа; г) как в (а), но 10 чисел.

3. Найдите шесть последовательных натуральных чисел, первое из которых делится на 2, второе – на 3, третье – на 4, четвертое – на 5, пятое – на 6, шестое – на 7. Обязательно ли число, следующее за шестым, будет делиться на 8?

4. Найдите шесть последовательных натуральных чисел, первое из которых делится на 2, второе – на 3, третье – на 5, четвертое – на 7, пятое – на 11, шестое – на 13.

5. Разрежьте квадрат на n меньших квадратов (не обязательно одинаковых) а) n=4; б) n = 7; в) n = 10; г) n = 2004.

6. В мешке лежит 64 кг гвоздей. Как, имея только чашечные весы без гирь, отмерить 23 кг гвоздей?

7. Давным-давно в СССР имелись в обращении 3-копеечные и 5-копечные монеты. Докажите, что можно было набрать любую сумму более 7 копеек только такими монетами.

8. Вдоль стен зала расставлены N стульев так, что вдоль каждой стены стульев поровну (стул, стоящий в углу зала, считается стоящим вдоль каждой из двух стен). Найдите все N, при которых это возможно?

9. В маленькой коробке –  4 пакета сока, а в большой –  9. Дежурный по столовой утверждает, что он может набрать любое нужное число пакетов сока, начиная с 24, не вскрывая коробок. Прав ли он? 

10. Докажите, что если ввести в обращение монеты достоинством в 5 и 26 копеек, то можно будет уплатить без сдачи любую сумму, начиная с 1 рубля.

11. Представьте число 1 в виде суммы а) трёх б) четырёх в) десяти различных дробей с числителем 1.

12. Маляр может за один ход перейти на соседнюю по стороне клетку шахматной доски, после этого он должен перекрасить ее в противоположный цвет. Маляр ставится на угловую клетку доски, где все клетки белые. Докажите, что он может покрасить доску в шахматном порядке.

13. При каких натуральных n можно разрезать квадрат на n меньших квадратов (не обязательно одинаковых)?

14. Расставьте различные натуральные числа в таблицу 2×3 (2 строки, 3 столбца) так, чтобы произведения в столбцах были равны, и суммы в строках тоже были равны (но суммы могут отличаться от произведений).

15. а) Может ли свеча внутри пустой многоугольной комнаты не освещать полностью ни одну из стен? б) Существует ли многоугольник и точка вне него, из которой ни одной стороны не видно полностью?

Комбинаторика – 1

08 июля
97. Сколькими способами можно зажечь свет в комнате, в которой 3 лампочки, у каждой – отдельный выключатель?

98. В магазине «Всё для чая» продаются 5 разных видов чашек, 3 разных вида блюдец и 4 разных видов чайных ложек.

а) Сколькими способами можно купить там один столовый прибор?

б) Сколькими способами можно купить набор «Чашка + блюдце»?

в) Сколькими способами можно купить комплект «Чашка + блюдце + ложка»?

г) Сколькими способами можно купить набор из 2 различных столовых приборов?

д) Ясно, что ноль столовых приборов можно купить единственным способом. Каков смысл равенства 1+12+47+60 = 6(4(5?

е) Известно, что одна из чашек, одно из блюдец и одна из ложек – золотые. Сколькими способами можно купить набор из 3 различных столовых приборов, в котором:

е1) нет золотых предметов?

е2) 1 золотой предмет?

е3) 2 золотых предмета?

е4) 3 золотых предмета?

99. Автобусные билеты имеют шестизначные номера,  от 000000 до 999999.

а) Сколько всего различных номеров? Номеров,  все цифры которых нечётны?

б) Сколько номеров, в которых нет нечётных цифр?

в) Сколько номеров, в которых любые две соседние цифры различны?

г) Сколько номеров, все цифры которых различны?

д) Сколько номеров, все цифры которых имеют одинаковую четность?

е) Сколько номеров, у которых есть хоть одна нечётная цифра?

ж) Сколько номеров, содержат цифру 7?

з) Сколько существует шестизначных чисел, не содержащих цифр 7 и 0?

и) Сколько номеров, содержащих цифру 7 и не содержащих цифры 0?

100. Сколько десятизначных чисел, в которых все цифры различны, и при этом цифры 4 и 5 стоят рядом?

Для самостоятельного решения

101. У скольких автобусных билетов сумма первых трех и сумма последних трех цифр равна 15?

102. Назовём две цифры близкими, если они отличаются на 1. Кроме того, будем считать близкими цифры 0 и 9. Сколько существует десятизначных чисел, у которых любые две соседние цифры близкие?

Из задачника – 446, 452

Круги Эйлера. Комбинаторика – 2.

10 июля
ПРИМЕРЫ

103. В классе 35 учеников. Из них 20 занимаются в математическом кружке, 11 – в биологическом, а 10 ребят не посещают эти кружки. Сколько биологов увлекаются математикой?

104. Сколько существует целых положительных чисел, меньших 100, которые:

а) делятся одновременно на 2 и на 3;

б) делятся на 2, но не на 3;

в) делятся на 3, но не на 2;

г) делятся на 3 или на 2;

д) не делятся ни на 2, ни на 3?

105. Три лентяя красили пол площадью 24 м2. Сначала один из них покрасил 10 м2 синей краской, потом второй – 8 м2 красной краской, и, наконец, третий – 6 м2 – желтой. В результате оказалось, что любыми двумя цветами покрашена площадь 3 м2, а 1 м2 покрашен всеми тремя цветами. Какова площадь неокрашенного пола? Какова площадь красного пола?

ЗАДАЧИ

106. Большая группа туристов выехала в заграничное турне. Из них владеет английским языком 28 человек, французским – 13, немецким – 10, английским и французским – 8, французским и немецким – 5, английским и немецким – 6, всеми тремя языками – двое, а 41 человек не владеет ни одним из трех языков. Сколько всего туристов?

107. а) Сколько целых положительных чисел, меньших 100, которые не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5?

б) Сколько существует целых положительных чисел, меньших 1000, которые не делятся ни на 3, ни на 5, ни на 7, ни на 11?

108. Дядя Федор собирается все 90 дней каникул провести в деревне. При этом он строго придерживается такого распорядка: каждый второй день (то есть через день) ходит купаться, каждый третий – ходит в магазин за продуктами, и каждый пятый – работает на огороде. В первый день дядя Федор занимался сразу всем и очень устал. Сколько за каникулы будет: а) «приятных» дней, когда дядя Федор будет только купаться? б) «скучных» дней, когда у него не будет никаких дел? в) тяжелых дней, когда ему придется делать все три дела?

109. а) Сколько существует различных натуральных чисел, меньших тысячи, в запись которых входят обе цифры 1 и 2?

б) Сколько существует различных натуральных чисел, меньших миллиона, в запись которых входит каждая из цифр 1, 2 и 3?

Для самостоятельного решения

110. Ученики 6 класса решали две задачи. В конце занятия Константин Александрович составил четыре списка: I – решивших первую задачу, II – решивших только одну задачу, III – решивших по меньшей мере одну задачу, IV – решивших обе задачи. Какой из списков самый длинный? Могут ли два списка совпадать по составу? Если да, то какие?

111. Сколькими способами можно расставить 8 ладей на шахматной доске, чтобы каждая клетка была под боем?

112. Куб со стороной 10 разбит на 1000 кубиков, и в каждом кубике записано число. Сумма чисел в каждом столбике из десяти кубиков (рассматриваются столбики всех трех направлений) равна 1. В одном из кубиков записано число 40. Через этот кубик проходит три слоя 1×10×10, параллельных граням куба. Найдите сумму всех чисел вне этих слоев.

Из задачника – 440, 442
Комбинаторика – 3

13 июля

Чтобы узнать число баранов, надо число ног поделить на 4.

Правило подсчёта баранов

ПРИМЕРЫ

113. Сколькими способами могут выстроиться в очередь а) 7 человек; б) n человек?

114. Сколькими способами в группе из 12 человек можно выбрать

а) капитана и заместителя; б) двух дежурных?

115. а) Сколько существует двузначных чисел с убывающим порядком цифр?

б) Двузначных чисел с возрастающим порядком цифр?

в) Сколько существует трехзначных чисел, цифры которых идут в убывающем порядке?

ЗАДАЧИ

116. Есть 11 разноцветных бусинок. Сколькими способами из них можно собрать ожерелье а) с застежкой; б) без застёжки?

117. Сколько существует восьмизначных чисел, цифры которых идут в убывающем порядке?

118. Сколькими способами можно поселить одиннадцать ЛМШат в три комнаты: двухместную, четырехместную и пятиместную?

119. Сколько различных слов можно получить, переставляя буквы слова: 

а) “ФЛАГШТОК”
б) “ЛИНИЯ”
в) “МОЛОКО”

г) “БИССЕКТРИСА”
д) “МАТЕМАТИКА”

120. Сколькими способами можно разбить 20 человек на пары?

Для самостоятельного решения

121. Сколькими способами можно поселить двенадцать ЛМШат в четыре комнаты: двухместную, 2 трёхместные и четырехместную, если Степан Лобастов и Сергей Лобачёв а) хотят б) не хотят жить вместе?

122. Есть 7 бусинок, из которых 2 золотые, а все остальные имеют различные цвета, отличные от золотого. Сколькими способами можно собрать из них ожерелье без застёжки? 

123. Есть 28 карандашей. Сколькими способами можно разложить их в 4 ящика по 7 карандашей? А в 7 ящиков по 4?

Дирихле – 1

13 июля

ПРИМЕРЫ

124. Докажите, что в нашем отряде найдутся четверо, отмечающие день рождения в один и тот же месяц.

125. В стране СССГ всего 15 городов. Некоторые из них соединены дорогами. Докажите, что из каких-то двух городов ведет одинаковое число доро
г.
ЗАДАЧИ

126. Пятнадцать друзей, встретившись, начали здороваться за руку. Докажите, что в любой момент какие-то двое из них сделали поровну рукопожатий.
127. В школе 30 классов и 1000 учеников. Докажите, что найдется класс, в котором: а) не менее 34 человек. б) не более 33 человек.

128. а) В кафе продаются 4 вида мороженого. Каждый из 47 человек (шестиклассников и их преподавателей) купил одну порцию. Докажите, что не менее 12 человек выбрали одинаковое мороженое.

б) В кафе продаются 4 вида мороженого. Каждый из  47 человек купил одну или две порции (возможно, одного вида). Докажите, что найдутся четверо, сделавшие одинаковые покупки. 

129. а) К празднику зал украсили 50 воздушными шариками. Докажите, что среди них найдутся либо 8 одноцветных, либо 8 шариков разных цветов. б) Останется ли утверждение верным, если заменить число 50 на 49? в) Придумайте аналогичную задачу про нахождение десяти одноцветных или разноцветных шариков.
 г) Придумайте аналогичную задачу про 200 шариков.

130. В каждой клетке таблицы 3(3 записано число 1, 2 или 3. Могут ли суммы чисел во всех строках, столбцах и больших диагоналях быть различными?

131. Сколько можно расставить на шахматной доске а) ладей; б) королей; в) коней; г) слонов так, чтобы они не били друг друга?
132. На доске 6×6 расположен корабль в виде трехклеточного уголка. Какое наименьшее число выстрелов требуется, чтобы наверняка его ранить?

133. В квадратном ковре со стороной 1 м моль проела 51 маленькую дырочку. а) Докажите, что некоторой квадратной заплаткой со стороной 20 см можно закрыть не менее трех дырок. б) Сколько дырок вы беретесь закрыть квадратной заплаткой со стороной 50 см? в) Докажите, что на этом ковре найдется круг диаметром 12,5 см без единой дырочки.
134. За круглым столом сидит 100 человек, из них 51 мужчина. Докажите, что какие-то двое мужчин сидят друг против друга.

135. В классе учатся 26 человек. В течение четверти ученики класса получили 313 оценок по математике. Докажите, что какие-то два ученика получили одинаковое количество оценок.

136. Числа 1, 2, …, 9 разбиты на три группы. Докажите, что произведение чисел хотя бы в одной из групп а) меньше 72; б) не меньше 72.


Дополнительные задачи.

137. Верно ли, что хотя бы два жителя нашей планеты родились в одну и ту же секунду? А три?

138. Герцог желает, чтобы ежедневно в течение месяца на десерт подавались два вида пирожных. Если в какие-то два дня десерты окажутся одинаковыми, повару отрубят голову. а) Сколько видов пирожных должен уметь выпекать Карлик Нос, чтобы голова осталась при нем? б) Докажите, что в любой день найдутся два вида пирожных (из тех, что умеет печь Карлик Нос), подававшиеся одинаковое число раз.

Дирихле – 2 (Дирихле и делимость)
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Все должно в природе повториться.

Булат Окуджава

139. 
а) Кащей Бессмертный пообещал Ивану-Царевичу, что сохранит ему жизнь, если Иван в течение минуты назовет две степени двойки с одинаковыми последними цифрами. Помогите Ивану.

б) Если Иван-Царевич найдет две степени двойки с двумя совпадающими последними цифрами, то Кащей отдаст ему в жены Василису Прекрасную, если с тремя – то и полцарства в придачу. Если не справится – голова с плеч. Стоит ли браться за дело?

в)* Сколько степеней двойки придется проверять Ивану?
 

Следующие несколько задач решаются с помощью следующего утверждения: 

Если два числа имеют одинаковый остаток при делении на k, то их разность делится на k.
140. Докажите, что: а) среди любых 10 целых чисел найдутся два, оканчивающихся одной и той же цифрой; б) среди любых 8 целых чисел найдутся два, разность которых делится на 7.

141. Жора задумал пять натуральных чисел и возвел их в квадраты. Вова утверждает, что среди этих квадратов найдутся такие два числа, что их разность делится на 9. Прав ли он?

142. Докажите, что из любых 10 чисел можно выбрать либо число, делящееся на 10, либо несколько, сумма которых делится на 10.

143. Докажите, что существует кратное 321 число, в записи которого участвуют а) только нули и единицы; б) только единицы.

Был ягненок весел,

Потому что весил, 

Нагулявши по горам, 

Ровно сорок килограмм.

Детский фольклор

144. Сколько можно взять различных натуральных чисел от 1 до 10 так, чтобы среди них не нашлось двух, одно из которых точно вдвое больше другого?

145. В спортклубе тренируются 100 толстяков массой от 1 кг до 100 кг. На какое наименьшее число команд их можно разделить так, чтобы ни в одной команде не было двух толстяков, один из которых весит точно вдвое больше другого?

146. Какое наибольшее количество натуральных чисел, не превышающих 40, можно выбрать так, чтобы ни одно из них не делилось на другое?

О разных разностях…

147. а) Даны 8 различных натуральных чисел, каждое из которых не больше 15. Докажите, что среди их попарных разностей найдутся три одинаковых.

б) Даны 20 различных натуральных чисел, меньших 70. Докажите, что среди их попарных разностей найдутся четыре одинаковые. 

в) Придумайте аналогичные задачи.

Дополнительные задачи.

148. Спивак, №№ 270, 271, 272

149. Докажите, что среди любых 9 последовательных натуральных чисел найдется по крайней мере одно число, взаимно простое с каждым из остальных.
 

150. Докажите, что из 37 целых чисел всегда можно найти ровно 7 таких, сумма которых делится на 7.

Игры – 1
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ПРИМЕРЫ

151. Имеется три кучки камней: в первой – 10, во второй – 15, в третьей – 20. За ход разрешается разбить любую кучку, состоящую более, чем из одного камня, на две меньшие кучки. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет?

152. а) Двое по очереди ставят королей в клетки доски 9(9 так, чтобы короли не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход
. б) Двое по очереди ставят слонов в клетки шахматной доски. Очередным ходом надо побить хотя бы одну небитую клетку. Фигура бьет и клетку, на которой стоит. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
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На окружности расставлено 20 точек. За ход разрешается соединить любые две из них отрезком, причем проведенные отрезки не должны пересекаться внутри окружности. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

154. Дана доска в виде трех пересекающихся шестиугольников, разбитая на треугольники (рис.1). Двое играют в следующую игру: первый своим первым ходом ставит короля на любую клетку, после чего, начиная со второго, они поочередно двигают его по доске (в соседнюю по стороне клетку), причем запрещается ходить в ранее посещенные клетки. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть?
 

ЗАДАЧИ

155. На доске написаны числа 1, 2, ..., 2003, 2004. Игроки поочередно стирают с доски любые два числа и вместо них пишут их разность (вычитая из большего меньшее) до тех пор, пока останется одно число. Если это число будет четным, то выигрывает первый игрок, а если нечетным – второй.

156. Игра "упрощенный ним". Камушки лежат в а) двух, б) трех, в) десяти кучах. В каждой куче по 30 камней. Играют двое. За один ход можно взять любое число камней из любой одной кучи. Взявший последний камень – выигрывает. 
157. В ряд стоят несколько тарелок, на каждой из которых лежит по одному банану. Двое по очереди едят бананы, причем они за один раз могут съесть бананы только из одной или двух соседних тарелок. Выигрывает тот, кто съедает последний банан. Кто выигрывает при правильной игре, если всего тарелок а) 20, б) 21?

158. Игра «щелк». Дана шоколадка размером а) 10(10 б) 2(10. За один ход разрешается съесть произвольную дольку и все находящиеся левее и выше  нее. Проигрывает тот, после чьего хода ничего не останется. Кто выиграет?

159. На шахматной доске за ход разрешается покрыть любые 2 соседние клетки доминошкой (прямоугольником 1(2) так, чтобы доминошки не перекрывались. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

160. Алиса и Белая Королева играют в такую игру: Королева своим первым ходом ставит шашку на любую клетку, после чего, начиная с Алисы, они поочередно двигают его по доске (в соседнюю по стороне или по диагонали клетку), причем запрещается ходить в ранее посещенные клетки. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Сможет ли Алиса выиграть? А если доска такая, как показано на рис. 2?

161. Вадим Вениаминович и Максим Петрович играют в такую игру. На доске записано число 2004. Каждым ходом игрок может отнять от числа любую из его ненулевых цифр. Выигрывает тот игрок, после хода которого на доске будет записан 0. Кто выигрывает при правильной игре?

Дополнительные задачи

162. В ряд выписаны числа от 1 до 100. Два игрока по очереди расставляют любой из знаков "+", "–" или "(" между этими числами. Первый игрок желает, чтобы значение окончательного выражения было четным, второй – нечетным. Кто выиграет?

163. №№ 353, 356, 359.

Игры – 2
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164. а) Алеша Попович и Добрыня Никитич воюют с девятиглавым змеем (см. рисунок на обложке книжки Спивака). По очереди богатыри ходят к его пещере и отрубают 1, 2 или 3 головы. Как начавшему бой Алеше обрести славу победителя змея (т.е. отрубить последнюю голову?). Сможет ли он обрести славу, если б) змей был 2004-главым, в) голов у змея тоже 2004, но отрубать можно по 1, 2 или 4 головы?
Игра Баше. Имеется полоска клетчатой бумаги длиной 9 клеток. В крайней правой клетке стоит шашка. Двое играющих по очереди передвигают ее влево на  одну, две или три клетки. Проигрывает тот, кому некуда ходить. Кто выиграет? А если длина полоски 12, 13, 2004 клетки?
165. Игра начинается с числа 0. За ход разрешается прибавить к имеющемуся числу любое натуральное число от 1 до 9. а) Выигрывает тот, кто получит число 100, б) проигрывает тот, кто получит трехзначное число.
166. На концах клетчатой полоски 1(40 стоит по шашке. За ход разрешается сдвинуть любую шашку в направлении к другой а) на одну или на две клетки, б) на две или пять. Перепрыгивать через шашку нельзя. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
 
167. Король стоит на поле a1. За один ход его можно сдвинуть на одну клеточку вправо, вверх или по диагонали «вправо - вверх». Выигрывает тот, кто поставит короля на клетку h8. Кто выигрывает при правильной игре?

168. Имеются две кучи, в одной из которых 5 камней, а в другой – 7. Двое играющих берут по очереди камни. Разрешается взять один камень из любой кучи или по одному камню из обеих куч. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

169. Та же задача №5, но разрешается взять любое количество камней из одной кучки или поровну из обеих. 

170. Конь стоит на поле a1. За ход разрешается передвигать коня на две клетки вправо и одну клетку вверх или вниз, или на две клетки вверх и на одну вправо или влево. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

171. В тайной комнате осталось 7 хрогов и 7 зижаб. Каждую ночь по очереди два привидения делают одно из четырех действий: 1) выпускают на волю одного хрога и одного зижаба, 2) выпускают одного хрога, 3) выпускают одного зижаба, 4) превращают одного зижаба, если он есть, в хрога. Сможет ли привидение, начавшее первым, выпустить на волю последнего существа?

Дополнительные задачи.
172. Есть две коробки по 11 конфет. За один ход можно взять две конфеты из одной коробки и одну из другой. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. 
 
173. Игра начинается с числа 60. За ход разрешается уменьшить имеющееся число на любой из его делителей. Проигрывает тот, кто получит ноль.

Игры – 3
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174. Игра начинается с числа 4. За ход разрешается прибавить к имеющемуся числу любое, меньшее его, натуральное число. Выигрывает тот, кто получит 1000
.

175. Имеется две кучки конфет: в одной – 20, а в другой – 21 конфета. За ход нужно съесть одну из кучек, а другую разделить на две непустых кучки. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?

176. В стране Дураков однажды на волшебном дереве выросло 300 золотых монет. Кот Базилио и лиса Алиса договорились по очереди каждую ночь ходить к этому дереву и забирать не более половины имеющихся на нем монет. Если кто-то из них не может больше сорвать ни одной монеты, то отдает другому все, что успел взять. Первой пошла Алиса. Кто останется в дураках?

177. В тридевятом царстве есть два соседних села, в которых: а) 101 и 201 двор; б) 100 и 201 двор. Каждый месяц Соловей-разбойник и Змей Горыныч по очереди сжигают несколько дворов в каком-либо одном селе, причем число дворов в другом селе должно делиться на число сожженных в первом в этот месяц. Проигрывает тот, кому нечего сжигать. Сможет ли Соловей-разбойник, первым начав разгром, сжечь последний двор? 
 

178. Маша и Петя играют в следующую игру. На доске написано число 1. За один ход разрешается умножить имеющееся число на любое натуральное число от 2 до 9, записать результат, а старое число стереть. Выигрывает тот, кто получит число, большее 1000. Кто сможет обеспечить себе победу, если начинает игру Маша? 
 

179. Есть две клетки с крысами по 9 штук в каждой. Каждый день Дарья Юрьевна и Елена Николаевна по очереди переселяют одну крысу в другую клетку и отдают двух крыс из одной клетки Руслану Васильевичу. Дарья Юрьевна, начав этот процесс первой, утверждает, что сможет отдать последних двух крыс. Права ли она?
 

180. Калькулятор «ВВ» может вычитать из имеющегося числа только степени двойки (1, 2, 4, …). Вадим Вениаминович набирает число 2004. Миша и Галя по очереди нажимают на кнопки калькулятора. Выигрывает тот, кто первым получит 0. Миша первым начинает действовать. Выиграет ли он?

181. а) В коридоре стоят девять кресел. Два человека сидят соответственно в девятом и седьмом креслах. Ход состоит в том, что человек должен пересесть в другое кресло в направлении к первому креслу так, чтобы между ним и партнером находилось не более двух кресел. Выигрывает тот, кто окажется на первом кресле. Первым ходит тот, кто сидит на девятом кресле. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть?
 б) та же задача, но кресел 19 и сидят на 19 и на 17 креслах, ходит первым тот, кто сидит на 17-ом.
Дополнительные задачи.
182. Вася и Петя по очереди (начиная с Васи) вырывают из книги по одном листу. Всего в этой книге 50 листов, а страницы пронумерованы с 1 по 100. Тот мальчик, у которого сумма номеров каких-либо (возможно, не всех) вырванных им страниц окажется равной 100, выигрывает, и игра останавливается. Но при этом Вася может суммировать только нечетные числа, а Петя – только четные номера страниц. Кто выигрывает при правильной игре?
183. На столе лежат девять карточек, на которых написаны попарно различные натуральные числа от 1 до 9. Двое по очереди берут по одной карточке со стола. Побеждает тот, кто первым сумеет составить из своих карточек и любого количества скобок и знаков арифметических действий (+, –, (, () выражение, значение которого равно 12. Если по окончании игры такого выражения не может составить ни один из игроков, игра заканчивается вничью. Есть ли у кого-нибудь из игроков выигрышная стратегия? 

184. В ряд написаны числа 1, 2, 3, ..., 20, 21. Играющий своим очередным ходом вычеркивает любое из еще не вычеркнутых чисел. Игра продолжается до тех пор, пока не останутся два числа. Если сумма этих чисел делится на 5, то выигрывает первый игрок, в противном случае выигрывает второй.

Анализ с конца

14 июля
185. С числами можно выполнять следующие операции: умножать на два или произвольным образом переставлять цифры (нельзя только ставить нуль на первое место). Можно ли из 1 получить 112?

186. На озере расцвела одна лилия. Каждый день число цветков удваивалось, и на двадцатый день все озеро покрылось цветами. На какой день покрылась цветами половина озера?

187. (№38) Алёша задумал число. Он прибавил к нему 5, потом разделил сумму на 3, потом умножил на 4, отнял 6, разделил на 7 и получил число 2. Какое число задумал Алёша?

188. Павел Анатольевич задумал число, умножил его на 7 и зачеркнул последнюю цифру. Затем умножил на 71, получил трехзначное число, зачеркнул в нем две последние цифры и результат умножил на 5. Получилось число 20. Что было задумано?

189. За булочками к вечернему чаю выстроилась очередь. Булочки задерживались, и в каждый промежуток между стоящими успело влезть по человеку. Булочки все еще не начали выдавать, и во все промежутки опять влезло по человеку. Тут, наконец, принесли 85 булочек, и всем стоящим досталось по одной. Сколько человек стояли в очереди первоначально?

190. Максим Петрович раздавал шестиклассникам конфеты. Первому он дал одну конфету и ещё одну десятую оставшихся конфет. Второму он дал две конфеты и одну десятую оставшихся и т. д. Девятому он дал девять конфет и одну десятую оставшихся. Оказалось, что забежавшему в это время в комнату Серёже конфет не досталось. Сколько всего было конфет?

191. Пять человек сидят за круглым столом. У первого есть 81 яблоко, у остальных – разное количество. Вначале первый отдал каждому из остальных столько яблок, сколько у него уже есть. После этого остальные сделали то же самое. Когда они закончили, яблок у всех стало поровну. Сколько яблок было у каждого вначале?

Для самостоятельного решения

192. Три друга с обезьянкой остановились на ночь. У них был мешок орехов. Ночью первый встал, разделил все орехи на три части, при этом остался один орех, который он отдал обезьяне. Взяв себе одну часть, он уснул. Через некоторое время встал второй. Не зная, что его товарищ уже брал орехи, он разделил остаток орехов на три части, при этом остался один орех, который он отдал обезьяне. Взяв свою часть, он уснул. Наконец, третий проснулся, разделил остаток орехов на три части, а оставшийся орех отдал обезьяне. Взяв свою часть, он уснул. Утром они проснулись, во всем разобрались, и обнаружили еще некоторое количество орехов. Они их разделили, при этом каждый получил по семь орехов, а один орех достался обезьяне. Сколько орехов было вначале?

193. В начале времен в Ачухонии жили 100 рыцарей, 99 принцесс и 101 дракон. Рыцари убивают драконов, драконы едят принцесс, а принцессы изводят до смерти рыцарей. Древнее заклятие запрещает убивать того, кто сам погубил нечетное число других жителей. Сейчас в Ачухонии остался всего один житель. Кто это?

Перебор

16 июля

При всем богатстве выбора другой альтернативы нет…
ПРИМЕРЫ

194. Найти все четырехзначные числа, делящиеся а) на 18, б) на 36, у которых цифры идут в возрастающем порядке.

195. Тетрамино – это многоугольник, вырезанный из клетчатой бумаги и состоящий из 4 целых клеток. Сколько существует различных тетрамино?

196. [image: image16.wmf]L
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Подсчитать квадраты с вершинами в данных точках.

197. На сколько частей плоскость делится четырьмя прямыми? (перечислить все варианты).

198. Как перечислить все пятибуквенные слова, в которых есть 2 буквы А, 2 буквы Б и 1 буква В?

ЗАДАЧИ
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199. Перечислите все четверки натуральных чисел, дающих в сумме 15.

200. Разделите квадрат 5×5 клеток с вырезанной центральной клеткой на 4 равные части. Укажите все способы.

201. Любые две соседние цифры числа образуют число, кратное 23. Какое наибольшее количество цифр может иметь это число?

202. Решите ребус (см. рис.)

203. Найдите все пятизначные числа, у которых каждая цифры больше суммы цифр, стоящих после нее.

204. Пентамино – это многоугольник, вырезанный из клетчатой бумаги и состоящий из 5 клеток. Сколько существует различных пентамино?

205. Укажите хотя бы один способ расставить 8 ферзей на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга.

206. Замените во фразе «И  ВСЕ  ЖЕ  ОН  НЕ  ПРАВ» каждую из десяти букв И, В, С, Е, Ж, О, Н, П, Р, А одной из цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (разные буквы заменяются на разные цифры) так, чтобы все слова превратились в десятичные записи точных квадратов.
Принцип крайнего

20 июля

207. По кругу выписаны 2004 числа, каждое из которых равно среднему арифметическому двух соседних. Докажите, что все числа равны.

208. На шахматной доске стоит несколько ладей. Обязательно ли найдется ладья, бьющая не более двух других?

209. В 6 классе прошло соревнование по перетягиванию каната, в результате все оказались занесены в список по убыванию силы. Максим Петрович задумался: верно ли, что любые трое перетянут любых двоих? За сколько перетягиваний он сможет это установить?

210. 8 грибников собрали 37 грибов, причем никакие двое не собрали поровну. Докажите, что какие-то двое из них собрали больше, чем какие-то пятеро
.

211. В марсианском метро с любой станции можно проехать на любую. Докажите, что можно так выбрать станцию и закрыть ее на ремонт (без права проезда через нее), что по-прежнему можно будет проехать с любой оставшейся станции на любую оставшуюся.

ЗАДАЧИ

212. По окружности расставлены несколько натуральных чисел так, что каждое из них является делителем одного из соседних. Доказать, что среди этих чисел есть два равных.

213. На шахматной доске стоит несколько ферзей. Обязательно ли найдется фигура, бьющая не более трёх других?

214. Наташа и Аня играют в такую игру. Наташа загадывает 5 чисел и сообщает Ане всевозможные их попарные суммы (10 штук). Аня по этим числам должна определить, какие числа задумала Наташа. Сможет ли она это сделать, если а) эти суммы – 2, 7/2, 9/2, 11/2, 13/2, 15/2, 8, 17/2, 10, 12; б) в общем случае?

215. У геолога есть чашечные весы без гирь и 8 камней. Он хочет знать, верно ли, что два камня всегда тяжелее одного. Как ему гарантированно проверить это а) за 19 взвешиваний; б) за 13 взвешиваний?

216. Шахматная доска разбита на домино. Докажите, что какая-то пара домино образует квадратик 2(2.

217. Семь грибников собрали вместе 59 грибов, причем каждый собрал разное количество. Докажите, что какие-то три грибника собрали вместе не менее 33 
грибов.

Для самостоятельного решения

218. Известно, что если у двух шестиклассников поровну знакомых в своей параллели, то общих знакомых у них нет. Наибольшее число знакомых – ровно 20, у Наташи. Докажите, что есть еще хотя бы один шестиклассник, у которого тоже ровно 20 знакомых на параллели.

219. На полях доски 8×8 расставлены числа 1, 2, …, 64. Докажите, что найдется пара соседних по стороне клеток, числа в которых отличаются не менее чем на 5.

220. 25 астрономов на двадцати пяти разных планетах наблюдают друг за другом, причем каждый наблюдает за ближайшим к нему (среди расстояний между планетами нет одинаковых). Докажите, что а) есть две планеты, астрономы которых наблюдают друг за другом; б) хотя бы за одним астрономом никто не наблюдает.

Отношение скоростей

19 июля
ПРИМЕРЫ

221. Чтобы проплыть некоторое расстояние по течению, лодке требуется в три раза меньше времени, чем на то же расстояние против течения. Во сколько раз собственная скорость лодки больше скорости течения?

222. Лодка одно и то же расстояние может проплыть за 6 часов по течению либо за 10 часов против течения. За какое время то же расстояние преодолеет плот?

223. Из Котельнича в Вишкиль выехал грузовик. Через 5 минут из Котельнича по той же дороге выехал легковой автомобиль. Через 10 минут после этого он обогнал грузовик и прибыл в Вишкиль на 15 минут раньше грузовика. Сколько времени грузовик ехал от Котельнича до Вишкиля?

ЗАДАЧИ

224. Стоя неподвижно на ступени эскалатора метро, Сережа поднимается на поверхность за одну минуту. Взбегая по ступеням неподвижного эскалатора, он добирается до верха за 40 секунд. За какое время Сережа поднимется наверх, если начнет взбегать по ступеням эскалатора, движущегося а) вверх; б) вниз?

225. Павел Анатольевич вышел из клуба в столовую. Одновременно с ним из столовой в клуб вышел Максим Петрович. В момент встречи Максиму Петровичу оставалось идти еще 4 минуты, а Павлу Анатольевичу – одну минуту. Через сколько минут после выхода они встретились?

226. Если в забеге на 110 м c барьерами жираф опережает носорога на 10 м, а носорог выигрывает у бегемота 11 м, то на какое расстояние на этой же дистанции  жираф опередит бегемота?
 

227. Имеющегося на катере запаса топлива достаточно, чтобы проплыть либо 120 км по течению реки, либо 72 км против течения. Какое расстояние смог бы проплыть катер с тем же запасом топлива по той же реке туда и обратно? (Собственная скорость катера и расход топлива постоянны.)

228. Чтобы наполнить ванну, Малыш открыл кран, который вливает воду с постоянной скоростью 120 л в час, а также стал носить воду из соседней речки (набирая и принося одно 10-литровое ведро за 15 минут).  Через 33 минуты Карлсон незаметно проделал в ванне дырку, из-за чего вода стала выливаться из ванны со скоростью 180 л в час. Когда Малыш это заметил, в ванне было 64 литра.  Сколько времени прошло с начала наполнения ванны?

229. Чебурашка, проезжая на трамвае, заметил Крокодила Гену, который шел вдоль линии трамвая в противоположную сторону. Через 10 секунд Чебурашка вышел из трамвая и побежал его догонять. Бежал он вдвое быстрее, чем шел Гена, но в 5 раз медленнее, чем ехал трамвай. Через сколько секунд состоится встреча?

230. Вадим плавает в полтора раза быстрее Серёжи. Плаврук Вася устроил соревнование по плаванию на реке, причем плыть надо было против течения. Вадим проплыл 20 метров за 1 минуту, а Серёжа – за  2  минуты. За какое время проплыла 20 метров Наташа, которая плавает в два раза медленнее Серёжи?

231. Из города А в город В выезжает велосипедист, а через час из города В в город А ему навстречу выезжает мотоциклист, скорость которого вдвое больше скорости велосипедиста. Ровно посередине между А и В велосипедист и мотоциклист встретились. Сколько времени в пути провел велосипедист до встречи?

Раскраска

10 июля
ПРИМЕРЫ

232. Кузнечик  прыгает по шахматной  доске 100×100 в любую сторону. Первый раз он прыгает на 1 клетку, второй – на 2 клетки, третий – на 3 клетки и т.д. а) Может ли он через 49 прыжков оказаться в той же клетке, откуда начинал? б) Может ли он таким способом  допрыгать за 50 прыжков из верхнего левого угла в правый нижний?

233. На каждой клетке доски 7×7 сидит жук. В некоторый момент времени все жуки переползают  на соседние по стороне клетки. Докажите, что при этом хотя бы одна клетка окажется пустой.

234. Можно ли шахматную доску разрезать на 15 вертикальных и 17 горизонтальных доминошек?

235. Можно ли замостить плитками вида 
[image: image9.png]


 : а) доску 8×8? б) доску 10×10?

236. На доске 10×10 для «морского боя» стоит двухпалубный корабль. Какое наименьшее число выстрелов необходимо произвести, чтобы наверняка ранить его? Та же задача для трёхпалубного корабля.

ЗАДАЧИ

237. Можно ли расставить в клетках квадрата 8×8 числа от 1 до 64 так, чтобы число в каждой клетке было или больше всех чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, или меньше всех  этих  чисел. 

238. На каждой клетке доски 7×7 сидит жук. В некоторый момент времени все жуки переползают на соседние по диагонали клетки. Доказать, что при этом окажется хотя бы 7 свободных клеток. 

239. [image: image17.emf] 

Рис. 1  

Рис.  2  

На каждой клетке треугольной доски 5×5 сидит жук (см. рисунок). В некоторый момент все жуки переползают  на соседние по стороне клетки этой доски. Доказать, что после этого найдутся по крайней мере 5 пустых клеток.

240. Пете подарили набор "Юный паркетчик", состоящий из 120 триминошек 
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. Хулиган Вася заменил одну из них на уголок из трех клеток. Сможет ли Петя сложить прямоугольник 20×18?

241. На доску 8×8 уложена 21 триминошка 1×3. Где может находиться непокрытая ими клетка? (Укажите все варианты)

242. Каёмкой клетчатого прямоугольника (со сторонами, не меньшими двух) назовём полосу ширины 1, идущую по краю прямоугольника. (Прямоугольник 2(n является и своей каёмкой). Можно ли квадрат 2001(2001 покрыть по линиям сетки каёмками в несколько слоёв (т.е. над каждой клеткой квадрата должно быть поровну клеток каёмок)?

243. Игра «Летучие уголки». В левом нижнем углу доски 12×12 стоят 9 шашек, образуя квадрат 3×3. За один ход можно выбрать какие-то две шашки и переставить одну из них симметрично относительно другой (не выходя при этом за пределы доски). Можно ли за несколько ходов переместить эти шашки так, чтоб они образовали квадрат 3×3 в: а) левом верхнем; b) правом верхнем;  с)  правом нижнем углу?

Для самостоятельного решения

244. Можно ли три грани кубика 4(4(4, имеющие общую вершину, оклеить шестнадцатью полосками 3(1?

245. Докажите, что прямоугольную доску  n ( m  можно покрыть одинаковым количеством вертикальных и горизонтальных доминошек, только если 
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Можно ли доску 5(7 покрыть уголками из трёх клеток в несколько слоёв так, чтобы каждая клетка была покрыта одним и тем же количеством уголков?

Нестандартные взвешивания

19 июля
246. Детектор-1. Есть а) 10; б) 100 монет, одна из которых – фальшивая. Имеется также детектор, который за одну операцию исследует 4 монеты и указывает на одну из них. Известно, что если среди исследуемых монет есть фальшивая, то детектор указывает на неё. Однако если фальшивой монеты среди исследуемых нет, то детектор может указать на любую монету. За какое наименьшее число операций удастся заведомо определить фальшивую монету?

247. Детектор-2. Есть а) 5; б) 17; в) 65 монет, среди которых две фальшивых. Детектор за одну операцию исследует 4 монеты и указывает на одну из них. Известно, что если среди исследуемых монет есть фальшивые, то детектор указывает на какую-то из них. Однако если фальшивых монет среди исследуемых нет, то детектор может указать на любую монету. Как определить обе фальшивые монеты не более чем за а) 2; б) 7; в) 24 операции?

248. Наклейки-2. Имеются 6 различных (однако внешне неразличимых) гирек, веса которых 1 г, 2 г, …, 6 г. На них сделаны наклейки «1 г», «2 г», …, «6 г». Как с помощью всего двух взвешиваний на рычажных весах убедиться, что все наклейки – правильные?
 

249. Наклейки-3 (11). Имеются 11 различных (однако внешне неразличимых) гирек, веса которых 1 г, 2 г, …, 11 г. На них сделаны наклейки «1 г», «2 г», …, «11 г». Как с помощью трёх взвешиваний убедиться, что все наклейки – правильные?

250. Наклейки-3 (15). Имеются 15 различных (однако внешне неразличимых) гирек, веса которых 1 г, 2 г, …, 15 г. На них сделаны наклейки «1 г», «2 г», …, «15 г». Как с помощью трёх взвешиваний убедиться, что все наклейки – правильные?

251. Медиатор-3. Имеется а) 5; б) 7; в) 9 одинаковых по виду и попарно различных по весу монет и прибор, умеющий из трех монет определять среднюю по весу. Как с помощью а) 4; б) 9; в) 16 применений этого прибора можно определить монету, среднюю по весу из всех монет?
252. Медиатор-5. Имеется а) 9; б) 13; в) 17 одинаковых по виду и попарно различных по весу монет и прибор, умеющий из пяти монет определять среднюю по весу. Как с помощью а) 6; б) 15; в) 28 применений этого прибора можно определить монету, среднюю по весу из всех монет?

Разрезания по клеточкам и не только

20 июля
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253. Разрежьте каждую фигуру на две одинаковые (по форме и размерам) части.

254. Разрежьте уголок из трёх клеток на а) 4; б) 64 части одинаковой формы.

255. Разрежьте Т-тетрамино на пять частей, из которых можно сложить два равных квадрата.

256. а) Разрежьте прямоугольник 4×9 на две части, из которых можно сложить квадрат  6×6. б) Разрежьте квадрат со стороной n(n+1) на две части, из которых можно сложить прямоугольник, стороны которого – точные квадраты.

257. Сделайте из квадрата четыре равных прямоугольника и один квадрат а) с помощью разрезаний и перекладываний; б) с помощью только разрезаний.

258. Дан круг и отмечена точка внутри него. На какое минимальное количество частей можно разрезать этот круг так, чтобы из получившихся частей можно было сложить круг, в котором отмеченная точка является центром?

259. a) Можно ли разрезать квадрат на 100 равных четырёхугольников, не являющихся прямоугольниками? б) Можно ли разрезать квадрат на 2000 равных треугольников?

260. Разрежьте квадрат на два одинаковых а) пятиугольника; б) шестиугольника; в) 2n-угольника; г) (2n+1)-угольника. Можно ли разрезать так прямоугольник? Для каких еще фигур годится этот алгоритм?

261. Можно ли замостить плоскость одинаковыми a) пятиугольниками; б) шестиугольниками; в) семиугольниками?

262. Можно ли разрезать на четыре остроугольных треугольника a) какой-нибудь выпуклый пятиугольник; б)* правильный пятиугольник?

263. Можно ли двумя линиями одинаковой длины разрезать круг на три части, имеющих равные площади?

Разнобой – 1

04 июля
264. (№228) Учитель задал на уроке сложную задачу. В результате число мальчиков, решивших эту задачу, оказалось равным числу девочек, её не решивших. Кого в классе больше: учеников, решивших задачу или девочек?   

265. Руслан продавал раков: крупных по 5 рублей за штуку, мелких по 3 рубля. До полудня выручка составила 23 рубля. После полудня он продал больше раков, а выручил только 21 рубль. Сколько всего раков было продано?

266. В вазочке лежат конфеты трех сортов. Известно, что можно взять 5 конфет так, чтобы конфет каждого сорта стало поровну. Докажите, что в исходную вазочку можно добавить 10 конфет так, чтобы конфет каждого сорта стало поровну.  

267. Составьте из доминошек размером 1(2 без пропусков и наложений прямоугольник размером 5(6 так, чтобы этот прямоугольник нельзя было разрезать на два прямоугольника по линиям сетки, не повредив ни одной доминошки.

268. № 211 (Про центы)

269. Три человека играют в теннис. Проигравший уступает свое место игроку, наблюдавшему за игрой. Сколько партий сыграл каждый, если первый выиграл 6, второй – 8, а третий – 10 партий?

Разнобой – 2

08 июля
270. Одна из бочек доверху заполнена медом, другая – дегтем. Из первой бочки переложили во вторую ложку дегтя и кое-как размешали, затем из второй бочки переложили в первую ложку содержимого и снова перемешали. Затем эту операцию повторили еще дважды. Чего в результате получилось больше: меда в дегте или дегтя в меде?
271. № 126. (в темноте из коробки).

272. № 178. (езда на черепахе).

273. № 138. (дорога в школу).

274. № 398. (летучая ладья).

275. № 175. (химики и алхимики).

276. Можно ли раскрасить в два цвета клетки квадрата 7х7 так, чтобы каждая граничила ровно с двумя клетками другого цвета?

277. Может ли во время шахматной партии на каждой из 30 диагоналей оказаться нечетное число фигур? (Угловая клетка также считается диагональю доски.)

Разнобой – 3

10 июля
278. Число игроков на первенстве ЛМШ по футболу составило 1/3 часть от числа болельщиков. Какую часть составляли игроки от числа всех собравшихся на стадионе?

279. Задачу про вампира-паралитика решили 1/7 часть шестиклассников. После того, как ее одолел еще один ученик, число решивших задачу оказалось равным 1/6 всех учащихся. Сколько было шестиклассников?

280. Число семиклассников, решивших задачу про сыщика-маразматика, составляло 1/7 часть числа семиклассников, не решивших эту задачу. После того, как ее одолел еще один ученик, число решивших задачу оказалось равным 1/6 от числа не решивших. Сколько было семиклассников?

281. Четыре друга купили в складчину лодку. Первый внес ½ суммы, вносимой остальными, второй – 1/3 суммы, вносимой остальными, третий – ¼ суммы, вносимой остальными, а четвертый – недостающие 650 рублей. Сколько стоит лодка и сколько денег внес каждый?

282. Является ли старейший художник среди шахматистов и старейший шахматист среди художников одним и тем же лицом – или не обязательно?
283. Можно ли клетки квадратной доски 3(3 заполнить числами так, чтобы сумма всех чисел была положительна, а сумма чисел в любом квадрате 2(2 – отрицательна?

284. Можно ли куб 3(3(3 заполнить числами так, чтобы сумма всех чисел была положительна, а сумма чисел в любом кубике 2(2(2 – отрицательна?

285. Вадим Вениаминович выписал на доске несколько последовательных натуральных чисел. Назовем натуральное число «тройным», если его можно представить в виде суммы трех различных чисел, написанных на доске. Число 2003 «тройное». Докажите, что число 2004 тоже «тройное».
Разнобой – 4

13 июля
286. Как из числа 123456789101112…383940 выкинуть 20 цифр так, чтобы оставшееся число было наименьшим?

287. В каждой из двух  комнат находится несколько человек. Могло ли оказаться, что после того, как один человек перешел из одной комнаты в другую, увеличился средний возраст людей  как в первой, так и во второй комнате?  

288. Можно ли квадрат 8(8 покрыть одним квадратиком 2(2 и 15 полосками 1(4?

289. Существует ли число, кратное 8 и 9 и имеющее ровно а) 15; б) 35; в) 23; г) 14 делителей?

290. [image: image18.png]


На рисунке справа помещены три фотографии одного и того же игрального кубика. Сколько различных кубиков  можно изготовить по этим фотографиям.

291. На девяти карточках написаны числа 1, 2, 3, …, 8, 9. Миша раскладывает эти карточки на три стопки по три карточки. Галя из карточек каждой стопки составляет трехзначное число. Она хочет, чтобы одно их них делилось на 3, другое на 4, а третье на 5. Какое наибольшее число делимостей может “испортить”  Миша?

Разнобой – 5

14 июля
1. На доске написаны 100 чисел. Среди всех их попарных произведений ровно 2000 отрицательных. Какое количество  исходных чисел равно 0?

2. У числа a ровно 11 простых делителей, у числа b ровно 7 простых делителей, у числа c – ровно 7 простых делителей. Сколько простых делителей у НОД(a, b, c), если известно, что у НОД(a, b) ровно 4 простых делителя, у НОД(a,c) ровно 5 простых делителей, у НОД(b, c) ровно 4 простых делителя, а у НОК(a, b, c) ровно 15 простых делителей.

3. В Цветочном городе состоялся турнир по футболу между командами «Шайба», «Зубило» и «Крендель», в котором каждая команда сыграла с каждой одно и то же число матчей. Незнайка написал отчет о турнире и, получив номер газеты «Цветник», с гордостью стал читать: «Доблестная «Шайба» не сделала ни одной ничьей. У нее 5 побед и 5 поражений. «Крендель» выиграл только 3 матча, зато 6 свел вничью…». «Экое враньё!» – перебил его Знайка. «Откуда ты знаешь? Я и до конца ещё не дочитал!» – обиделся Незнайка. «Хоть и не дочитал, а наврать успел!» – отрезал Знайка. Прав ли он?

4. В довольно большом кошельке лежит по 10 монет достоинством в 1, 2, 5 рублей. Сколькими способами можно из этих 30 монет выбрать 10?

5. Имеется неограниченное количество плиток вида  
[image: image13]. Можно ли покрыть ими доску 100×99?
6. Анна Владимировна уложила на клетчатую доску 4×4 двенадцать прямоугольников 1×2, стороны которых идут по линиям сетки так, что все клетки оказались покрыты хотя бы по одному разу, но если убрать любой из прямоугольников, то появится хотя бы одна непокрытая клетка. Покажите, как ей это удалось. (Приведите хотя бы один пример.)
Дорогие школьники!

Меньше месяца осталось до того дня, когда вы станете полноправными ЛМШатами – учениками 6 класса ЛМШ-2004. Вы уже решали наши вступительные задачи и успешно с ними справились. А теперь мы хотим предложить вам ЗАДАЧИ НА РАЗМЫШЛЕНИЕ. Мы не рассчитываем на то, что вы сумеете решить все эти задачи, однако будем очень рады, если вы потратите какое-то время на то, чтобы подумать над ними. А в школе мы встретимся все вместе – и тогда эти задачи нам обязательно покорятся!

Оформлять решения, как для вступительной работы, не обязательно, но мы советуем Вам записывать их хотя бы для себя: будет обидно, если Вы придумаете решение, а потом забудете его.







Преподаватели 6 класса ЛМШ-2004

ЗАДАЧИ

1. Петя рассказал своему другу Ване, что он выиграл в шахматном турнире строго больше, чем x % партий, но меньше (x +1)% (вместо x было названо конкретное натуральное число). Ваня тщательно обдумал эту информацию и сделал (правильный) вывод о том, что в турнире играло не менее 15 участников. При каких значениях x это возможно?

2. Как разбить число 2004 на несколько слагаемых так, чтобы их произведение было наибольшим из возможных? Ответ обоснуйте.

3. Как известно, в качестве цифр при римской записи чисел используются буквы I (1), V (5), X (10), L (50), C (100), D (500) и M (1000). Кроме того, вместо четырёх подряд идущих одинаковых цифр всегда используются замены, при которых "младшая" цифра ставится перед "старшей". Так, IIII заменяется на IV, XXXX – на XL, DCCCC – на CM. Попробуйте разработать "римскую таблицу умножения" и на её основе описать способ умножения в столбик двух чисел, записанных в римской записи.

4. Две диагонали разбивают квадрат на 4 равных части. Если добавить еще две прямых, проходящих через центр квадрата параллельно его сторонам, квадрат окажется разбитым на 8 равных частей. Найдите все значения N такие, что проведя N прямых, можно разбить квадрат на равные части.

5. а) Верно ли, что лучший шахматист среди пианистов одновременно является лучшим пианистом среди шахматистов?

6. б) Известно, что доля голубоглазых среди блондинов больше, чем доля голубоглазых среди всех людей. Верно ли, что доля блондинов среди голубоглазых больше, чем доля блондинов среди всех людей?

7. Какое наименьшее число гирек (не обязательно равных по весу) можно разложить на 3, 4 и 5 куч одинакового веса?

8. На столе стоят 10 стаканов, из них какие-то 5 – вверх дном. Можно ли, переворачивая по 4 стакана, поставить все стаканы правильно?

9. В классе учится 25 человек. Каждый из них посчитал, что вчера говорил по телефону ровно с N одноклассниками. При каких N < 6 это возможно?

10. В начале игры имеется куча из 50 конфет. Малыш и Карлсон ходят по очереди, первым ходит Малыш. За первый ход он может взять 1 или 2 конфеты. Каждым следующим ходом можно взять любое число конфет, отличающееся от взятого на предыдущем ходу не более чем на 1 (например, если Малыш возьмёт 2, то Карлсон вторым ходом сможет взять 1, 2 или 3). Проигрывает тот, кто не может сделать ход (в частности. из-за отсутствия нужного числа конфет). Кто из игроков может обеспечить себе победу?

11. Квадрат 16(16 разбит на прямоугольники 1(4. Докажите, что количество прямоугольников, расположенных вертикально, чётно.

КОНКУРСНЫЕ ЗАДАЧИ
1. Лампа. В тюрьме сидят 100 человек. Однажды их собрали всех вместе и объявили следующее: «Через час каждого из вас посадят в одиночную камеру. Затем тюремщик будет отводить вас по одному в специальную комнату, где находится лампа. Лампу можно не трогать, а можно включить или выключить. В комнату с лампой вас будут водить не по очереди, а в произвольном порядке. Обещаем лишь, что никакой визит не будет ни для кого из вас последним. Как только кто-то из заключенных скажет, что все 100 человек уже побывали в комнате с лампой, ваш срок закончится: если сказанное будет правдой, то все выйдут на свободу, а в случае ошибки пойдут на корм крокодилам.» О чем должны договориться за час узники, чтобы рано или поздно выйти на свободу?

2. Амнистия. У царя Дадона в одиночных камерах сидели 100 пленников. Поворот ручки отпирает каждую камеру,  следующий поворот запирает, еще один снова отпирает и т.д. К празднику царь решил освободить часть пленников и накануне послал слугу, который повернул ручку на дверях каждой камеры. Все двери оказались отперты. Но тут пришел второй посыльный и повернул ручку каждой второй камеры. Двери камер 2, 4, 6, …  вновь оказались заперты. Следующий посланец повернул ручки камер 3, 6, 9, 12 и т.д.  Еще один – в каждой четвертой камере. То же повторяли следующие посланцы вплоть до сотого, повернувшего ручку сотой камеры. Наконец наступил праздник, и сидевшие в открытых камерах вышли на свободу. Сколько пленников освободил Дадон?
3. Али-Баба и бочка с отверстиями. У входа в пещеру с сокровищами стоит бочка с 4 дырками по кругу в крышке. В каждой дырке можно нащупать селедку хвостом вверх или вниз. Али-Баба может просунуть руки в любые две дырки, определить положение селедок под ними и, если хочет, перевернуть одну или обе по своему усмотрению. Когда хвосты всех четырёх селедок окажутся направленными в одну сторону, дверь в пещеру откроется. Однако, после того, как Али-Баба вытаскивает руки, бочка некоторое время с дикой скоростью крутится, так что Али-Баба не может определить, куда именно он совал руки раньше. Как Али-Бабе открыть дверь не более чем за 10 засовываний?
4. Совет мудрецов. Однажды султан собрал всех 100 своих мудрецов и огласил им свой указ: «Ровно через час вы все будете выстроены в колонну, а на голову каждому будет надет черный или белый колпак. Каждый из вас сможет увидеть цвет колпаков всех впереди стоящих мудрецов, но не будет знать цвет своего колпака. Каждому из вас я дам возможность назвать цвет колпака ровно один раз (в тот момент, когда он сам захочет это сделать). Тем, кто назовёт цвет своего колпака правильно, я сохраню жизнь, а всех остальных казню сразу же после того, как назовёт цвет последний из вас.» Как мудрецы должны договориться, чтобы сохранить жизнь как можно большему числу мудрецов? Сколько из них заведомо останутся в живых? 

5. Маньяк-паралитик. Тюрьма имеет вид квадрата 6×6, разбитого на камеры-одиночки – единичные квадратики. Все внутренние стенки камер – двери. В камере, находящейся в левом нижнем углу, находится маньяк-паралитик, который при виде живого человека немедленно набрасывается на него, убивает его и убегает, однако немедленно впадает в парализованное состояние, если оказывается в одном помещении с  мертвым. Выход из тюрьмы ровно один – из правой верхней камеры. Однажды в распоряжении маньяка оказался ключ-«вездеход», открывающий любую дверь, в том числе и наружную дверь тюрьмы. В результате наутро в 35 камерах были обнаружены трупы заключенных, а маньяк сбежал. Как это ему удалось?
6. Двадцать грабителей. Двадцать грабителей делят добычу следующим образом: первый грабитель предлагает свой план дележа, после чего все вместе голосуют.  Если за этот план проголосовало не менее половины грабителей, он считается принятым, и добыча делится в соответствии с этим планом. Если же за план проголосовало менее половины, то первого грабителя убивают, после чего второй грабитель предлагает свой план дележа. При голосовании каждый из грабителей руководствуется следующими тремя правилами (в порядке убывания приоритета): 1) Нужно остаться в живых; 2) Нужно прикарманить как можно больше денег; 3) При прочих равных – нужно сохранить жизнь как можно большему числу напарников. Все грабители – идеальные логики. Каким будет исход дележа, сколько грабителей при этом останутся в живых и как они проголосуют?
7. Электрик и кабель. По дну реки проходит многожильный кабель. На одном из берегов находится электрик, перенумеровавший провода в этом кабеле от 1 до N. Ему нужно узнать нумерацию этих проводов на другом берегу реки. Он имеет возможность переправляться на другой берег (и обратно) на лодке, а также подключать к проводам источник питания (батарейку) и лампочку. За какое наименьшее число переправ электрик сможет решить задачу?
8. Близнецы. Карл и Фридрих – близнецы. Карл родился на 20 минут раньше Фридриха. Однажды Карл сказал: «У меня день рождения был вчера, а у моего брата будет завтра.» а) Может ли это быть правдой? б) А если бы это сказал Фридрих?
9. Обезьяна и орехи. В 15-этажном доме живет очень умная обезьяна. Ей интересно определить, с какого максимального этажа можно сбросить кокосовый орех так, чтобы он не разбился. Каким наименьшим числом бросаний ей наверняка удастся обойтись, если для эксперимента она располагает а) двумя; б) тремя орехами?
Вступительная олимпиада

3 июля

1. Инесса Владимировна задумала число. Одно из следующих утверждений о нем неверно, а три верных. 

1) оно двузначное;

2) оно простое;

3) оно является полным квадратом;

4) оно кратно 5.

Какое число было задумано?

2. Константину Александровичу на завтрак дали полную тарелку каши. Он съел половину и положил в тарелку еще столько же меда. Затем съел треть содержимого (каши с медом) и снова доложил меда. Потом съел четверть содержимого и опять дополнил тарелку медом, после чего с аппетитом все съел. Чего в итоге К.А. съел больше: меда или каши?

3. Рабочие выполняют разметку автотрассы: рисуют посередине пунктирную линию. Штрихи и расстояния между ними имеют равную длину. На разметку одного километра дороги в среднем уходит 10 кг краски. Сколько краски будет расходоваться на один километр дороги, если штрихи делать в 2 раза длиннее, а расстояния между ними – в два раза короче, чем сейчас?

4. На столе лежали три стопки одинаковых монет из 19 монет, 23 монет и 29 монет. В одной из них одну монету заменили монетой другого веса, внешне не отличающейся от остальных. Как при помощи чашечных весов без гирь за одно взвешивание найти стопку, в которой все монеты одинаковые?

5. Некоторые клетки прямоугольной таблицы 10×6 раскрашены в белый цвет, а остальные – в черный. Известно, что в каждом из 6 столбцов белых клеток больше, чем черных. а) Докажите, что хотя бы в одной из 10 строк белых клеток также больше, чем черных. б) В каком наибольшем числе строк может быть больше черных клеток, чем белых?

6. 
Олег Юрьевич нес в корзине яблоки трех сортов: красный и желтый ранет, желтую и зеленую грушевку, зеленую и красную антоновку. Антоновки и желтых яблок вместе было больше, чем ранета и зеленых яблок, а красной антоновки меньше, чем красного ранета. а) Какой грушевки в корзине больше – желтой или зеленой? б) По дороге О.Ю. съел одно яблоко. Можно ли теперь сказать, какой грушевки больше – желтой или зеленой?

Межгрупповой матбой

09 июля
1. [image: image19.emf] 

Мама и папа пытаются догнать мальчика Серёжу, бегающего по дорожкам квадратного парка. План парка изображен на рисунке. Длины всех дорожек равны. Удастся ли маме и папе настигнуть Серёжу, если они бегают в два раза медленнее? (Из любого места просматривается весь парк.)

2. Найдите наибольшее простое число такое, что любое число, полученное из него вычеркиванием цифр (но не всех) тоже простое.

3. На доске написано число 123456789. За один ход разрешается поменять местами две рядом стоящие  цифры, либо уменьшив одну из них на 2, либо уменьшив обе  цифры на 1. (При этом ни одна из цифр не может стать меньше нуля).  Какое наибольшее число можно получить в результате нескольких таких операций?

4. Дни рождения Петра Петровича и его внука совпадают. Празднуя день рождения они заметили, что дед старше внука в 3 раза. А еще они вспомнили, что в иные годы дед бывал старше внука в 4, 5, 6 и даже 7 раз. Сколько лет исполнилось внуку, если он родился после Великой Отечественной войны?

5. Бочку можно наполнить, если в нее налить 9 маленьких, 6 средних и 1 большое ведро воды, или 3 маленьких, 2 средних и 11 больших ведер воды. А сколько только больших ведер потребуется для наполнения бочки?

6. [image: image20.wmf]«Лесенкой» размером n×n назовем фигуру, изображенную на рисунке,  длина основания    которой составляет n клеточек. Можно ли при каком-нибудь n разрезать лесенку на доминошки  из двух клеток?  

7. Числа от 1 до 10 выписаны в произвольном порядке и под каждым из них написан его номер в этом ряду. Затем каждое число складывается со своим номером. Докажите, что среди этих сумм найдутся две, оканчивающиеся одинаковой цифрой.

8. В турнире участвуют 10 шахматистов, причем каждые двое участников встречаются по одному разу. Могут ли какие-нибудь три шахматиста набрать на 4 очка больше, чем остальные семеро?

Математический хоккей

11 июля
292. Отгадайте загадку: Трехзначное число, с первой цифрой 7, делится на 9, 5 и 2.

293. Вставьте вместо звездочек цифры так, чтобы число 1*6** делилось на 375, но не делилось на 9. Укажите все варианты.

294. Найдите все числа вида aba, делящиеся на 33.

295. К числу 123 требуется приписать слева и справа по одной цифре так, чтобы полученное пятизначное число делилось на 15. Сколько решений имеет задача?

296. Сколько диагоналей у 10-угольника?

297. Имеются 5 цветов. Сколько разных букетов можно из них составить?

298. Алфавит племени Мумбо-Юмбо состоит из четырех букв. Длина слова не превышает трех букв, зато в произвольном сочетании. Сколько различных слов может быть в словаре этого племени?

299. Сколькими способами 5 человек могут стать в очередь так, чтобы Ростик стоял в этой очереди, но не первым?

300. Расположить 10 точек на 5 отрезках, чтобы на каждом отрезке было по 4 точки.

301. Цифры от 0 до 9 расставьте по окружности, чтобы сумма любых двух соседних не делилась на 3.

302. Сколькими способами могут быть распределены первые три места, если в конкурсе участвовали 6 команд?

303. В конкурсе «Совпадалки» два человека независимо выбирают один из четырех вариантов ответа. Ясно, что есть 4 удачных случая. А сколько неудачных?
 

304. При подготовке конкурса «Узнавалки» Константин Александрович выбирал из 30 вариантов ответов 6 подходящих, а потом располагал их в определенном порядке. Сколькими способами он мог это сделать?

305. Скорый поезд проходит расстояние от А до В за 4 часа, а экспресс – за 3 часа. Они вышли одновременно навстречу друг другу из А и из В. Через сколько часов они встретятся?

306. Торт, украшенный розочками, тремя прямолинейными разрезами разделили на куски, в каждом из которых есть по розочке. Какое наибольшее число розочек могло быть на торте?

307. У Маши есть 5 разных фломастеров, 3 разных карандаша и 7 разных тетрадей. Сколькими способами она может подарить набор из двух карандашей, одного фломастера и одной тетради?

308. Из 40 шестиклассников 35 умеют играть в футбол, а 30 – решать задачи о кругах Эйлера. Сколько из них заведомо умеют и то, и другое?

309. 8 шестиклассников съели пуд соли за 9 часов. Скольким шестиклассникам хватило бы этого количества соли всего на 4 часа?

Внутренний матбой

16 июля
1. Паша, Костя, Вадим, Максим и Константин Александрович ели конфеты (причем не деля их на части). Когда все конфеты кончились, их спросили: «Кто сколько съел конфет?» На что они ответили:

Паша:
«Я и Вадим съели 13 конфет»;

Костя:
«Я и Максим съели 566 конфет»;

Вадим: 
«Я, Костя и Константин Александрович съели 21 конфету»;

Максим:
«Я, Константин Александрович и Паша съели 579 конфет».

После этого Константин Александрович сказал, что так быть не могло. Почему он пришел к такому выводу?

2. Пулеметчик – ладья, бьющая только в одну из четырёх сторон. Какое наибольшее количество пулеметчиков можно поставить на шахматную доску, чтобы они не били друг друга? (X турнир математических боев имени А.П.Савина, I тур)
3. В 10 мешках лежат 1000 орехов, причём во всех мешках количество орехов разное. Далее многократно выполняется следующая операция: из мешка, в котором больше всего орехов, вынимается 9 орехов, которые раскладываются по одному ореху в каждый из остальных мешков. Докажите, что наступит момент, когда в каких-то двух мешках орехов станет поровну. (X турнир математических боев имени А.П.Савина, I тур)
4. Семь хоббитов ростом  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 дециметров встали в хоровод. Гэндальф измерил разности роста всех пар соседних хоббитов и сложил семь получившихся чисел. Какое наибольшее значение может иметь эта сумма?

5. Два игрока играют, делая ходы по очереди. В свой ход каждый игрок пишет не делящееся ни на 2, ни на 5 натуральное число, в записи которого не более двух цифр. Проигрывает тот игрок, после хода которого сумма всех выписанных чисел в первый раз превысит 1000. Кто выиграет при правильной игре? (IX Уральский турнир юных математиков, I тур, юниоры)
6. Ёж и Заяц били в комнате комаров. Ёж бил комаров дверью, причем каждым своим ударом он убивал 500 комаров, однако в это время в открытую дверь залетало 925 комаров. Заяц же бил комаров фумигатором, убивая одним ударом 323 комара. Известно, что они легли спать, убив всех комаров. Могло ли первоначально в комнате находиться ровно 2004 живых комара? (X турнир математических боев имени А.П.Савина, III тур)
7. Семиклассник разрезал бумажный квадрат на прямоугольники периметра 7 см, а восьмиклассник – точно такой же квадрат на прямоугольники периметра 8 см. Может ли у восьмиклассника получиться больше прямо​угольни​ков, чем у семиклассника? (VII Уральский турнир юных математиков, II тур, юниоры)
8. На кружке физики учитель  поставил следующий эксперимент. Он разложил на чашечные весы 16 гирек массами 1, 2, 3, …, 16 граммов так, что одна из чашек перевесила. Пятнадцать учеников класса по очереди выходили из класса и забирали с собой одну гирьку, причем после выхода каждого ученика перевешивала противоположная чашка весов. Какая гирька осталась на весах? (III Иркутский турнир юных математиков, III тур, юниоры)

Матбой   Сборная-6 – Профи-7

16 июля
310. У Ани, Бори и Вани было по одному натуральному числу, причем все числа были различными. Каждый из них прибавил к своему числу сумму его цифр. Могло ли у них у всех результате получиться одно и то же число? 

311. У всех одиннадцати членов футбольной команды разные размеры ноги, причем все,  кроме Кости носят ботинки своего размера, а Костя – ботинки на 3 размера больше. Какое максимальное количество футболистов может надеть чужие ботинки так, чтобы все были в обуви? Ботинки размера меньшего, чем размер ноги, надевать нельзя.

312. Какое наибольшее число полей можно отметить на шахматной доске так, чтобы с любого из них на любое другое отмеченное поле можно было пройти ровно двумя ходами коня?

313. Вове дали задание расставить нечетное количество идущих подряд натуральных чисел следующим образом. Одно число ставится в центр окружности, а остальные расставляются по окружности на одинаковом расстоянии друг от друга так, чтобы сумма трех чисел, находящихся на каждом диаметре была одна и та же. Каким количеством способов можно выбрать число для центра окружности?

314. Имеются девять гирь весом 1, 2, …, 9 граммов. Какое наибольшее количество гирь  можно взять из этого набора так, чтобы среди выбранных гирь вес любой пары отличался от веса любой другой пары?

315. Каждая грань куба разбита на 9 одинаковых квадратов (наподобие кубиков Рубика). Назовём соседями квадраты, имеющие общую сторону или вершину. В каждом квадрате записали неотрицательное число. Оказалось, что для любого квадрата сумма чисел, стоящих в этом квадрате и во всех его соседях, одна и та же. Петя записал, сколько раз встретилось каждое из чисел. Насколько маленьким может оказаться самое большое из записанных им чисел?

316. Восемь футбольных команд провели турнир в один круг (каждая сыграла с каждой по одному разу). Какое наименьшее число очков гарантирует команде место в четверке лидеров? В современном футболе за победу дают 3 очка, за ничью – 1, за поражение – 0.

317. Последовательные числа 22, 23 и 24 обладают тем свойством, что в разложение каждого из них на простые множители каждый множитель входит в нечетной степени: 22=21·111, 23=231, 24=23·31. А какое наибольшее количество последовательных натуральных чисел может обла​дать таким свойством?

318. В один ряд выложили сначала дукаты, а за ними цукаты – всего 10 штук. Каждый дукат весит 7 граммов, а каждый цукат – 8 граммов, но по внешнему виду они не отличаются. Как с помощью только двух взвешиваний на чашечных весах без гирь отделить дукаты от цукатов? 

319. Дина и Мася соревновались в езде на велосипедах по круговому треку. Старт в гонке на два круга был дан с одной линии (линия старта и финиша), но двигались они в разные стороны. Оказалось, что в промежутках между встречами Мася проезжала на 10 метров больше Дины, а при их последней встрече ей осталось ехать до финиша в два раза меньше чем Дине. Какова длина трека?

Аукцион

320. С помощью цифр 0-9 (используя каждую не более 1 раза) и знаков действий получите приближение числа пи с макстмальной точностью

321. Как можно больше дамок поставить на черных клетках доски 8x8 так, чтобы каждую дамку била какая-то другая.

322. Квадрат 7x7 разрезать по линиям сетки на как можно большее число попарно различных прямоугольников.

323. Напишите как можно больше четырехзначных чисел, кратных 36, в записи которых каждая цифра больше предыдущей.

324. Назовем число «крепким», если невозможно, не меняя порядка цифр, расставить между ними знаки четырех арифметических действий так, чтобы в результате получился 0. Найдите самое большое «крепкое» число.  

325. Получите число 2004 с помощью как можно меньшего числа одинаковых цифр, скобок и арифметических действий

Заключительная олимпиада

23 июля
Довыводные задачи

326. В корпусе 10 комнат. Утром из каждой комнаты на зарядку выходят по несколько человек, причём у соседних комнат эти количества отличаются на 1. Могло ли на зарядке быть 36 человек
? 

327. Малыш и Карлсон играют в такую игру: в вазе лежит 101 конфета; сначала Малыш, а потом Карлсон по  очереди берут из вазы от 1 до 10 конфет. Когда все конфеты разобраны, игроки подсчитывают взятые конфеты. Если эти числа взаимно просты, то выигрывает Малыш, в противном  случае – Карлсон. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть?

328. Разрежьте фигуру на две части, из которых можно сложить квадрат.[image: image21.emf]   


329. 
Натуральное число назовем равновесным, если некоторое его «начало» (не равное самому числу) совпадает с некоторым его «концом». Например, числа 2012 и 20120 – равновесные. Докажите, что существует 5 последовательных равновесных чисел.

330. Прохожего, идущего вдоль трамвайной линии, каждые 7 минут обгоняет трамвай, а каждые 5 минут проходит трамвай ему навстречу. Через какой интервал времени отправляются трамваи с конечного пункта?

Выводные задачи

331. Автомат выполняет два действия: прибавляет к числу 8 или умножает число на 3. Из каких однозначных чисел за несколько действий с помощью этого автомата можно получить 2005?

332. Раскрасьте клетки таблицы 3×3 в наибольшее число цветов (каждую клетку – одним цветом!) так, чтобы для любых двух цветов нашлись клетки этих цветов, имеющие общую сторону.

333. 95 грустных мартышек кидаются друг в друга одним кокосом. Грустная мартышка, попавшая в другую грустную мартышку, становится веселой и больше уже не грустнеет. Мартышка, в которую попали, выбывает из игры. Когда осталась одна мартышка, выяснилось, что среди выбывших – поровну грустных и веселых. Какое настроение у оставшейся мартышки
?

Послевывод

334. На столе лежит по одной монете достоинствами 1, 2, 3, 5, 10, 20 и 50 копеек, а в кассе имеется неограниченный запас монет всех видов. За один ход разрешается взять любую монету со стола, разменять ее на более мелкие и их положить на стол. Играют двое и проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?

Тест по делимости. Вариант 1.

16 июля
Верно ли, что:

1. Если 24a делится на 9, то a делится на 3?

2. Если 24а делится на 9, то а делится на 9?

3. Если 3а делится на 2, то 3а делится на 6?

4. Если 5а делится на 3, то а делится на 3?

5. Если а делится на 15 и а  не делится на 60, то а не делится на 4?

6. Если а делится на 4 и а не делится на 24, то а не делится на 6?

7. Если а делится на 6 и на 9, то а делится на 54?

8. Если а делится на 6, а b делится на 9, то ab  делится на 54?

9. Если ab делится на 24, а b делится на  6, то а делится на 4?

10. Если а2   делится на 8, то а делится на 4?

11. Если а не делится на 3, то 2а не делится на 3?

12. Если а не делится на 3, а b не делится на 5, то a+b не делится на 8?

13. Если а делится на 10, а b делится на 15, то a+b делится на 5?

14. Если а делится на 3, а b не делится на 5, то ab не делится на 5. 

Вставьте вместо звездочек такие цифры, чтобы 

15. Число *15* делилось на 275.

16. Число *25* делилось на 72.

17. Число а при делении на 3 дает остаток 2. Какие остатки возможны при делении  этого числа на 9?

18. Число а при делении на 20 дает остаток 2. Какие остатки возможны при делении  этого числа на 8?

19. Число а при делении на 3 дает остаток 2, а при делении на 2 – остаток 1. С каким остатком это число делится на 6?

20. Число а при делении на 4 дает остаток 2, а при делении на 14 – остаток 6. С каким остатком это число делится на 28?

21. Число а при делении на 20 дает остаток 2, а при делении на 15 – остаток 12. С каким остатком это число делится на 12?

22. Какие остатки может давать куб числа при делении на 9?

23. Найдите все пары натуральных чисел, если известно, что  их НОД равен 35, а НОК – 210.

24. Разложите число 13!+12! на простые множители.
25. Найдите остаток от деления числа 2001∙2004 + 2002∙2003 – 3002∙1002 на 7.

Тест по делимости. Вариант 2.

16 июля
Верно ли, что:

1. Если 5а делится на 3, то 5а делится на 15?

2. Если 2а делится на 3, то а делится на 3?

3. Если 21a делится на 9, то a делится на 3?

4. Если 21а делится на 9, то а делится на 9?

5. Если а делится на 15 и а  не делится на 60, то а не делится на 4?

6. Если а делится на 9 и а не делится на 54, то а не делится на 6?

7. Если а не делится на 3, то 2а не делится на 3?

8. Если а не делится на 2, а b не делится на 7, то a+b не делится на 9?

9. Если а делится на 9, а b делится на 6, то a+b делится на 3?

10. Если а делится на 6 и на 9, то а делится на 54?

11. Если а делится на 6, а b делится на 9, то ab  делится на 54?

12. Если ab делится на 24, а b делится на  6, то а делится на 4?

13. Если а2   делится на 8, то а делится на 4?

14. Если а делится на 3, а b не делится на 5, то ab не делится на 5. 

Вставьте вместо звездочек такие цифры, чтобы 

15. Число *37* делилось на 275.

16. Число *29* делилось на 72.

17. Число а при делении на 5 дает остаток 2. Какие остатки возможны при делении  этого числа на 15?

18. Число а при делении на 18 дает остаток 2. Какие остатки возможны при делении  этого числа на 27?

19. Число а при делении на 3 дает остаток 2, а при делении на 2 – остаток 1. С каким остатком это число делится на 6?

20. Число а при делении на 9 дает остаток 3, а при делении на 15 – остаток 6. С каким остатком это число делится на 30?

21. Число а при делении на 28 дает остаток 2, а при делении на 21 – остаток 12. С каким остатком это число делится на 12?

22. Какие остатки может давать куб числа при делении на 7?

23. Найдите все пары натуральных чисел, если известно, что  их НОД равен 15, а НОК – 210.

24. Разложите число 12!+11! на простые множители.
25. Найдите остаток от деления числа 2001∙2003 + 2002∙2004 – 3002∙1002 на 7.

Тест по комбинаторике.

18 июля

Вариант 1.

335. У Тани есть 5 разных фломастеров, 7 разных карандашей и 11 разных тетрадей. Сколькими способами она может подарить Коле:

а) какой-то один предмет;

б) набор из 1 фломастера, 1 карандаша и 1 тетради;

в) набор из 2 фломастеров и 1 тетради?

336. В алфавите племени Мумба-Юмба 5 букв: А, Б, М, У, Ю.

а) Сколько слов в словаре этого племени, если словом считать любую последовательность из 4 букв?

б) Сколько из этих слов не имеют повторяющихся букв?

в) А в скольких из слов в пункте б) буквы идут в алфавитном порядке?

г) Сколько 4-буквенных слов содержат букву М?

д) Сколько 8-буквенных последовательностей не имеют повторяющихся букв?

337. У Максима есть 100 конфет. Из них 60 с блестящим фантиком, 26 шоколадных, 63 вкусных, 13 шоколадных с блестящим фантиком, 25 шоколадных и вкусных, 43 вкусных с блестящим фантиком. Более того, 12 из них – шоколадные вкусные и с блестящим фантиком.

а) Сколько у него невкусных не шоколадных конфет с обычным фантиком?

б) А сколько невкусных шоколадных?

в) Сколько вкусных, но не шоколадных конфет с блестящим фантиком?

338. Сколько существует натуральных 7-значных чисел, в десятичной записи которых:

а) нет цифры 0;

б) нет цифры 5;

в) есть цифра 5;

г) все цифры различны?

339. Сколько различных слов можно получить, переставляя буквы слова: 

а) ФУМИГАТОР;

б) ХОББИТ;

в) КАРАНДАШ;

г) ПЕРЕПРАВА?

340. Сколько существует целых положительных чисел, меньших 1000, которые:

а) Делятся на 2 и на 3;

б) Делятся на 2, но не делятся на 5;

в) Делятся на 2 или на 3 или на 5;

г) Не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5, ни на 11?

341. а) Сколькими способами можно разбить 12 школьников на две команды по 6 человек в каждой для участия в матбое?

б) Тот же вопрос, если нужно выбрать еще капитанов команд?

Тест по комбинаторике.

18 июля

Вариант 2.

342. У Коли есть 3 разных фломастера, 9 разных карандашей и 10 разных тетрадей. Сколькими способами он может подарить Тане:

а) какой-то один предмет;

б) набор из 1 фломастера, 1 карандаша и 1 тетради;

в) набор из 2 карандашей и 1 фломастера?

343. В алфавите племени Тумба-Юмба 6 букв: А, Б, М, Т, У, Ю.

а) Сколько слов в словаре этого племени, если словом считать любую последовательность из 5 букв?

б) Сколько из этих слов не имеют повторяющихся букв?

в) А в скольких из слов в пункте б) буквы идут в алфавитном порядке?

г) Сколько 5-буквенных слов содержат букву М?

д) Сколько 8-буквенных последовательностей не имеют повторяющихся букв?

344. У Максима есть 100 конфет. Из них 23 с блестящим фантиком, 52 шоколадных, 29 вкусных, 8 шоколадных с блестящим фантиком, 20 шоколадных и вкусных, 13 вкусных с блестящим фантиком. Более того, 7 из них – шоколадные вкусные и с блестящим фантиком.

а) Сколько у него невкусных не шоколадных конфет с обычным фантиком?

б) А сколько невкусных с блестящим фантиком?

в) Сколько вкусных шоколадных конфет с обычным фантиком?

345. Сколько существует натуральных 8-значных чисел, в десятичной записи которых:

а) нет цифры 3;

б) есть цифра 3;

в) нет цифры 0;

г) все цифры различны?

346. Сколько различных слов можно получить, переставляя буквы слова: 

а) ИНТЕГРАЛ;

б) ТЕЛЕПУЗИК;

в) ПОВОРОТ;

г) ПЕРЕПИЛИЛ?

347. Сколько существует целых положительных чисел, меньших 1000, которые:

а) Делятся на 7 и на 3;

б) Делятся на 2, но не делятся на 3;

в) Делятся на 2 или на 3 или на 7;

г) Не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5, ни на 7?

348. а) Сколькими способами можно разбить 14 школьников на две команды по 7 человек в каждой для участия в матбое?

б) Тот же вопрос, если нужно выбрать еще капитанов команд?
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�Если человек произносит фразу: ”Я лжец”, то может ли он быть уроженцем острова рыцарей и лжецов?


�Лживые – 2 и 4, правдивые – 1  и 3.


�В пятницу


�Во вторник


�В пятницу


�В четверг, пятницу или субботу


�Вторник, пятница или четверг 


�Вторник, пятница или четверг 


�Оба – лжецы


�А – турист(лжёт), В – турист (говорит правду)


�В выше А


� Первые шесть решаем в интерактиве. 


�Какой другой вопрос можно было бы задать?


�Как раз таки наоборот


�Спросить, а что же это тогда означает?(некоторые злые волшебники не едят сушеных пиявок по утрам)


�Дедушка – очень старый


�Все романы написаны без ошибок ( их можно читать ( они переплетены ( они хорошо написаны


�Кошка не будет играть с гориллой если имеет хвост ( имеет усы ( любит рыбу ( обучаема ( не имеет зеленых глаз


�Все английские картины лакированы ( они обрамлены ( были проданы ( они значимы ( изображают части сражений ( написаны маслом





�Письмо, написанное Брауном ( начинается с «Дорогой Сэр» ( написаны не кредиторами ( написаны не черными чернилами ( перечеркнуто ( написано на листе ( датированы ( написаны на голубой бумаге ( зарегистрированы ( могу прочитать





�Фокус в стиле датских носорогов.


�Разберемся с носорогами.


�Поговорить о делимости на 101, 1001, 10001 …..


�Задачи 1-8 в интерактиве. Листок лучше раздать после этого.


�Поговорить о простых и составных числах, совершенных, недостаточных и избыточных. Для характерных чисел от 1 до 30 выписать все их делители, кроме самого числа, их количество и сумму. Тут же появляется и гипотеза к следующей задаче.


�1963 = 13 ( 151. 631 – простое. Обсудить,  до каких пор проверять.


�Возможно, это первое в истории математики неконструктивное доказательство существования.


�Слово о нерегулярности последовательности простых чисел.  Неизвестно, как долго будут появляться близнецы.


�Можно в  столбик, как в школе, можно  деревом (причем по-разному).


�На 1, 2, 3, 6, а также парные к ним. Всегда ли делителей  не меньше 8? А вдруг совпадут?


�К этому моменту задачи 11, 12, 13, 15 из делимости-2 должны быть решены. А лучше дать на делимость-2 еще 30 минут, а на делимость-3 – минут 50-60. 


�Обобщить и записать исправленные теоремы Петрова-Васечкина для взаимно простых чисел:


Теорема 1. Если число а делится на два взаимно простых числа b и с, то оно делится и на их произведение bc.


Теорема 2. Если число са кратно b, причем с и b взаимно просты, то и а кратно b.


�Показать на кругах Эйлера.


�6, 10, 15


�Для любого.


�В а) ответ единственный (56 и 112), а в б) важно указать все.


�Нет. а+ b кратно b ( a кратно b. Аналогично  b кратно a. a = b


�Да. 2, 4, 6. Вообще, n, 2n, 3n.


�Любого количества, большего 2?


�Раз в 28 дней, то есть 13 или 14 раз. 


�Сколько различных остатков бывает при делении на 7, 11 и т.д. ?


�Нарисовать числовую прямую, разбитую на отрезки.  Остальные примеры тоже лучше разобрать на числовой прямой. Потом написать запись.


�А) 2 б) 2 в) любые


�А) 2 или 14 б) 2 или 8 или 14 в) любые


�А) 8 б) 8 или 23


�а) Число нечетное, но делится на 3. Ответ: 3; б) Из первого условия возможны остатки 5, 13, 21. Из второго остается только 21. Отсюда следует и ответ в а).


�частное сохранится, остаток увеличится в 3 раза


�уменьшится в 3 раза


�8


�а) 9, б) 9 или 21


�Не бывает.


�3,7,11,15,19,23


�22 февраля (високосного года)


�Первые две задачи нужны, чтобы показать естественность работы с остатками.


�До №4 интерактив.


�Заметим, что если нас интересует остаток от деления на 12, то каждое слагаемое можно заменять его остатком от деления на 12.


�Заметим, что если нас интересует остаток от деления на 7, то каждое слагаемое можно заменять его остатком от деления на 7.


� На третий день Урфин возьмет со склада вчерашний и позавчерашний запас. 


 Если группировать солдат «по вертикали»: в 1-й взвод всех, кого сделали первыми в какой-то из семи дней, во 2-й – кого сделали вторыми и т.д., то ясно, почему к концу 7-го дня склад неизбежно опустеет, и все начнется по новой.


 Поскольку на двадцать первый день склад пуст, двадцать четвертый день ничем не отличается от третьего.


�Не хочется тут же находить остатки степеней. Потому что здесь ключевая идея – зацикливание. А и без нее проблем хватает.


�Свойства выясняются при решении предыдущей задачи. 


�Пояснить сразу постановку задачи и заполнить вместе несколько клеток. Затем перейти к самостоятельной работе.


�Обратная операция – переход от остатков к числам.


�Вместе составить таблицу на доске.


�Нет. Оно делится на 3 с остатком 2.


�См. задачу 8.


�Не может из-за остатка от деления на 4.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Решение: Да. Возьмем 1001 число, все равны 1/100, тогда их сумма равна 10.01, а сумма квадратов – 1001/10000.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: а) Нет. Разбиваем 12 месяцев на пары, складываем и видим, что суммарная прибыль тоже должна быть отрицательной. б) Да: представим, что каждый нечётный месяц фирма работала с прибылью +100, а в каждом чётном месяце прибыль равнялась -101.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: а) нет (чётность); б) нет (шахматная раскраска); в) можно всегда. Решение: в) Обойдем шахматную доску ладьей по циклу.  Выброшенные клетки разного цвета разобьют цикл на два куска чётной длины, и каждый кусок режется на пары соседних клеток.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: 5 – да, 6 – нет, так как в месяце всегда 4 полных недели и одна неполная.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: 53 – да, 54 – нет, потому что в году 52 полных недели и одна неполная.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: нет (на оба вопроса). Для анализа ситуации желателен карманный календарик…


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: Да. Вася родился 31 декабря, разговор происходит 1 января.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: Нет. Если послезавтра Пете исполняется 13, то сейчас ему 12, значит, в прошлом году (в сегодняшний же день и до него) было 11, а после дня рождения – 12. То есть никак не 10. Разница с предыдущей задачей очень поучительна, она демонстрирует различие между прошлым и будущим временем для возраста: "позавчера Васе было 10 лет" не означает, что позавчера был день рождения Васи…


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Нет. Если в каждом столбце сумма положительна, то и общая сумма в таблице положительна, а тогда хотя бы в одноц из строк должна быть положительная сумма.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: а) Да. Например, это числа 111, 9 и много-много единиц


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: Нельзя в обоих пунктах.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Решение: Не всегда. Например, если есть три красных платья трёх фасонов, и еще синее и зеленое платье первого фасона, то выбрать требуемым образом нельзя.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: да – примером каждый раз служит число 9N, сумма цифр которого равна 9.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: да – 114, да – 342.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: да – 75, да – 32, да – 91, нет.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: 22 – нет, потому что цифры 11 не бывает. 28 – да, например, 147. 350 – нет, потому что нужны две пятерки, двойка и семерка, а цифр всего три. Числа от 650 до 720 не получаются, потому что 8*9*9 < 650, а 9*9*9 > 720.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: б) Нет. 1999 – простое число, так что среди множителей непременно присутствует само это число, а тогда сумма больше 1999.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Решение: Нельзя. Все очки, кроме 47, делятся на 3, поэтому в 47 нужно попадать дважды. Но тогда до 100 не хватает всего 6 очков, а такой очковой зоны нет.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: да. Например, если стороны равны 10, 10 и 2. Высота в этом треугольнике не является целым числом, потому что она больше 9 (неравенство треугольника), но меньше 10 (катет короче гипотенузы). Разумеется, возможны и другие проимеры. Интересно только то, как обосновать нецелость площади без явного вычисления длины высоты.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: Да, например, если стороны равны 500 м и 1/1000 м.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: да, можно.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 1��� Ответ: да, можно.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 2��� Ответ: Да. Например, он выиграл с крупным счетом всего один матч, но проиграл (0:1) все остальные. А его соперники набрали свои очки на нулевых ничьях.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 2��� Ответ: Да. Например, он одержал две победы, а все остальные свои встречи проиграл. Итого набрал 6 очков. Соперники (все, кроме двух) выиграли по одному разу у Спартака, а остальные встречи сыграли вничью. Еще две команды проиграли одну встречу (Спартаку), а остальные тоже свели вничью. Если встреч было не менее 8 (то есть в турнире играло не менее 9 команд), то каждая из остальных команд на своих ничьих набрала по 7 очков. 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 2��� По условию, команда 4 лишилась шансов на второе место в группе, то есть отстала от двух лидеров (команд 1 и 2) как минимум на 4 очка (три очка еще догоняемы). Но 4 очка больше, чем ОДНА победа в матче. Если ничьих не было, то каждый из лидеров выиграл по 2 встречи. Но тогда и команда 3 лишилась всех шансов. Противоречие.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 2��� Ответ: Да. Пусть на балу 2 юноши и 2 девушки, причем вторая красивее, а первая~-- умнее. Танцуют они попеременно.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 2��� Ответ: Пусть на балу 3 юноши и 3 девушки А, Б и В, причем красота возрастает в порядке АБВ, а ум~-- в порядке БВА. Юноши чередуют девушек по кругу в порядке АБВ.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 2��� Поджечь два шнура с трёх концов. Когда первый шнур сгорит целиком (это означает, что прошло ровно 30 секунд), поджечь второй шнур со второго конца. Момент полного сгорания второго шнура и будет концом 45-й секунды. 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 3��� Решение: а), б) 100, 200, 300. в)~Если уже построен набор из n чисел, то к ним можно добавить $(n+1)$-ое число~-- их сумму, т.к. она делится на каждое из этих n чисел и ее прибавление к набору из (n–1)-го числа не изменяет их делимости на оставшееся. Таким образом, получаем, например, ряд 1, 2, 3, 6, 12, 24, и~т.д.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 3��� Решение: Мы можем разделить 64 кг на 2 группы по 32 кг, затем одну из них – на 2 группы по 16, затем одну из них – на 2 группы по 8 и т.д. Как известно, 23=1+2+4+16.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 3��� Решение: Если число делится на 3, набираем требуемую сумму монетами по 3 копейки – так можно получить 3, 6, 9, 12, … Если число дает остаток 2 по модулю 3, то берем одну пятикопеечную и необходимое количество трёхкопеечных~-- получаем 5, 8, 11, и т. д. Если число дает остаток 1 по модулю 3, берем 2 монеты по 5 и остальное дополняем трёхкопеечными – получаем 10, 13, 16, … Видно, что можно получить любое число, кроме 1, 2, 4 и 7.


�Любое N>1.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 3��� Решение: Заметьте, что 100=5·20, 101=26+5·15, 102=2·26+5·10, 103=3·26+5·5, 104=4·26.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 3��� Решение: а) 1/2=1/3+1/6. Дальнейшие примеры получается следующим образом: берем самую маленькую дробь, и если ее знаменатель – чётное число, равное 2a, то разбиваем эту дробь на две 1/2a = 1/3a + 1/6a. Замечаем, что в итоге получаем наименьшую дробь с чётным знаменателем (6a), то есть процесс можно продолжить.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 3��� Решение: Рассмотрим путь, проходящий по всем клеткам доски. Пустим маляра вперед по этому пути. Пусть маляр оглядывается по прохождении каждой клетки и смотрит, в нужный ли цвет она покрашена. Если в нужный – все нормально, идем дальше. Иначе возвращаемся назад, перекрашиваем клетку и снова идем вперед. Так мы сможем покрасить все, кроме последних двух клеток – но с ними можно разобраться отдельно.


Есть и другие способы решения. Например, можно заметить, что маляр может сделать такую операцию: перекрасить одновременно две клетки – ту на которой он стоит, и любую другую по своему выбору (для этого ему достаточно сходить в приглянувшуюся ему клетку и вернуться обратно по тому же маршруту). Для того, чтобы покрасить доску в шахматном порядке, ему достаточно применить эту операцию ко всем нужным клеткам.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 3��� Решение: Легко привести примеры для n = 1, 4, и всех, начиная с 6. Остается 2, 3 и 5. Невозможность разрезания на 2 и~3 очевидна. Для n = 5 устраиваем перебор: 4 квадрата должны располагаться в углах, пятый обязан примыкать к какой-то стороне, дальше просто.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �Стр: 3��� Решение: Сначала расставляем любые числа так, чтобы произведения в столбцах были равны. Затем, если умножить все числа в одной строке на любое натуральное число, то произведения останутся равными.


�Разобрать разные способы решения: простой перебор, упорядоченный перебор (1+3+3+1=8), рассмотрение каждой лампочки по отдельности (2(2(2=8).





�Показать дерево и таблицу


�Сначала дополним все числа слева нулями, чтобы они содержали по 6 цифр. Так же добавим к нашим числам ещё и 000000. Теперь подсчитаем, сколько чисел не содержат хотя бы одну из цифр 1, 2, 3. Чисел, не содержащих 1 ровно 96. Аналогично для 2 и 3. чисел, в которых нету ни 1, ни 2 ровно 86. Чисел, в которых нет ни 1, ни 2, ни 3 – 76. В итоге чисел без 1, 2 или 3 будет 3∙96–3∙86+76. Ответ в задаче – 106–3∙96+3∙86–76= 74460.


�Чтобы ладьи выбивали все клетки, они должны занимать либо все горизонтали, либо все вертикали. (В самом деле, если есть невыбитая вертикаль и неыбитая горизонталь, то клетка в пересечении не выбита.) Случаев, когда выбиты и все вертикали и все горизонтали – 8!. Ответ: 2∙88–8!


�В начале занятия можно закончить К-2 и разобрать формулу включения исключения (например, на задаче 5б)


�Рассказать детям про факториал, чтоб не мучались. Обсудить то, что ответы можно получать как в виде числа, так и в виде выражения. Тех, кто будет дальше получать ответ в виде числа – расстреливать.


�а) 45, б) 36.


Можно обсудить другие подобные задачи:





Сколько двузначных чисел с невозрастающим порядком цифр? (54)


двузначных чисел без 0 с убывающим порядком цифр? (45)


а) �11!/2 б) 10!/2


�45


�Разобрать сразу в качестве примеров №№ 1, 2. На первом часе принимать №№ 3-7.


 В начале второго часа вспомнить задачу о минимальном числе выстрелов для ранения 2- и 3-клеточного корабля. Решить в интерактиве №8а) и в).


�Тут  и рассказать про клетки и зайцев.


�Города неудобно рассовывать по клеткам. Но у городов есть мэры. 


�Всего 6+4+4= 14 вариантов покупок. 


�Было 82 (или более) шариков.


�… либо 15 одноцветных, либо 15 разноцветных шариков.


� Возможны  различные суммы  от 3 до 9. Их 7. А всего 8.


�Если в квадратике 2х2 всего 1 выстрел, то там может уцелеть корабль. Поэтому не менее 9(2=18 выстрелов. Пример прост.


�Здесь клетка – пара противоположных мест. Но в двух следующих задачах говорить о клетках нельзя. Поэтому уже здесь хорошо бы рассказать другое решение: Рассмотрим 51 место, занятое мужчиной, и 51, им противоположное. Поскольку всего 100 мест, будет совпадение. 


�Если разное, то их не меньше 1+2+ … +25=325


�а) Если все не меньше 72, то общее произведение не меньше 723. А оно равно 72(72(70. б) Если все меньше 72, то не больше 70.


�А) Не менее 9 видов. Б) В день №n каждое подавалось от 0 до n раз. Но 0 и n одновременно не реализуются. 


�Интерактив


�Возможных троек цифр 1000. Но только 125 делятся на 8. Да еще 002 и 004. Так что не более 127. На самом деле 103. Кто-нибудь знает, почему? Или это просто экспериментальный факт?


�Задачу лучше разобрать на занятии.


Рассмотрим суммы а1, а1+а2, …, а1+а2+…+а10. Если исключить 0 на конце, то две имеют одинаковые последние цифры. Их и вычтем.


�Следующие три задачи – серия с ключевой про толстяков. Ее и разобрать.


�1, 3, 4, 5, 7, 9. Шесть чисел. Док-во в следующем номере.


�На две. Из каждой цепочки типа 3-6-12-24-48-96, где вместо 3 – любое нечетное число, отправляем в команду №1 через одного.


�20 чисел (от 21 до 40). Каждое нечетное число – родоначальник цепочки (см. выше). От цепочки не более одного числа.


�Попарных разностей 28. Их значения от 1 до 14. Но 14 встречается не более 1 раза. Значит, какая-то другая разность – не менее трех раз.


�Расположим числа в порядке возрастания и рассмотрим разности ближайших (шаги). Сумма 19 шагов равна 69. 3(1+2+3+4+5+6)+7=70>69. Значит, есть 4 одинаковых шага, ведущие к одинаковым разностям.


�Все эти задачи на делимость.


�Не более пяти чисел губятся общим делителем 2. Не более двух новых –тройкой, причем если уже выбиты 7 чисел, то остаться могли только 4-е и 6-е. Не более одного нового – пятеркой. А семерка попадет в уже выбитые числа. Ой, такое бы вот в матбой!


�См. задачу про шарики. 


�Вспомнить игру из игротеки (2): Двое играют, поочередно выставляя крестики и нолики на квадратном поле 5(5. В конце каждый получает очко за каждую строку и столбец, в которых его знаков больше. Сможет ли первый игрок выиграть?


�Центрально-симметричная стратегия


�Осевая симметрия


�Первой хордой делим все точки на две равные группы, далее повторяем ходы второго игрока.


�Разбить все на пары соседних (ромбики).


�Шутка. Выигрывает 1-ый


�Выиграет первый. После первого хода оставляем уголок 10×10 толщиной 1 и «повторяем» ходы второго игрока.


�Центральная симметрия


�Вычитаем последнюю цифру


�Выиграет первый. Первым своим ходом он ставит знак ( между 1 и 2.Заметим, что теперь около каждого нечетного числа есть два промежутка, в которые можно поставить знак. Если второй игрок ставит свой знак в один из этих промежутков, первый ставит знак ( во второй. 





�уменьшаем расстояние между фишками на три.


�5. Ход хромого  короля, 6. Ход хромого ферзя


�ход короля на доске с «присоединенной» частью.


�Ходом коня.


� Выигрышная позиция – нечетное число.


�Выигрышные позиции числа вида 500, 250, 125, 62, 31, 15, 7.


�Первый выиграет, съедая нечетную кучку, четную делит на две нечетные. Выигрышные позиции –  пара нечетных кучек.


�Выигрышные позиции числа вида 2п-1.


�а) второй, б) первый. Выигрышная позиция –после хода в обеих кучках по нечетному числу спичек.


�Выигрышные позиции от 56 до 111 и  от  4 до 6.


�Выигрывает первый. Выигрышные позиции (2а, 2а). Или рисовать выигрышные позиции на доске.


�Выигрышные позиции – все числа, кратные трем. Выиграет второй.


�Выигрышные позиции для первого игрока вида (а, а-2). Последние ходы (7, 5)→(7, 4)→(1, 4)


�Да, есть – у начинающего. Своим первым ходом он берет карточку с числом 4, а вторым – заканчивает игру, взяв ту из карточек 3 и 8, которую не успел взять его соперник (4 + 8 = 12  и  4 ( 3 = 12).


�Выигрывает первый игрок. Вычеркиваем число 21, остальные числа разбиваем на пары 1-4, 2-3, 5-10, 6-9, 7-8, 11-14, 12-13, 15-20, 16-19, 17-18. 


�10


�9, 10 или 11


�22


�81


�81, 41, 21, 11, 6


� 79


�Ответ:  Дракон.  Предположим, что последним остался рыцарь. Это означает, что рыцари убили всех драконов, а драконы съели всех принцесс. Поскольку принцесс нечетное количество, один из драконов должен был съесть нечетное число принцесс и не мог быть убит. Противоречие.  Аналогично, если последней осталась принцесса, один из рыцарей должен был убить нечетное число драконов и не мог быть изведен до смерти.  Дракон может остаться, например, так. Один из рыцарей убивает всех драконов, кроме одного, затем одна из принцесс изводит всех рыцарей, после чего оставшийся дракон поедает всех принцесс


�а) 3456, 2358, 1368, 1458, 1278


�Угловой ладьи может и не быть. Но посмотрим на самую верхнюю среди самых левых.





�Достаточно проверить только крайний случай: двое самых сильных против троих самых слабых. 





�Упорядочим. Убедимся, что единственный вариант – грибники собрали от 1 до 8 грибов. Далее проверяем равенство 8+7=1+2+3+4+5. 





�Рассмотреть две самых удаленных друг от друга станции.


�Да. Полезно воспользоваться такими соображениями: 1) Наименьшая сумма получается сложением двух наименьших чисел, а наибольшая – суммированием двух наибольших. 2) Если сложить все 10 сумм и поделить результат на 4, то получится сумма всех пяти чисел.


�Разбиваем 8 на пары. За первые 4 взвешивания находим четверку «тяжелых» камней, из которых еще за 3 находится самый тяжелый. Еще три взвешивания уйдут на определение самого легкого камня. Затем за два взвешивания (разобрать, какие) находится второй по легкости камень и, наконец, сравниваем 2 самых легких с одним тяжелым 


�Строим  от края: предполагаем противное, и начинаем строить лесенку, начиная с угла. Если квадратика нет, то упремся. 





�Ключевое место – третий среди тройки самых удачливых. Если у него не менее 16, то у тройки – не менее 16+17+18=51. Если у него менее 16, то у оставшейся четверки – не более 14+13+12+11, то есть не более 50, значит у тройки – не менее 50. 


�Назовем число знакомых степенью. Условие означает, что у любого шестиклассника степени всех знакомых различны. Возьмем теперь самого общительного. Его степень n. Среди его знакомых должны встретиться все степени от 1 до n, иначе будут повторы. Значит, есть житель степени n. 


�Путь от 1 до 64 имеет длину не более 14, а значит, разность между какими-то соседними клетками на этом пути не меньше, чем [63/14]+1


�Есть два разных решения, близких по идее, но все же не идентичных. 1-е. Подсчет двумя способами: если каждый астроном наблюдает за каким-то другим и за каждым астрономом кто-то наблюдает, то такой наблюдающий ровно один (число наблюдающих равно числу наблюдаемых). Тогда должен быть цикл, идущий от наблюдателя к наблюдателю и далее. Однако любое следующее звено такого цикла короче предыдущего.


2-е. Рассмотрим самое большое из расстояний, на которое кто-то (А) за кем-то (Б) ведет наблюдение. Если Б наблюдает не за А, то за А не наблюдает никто. Если же Б наблюдает за А, то эту пару убираем и смотрим на следующий максимум расстояния, находя следующую пару астрономов, наблюдающих друг за другом. В конце остается один астроном без пары.


�Если листок перегружен, предлагаю отложить для подготовки к зачету №№ 8 и 9. Или №6 – в разнобой.


�Пусть скорость против течения – х. Тогда по течению – 3х. Скорость течения – х (полуразность), а собственная – 2х (полусумма). То есть собственная скорость вдвое больше.


�Пусть скорость по течению – 10х, а против течения – 6х. Скорость течения 2х, что в 5 раз медленнее, чем скорость по течению. Плоту потребуется 5(6=30 часов.


�до встречи легковой ехал 10 минут, а грузовик – 15. Поэтому его скорость в 1,5 раза меньше. На весь путь легковой затратил на 20 мин меньше, поэтому он ехал 40 мин, а грузовик – 60 мин.


�Скорость Сережи – 3х, эскалатора – 2х. Скорость бегущего вверх – 5х, вниз – х. Ответ: а) 2/5 мин = 24с, б) 2 мин.


�Пусть скорость П. А. в х раз больше. Тогда после встречи ему осталось пройти в х раз меньшее расстояние,  а времени у него уйдет в х2 раз меньше. х2=4, х=2. Встретились через 4:2=2 мин. 


�Жираф бежит в 11/10 раз быстрее носорога, а тот – в 10/9 раз быстрее бегемота. Жираф в 11/9 раза быстрее бегемота. Пока жираф бежит 110 м, бегемот – 90 м, т. е. отстанет на 20 м. 


�Скорость по течению – 120х, против – 72х. Так как расстояние туда и обратно одно и то же, плыть по течению будет 72/192=3/8 всего времени, и проплывет 3/8(120=45км. 


�Главное в этой задаче – увидеть, что одно из «движений» (вливание воды ведром) – не равномерное, а дискретное. В задаче два разных ответа – 1 ч 45 мин и 2 ч 15 мин


�Скорость Гены – х, Чебурашки – 2х, трамвая – 10х. За 10 секунд трамвай уехал на 10(11х, догонял со скоростью 2х-x. Догнал за 110 секунд.


�Скорость  Сережи – х, Вадима – 1,5х. Скорость течения – у. Против течения у Сережи х - у, Вадима 1,5х - у. 2 (х – у) = 1,5х - у.  х=2у. Скорость Наташи – у, то есть она будет стоять на месте.


�Мотоциклист ехал до встречи меньше в два раза , а с другой стороны – на 1 час.  Поэтому он ехал 1 час.


�Вспоминаем задачу 7  из листка Чётность-2 и пример 3 из Конструкций 


�Раскраска полосками


�Обсудить раскраску полосками в 4 цвета и квадратиками 2 на 2


�Диагональна раскраска в 3 цвета


�Раскрасим квадрат 2001(2001 по клеточкам в шахматном порядке. Тогда черных и белых клеток будет не поровну (ибо в сумме их – нечетное число). Но в каждой каемке черных и белых клеток – поровну. Поэтому если бы удалось покрыть квадрат, то число белых клеток равнялось бы числу черных. 


�Нельзя. Красим угловой кубик и квадратиками 2 на 2.  Теперь в каждой полоске 2 крашенных клетки или ни одной, а всего их 27. 


�А) За 3. б) за 33. Каждая операция исключает из «списка подозреваемых» три монеты – те, на которые детектор не показал.


�В) За первые 16 шагов проверим 64 разных монетв – одна фальшивая среди них наверняка есть, поэтому она окажется среди указанных детектором. Проверив четырьмя следующими операциями именно эти монеты, мы оставим 4 подозрительных, а следующим шагом найдем из них одну фальшивую. Дальше под подозрением окажутся ровно 10 монет – три тройки тех, которые тестировались вместе с фальшивой и еще одна монета, которая до сих пор не тестировалась. На определение одной фальшивой монеты из них у нас уйдет 3 операции, как в задаче 2.


�Первое: «1»+ «2»+ «3»= «6». Второе: «3»+ «5» > «6»+ «1».


�Первое: «1» + «2»+«3»+«4» < «11». Второе: «1»+«5»+«6»+«7»=«9»+«10». Третье: 2+5+9+1+11< 4+7+10+8


�Первое: 1+2+3+4+5+6+7+8 < 14+15. Второе: 1+2+3+8+9+15 = 6+7+12+13. Третье: 1+4+8+14+15 < 3+7+9+11+13


�Б) После каждого применения прибора отложим ту монету, которая оказалась средней по весу. Отложенные монеты больше не взвешиваем. После 9 применений прибора останутся ровно 4 монеты. Так как ни одна из отложенных монет не является ни самой тяжелой, ни самой легкой, ни вторыми по весу, то таковыми являются как раз 4 оставшиеся монеты. Теперь выкинем их из рассмотрения. Нам нужно найти среднюю по весу из остальных 9 монет. Аналогично описанному выше алгоритму, потратим 5 взвешиваний на то, чтобы снова отложить 5 монет, и выкинем из рассмотрения оставшиеся 4. Теперь осталось найти среднюю по весу из пяти монет. Это делается однократным применением прибора. Итого мы включали прибор 9+5+1=15 раз.


�Вырежем из круг с диаметром AO (вернее чуть больше) и повернём его на 180 градусов. Возможны и другие решения.


�Можно в обоих случаях


�Можно во всех случаях. Помогает решение задачи 8.


�А) да; б) нет


�Можно. Делим диаметр на три равных части и строим на получившихся отрезках полуокружности в нужную сторону.


�(Ответ : 15, 16 и 17. Всего было сыграно 24 партии. Так как за проигранной партией следует пропущенная, число проигранных каждым из теннисистов партий может отличаться не более, чем на 1 от числа партий, в которых он не принимал участия. Для первого игрока суммарное количество проигранных и пропущенных партий равно 18, а значит, пропущено 9. Аналогично, второй и третий пропустили соответственно 8 и 7 партий.)


�Ответ. Две. Решение. Делимости на 5 Саша может добиться всегда, для этого последней цифрой числа нужно сделать цифру 5.Если Миша разложит карточки на группы: (1)  9, 3, 4;  (2)  7, 1, 8;  (3)  5, 6, 2; то Саша сможет добиться только одной делимости в последней группе.


�Все задачи – ключевые. Разобрать.


�10


�3


�да. Противоречие на ничьих


�66


�б) в 6. Белых клеток не менее чем 6 в каждом столбце, то есть всего не менее 36. Если бы в 7 строках было больше черных, чем белых, то белых клеток в этих строках было бы не более 14, а в остальных трех строках белыхне более 18, поэтому всего белых не более 32. Противоречие. Пример с шестью строками строится.


�Тема идет после комбинаторики и после парочки нужных задач в разнобое.


�Удастся. Папе нужно встать в центре парка, а маме – бежать за Серёжей. В тот момент, когда Серёжа пробежит через одну из точек пересечения внутреннего креста с внешним квадратом, папа начинает двигаться по внутренней дорожке к следующей такой точке, находящейся на Серёжином пути. Если Серёжаа разворачивается и бежит в противоположно направлении, то разворачивается и папа. Таким образом папа может не выпустить Серёжуу за пределы одной половины парка, и мама сумеет его догнать.


� 720


� 11625 и 17625


� 363, 858


�А нужна ли эта задача?


�35. Два способа: 45-10 или 70:2.


�32-1=31


�4+16+64=84


�5!-4!=96


�звездочка


�120


�12


�30*29*28*27*26*25


�1 5/7


�7


�105


�Неумех не более 5+10=15. Могут все хотя бы 25.


�18.


� Могло.   Например,  у  Ани  - 13 девяток,  у Бори – 10000000000107, а у Вани - 10000000000098


�Пусть у Кости размер ноги равен K. Докажем, что в «перераспределении» ботинок не сможет принять участие никто из тех, чей размер  меньше  К  или  больше  К+3.  Предположим, что кто-то, чей размер Р < К, надел чужие ботинки. Тогда количество свободных пар ботинок, размер которых не превышает Р, на 1 больше количества футболистов, способных их надеть. Значит, после переобувания останется одна свободная пара, и кому-то ботинок не хватит. Если же  кто-то, чей размер больше К+3, надел   ботинки   размера   Б,  больше   своего   собственного,  то  количество необутых  футболистов,  размер  ноги  которых  не  меньше  Б,  на  1  больше количества свободных пар ботинок соответствующих размеров. Опять-таки, кто-то останется необутым.  Таким образом, в переобувании может принять участие не более 4 человек. Пример: переобуваются Костя и футболисты с размерами  К+1, К+2, К+3.


�Ответ: Тремя.  Первое, среднее и последнее. 


�Ответ : 5 гирь  Набор {1, 2, 3, 5, 8} имеет пять элементов и все пары имеют разный вес. Если бы существовал набор из 6 гирь, то он бы давал 15 пар. При этом минимальный вес 3г, а максимальный  – 17г, то есть всего 15 возможных различных значений. Но 3=1+2, а 17= 8+9, значит, в набор входят 1,2, 8,9, а  1 + 9 =  8 +2. Противоречие.


�Ответ. 90 метров. Решение. Обозначим длину трека L. Предположим, что во время гонки Мряка и Бряка встретились n раз. Тогда �EMBED Equation.3���. Действительно, между каждой встречей они проезжают вместе ровно 1 круг, тогда, если n=1, к финишу Мряки, гонщицы проедут вместе менее 2 кругов, а если n(4 – более 4 кругов,. При n=2 к моменту последней встречи гонщицы вместе проехали 2 круга, значит Бряка проехала меньше одного круга. Если к моменту этой встречи Бряка проехала х метров, то получаем уравнение: �EMBED Equation.3���, или �EMBED Equation.3���. Получается, что скорость движения Мряки в 2 раза больше скорости Бряки. Должна произойти третья встреча на линии старта и финиша, чего не может быть.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� Не могло: должно быть 5 четных комнат и 5 нечетных, то есть нечетное число человек.


� Выигрывает Малыш независимо от своей игры и  игры Карлсона: так как 101 – простое число, то любые 2 числа с суммой 101 будут взаимно просты..


�Меньшее из них равно, например, 1213 1214 1213 1215 1213 1214 1213 1211.


� Скорость «по течению» - 7х, «против течения» - 5х. Скорость трамвая – 6х, пешехода – х. Расстояние между трамваями трамвай+пешеход проезжает  со скоростью 7х за 5мин, а просто трамвай – со скоростью 6х за ? минут. Из обратной пропорциональности времени и скорости на одном учаске пути ? =  5∙7/6 минут = 5 мин 50 сек.


�Из 5 и 7 Для доказательства невозможности получить 2005 из 1 и 3 надо анализировать остатки при делении на 8.


� Оценка по числу общих границ – число пар цветов должно быть не более 12, поэтому цветов не более 5. Пример на 5 цветов строится вручную.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  �� Она грустная. Пусть каждая веселая мартышка возьмет за руку ту грустную мартышку, в которую она попала перед тем, как повеселеть. Очевидно, что разные веселые мартышки возьмут за руку разных грустных. Поэтому веселых мартышек всего не более чем грустных. Значит, последняя мартышка может быть только грустной. 
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