Двадцать шестая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль. 3-28 июля 2010 г.
6 класс. О ЛМШ, электриках и химиках . 5 июля 2010 г. 

1.  Классическая. Можно ли разрезать квадрат 10×10 на все возможные тетрисные фигурки (см. рис.) а) прямоугольник 1×4; б) буква «ЗЮ»; в) буква «Т»; г) буква «Г»; 
д) Неклассическая. И те же вопросы для квадрата 16×16; 
е) В пространстве. И те же вопросы для куба 10×10×10, а тетрисные фигурки сделаны из кубиков 1×1×1.


[image: C:\Documents and Settings\alen\Local Settings\Temporary Internet Files\Content.IE5\APGAQGMC\MC900432165[1].wmf]
2. Из 77 гномов молоко любят 40, кефир любят 36, а йогурт – 43. При этом пить и молоко, и кефир любят 20 гномов, кефир и йогурт любят 22 гнома, а йогурт и молоко - 21 гном, при этом семеро любимых Белоснежкой гномов любят все три напитка. Сколько капризных гномов отказываются пить по вечерам кисломолочные продукты?
[image: ]3. а) В Вишкиле 15 корпусов, между ними электрик протянул провода так, чтобы каждый провод соединял ровно два корпуса. При этом он доложил Игорю Соломоновичу, что из каждого корпуса сейчас торчит по 5 проводов. Докажите, что электрик – не математик. б) Игорь Соломонович самолично пересчитал все и теперь уверен, что из каждого корпуса торчит по 6 проводов. Может ли такое быть? в) Игорь Соломонович вспомнил, что он был около четырнадцати корпусов, но не успел зайти в 6 класс. Может ли из корпуса нашего класса торчать 5 проводов, а из остальных – по 6?
4. В графстве Липшир живут 20 джентльменов. Усадьба каждого из них  соединена дорогами со всеми остальными усадьбами. Сколько всего дорог в графстве?
5. У любых двух членов  клуба “Зубастик'' – разные  наборы зубов. (Именно, наборы, а не количества: двум зубастикам совсем не запрещено иметь, к примеру, по одному, но разному зубу.) Какое наибольшее количество членов может быть в этом клубе? (Для тех, кто не в курсе: у человека может быть максимум 32 зуба.)
[image: http://www.math-on-line.com/konkurs-plus/4-konk8a.gif]6. У химиков в ЛМШ 24 ученика, и каждый день трое из них дежурят. Через некоторое время руководитель химиков заметил, что каждый с каждым дежурил ровно по одному разу. Докажите, что  руководитель химиков – не математик.
7. Город называется большим северным, если по отношению к любому другому городу он либо больше, либо севернее. Аналогично определяется маленький южный город. В Тридевятом царстве все города, кроме Задворска, являются и большими северными и малыми южными одновременно. Докажите, что Задворск – тоже большой северный и при этом также малый южный город.

Дополнительные задачи 
(решаете их, если из основных не сделали одну или две)
8. В ботаническом справочнике каждое растение характеризуется 100 признаками (каждый признак либо присутствует, либо отсутствует). Растения считаются "непохожими", если они различаются не менее, чем по 51 признаку. Докажите, что в справочнике не может находиться больше 50 попарно непохожих растений.
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1. Натуральное число дает остаток 8 при делении на 63. Какой остаток оно может давать при делении а) на 7; б) на 126; в) на 42?
2. Найдите все простые числа p такие, что a) числa 2p+1 и 2p+1 также простые; б) числа p2+4 и p2+6 также простые; в) p3+6 и p3+15 - простые
3. Александр Львович называет три цифры (возможно, повторяющиеся) и обещает шоколадку тому шестикласснику, который составит из них одно-  , двух-   или трёхзначное число, делящееся на 3. Всегда ли такой найдется?
4. а) Найдите такое число n, что n+2 делится на 2; n+3 делится на 3; …., n+2010 делится на 2010. б) Докажите, что есть сколь угодно большой отрезок натурального ряда, в котором нет простых чисел. в). Докажите, что простых чисел бесконечно много.
5. а) Докажите, что делится  на 99, где a, b и c – цифры, а ,  – трехзначные числа, составленные из этих цифр в указанном порядке; б) Докажите, что делится на 11; в) придумайте аналогичную задачу для трех- и четырехзначных чисел. 
[image: L:\Content - 10KNature\Flowers & plants_red\g0101106.WMF]6. Каждый мальчик-шестиклассник принес по 15 цветочков, и весь цветочный фонд отдали девочкам, причем каждая получила по 41 цветочку. Докажите, что отряд M6 можно разбить на несколько (больше одной) команд так, чтобы в каждой команде было больше одного человека.
7. Дано шестизначное число , причем делится на 7. Докажите, что само число делится на 7.
Дополнительные задачи
(решаете их, если из основных не сделали одну или две)
8. Саша и Маша загадали по натуральному числу и сказали их Васе. Вася написал на одном листе сумму загаданных чисел, а на другом — их произведение, после чего один из листов спрятал, а другой (на нем оказалось написано число 2002) показал Саше и Маше. Увидев это число, Саша сказал, что не знает, какое число загадала Маша. Услышав это, Маша сказала, что не знает, какое число загадал Саша. Какое число загадала Маша?
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6 класс.  И снова о числах - разберемся. 6 июля 2010 г. 
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1. Треть книжной полки занимают словари толщиной 5 мм, а оставшиеся две трети занимают энциклопедии толщиной 7 мм. Докажите, что на полке не менее 17 книг.
2. а) Натуральное число дает остаток 1 при делении на 9 и остаток 1 при делении на 13. Какой остаток оно дает при делении на 117? б) Натуральное число дает остаток 8 при делении на 9 и остаток 12 при делении на 13. Какой остаток оно дает при делении на 117?
3. а) Докажите, что произведение любых двух последовательных натуральных чисел делится на 2; б) Докажите, что произведение любых трех последовательных натуральных чисел делится на 6.
4. Доказать, что шестизначное число типа делится на 21. 
5. A = (16a+17b)(17a+16b) делится на 11. Докажите, что A  делится на 121.
6. Найдите наименьшее натуральное число, которое при умножении на 8 становится квадратом, а при умножении на 11 – кубом целого числа.
7. a, b – натуральные числа такие, что (a+4b)(b+4a) – степень пятерки. Докажите, что a = b.
8. На какую наибольшую степень числа 2010 делится число 2010!
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1. В школе все учащиеся сидят за партами по двое, причем у 60% мальчиков сосед по парте – тоже мальчик, а у 20% девочек сосед по парте – тоже девочка. Сколько процентов учащихся этой школы составляют девочки?
2. В графе 111 вершин. Известно, что после выкидывания любой из них остальные вершины можно разбить на пары вершин, соединенных ребром. Какое наименьшее число ребер может быть в этом графе? 
[image: ]3. На бесконечном листе клетчатой бумаги отметили 1000 клеток. Докажите, что найдется отмеченная клетка, у которой а) не более двух отмеченных соседей по стороне; б)не более четырех отмеченных соседей по стороне или по углу.
4. В трамвае ехало 60 человек, среди которых были контролеры, кондукторы, граждане, выдававшие себя за контролеров, граждане, выдававшие себя за кондукторов, и, возможно, обычные пассажиры. Общее количество лжеконтролеров и лжекондукторов в 4 раза меньше числа настоящих кондукторов и контролеров. Общее число контролеров (вместе с лжеконтролерами) в 7 раз больше числа кондукторов (в том числе лжекондукторов). Сколько в трамвае простых пассажиров?
5. Делитель натурального числа называется собственным, если он не равен этому числу и единице. Найдите все натуральные числа, у которых самый большой собственный делитель в четыре раза больше самого маленького.
6. В отряде M6 каждому не нравится не более пяти других шестиклассников. Докажите, что можно расселить шестиклассников в шесть комнат так, чтобы никто не жил вместо с несимпатичным ему человеком.
7. Катя, Лена, Маша и Настя перепробовали все мороженое, продававшееся в киоске. Каждый сорт мороженого попробовали 3 девочки. Катя съела больше всех различных сортов – 8, а Настя меньше всех – 5. Сколько сортов мороженого продается в киоске?
8. В полдень из пункта А в пункт Б выехал Москвич. Одновременно из Б в А по той же дороге выехали Жигули. Через час Москвич находился на полпути от А до Жигулей. Когда он окажется на полпути от Жигулей до Б? (Скорости автомобилей постоянны).
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1. Дана клетчатая доска 1010. За один ход разрешается покрыть любые две соседние клетки доминошкой (прямоугольником 12) так, чтобы доминошки не перекрывались. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.
2. Дана доска в виде трех пересекающихся шестиугольников, разбитая на треугольники (рис.1). Двое играют в следующую игру: первый своим первым ходом ставит короля на любую клетку, после чего, начиная со второго, они поочередно двигают его по доске (в соседнюю по стороне клетку), причем запрещается ходить в ранее посещенные клетки. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть? 
3. В крайних клетках полоски 1×103 стоит по фишке. Саша и Паша ходят по очереди: за ход можно сдвинуть свою фишку вправо или влево на любое количество клеток от 1 до 4, но нельзя перепрыгивать через фишку противника и ставить две фишки на одну клетку. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Первым ходит Саша. Кто выигрывает при правильной игре?
4. По кругу расставлены 50 фишек. Дима и Саша по очереди убирают фишки, выбирая каждым своим ходом любые три, пока не останется всего две фишки. Если две оставшиеся фишки вначале не стояли рядом, выигрывает Дима, а в противном случае выигрывает Саша. Дима ходит первым. Кто выиграет при правильной игре?
5. Изначально дано число 12345. За ход из числа можно вычесть любую его ненулевую цифру. Вася и Петя ходят по очереди, Вася начинает. Выигрывает тот, кто получит после своего хода 0. Кто выигрывает при правильной игре?
6.  Коля и Илья по очереди режут (по линиям сетки) прямоугольник a) 3×4; б) 5×7. Коля начинает и делает разрез на 1 сторону клетки от края. Далее они по очереди продолжают разрез на 1 клетку за ход. Выигрывает тот, после чьего хода прямоугольник распадается на две части. Кто выигрывает при правильной игре?

7. Двое играют в игру “Крестики-нолики” на доске 1010. Но, в отличие от обычной игры, они за каждый ряд из 5 крестиков или ноликов получают по одному очку. Кто выигрывает при “правильной игре”?
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[image: ]6 класс. Инопланетные чудеса.  8 июля 2010 г. 
1. a) У четырех натуральных чисел посчитали всевозможные попарные произведения. Докажите, что какие-то два из этих произведений дают одинаковые остатки при делении на 6.
б) У семи натуральных чисел посчитали всевозможные попарные произведения. Докажите, что какие-то два из этих произведений дают одинаковые остатки при делении на 25.
2. Двое инопланетян в следующую игру. Есть 9 карточек с числами от 1 до 9. По очереди они берут по одной карточке. Выигрывает тот из них, у кого есть три карточки, в сумме дающие 15. Докажите, что вместо этой дурости можно просто поиграть в «крестики-нолики».
[image: ]3. Даны две тройки монет, причем в каждой тройке ровно одна монета фальшивая. Настоящая монета весит 10 г, а фальшивая - 9 г. Как за три взвешивания на одночашечных весах со стрелкой определить все фальшивые монеты?
[image: ]4. а) У марсиан бывает 4, 5  или 6 рук. Однажды все марсиане взялись за руки так, что свободных рук не осталось. Докажите, что число марсиан, у которых 5 рук, четно.
б) У венериан всегда три руки и несколько антенн. Однажды несколько венериан взялись за руки так, что свободных рук не осталось. Если двое венериан держатся за руки, то число антенн у них отличается ровно в 3 раза. Может ли общее число антенн быть равным 2010?
5. Пусть p и q – натуральные числа. Докажите, что уравнение p2 = 2q2 не имеет решений.
6. Из колоды в 36 карт вытаскивают случайным образом 4 карты. Подсчитайте количество наборов, в которых а) есть и чёрные карты, и красные карты; б) есть дама или красная карта (хотя бы одно из двух).
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[image: C:\Documents and Settings\alen\Local Settings\Temporary Internet Files\Content.IE5\APGAQGMC\MC900432165[1].wmf]6 класс.  ГНОМЬЯ. 10 июля 2010 г. 
1. Имеется карандаши четырех цветов – по 6 карандашей каждого цвета. Их дали 6 гномам так, что каждый получил по 4 карандаша. Какое наименьшее количество гномов всегда можно выбрать, чтобы у них точно нашлись карандаши всех цветов?
2. Гэндальф выдал четверым хоббитам коробку, в которой находились бутылки кефира трех сортов: темного, светлого и волшебного. При каком наименьшем количестве бутылок в коробке каждый хоббит гарантировано может выбрать себе 2 бутылки одно сорта?
[image: http://www.kulichki.com/tolkien/ponchik/redbook/images/ganfun1.gif]3. У гномика есть 15 различных (однако внешне неразличимых) гирек, веса которых 1 г, 2 г, …, 15 г. На них сделаны наклейки "1 г", "2 г", …, "15 г" соответственно. Он хочет доказать Белоснежке, что наклейки располагаются правильным образом. Как ему сделать это с помощью трех взвешиваний на рычажных весах?
4. Четыре монеты выложены в ряд. Известно, что среди них обязательно есть, как настоящие, так и фальшивые монеты. Фальшивая монета легче настоящей, но на вид они неразличимы. Также известно, что любая фальшивая монета расположена левее любой настоящей. Можно ли с помощью чашечных весов без гирь определить все фальшивые монеты за одно взвешивание.
5. Гномий гипнотизер Вудувуку разводит индюков и кур. Вследствие его экспериментов десятая часть индюков считает, что они куры, а десятая часть кур – что они индюки. Если считать вместе, пятая часть птиц Вудувуку считает себя индюками. А какова доля индюков в его хозяйстве на самом деле?
6. На поле брани сошлись армии гномов и орков по 1000 человек в каждой. Сначала каждый гном выстрелил в одного из орков, затем каждый уцелевший орк выстрелил в одного из гномов. 
а) Докажите, что уцелело не менее 1000 солдат. 
б) Затем каждый уцелевший гном опять выстрелил в одного из орков. Докажите, что после этого осталось в живых не менее 500 солдат.
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6 класс.  1001 ночь. 11 июля 2010 г. 

1. Шестизначное число кратно 7. Докажите, что если его последнюю цифру переставить в начало, то полученное число тоже кратно 7.
2. Каково наименьшее натуральное n такое, что n! Разделится на 220·510?
3. Найдите все натуральные числа, которые увеличиваются в 9 раз, если между цифрой единиц и цифрой десятков вставить ноль
4. Найти последнюю цифру числа 72010+92010.
5. а) Решите в простых числах уравнение pq = 7(p+q) б) Решите в простых числах уравнение pqr=7(p+q+r).
6. Докажите, что среди семи любых целых чисел найдутся два, разность которых делится на 6.
[image: ]7. Петя и Вася задумали по трёхзначному числу, затем каждый приписал к нему такое же число. У полученного шестизначного числа они выписали все натуральные делители. Докажите, что не менее 8 чисел в их списках совпало.
8.  а) Делится ли число 77...77 (666 семерок) на 13? б) При каких n число 88...88 (n восьмерок) делится на 91? 
9. Дана полоска из 6 клеток. Петя и Вася по очереди записывают в клетки цифры. Если полученное число делится на 91, то выигрывает Вася, если нет, то Петя. Всегда ли Вася сможет победить? А если полоска состоит из 12 клеток?
10. В трех магазинах вместе было 1973 учебника. В первые три дня первый магазин продал соответственно 1/47, 1/7 и 1/2 часть своих учебников, второй магазин –1/41, 1/5 и 1/3 часть своих учебников, а третий магазин – 1/25, 1/20 и 1/10 часть своих учебников. Сколько учебников было в каждом магазине?
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6 класс.  КОНТРОЛЬНЫЙ ВЫСТРЕЛ В ГОЛОВУ. 11 июля 2010 г. 
[image: ]
1. Янез хочет сделать решетку 2010×2008 со стороной квадратной ячейки 1, используя одинаковые элементы в виде буквы L, составленные из двух единичных отрезков. Элементы не должны перекрываться. Сможет ли Янез это сделать?
2.  Приказ по 11 корпусу гласил, что в шесть четырехместных комнат Ольга Сергеевна обязана поселить по 4 человека, причем в каждой комнате должны жить школьники из одного города, а остальные комнаты можно селить кого и как попало. При каком наименьшем числе приехавших шестиклассников НОС может быть уверена, что выполнит приказ, если дети едут из 5 городов? Заранее НОС не знает, кто  откуда приедет, а знает только общее число детей.
3. В графе 100 вершин. При выкидывании любых двух вершин остальные вершины можно разбить на пары вершин, соединенных ребром. Докажите, что в графе не меньше 150 ребер.
4. В отряде M6 каждому не нравится не более пяти других шестиклассников, а Ярослав не дружит ровно с четырьмя. Кроме того, по правилам техники безопасности, если школьник получает наряд, то наряд получают и все его недруги. Ольге Сергеевне вечно приходится давать наряд одновременно всему отряду. Докажите, что можно расселить шестиклассников в пять комнат так, чтобы никто не жил вместе с несимпатичным ему человеком.
5. Одно из чисел получается из другого перестановкой цифр. Может ли их сумма оказаться равной а) 9999? Б) 99999?
[image: Безимени][image: ]6. У гномика есть 6 различных (однако внешне неразличимых) гирек, веса которых 1 г, 2 г, …, 6 г. На них сделаны наклейки "1 г", "2 г", …, "6 г" соответственно. Он хочет доказать Белоснежке, что наклейки располагаются правильным образом. Как ему сделать это с помощью двух взвешиваний на рычажных весах?
7.  Разрежьте фигуру на рисунке на четыре равные части так, чтобы а) в каждой части встретились две точки и один квадратик; б) по одной звездочке.
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1. По прямой бегут два гнома – один со скоростью 6 км/ч, а другой –со скоростью 8 км/ч. Белоснежка пытается всегда находится на равном расстоянии от обоих гномов. С какой скоростью придется бежать ей?
2. Гномы выполняют разметку тропинки: рисуют посередине пунктирную линию. Штрихи и расстояния имеют равную длину. На разметку 1 км в среднем уходит 10 кг краски. Сколько краски будет расходоваться на 1 км, если штрихи делать в 2 раза длиннее, а расстояния между ними – в 2 раза короче?
[image: ]3. Однажды Малыш, вернувшись с прогулки, рассказал, что половину пути он шёл со скоростью 5 км/ч, а половину времени, затраченного на прогулку — со скоростью 6 км/ч. Карлсон ему не верит. Кто прав?
4. На дистанции в 2 мили жираф обгоняет носорога на 1/4 мили, а носорог гиппопотама — на 1/8 мили. На сколько жираф обгонит гиппопотама на дистанции 2 мили?
5. Семь лыжников с номерами 1, 2, 3…, 7 ушли со старта по очереди и прошли прямолинейную дистанцию – каждый со своей постоянной скоростью. Оказалось, что каждый лыжник ровно дважды участвовал в обгонах. По окончании забега должен был быть составлен протокол, состоящий из номеров лыжников в порядке финиширования. Докажите, что в забеге с описанными свойствами может получиться не более двух различных протоколов.
6. Чебурашка и Гена съели торт. Чебурашка ел вдвое медленнее Гены, но начал есть на минуту раньше. В итоге им досталось торта поровну. За какое время Чебурашка съел бы торт в одиночку?  
7. В соревнованиях велогонщиков на круговом треке приняли участие Вася, Петя и Коля. Вася каждый круг проезжал на 2 секунды быстрее Пети, а Петя – на три секунды быстрее Коли. Когда Вася закончил дистанцию, Пете осталось проехать 10 кругов. А сколько осталось Коле?
8. Отец и сын катаются на коньках по кругу. Когда отец стал двигаться по кругу противоположном направлении, чем сын, они стали встречаться в 5 раз чаще, чем когда отец и сын двигались в одном направлении. Во сколько раз отец бегает на коньках быстрее сына?
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1. Остатки от деления некоторого натурального числа на числа 10, 11, …, 20 последовательно выписали на доску. Оказалось, что каждое следующее выписанное на доску число больше предыдущего. Докажите, что на доске выписаны 11 подряд идущих чисел.
2. Квадрат 5×5 хотят разрезать на прямоугольники двух видов: 1×4 и 1×3. Может ли после разрезания получиться ровно 8 прямоугольников?
3. В лифте есть 10 кнопок, пронумерованных числами от 1 до 10. Хулиган Миша поменял местами некоторые из них таким образом, что человек, нажав кнопку с нужным ему номером, попадает или на свой этаж, или на соседний. Сколькими способами Миша мог поменять кнопки?
4. На олимпиаде было предложено 8 задач. Каждый участник решил ровно три из них, причем никакие двое участников не решили более одной общей задачи. Какое наибольшее число участников могло быть на олимпиаде?
5. На планете 10000 городов, среди которых есть столицы государств. Некоторые города связаны дорогами так, что любая дорога соединяет ровно два города, и от любого города до любого другого можно добраться по дорогам. При этом, чтобы попасть из одной столицы в другую, нужно проехать не менее 200 дорог. Докажите, что на планете меньше 100 столиц.
6. На острове Невезения 2010 жителей. Часть из них – лжецы, которые всегда лгут, а остальные – рыцари, которые всегда говорят правду. Каждый из них знает, кем – лжецом или рыцарем – является любой другой житель острова, кроме его ближайшего соседа (одного, если таких соседей несколько). Приехавший корреспондент перенумеровал всех жителей острова, а потом провел социологический опрос, и каждый опрошенный, имевший порядковый номер k, сказал: Я знаю, что на острове не менее k лжецов''. Докажите, что на острове есть два рыцаря, один из которых – ближайший сосед другого.
[image: ]7. На столе лежат картинками вниз 8 игральных карт. Вы можете указать на любую группу карт (в частности, на одну карту, или, например, на все 8) и спросить, сколько карт бубновой масти в этой группе. В качестве ответа Вам сообщат число, отличающееся от истинного значения на  1. Как при помощи 5 вопросов узнать число бубновых карт, лежащих на столе?
8. Существует ли шесть натуральных чисел таких, что произведение любых двух из них делится на сумму этих же двух чисел?
9. Саша и Соня играют в дурацкую игру, причем  первый ход Саша, как джентльмен, уступил Соне. За ход каждый по очереди пишет одну из цифр 1, 2, 3, 4, 5. Так и проходит 20 ходов, после чего проверяют, делится ли полученное двадцатизначное число на 9. Если да, то выигрывает Александр, если нет – то Соня. Кто выиграет при правильной игре?
10. По круглому треку ездят с постоянными, но различными скоростями пятеро велосипедистов. У одного из них есть фляжка с водой. При обгоне фляжка от одного обязательно переходит к другому (моментов, когда двое одновременно обгоняют одного, не случается). Можно ли так подобрать начальное расположение и скорости велосипедистов, что как бы долго они ни ездили, у двух из них фляжка так и не побывает?
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1. Остатки от деления некоторого натурального числа на числа 10, 11, …, 20 последовательно выписали на доску. Оказалось, что каждое следующее выписанное на доску число больше предыдущего. Докажите, что на доске выписаны 11 подряд идущих чисел.
2. Квадрат 5×5 хотят разрезать на прямоугольники двух видов: 1×4 и 1×3. Может ли после разрезания получиться ровно 8 прямоугольников?
[image: ]3. Ольга Сергеевна дала Насте денег на чупа-чупсы в буфете. Оказалось, что в буфете сегодня рекламная акция: в обмен на чек о покупке 20 чупиков возвращают 25% стоимости чека, а в обмен на чек о покупке 5 чупиков возвращают 10% стоимости чека. Настя очень старалась купить побольше чупа-чупсов, и в итоге купила их на 12 больше, чем просила её мама. На сколько чупа-чупсов изначально было выдано денег Настеньке? 
4. На плоскости отмечено несколько точек, каждая из которых покрашена в один из трех цветов – красный, желтый или зеленый. При этом соблюдается условие, что на отрезке, концами которого являются две одноцветные точки, обязательно есть точка другого цвета. Каково наибольшее возможное число отмеченных точек?
5. Найдите наименьшую возможную сумму 10 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 5 из них – четно, а сумма всех 10 чисел – нечетна.
6. Существует ли такая раскраска клетчатой плоскости в 5 цветов, при которой в любом кресте из 5 клеток будут присутствовать все 5 цветов, а в каждой каёмке из 8 клеток (получается, если из квадрата 3×3 убрать центральную клетку) цветов максимум четыре?
[image: ]7. Расставьте числа от 1 до 21 в кружки так, чтобы любое число в нижнем ряду было равно разности чисел, стоящих в верхнем ряду и соединенных с ним? На картинке всего 21 кружок. 
8. Саша и Соня играют в дурацкую игру, причем  первый ход Саша, как джентльмен, уступил Соне. За ход каждый по очереди пишет одну из цифр 1, 2, 3, 4, 5. Так и проходит 30 ходов, после чего проверяют, делится ли полученное тридцатизначное число на 9. Если да, то выигрывает Александр, если нет – то Соня. Кто выиграет при правильной игре?
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1. Найдите наибольшее четырехзначное число, все цифры которого различны и которое делится на 2, 5, 9 и 11. 
2. Квадрат 5×5 хотят разрезать на прямоугольники двух видов: 1×4 и 1×3. Может ли после разрезания получиться ровно 8 прямоугольников?
[image: ]3. Ольга Сергеевна дала Насте денег на 30 мороженок в буфете. Оказалось, что в буфете сегодня рекламная акция: в обмен на чек о покупке 20 мороженок возвращают 25% стоимости чека, а в обмен на чек о покупке 5 мороженок возвращают 10% стоимости чека. Настя очень хочет купить побольше мороженного. Сколько она сможет купить? 
4. Утром Белоснежка принесла в дом полное десятилитровое ведро молока. Гном, видя емкость с молоком, подходит к ней и отпивает ровно половину имеющегося в нем молока. Каждый раз Белоснежка, входя в дом и видя, что ведро не полно, доливает в него ровно половину имеющегося в ведре молока. К вечеру в ведре было 3,1640625 литра молока. Cколько раз гномы отпивали молоко и сколько раз Белоснежка доливала его?
5. Найти наименьшую возможную сумму 10 различных натуральных чисел таких, что произведение любых 5 из них – четно, а сумма всех 10 чисел – нечетна.
6. Существует ли такая раскраска клетчатой плоскости в 5 цветов, при которой в любом кресте из 5 клеток будут присутствовать все 5 цветов, а в каждой каёмке из 8 клеток (получается, если из квадрата 3×3 убрать центральную клетку) цветов максимум четыре?
[image: ]7. Расставьте числа от 1 до 21 в кружки так, чтобы любое число в нижнем ряду было равно разности чисел, стоящих в верхнем ряду и соединенных с ним? На картинке всего 21 кружок. 
8. Два прямоугольника, пересекаясь, образуют пять прямоугольников. Оказалось, что площади всех пяти прямоугольников одинаковы. Докажите, что и периметры этих прямоугольников одинаковы.
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[image: ]1. Докажите, что если a  b (mod m) и c  d (mod m), то 
а) a+c  b+d(mod m), б) a–c  b–d(mod m), в) ac  bd(mod m)
2. Если a  b (mod m), то an  bn (mod m), ka  kb (mod m), a+tm  b (mod m)
3. Если a  b (mod m), то a  b (mod d), где d  делит m.
4. Найти остаток от деления на 3 следующих чисел а) 1316-255515;  б) 776776+777777+778778 ; в) 418+517.
5. Найдите остаток от деления на 7 числа 1010+10100+…+1010000000000.
6.. Найти остаток от деления (116+1717)21749  на 8.
7. Докажите признаки делимости на а) 11; б) 7 и 13; в) 37.
8. Натуральные числа x, y, z таковы, что x2+y2=z2. Докажите, что хотя бы одно из чисел делится на а) 3; б) 5; в) ху делится на 12.
[image: ]9. На автобусной остановке стояли школьники. На первом автобусе уехал каждый десятый школьник, на втором – каждый седьмой из оставшихся, а на третьем – каждый пятый из оставшихся после второго автобуса школьников. В итоге на остановке остались ожидать автобуса 111 школьников. А сколько их было вначале, если известно, что за время ожидания не подошел ни один школьник?
10. Изучите, какие остатки дает а) квадрат числа при делении на 3, 4, 5, 8; б) куб числа при делении на 7 и 9.
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[image: ]1. На острове Невезения 2010 жителей. Часть из них – лжецы, которые всегда лгут, а остальные – рыцари, которые всегда говорят правду. Каждый из них знает, кем – лжецом или рыцарем – является любой другой житель острова, кроме его ближайшего соседа (одного, если таких соседей несколько). Приехавший корреспондент перенумеровал всех жителей острова, а потом провел социологический опрос, и каждый опрошенный, имевший порядковый номер k, сказал: Я знаю, что на острове не менее k лжецов''. Докажите, что на острове есть два рыцаря, один из которых – ближайший сосед другого.
2. Альпинист начал подъём в 8 часов и поднялся на вершину к 19 часам. Назавтра он начал спуск в 8 часов и закончил его в 19 часов. Доказать, что как бы неравномерно он не двигался при подъёме и спуске. Найдётся точка, которую он проходил при подъёме и спуске в одно и тоже время (с разницей ровно в сутки).
3. Однажды улитка заползла на вершину бамбука, который растет так, что каждая его точка поднимается вверх с одной и той же скоростью. Путь вверх занял у улитки 7 часов. Отдохнув на вершине бамбука ровно час, она спустилась на землю за 8 часов. Во сколько раз скорость улитки больше скорости роста бамбука (обе скорости постоянны)?
4. В кучке 25 спичек. За один ход можно брать 1, 2 или 3 спички. Выигрывает тот, кто взял последнюю спичку. Какое минимальное количество спичек могло быть у победителя по окончании игры?
5. Гирьки можно класть на обе чашки весов. Укажите все массы, которые можно определить с помощью двухчашечных весов. а) гирек в 1, 2, 4 и 8 грамм; б) гирек в 1, 3, 5 и 7 граммов; в)* гирек в 1, 4, 8 и 16 грамм 
6. 30 школьников встали в круг. Каждый школьник по очереди, начиная с Вани, сказал своему правому соседу число. Причём мальчик мальчику говорил число на 1 меньшее, чем услышал, а девочка девочке – на 1 большее. В остальных случаях школьники говорили то, что услышали. Сколько было девочек, если Ване сообщили число на 5 большее, чем он сказал вначале?
7. В коробке лежит 300 спичек. Играют двое. За ход разрешается взять не более половины имеющихся в нем спичек. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?
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1. В записи четырех десятизначных чисел все цифры - восьмерки и девятки. Докажите, что можно прибавить к ним пятое десятизначное число, также записываемое только восьмерками и девятками, чтобы сумма всех чисел записывалась только четными цифрами.
2. На прямой отмечено 45 точек, лежащих вне отрезка АВ. Докажите, что сумма расстояний от этих точек до точки А не равна сумме расстояний от этих точек до точки В.
3. Дано 300-значное число 112112...112 (число 112 записано 100 раз подряд). Сколько различных а) 299-значных б) 298-значных чисел можно получить из него вычеркиванием одной цифры?
4. В четырехзначном числе, в записи которого нет 0 и 9, первую и последнюю цифру увеличили на 1, а две средние – уменьшили на 1. Известно, что НОД двух чисел (первоначального и получившегося) – двузначное число, большее 85. Найдите, чему равен НОД.
[image: ]5. Среди монет (сколько их – мы не знаем) одна фальшивая, отличающаяся по весу от настоящих (непонятно, в какую сторону). За какое наименьшее число взвешиваний можно определить, легче она или тяжелее настоящих? Находить фальшивую монету не требуется.
6. Среди 20 монет есть настоящие и есть фальшивые (все они весят одинаково и легче настоящих). А на вид они все одинаковы. За 11 взвешиваний на чашечных весах без гирь найдите: а) хотя бы одну настоящую и хотя бы одну фальшивую; б) найдите, сколько фальшивых монет среди этих 20. Находить, какие именно это монеты НЕ НАДО!
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[image: ]1. а) Шестеро детей из 6-го класса стоят по кругу, и на каждом из них сидит комар. Каждую секунду какие-то 2 комара одновременно перелетают на соседнего ребенка. Могут ли все комары собраться на одном несчастном? б) А если вместо  них в круг поставили семеро детей из 7 класса? в) И, наконец, восемь восьмиклассников из М8?
2. В капище Бога Инварианта по кругу подвешено 12 священных бутылок, одна из которых висит горлышком вниз, а остальные – горлышком вверх. Жрец утверждает, что если вместо нее перевернутой окажется соседняя бутылка, стоит ждать катастроф.
a) Если делать это, переворачивая по 6 соседних бутылок, то будет землетрясение; б) если это сделать, переворачивая по 4 соседних бутылки, то будет наводнение; в) если по 3 бутылки – то будет конец света; г) а если по 2 бутылки – будет гром и молния.
Какие стихийные бедствия жрец может вызвать?
3. В куче лежит 2010 камней. Можно проделывать следующую операцию – выкидывать из одной из имеющихся куч камень, если он не является в ней единственным, и делить после этого одну из куч на две. Можно ли такими операциями добиться того, чтобы во всех кучах было по 3 камня?
4. В Марсианском языке всего две буквы: А и Я. Если в слове заменить сочетание АЯ на ЯААА или наоборот, а также если вычеркнуть или вставить пять одинаковых букв подряд, то смысл слова не изменится. Докажите, что в марсианском языке не больше 25 различных по смыслу слов.
5. На доске 4×6 клеток стоят две черные фишки (Ванины) и две белые фишки (Сережины). Ваня и Сережа по очереди двигают любую из своих фишек на одну клетку вперед. Начинает Ваня. Если после хода любого из них черная фишка окажется между белыми по горизонтали или по диагонали (как показано на рис.), она считается убитой и снимается с доски. Ваня хочет провести обе свои фишки с верхней горизонтали доски на нижнюю. Может ли Сережа помешать ему?
6. В клетчатом квадрате в клетках стоят 1 и 0. В любой из строк или столбцов этого квадрата можно поменять все единички на нули и наоборот. Можно ли за несколько таких операций получить квадрат, во всех клетках которого стоят одни нули, если а) квадрат размером 22, вначале там стоит три нуля и одна единица; б) квадрат размером 55, в одной из главных диагоналей стоят единички, а в остальных клетках – нули. 
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[image: ]1. Кот Базилио пообещал Буратино открыть великую тайну, если он составит чудесный квадрат 6×6 из чисел -1, 0, +1 так, чтобы все суммы по строкам, по столбцам и по большим диагоналям были различны. Помогите Буратино.
2. К празднику 7 мальчиков надули 66 шариков красного, желтого и зеленого цвета. Красных шариков оказалось в три раза больше чем желтых, а зеленых - в два раза меньше чем красных. Доказать, что 
а) хотя бы один мальчик надул не менее 5 некрасных шариков и один мальчик надул не более 5 красных шариков; 
б) какие-то два мальчика надули одинаковое количество желтых шариков, а также какие-то два мальчика надули одинаковое количество зеленых шариков.
3. Можно ли клетки доски 5×25 окрасить в 4 цвета так, чтобы ни какой прямоугольник, с вершинами в центрах клеток и сторонами, параллельными доски, не имел одноцветные вершины.
4. Среди n натуральных чисел всегда можно найти два таких, что а) их разность делится на 20; б) их разность или их сумма делится на 20. Чему равно наименьшее значение n? (Да-да, задачу понять очень сложно, но вы уж постарайтесь!!!!!)
5. Докажите, что среди 65 кубиков существует либо 9 одноцветных, либо 9 СОВЕРШЕННО разноцветных (то есть девяти разных цветов!)
6. Докажите, что среди 65 целых чисел всегда найдется 9 чисел, сумма которых делится на 9. (Что-то знакомое….)
7. Докажите, что из любых 10 чисел можно выбрать одно или несколько, сумма которых кратна 10 (Ребята, перебор вам не поможет!!!!!!!).
8. В строку выписано произвольным образом 1000 целых чисел. Доказать, что всегда найдутся одно или несколько идущих подряд чисел, сумма которых кратна 1000. (и опять – что-то очень знакомое)
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1. За круглым столом сидят 6 гномов, изначально у каждого из них по 11 булочек. Каждую минуту один из гномов передает одну из имеющихся у него булочек своему соседу по ча совой стрелке. Через 51 минуту у первого, третьего и пятого гнома оказалось по 22 булочки, а у остальных — ни одной. Докажите, что каждый хотя бы раз передал одну.
2. Можно ли подобрать пять целых чисел так, чтобы все их попарные суммы составляли десять последовательных натуральных чисел?
3. В классе есть набор из 20 гирек весом в 1, 2, ..., 20 грамм соответственно. Пятиклассники разложили весь этот набор на две чаши весов так, что весы оказались в равновесие.  Ольга Сергеевна хочет убрать по две гирьки с каждой чаши так, что равновесие не нарушится. а) Могут ли пятиклассники ей помешать? б)  Та же задача, но набор гирек от 1 г до 100 г.
4. Петя и Вася одновременно стартовали и бегут с постоянными скоростями по круглому стадиону. Петя бежит быстрее и через час догоняет Васю. Тогда Вася ускоряется на 2 км/ч и через 2 часа сам догоняет Петю. Тот сразу ускоряется на 1 км в час. Когда Петя теперь догонит Васю?
5. Три бегуна стартовали по круговой дорожке одновременно, с одного места и в одном направлении. Они бегут с постоянными скоростями. Иванов впервые обогнал Петрова через a минут, а Петров впервые обогнал Сидорова через b минут. Через сколько минут Иванов впервые обогнал Сидорова?
6. а)  Сколько раз с 12:00 до 23:59 совпадают минутная и часовая стрелки часов? Б)  На часах полдень. Когда часовая и минутная стрелки совпадут в следующий раз?
7.  Укажите хотя бы один момент времени, отличный от 6:00 и 18:00, когда часовая и минутная стрелки правильно идущих часов направлены в противоположные стороны.
8. По кругу стоят несколько человек. Каждый из них — рыцарь, всегда говорящий правду, или лжец, который всегда лжет. Каждый из стоящих сказал: «Один из моих соседей тяжелее меня, а другой — легче меня». Известно, что веса любых двух людей различны. Может ли среди стоящих быть ровно 2003 лжеца? 
 9. В 50-метровом бассейне тренируются два пловца. Они стартуют одновременно, в одном направлении по соседним дорожкам, и плывут с постоянными, но различными скоростями. Доплыв до бортика, пловец сразу поворачивает и плывет назад, а проплыв километр — заканчивает тренировку и уходит в раздевалку. Сколько раз за время тренировки пловцы встретились, если известно, что у бортика они не встречались ни разу? (Если один пловец догнал другого, это тоже считается встречей.)
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6 класс О турнирах.  Примерно 19-20 июля 2010 г. 
Футбол играется по старым правилам – за победу 2 очка, за поражение – 0 очков, за ничью – 1 очко.
1. В чемпионате по футболу в один круг пять команд А, Б, В, Г и Д заняли первые пять мест в том же порядке. Команда А не сделал ни одной ничьей. Б не проиграла ни однйо встречи, Г не выиграла ни одной встречи. Все команды набрали разное число очков. Восстановите турнирную таблицу.
2. Шесть команд в розыгрыше кубка по хоккею в один круг набрали разное число очков. Только одна встреча закончилась вничью. Каждая команда, кроме первой, выиграла хотя бы у одной из команд, занявших более высокие места. Восстановите таблицу.
3. Победитель шахматного турнира набрал 3,5 очка. Второе место 2,5 очка, а третье – 1,5. Сколько в турнире участников?
4. 14 команд сыграли в однокруговой футбольный турнир (то есть каждая команда с каждой). Докажите, что из них можно выбрать команду, у которой количество ничьих отличается от количества поражений.
5. Семь шахматистов сыграли в турнире в один круг. Победитель набрал вдвое больше очков, чем набрали вместе шахматисты, занявшие три последние места. Занявший 4 место набрал 3 очка. Как он сыграл с занявшими 5 и 3 место?
6. В однокруговом турнире участвуют 6 команд. За победу присуждается 2 очка, за ничью – 1 очко, за поражение – 0 очков. Может ли случиться, что какие-то три команды наберут в сумме на 4 очка больше, чем остальные, если турнир а) футбольный; б) волейбольный (в волейболе не бывает ничьих).
7. В первенстве школы по футболу в один круг участвовали шесть команд. Может ли оказаться так, что набравшая наибольшее число очков команда одержала меньше побед, чем любая другая?
8. В турнире каждый шахматист половину всех очков набрал во встречах с участниками, занявшими три последних места. Сколько человек участвовало в турнире?
9. Несколько (больше одного) шахматистов провели между собой матч-турнир в несколько кругов (в одном круге каждый с каждым сыграл по одной партии). Во сколько кругов прошло это соревнование, если всего было сыграно 224 партии?
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[image: ]1. Имеется 68 монет, причём известно, что любые две монеты различаются по весу. Можно ли  на двухчашечных весах без гирь найти самую тяжелую и самую лёгкую монеты за 100 взвешиваний?
2. На балу было юношей и девушек поровну, было 10 танцев и каждый раз танцевали все.
а) Как могло получиться, что каждый юноша каждый следующий танец танцевал либо с более красивой, либо с более умной девушкой?
б) Как могло получиться, что в дополнение к тому в каждом танце (начиная со второго) был  юноша, который танцевал и с более красивой, и с более умной девушкой?
3. Раз в месяц директор фирмы предлагает трем своим заместителям  проголосовать за новый список своей и их зарплат. Сам директор не голосует. Те заместители, чью зарплату предлагается увеличить, голосуют за, остальные – против. Предложение принимается большинством голосов. Может ли директор за год добиться, чтобы его зарплата вдесятеро увеличилась, а зарплаты всех заместителей вдесятеро уменьшились?
4. Есть 30 шаров красного, желтого и зеленого цвета. Балин выбирает 10 из них, затем Дарин выбирает 5 из этих 10-ти, а потом опять Балин выбирает 2 из этих 5-ти. Если оба окажутся красными, Балин выиграл. При каком наименьшем количестве красных шаров Балин наверняка может выиграть?
5. Известно, что вруны всегда врут, правдивые всегда говорят правду, а хитрецы могут и врать, и говорить правду.   Вы можете задавать вопросы,  на которые есть ответ "да" или "нет" (например: "верно ли, что этот человек - хитрец?"). 
а) Перед вами трое - врун,  правдивый  и  хитрец,  которые знают, кто из них кто. Как и вам это узнать? 
б) Перед вами четверо - врун, правдивый и два хитреца (все  четверо знают,  кто из них кто).  Докажите, что хитрецы могут договориться отвечать так, что вы, спрашивая этих  четверых,  ни про кого из них не узнаете наверняка, кто он.
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[image: ]
1. а) Сколько чисел меньше 1000, можно записать с помощью цифр 3, 6, 8? б) Сколько среди них четных? в) Сколько чисел меньше 1000, можно записать с помощью цифр 3, 0, 8? г) Сколько среди них четных? 
2. У каждого трехзначного числа нашли произведение его цифр. Получилось 900 произведений: от 100 до 999. Чему равна их сумма?
3. По кругу расставлены цифры 1, 2, 3,…, 9 в произвольном порядке. Каждые три цифры, идущие подряд по часовой стрелке, образуют трехзначное число. Найти сумму всех девяти таких чисел. Зависит ли она от порядка, в котором записаны цифры? 
4. Обозначим s(n) разность между суммой четных и суммой нечетных цифр числа n (если соответствующих цифр в десятичной записи n нет, то их сумма считается равной 0). Найдите сумму s(1)+s(2)+…+s(2010).
5. Каких пятизначных чисел больше: не делящихся на 5 или тех, у которых ни первая, ни вторая цифра слева – не пятерка?
6. Если в числовой автомат ввести некоторое число, то он либо прибавляет к нему 2, либо прибавляет 3, либо умножает на 2, либо умножает на 3. Вася ввел число 1 и заставил автомат перебрать все возможные комбинации а) трех; б) четырех ходов. Сколько раз в результате получалось четное число?
7. На новогодней распродаже марок в филателистическом магазине любая почтовая марка стоила 1 рубль. При этом к каждым десяти купленным маркам одна давалась бесплатно, а за каждую сотню оплаченных марокеще дарили 5 марок. Заплатив все свои деньги за марки в этом магазине, Денис получил 200 марок. Сколько у него было денег?
8. В алфавите племени НиБумБум 6 букв, а словом называется любая последовательность ровно из 6 букв, в которой есть хотя бы две одинаковые буквы. Сколько слов в словаре племени НиБумБум?

Двадцать шестая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
Вишкиль. 3-28 июля 2010 г.
6 класс.  Там, где много пунктов. 22 июля 2010 г. 
[image: ]1. В комнате Данил, Дмитрий, Артем, Илья и Ярослав. Они могут выйти на зарядку всеми возможными способами. а) В скольких случаях Данил выйдет на зарядку раньше Ильи? б) В скольких случаях Данил выйдет на зарядку раньше Дмитрия, а Дмитрий раньше Ильи? в) В скольких случаях Ярослав выйдет последним, а Данил – не первым? г) в скольких случаях Артем выйдет на зарядку не третьим, а Данил – не первым?
2. На полке стоит 12 книг. Вечером преподаватели награждают шестиклассников, при этом соблюдая условие, что для награждения нельзя брать две книги, стоящие рядом. Сколькими способами можно выбрать книги для награждения а) 4 шестиклассников; б) пятерых шестиклассников; в) шестерых детей; г) семерых.
3. За круглым столом сидят 12 рыцарей, причем они сидят так давно, что каждый недолюбливает своего соседа. Для освобождения принцессы необходимо создать команду из пяти рыцарей. Сколькими способами можно создать эту команду?
4. Есть 40 гирек массой 1 г, 2 г, ... , 40 г. Из них выбрали 10 гирь четной массы и положили на левую чашу весов. Затем выбрали 10 гирь нечетной массы и положили на правую чашу весов. Весы оказались в равновесии. Докажите, что на какой-нибудь чаше есть две гири с разностью масс в 20 г.
5. Натуральное число назовем горбатым, если в его записи цифры сначала возрастают, а затем с какого-то момента убывают. Сколько а) 18-значных; б)17-значных; в)16-значных горбатых чисел?
6. В автобусе имеются одноместные и двухместные сидения. Кондуктор заметил, что когда в автобусе сидело 13 человек, то 9 сидений были полностью свободными, а когда сидело 10 человек, то свободными были 6 сидений. Сколько сидений в автобусе
7. Сколькими способами можно расселить семерых лмшат в две одноместные, одну двухместную и одну трехместную комнаты?
8. Скольким способами можно положить в ряд 5 синих, 5 красных и 5 зеленых шаров так, чтобы а) ряд заканчивался на два одноцветных шара; б) никакие два синих шара не лежали рядом?
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