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Òåîðèÿ ÷èñåë. 05.07.2010

1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî äàåò îñòàòîê 8 ïðè äåëåíèè íà 63. Êàêîé îñòà-
òîê îíî ìîæåò äàâàòü ïðè äåëåíèè à) íà 7; á) íà 126; â) íà 42?

2. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà p òàêèå, ÷òî a) ÷èñëà 2p− 1 è 2p+ 1
òàêæå ïðîñòûå; á) ÷èñëà p2+4 è p2+6 òàêæå ïðîñòûå; á) ÷èñëà p3+6
è p3 + 22 òàêæå ïðîñòûå.

3. Àëåêñàíäð Ëüâîâè÷ íàçûâàåò òðè öèôðû (âîçìîæíî, ïîâòîðÿþ-
ùèåñÿ) è îáåùàåò øîêîëàäêó òîìó øåñòèêëàññíèêó, êîòîðûé ñîñòàâèò
èç íèõ îäíî- , äâóõ- èëè òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 3. Âñåãäà ëè
òàêîé íàéäåòñÿ?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.
5. à) Äîêàæèòå, ÷òî abc − cba äåëèòñÿ íà 99, ãäå a, b, è c � öèôðû,

à abc è cba � òðåõçíà÷íûå ÷èñëà, ñîñòàâëåííûå èç ýòèõ öèôð â óêàçàííîì
ïîðÿäêå. á) Äîêàæèòå, ÷òî ab+ ba äåëèòñÿ íà 11.

6. Êàæäûé ìàëü÷èê-øåñòèêëàññíèê ïðèíåñ ïî 15 öâåòî÷êîâ, è âåñü
öâåòî÷íûé ôîíä îòäàëè äåâî÷êàì, ïðè÷åì êàæäàÿ ïîëó÷èëà ïî 41 öâåò-
êó. Äîêàæèòå, ÷òî îòðÿä Ì6 ìîæíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî (áîëüøå îäíîé)
ðàâíûõ êîìàíä òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîìàíäå áûëî áîëüøå îäíîãî ÷åëî-
âåêà.

7. Äàíî øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî abcdef , ïðè÷åì abc − def äåëèòñÿ íà 7.
Äîêàæèòå, ÷òî ñàìî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7.

8. Ñàøà è Ìàøà çàãàäàëè ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó è ñêàçàëè èõ Âàñå.
Âàñÿ íàïèñàë íà îäíîì ëèñòå ñóììó çàãàäàííûõ ÷èñåë, à íà äðóãîì -
èõ ïðîèçâåäåíèå, ïîñëå ÷åãî îäèí èç ëèñòîâ ñïðÿòàë, à äðóãîé (íà íåì
îêàçàëîñü íàïèñàíî ÷èñëî 2002) ïîêàçàë Ñàøå è Ìàøå. Óâèäåâ ýòî ÷èñëî,
Ñàøà ñêàçàë, ÷òî íå çíàåò, êàêîå ÷èñëî çàãàäàëà Ìàøà. Óñëûøàâ ýòî,
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Ìàøà ñêàçàëà, ÷òî íå çíàåò, êàêîå ÷èñëî çàãàäàë Ñàøà. Êàêîå ÷èñëî
çàãàäàëà Ìàøà?

Êîìáèíàòîðèêà. 05.07.2010

1. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò 10 × 10 íà ôèãóðêè âèäà à) ;

á) ; â) ; ã) ? (Ôèãóðêè ìîæíî êàê óãîäíî ïîâîðà÷è-
âàòü è äàæå ïåðåâîðà÷èâàòü). ä) Íà êàêèå èç ýòèõ ôèãóðîê ìîæíî
ðàçðåçàòü êâàäðàò 16× 16? å) Ðàññìîòðèì òðåõìåðíûå àíàëîãè íàøèõ
ôèãóðîê (âìåñòî êëåòîê áåðåì êóáèêè 1× 1× 1). Íà êàêèå èç íèõ ìîæíî
ðàçðåçàòü êóá 10× 10× 10?

2. Èç 77 ãíîìîâ ìîëîêî ëþáÿò 40, êåôèð ëþáÿò 36, à éîãóðò � 43.
Ïðè ýòîì ïèòü è ìîëîêî, è êåôèð ëþáÿò 20 ãíîìîâ, êåôèð è éîãóðò
ëþáÿò 22 ãíîìà, à éîãóðò è ìîëîêî � 21 ãíîì, ïðè ýòîì ñåìåðî ëþáèìûõ
Áåëîñíåæêîé ãíîìîâ ëþáÿò âñå òðè íàïèòêà. Ñêîëüêî êàïðèçíûõ ãíîìîâ
îòêàçûâàþòñÿ ïèòü ïî âå÷åðàì êèñëîìîëî÷íûå ïðîäóêòû?

3. Â Âèøêèëå 15 êîðïóñîâ, ìåæäó íèìè ýëåêòðèê ïðîòÿíóë ïðîâîäà
òàê, ÷òîáû êàæäûé ïðîâîä ñîåäèíÿë ðîâíî äâà êîðïóñà. Ïðè ýòîì îí
äîëîæèë Èãîðþ Ñîëîìîíîâè÷ó, ÷òî èç êàæäîãî êîðïóñà ñåé÷àñ òîð÷èò
ïî 5 ïðîâîäîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåêòðèê - íå ìàòåìàòèê.

4. Â ãðàôñòâå Ëèïøèð æèâóò 20 äæåíòëüìåíîâ. Óñàäüáà êàæäîãî èç
íèõ ñîåäèíåíà äîðîãàìè ñî âñåìè îñòàëüíûìè óñàäüáàìè. Ñêîëüêî âñåãî
äîðîã â ãðàôñòâå?

5. Ó ëþáûõ äâóõ ÷ëåíîâ êëóáà �Çóáàñòèê� � ðàçíûå íàáîðû çóáîâ.
(Èìåííî, íàáîðû, à íå êîëè÷åñòâà: äâóì çóáàñòèêàì ñîâñåì íå çàïðåùå-
íî èìåòü, ê ïðèìåðó, ïî îäíîìó, íî ðàçíîìó çóáó.) Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ìîæåò áûòü â ýòîì êëóáå? (Äëÿ òåõ, êòî íå â êóðñå:
ó ÷åëîâåêà ìîæåò áûòü ìàêñèìóì 32 çóáà.)

6.Ó õèìèêîâ â ËÌØ 24 ó÷åíèêà, è êàæäûé äåíü òðîå èç íèõ äåæóðÿò.
×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ðóêîâîäèòåëü õèìèêîâ çàìåòèë, ÷òî êàæäûé ñ
êàæäûì äåæóðèë ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó. Äîêàæèòå, ÷òî ðóêîâîäèòåëü
õèìèêîâ - íå ìàòåìàòèê.

7. Ãîðîä íàçûâàåòñÿ áîëüøèì ñåâåðíûì, åñëè ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîìó
äðóãîìó ãîðîäó îí ëèáî áîëüøå, ëèáî ñåâåðíåå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåò-
ñÿ ìàëåíüêèé þæíûé ãîðîä. Â Òðèäåâÿòîì öàðñòâå âñå ãîðîäà, êðîìå
Çàäâîðñêà, ÿâëÿþòñÿ è áîëüøèìè ñåâåðíûìè è ìàëûìè þæíûìè îäíî-
âðåìåííî. Äîêàæèòå, ÷òî Çàäâîðñê � òîæå áîëüøîé ñåâåðíûé è ïðè ýòîì
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òàêæå ìàëûé þæíûé ãîðîä.
8. Â áîòàíè÷åñêîì ñïðàâî÷íèêå êàæäîå ðàñòåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ 100

ïðèçíàêàìè (êàæäûé ïðèçíàê ëèáî ïðèñóòñòâóåò, ëèáî îòñóòñòâóåò). Ðàñ-
òåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ "íåïîõîæèìè åñëè îíè ðàçëè÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì ïî 51
ïðèçíàêó. Äîêàæèòå, ÷òî â ñïðàâî÷íèêå íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ áîëüøå 50
ïîïàðíî íåïîõîæèõ ðàñòåíèé.

Òåîðèÿ ÷èñåë-2. 06.07.2010

1.Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 1111103 íå ÿâëÿåòñÿ à) êâàäðàòîì; á) ñóì-
ìîé äâóõ êâàäðàòîâ.

2. à) Íàòóðàëüíîå ÷èñëî äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 9 è îñòàòîê 1
ïðè äåëåíèè íà 13. Êàêîé îñòàòîê îíî äàåò ïðè äåëåíèè íà 117? á)
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî äàåò îñòàòîê 8 ïðè äåëåíèè íà 9 è îñòàòîê 12 ïðè
äåëåíèè íà 13. Êàêîé îñòàòîê îíî äàåò ïðè äåëåíèè íà 117?

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 2. á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ
òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 6. â) Íàéäèòå
ñòåïåíü âõîæäåíèÿ p ∈ P â k!, ãäå k ∈ N. ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäå-
íèå ëþáûõ k ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà k!.

4. A = (16a+17b)(17a+16b) äåëèòñÿ íà 11. Äîêàæèòå, ÷òî A äåëèòñÿ
íà 121.

5. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + y2 = 3z2.
6. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 12. Â òå÷åíèå êàæäîé ìèíóòû ÷èñëî ëèáî

óìíîæàþò, ëèáî äåëÿò ëèáî íà 2, ëèáî íà 3 è ðåçóëüòàò çàïèñûâàþò
íà äîñêó âìåñòî èñõîäíîãî ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò
çàïèñàíî íà äîñêå ðîâíî ÷åðåç ÷àñ, íå áóäåò ðàâíî 54.

7. a, b, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî (a + 4b)(b + 4a) = 5n.
Äîêàæèòå, ÷òî a = b.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà öèôð ÷èñëà 1999100 íå ìåíåå äåñÿòè.

Ðàçíîáîé. 06.07.2010

1. Ïî êðóãó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå ñòîÿò 9 çíàêîâ: 5 ïëþñîâ è 4 ìèíóñà.
Çà îäíó îïåðàöèþ ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè çíàêàìè îäíîâðå-
ìåííî âïèñûâàþò åùå ïî îäíîìó: ìåæäó îäèíàêîâûìè � ïëþñ, ìåæäó
ðàçíûìè � ìèíóñ, ïîñëå ÷åãî èñõîäíûå 9 çíàêîâ ñòèðàþò. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé íåëüçÿ ïîëó÷èòü 9 ïëþñîâ.
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2.Ìîæíî ëè òàê îòìåòèòü íà ïëîñêîñòè 10 êðàñíûõ, 10 ñèíèõ è 10 çå-
ëåíûõ òî÷åê, âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ÷òîáû
äëÿ êàæäîé êðàñíîé òî÷êè áëèæàéøàÿ ê íåé öâåòíàÿ áûëà ñèíåé, äëÿ
êàæäîé ñèíåé � çåë¼íîé, à äëÿ êàæäîé çåë¼íîé � êðàñíîé?

3. Íà áåñêîíå÷íîì ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè îòìåòèëè 1000 êëåòîê.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ îòìå÷åííàÿ êëåòêà, ó êîòîðîé à) íå áîëåå äâóõ
îòìå÷åííûõ ñîñåäåé ïî ñòîðîíå; á) íå áîëåå ÷åòûðåõ îòìå÷åííûõ ñîñå-
äåé ïî ñòîðîíå èëè ïî óãëó.

4. Â òðàìâàå åõàëî 60 ÷åëîâåê, ñðåäè êîòîðûõ áûëè êîíòðîëåðû, êîí-
äóêòîðû, ãðàæäàíå, âûäàâàâøèå ñåáÿ çà êîíòðîëåðîâ, ãðàæäàíå, âûäà-
âàâøèå ñåáÿ çà êîíäóêòîðîâ, è, âîçìîæíî, îáû÷íûå ïàññàæèðû. Îáùåå
êîëè÷åñòâî ëæåêîíòðîëåðîâ è ëæåêîíäóêòîðîâ â 4 ðàçà ìåíüøå ÷èñëà
íàñòîÿùèõ êîíäóêòîðîâ è êîíòðîëåðîâ. Îáùåå ÷èñëî êîíòðîëåðîâ (âìå-
ñòå ñ ëæåêîíòðîëåðàìè) â 7 ðàç áîëüøå ÷èñëà êîíäóêòîðîâ (â òîì ÷èñëå
ëæåêîíäóêòîðîâ). Ñêîëüêî â òðàìâàå ïðîñòûõ ïàññàæèðîâ?

5. Â êëóáå �Äðóæîê� ó êàæäîãî íå áîëåå ïÿòè âðàãîâ. Äîêàæèòå, ÷òî
÷ëåíîâ êëóáà ìîæíî ðàññàäèòü â à) øåñòü êîìíàò òàê, ÷òîáû íèêàêèå
äâà ÷åëîâåêà èç îäíîé êîìíàòû íå áûëè âðàãàìè; á) òðè êîìíàòû òàê,
÷òîáû êàæäûé ÷åëîâåê æèë âìåñòå íå áîëåå, ÷åì ñ îäíèì âðàãîì.

6. Â ãðàôñòâå êàæäûé äæåíòëüìåí ïðèíàäëåæèò îäíîé èç äâóõ ïàð-
òèé: ïàðòèè ëþáèòåëåé ìÿñà èëè ïàðòèè ëþáèòåëåé ðûáû. Êàæäàÿ äîðî-
ãà â ýòîì ãðàôñòâå ñîåäèíÿåò óñàäüáû äæåíòëüìåíîâ èç ðàçíûõ ïàðòèé.
Èçâåñòíî, òåì íå ìåíåå, ÷òî êàæäûé èç äæåíòëüìåíîâ ìîæåò ïðîåõàòü
ïî äîðîãàì ê ëþáîìó ñâîåìó ñîðàòíèêó ïî ïàðòèè. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé
äæåíòëüìåí ìîæåò ïðîåõàòü ê ëþáîìó äðóãîìó äæåíòëüìåíó.

7. Ïðè êàêèõ m è n êëåòêè òàáëèöû m×n ìîæíî ïîêðàñèòü â 2 öâåòà
òàê, ÷òîáû ó êàæäîé êëåòêè áûëî íå÷åòíîå ÷èñëî ñîñåäåé òîãî æå öâåòà
(ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó)?

Ãðàôû. 07.07.2010

1. Àíòîí õî÷åò ðàññòàâèòü 239 øàõìàòíûõ êîíåé â êëåòêàõ äîñêè
100 × 100 òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ áèë ðîâíî à) òðåõ; á) ÷åòûðåõ
äðóãèõ. Óäàñòñÿ ëè åìó ýòî ñäåëàòü?

2. Â êëàññå 20 ó÷åíèêîâ. Íà óðîêå ðóññêîãî ÿçûêà êàæäûé ó÷åíèê
äàë ïîäçàòûëüíèê íå ìåíåå, ÷åì 10 äðóãèì. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâîå
äàëè ïîäçàòûëüíèêè äðóã äðóãó.
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3. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, èç êàæäîãî âûõîäèò ðîâíî 15 äîðîã.
Â öåëÿõ ýêîíîìèè íà êàæäîé äîðîãå ââåäåíî îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå.
Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ãîðîä, â êîòîðûé ìîæíî âúåõàòü õîòÿ áû èç âîñüìè
äðóãèõ ãîðîäîâ.

4. Â ãîñóäàðñòâå 2007 ãîðîäîâ. Èç ñòîëèöû âûõîäèò 239 äîðîã, èç ãî-
ðîäà Òüìóòàðàêàíüñêà � îäíà äîðîãà, à èç âñåõ îñòàëüíûõ ãîðîäîâ �
ïî 20 äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî èç èç ñòîëèöû ìîæíî ïðîåõàòü â Òüìóòàðà-
êàíüñê.

5. à) Âåðíî ëè, ÷òî â êîìïàíèè èç ïÿòè ÷åëîâåê âñåãäà åñòü ëèáî òðîå
ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ? á) À â êîìïàíèè
èç øåñòè ÷åëîâåê? â) Äîêàæèòå, ÷òî â êîìïàíèè èç 18 ÷åëîâåê âñåãäà
åñòü ëèáî ÷åòâåðî ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî ÷åòâåðî ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

6. Êàæäàÿ èç 100 äåâóøåê ïîñëàëà îäíîìó èëè íåñêîëüêèì èç 100
þíîøåé ñâîþ ôîòîãðàôèþ. Âñåãî áûëî ïîñëàíî áîëüøå 100 ôîòîãðà-
ôèé. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîé-òî èç þíîøåé ìîæåò âûêèíóòü âñå ïîëó÷åí-
íûå èì ôîòîãðàôèè, íî ïðè ýòîì ôîòîãðàôèÿ êàæäîé äåâóøêè îñòàíåòñÿ
ó êîãî-ëèáî èç îñòàëüíûõ þíîøåé.

Èãðû. 07.07.2010

1. Â êðàéíèõ êëåòêàõ ïîëîñêè 1× 103 ñòîèò ïî ôèøêå. Ñàøà è Ïàøà
õîäÿò ïî î÷åðåäè: çà õîä ìîæíî ñäâèíóòü ñâîþ ôèøêó âïðàâî èëè âëåâî
íà ëþáîå êîëè÷åñòâî êëåòîê îò 1 äî 4, íî íåëüçÿ ïåðåïðûãèâàòü ÷åðåç
ôèøêó ïðîòèâíèêà è ñòàâèòü äâå ôèøêè íà îäíó êëåòêó. Ïðîèãðûâàåò
íå èìåþùèé õîäà. Ïåðâûì õîäèò Ñàøà. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå?

2. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 50 ôèøåê. Äèìà è Ñàøà ïî î÷åðåäè óáèðàþò
ôèøêè, âûáèðàÿ êàæäûì ñâîèì õîäîì ëþáûå òðè, ïîêà íå îñòàíåòñÿ
âñåãî äâå ôèøêè. Åñëè äâå îñòàâøèåñÿ ôèøêè âíà÷àëå íå ñòîÿëè ðÿäîì,
âûèãðûâàåò Äèìà, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò Ñàøà. Äèìà õîäèò
ïåðâûì. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

3. Èçíà÷àëüíî äàíî ÷èñëî 12345. Çà õîä èç ÷èñëà ìîæíî âû÷åñòü ëþ-
áóþ åãî íåíóëåâóþ öèôðó. Âàñÿ è Ïåòÿ õîäÿò ïî î÷åðåäè, Âàñÿ íà÷èíàåò.
Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïîëó÷èò ïîñëå ñâîåãî õîäà 0. Êòî âûèãðûâàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå?

4. Êîëÿ è Èëüÿ ïî î÷åðåäè ðåæóò (ïî ëèíèÿì ñåòêè) ïðÿìîóãîëüíèê
a) 3 × 4; á) 5 × 7. Êîëÿ íà÷èíàåò è äåëàåò ðàçðåç íà 1 ñòðîíó êëåòêè
îò êðàÿ. Äàëåå îíè ïî î÷åðåäè ïðîäîëæàþò ðàçðåç íà 1 êëåòêó çà õîä.
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Âûèãðûâàåò òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà ïðÿìîóãîëüíèê ðàñïàäàåòñÿ íà äâå
÷àñòè. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Äâîèì øàõìàòèñòàì íàäîåëî èãðàòü â îáû÷íûå øàõìàòû, è îíè
ðåøèëè ïîèãðàòü â äðóãèå � êîãäà ó êàæäîãî ïî äâà õîäà. Ìîæåò ëè
âòîðîé èãðîê ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ïîáåäó?

6. Äåòè îòäàëè ïðåïîäàâàòåëÿì n áàíàíîâ. Îíè òåïåðü ëåæàò íà ñòî-
ëå â èõ êîìíàòå, à Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ è Àëåêñåé Èãîðåâè÷ ïî
î÷åðåäè çàõîäÿò òóäà è ñúåäàþò íå ìåíüøå îäíîãî áàíàíà. Íî ïðè ýòîì
ñîâåñòü íå ïîçâîëÿåò íè îäíîìó èç íèõ ñúåñòü áîëüøå ïîëîâèíû èìåþ-
ùèõñÿ íà ìîìåíò çàõîäà â êîìíàòó áàíàíîâ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå
ìîæåò ñúåñòü áàíàí, íå íàðóøàÿ ýòîãî ïðàâèëà. Ïåðâûì â êîìíàòó çà-
øåë Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?
(Åñòåñòâåííî, îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò n.)

Íå ñêó÷íàÿ. 09.07.2010

1. a) Ó ÷åòûðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîñ÷èòàëè âñåâîçìîæíûå ïîïàð-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé
äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 6. á) Ó ñåìè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ïîñ÷èòàëè âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
êàêèå-òî äâà èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëå-
íèè íà 25. â) Ó âîñüìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîñ÷èòàëè âñåâîçìîæíûå
ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà èç ýòèõ ïðîèçâåäå-
íèé äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 35.

2. Íàéäèòå âñå öèôðû (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) a, b, c, d, e, f òàêèå,
÷òî 3abc · def = abcdef .

3.Äàíû äâå òðîéêè ìîíåò, ïðè÷åì â êàæäîé òðîéêå ðîâíî îäíà ìîíåòà
ôàëüøèâàÿ. Íàñòîÿùàÿ ìîíåòà âåñèò 10 ã, à ôàëüøèâàÿ - 9 ã. Êàê çà
òðè âçâåøèâàíèÿ íà îäíî÷àøå÷íûõ âåñàõ ñî ñòðåëêîé îïðåäåëèòü âñå
ôàëüøèâûå ìîíåòû?

4. Â ñòðàíå 2012 ãîðîäîâ. Àíÿ è Òàíÿ ïî î÷åðåäè ñîåäèíÿþò ýòè ãî-
ðîäà äîðîãàìè. Ïðè ýòîì íåëüçÿ ñîåäèíÿòü äâà ãîðîäà íåñêîëüêèìè äî-
ðîãàìè. Íà÷èíàåò Àíÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî èç
ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áóäåò äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Êòî âûèãðû-
âàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Äîêàæèòå, ÷òî
√

2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.
6. Èç êîëîäû â 36 êàðò âûòàñêèâàþò ñëó÷àéíûì îáðàçîì 4 êàðòû.

Ïîäñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî íàáîðîâ, â êîòîðûõ à) åñòü è ÷¼ðíûå êàðòû
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(òðåôîâîé èëè ïèêîâîé ìàñòè) è êðàñíûå êàðòû (áóáíîâîé èëè ÷åðâî-
âîé ìàñòè). á) êàê êîëè÷åñòâî äåñÿòîê, òàê è êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êàðò
áîëüøå ïîëîâèíû. â) äàìà èëè êðàñíàÿ êàðòà (õîòÿ áû îäíî èç äâóõ).

Ñðàâíåíèÿ. 10.07.2010

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Öåëîå
÷èñëî a ñðàâíèìî ñ öåëûì ÷èñëîì b ïî ìîäóëþ m (îáîçíà÷åíèå: a ≡ b
(mod m)), åñëè a− b ... m.

1. Öåëûå ÷èñëà a, b, c, d è íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîâû, ÷òî a ≡ b
(mod m) è c ≡ d (mod m). Äîêàæèòå, ÷òî à) a+ c ≡ b+ d (mod m);
á) a−c ≡ b−d (mod m); â) ac ≡ bc (mod m); ã) ac ≡ bd (mod m).
ä) Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî an ≡ bn

(mod m).
2. Äîêàæèòå, ÷òî 222010 − 1 äåëèòñÿ à) íà 3; á) íà 17.
3. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è k, ïðè÷åì n > 1. à) Äîêàæèòå, ÷òî

nk − 1
... n− 1; á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k íå÷åòíî, òî nk + 1

... n+ 1.
4. à) Ðåøèòå â ïðîñòûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå pq = 7(p+ q). á) Ðåøèòå

â ïðîñòûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå pqr = 7(p+ q + r).
5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n òàêèå, ÷òî n2 + 3n � òî÷íûé êâàäðàò.
6. Äîêàæèòå, ÷òî 2343 + 4323 ... 66.
7. Â òðåõ ìàãàçèíàõ âìåñòå áûëî 1973 ó÷åáíèêà. Â ïåðâûå òðè äíÿ

ïåðâûé ìàãàçèí ïðîäàë ñîîòâåòñòâåííî 1/47, 1/7 è 1/2 ÷àñòü ñâîèõ ó÷åá-
íèêîâ, âòîðîé ìàãàçèí � 1/41, 1/5 è 1/3 ÷àñòü ñâîèõ ó÷åáíèêîâ, à òðåòèé
ìàãàçèí � 1/25, 1/20 è 1/10 ÷àñòü ñâîèõ ó÷åáíèêîâ. Ñêîëüêî ó÷åáíèêîâ
áûëî â êàæäîì ìàãàçèíå?

Ðàçíàÿ. 10.07.2010

1. Â ñòðàíå 1000 ãîðîäîâ, ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ
îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîðîä, âûåõàâ èç
êîòîðîãî ìîæíî îáúåõàòü âñå ãîðîäà, ïîáûâàâ â êàæäîì ðîâíî îäèí ðàç
(åõàòü ðàçðåøàåòñÿ òîëüêî ïî óêàçàííûì íà äîðîãàõ íàïðàâëåíèÿì).

2. Â êàæäîé êëåòêå øàõìàòíîé äîñêè ñòîèò 0. Ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü
ëþáûå äâå ñîñåäíèå (ïî ñòîðîíå) êëåòêè è óâåëè÷èòü íà 1 ñòîÿùèå â íèõ
÷èñëà. à) Ìîæíî ëè äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â êëåòêàõ îêàçàëèñü ÷èñëà 1,
2, . . . , 64? á) À ìîãóò ëè ïðè ýòîì ñîñåäíèå ÷èñëà íàõîäèòüñÿ â ñîñåäíèõ
ïî ñòîðîíå êëåòêàõ?

7



3. Ó Âàñè åñòü 15 ðàçëè÷íûõ (îäíàêî âíåøíå íåðàçëè÷èìûõ) ãèðåê,
âåñà êîòîðûõ 1 ã, 2 ã, . . . , 15 ã. Íà íèõ ñäåëàíû íàêëåéêè �1ã�, �2ã�,. . . , �15ã�
ñîîòâåòñòâåííî. Îí õî÷åò äîêàçàòü Ïåòå, ÷òî íàêëåéêè ðàñïîëàãàþòñÿ
ïðàâèëüíûì îáðàçîì. Êàê åìó ñäåëàòü ýòî ñ ïîìîùüþ òðåõ âçâåøèâàíèé
íà ðû÷àæíûõ âåñàõ?

4. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âûñòðåëîâ ìîæíî íàâåðíÿêà ïîïàñòü
â �ëèíêîð� 1× 3 íà äîñêå 10× 10 äëÿ èãðû â �ìîðñêîé áîé�?

5. Ñåëüñêèé ãèïíîòèçåð Èâàí Êàðïîâè÷ ðàçâîäèò èíäþêîâ è êóð.
Âñëåäñòâèå åãî ýêñïåðèìåíòîâ äåñÿòàÿ ÷àñòü èíäþêîâ ñ÷èòàåò, ÷òî îíè
êóðû, à äåñÿòàÿ ÷àñòü êóð � ÷òî îíè èíäþêè. Åñëè ñ÷èòàòü âìåñòå, ïÿ-
òàÿ ÷àñòü ïòèö Èâàíà Êàðïîâè÷à ñ÷èòàåò ñåáÿ èíäþêàìè. À êàêîâà äîëÿ
èíäþêîâ â åãî õîçÿéñòâå íà ñàìîì äåëå?

6. Íà ïîëå áðàíè ñîøëèñü àðìèè Òîëñòûõ è Òîíêèõ ïî 1000 ÷åëî-
âåê â êàæäîé. Ñíà÷àëà êàæäûé Òîëñòûé ñîëäàò âûñòðåëèë â îäíîãî èç
Òîíêèõ, çàòåì êàæäûé óöåëåâøèé Òîíêèé ñîëäàò âûñòðåëèë â îäíîãî èç
Òîëñòûõ. à) Äîêàæèòå, ÷òî óöåëåëî íå ìåíåå 1000 ñîëäàò. á) Çàòåì
êàæäûé óöåëåâøèé Òîëñòûé îïÿòü âûñòðåëèë â îäíîãî èç Òîíêèõ. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîñëå ýòîãî îñòàëîñü â æèâûõ íå ìåíåå 500 ñîëäàò. â) Ïîòîì
êàæäûé æèâîé Òîíêèé îïÿòü âûñòðåëèë â îäíîãî èç Òîëñòûõ. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñîëäàò ìîãëî îñòàòüñÿ â æèâûõ ïîñëå ýòîãî?

Ñïîñîáíàÿ. 11.07.2010

1. Èìåþòñÿ áóëî÷êè ÷åòûðåõ âèäîâ � ïî 6 áóëî÷åê êàæäîãî âèäà. Èõ
ðàçäåëèëè ïîðîâíó ìåæäó øåñòüþ äåòüìè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷å-
ñòâî äåòåé âñåãäà ìîæíî âûáðàòü, ÷òîáû ó íèõ òî÷íî íàøëèñü áóëî÷êè
âñåõ âèäîâ?

2. à) Ãýíäàëüô âûäàë ÷åòâåðûì õîááèòàì êîðîáêó, â êîòîðîé íàõî-
äèëèñü áóòûëêè êåôèðà òðåõ ñîðòîâ: òåìíîãî, ñâåòëîãî è âîëøåáíîãî.
Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå áóòûëîê â êîðîáêå êàæäûé õîááèò
ãàðàíòèðîâàíî ìîæåò âûáðàòü ñåáå 2 áóòûëêè îäíî ñîðòà? á) À åñëè
ãíîìîâ `, ñîðòîâ êåôèðà k, à êàæäîìó íàäî m áóòûëîê îäíîãî ñîðòà?

3. à) Ïîë â 11 êîðïóñå ïðèøåë â óæàñàþùåå ñîñòîÿíèå ïîñëå äíÿ
áþðîêðàòèçìà. Òðåáóåòñÿ íàáðàòü êîìàíäó óáîðùèêîâ, ñîñòîÿùóþ èç k
÷åëîâåê. Âñåãî ó÷åíèêîâ n. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðû-
ìè ìîæíî íàáðàòü òàêóþ êîìàíäó? á) Âûÿñíèëîñü, ÷òî áåñïîðÿäîê íå
òîëüêî â êîðèäîðå, íî è ïîâñþäó âîêðóã êîðïóñà. Äëÿ óáîðêè òåððèòîðèè
íàäî íàáðàòü åùå îäíó áðèãàäó óáîðùèêîâ � íà ýòîò ðàç èç ` ÷åëîâåê.
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×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ íàáðàòü äâå òàêèå êîìàíäû? â) Ïîñëå
òîãî, êàê 2 áðèãàäû íà÷àëè óáèðàòüñÿ, à ìóñîðà ñòàíîâèëîñü âñå áîëüøå,
áûëî ðåøåíî âûáðàòü â êàæäîé èç áðèãàä ïî îäíîìó íà÷àëüíèêó, ïðè-
÷åì îäíîãî èç íèõ ñäåëàòü îòâåòñòâåííûì çà âñþ óáîðêó. Ñêîëüêî åñòü
ðàçíûõ ñïîñîáîâ îðãàíèçîâàòü òàêóþ ìàñøòàáíóþ ðàáîòó?

4. Ïåðåä êóïàíèåì íà áåðåãó Îëüãà Ñåðãååâíà âûñòðàèâàåò â ðÿä 56
øêîëüíèêîâ, èç êîòîðûõ 16 � äåâî÷êè. Ïðè ýòîì îíà íå õî÷åò, ÷òîáû
ðÿäîì ñòîÿëè à) 2, á) 3 äåâî÷êè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò ýòî
ñäåëàòü?

5. Ó Âàñè íà ýòîò ðàç åñòü 6 ðàçëè÷íûõ ãèðåê, âåñà êîòîðûõ 1 ã, 2 ã,
. . . , 6 ã. Íà íèõ ñäåëàíû íàêëåéêè �1ã�,�2 ã�,. . . , �6 ã� ñîîòâåòñòâåííî. Îí
âñå åùå õî÷åò äîêàçàòü Ïåòå, ÷òî íàêëåéêè ðàñïîëàãàþòñÿ ïðàâèëüíûì
îáðàçîì. Êàê åìó ñäåëàòü ýòî çà äâà âçâåøèâàíèÿ?

6. à) Äàíû 2 ñîñóäà, âîäîïðîâîäíûé êðàí è ðàêîâèíà. Êàê óçíàòü, ÷òî
áîëüøå: òðåòü îáúåìà ïåðâîãî ñîñóäà èëè ÷åòâåðòü îáúåìà âòîðîãî ñîñó-
äà? á) Äàíû 4 ñîñóäà, âîäîïðîâîäíûé êðàí è ðàêîâèíà. Êàê óçíàòü,
÷òî áîëüøå: ïîëîâèíà îáúåìà ïåðâîãî ñîñóäà ïëþñ øåñòàÿ ÷àñòü îáúå-
ìà âòîðîãî ñîñóäà èëè òðåòü îáúåìà òðåòüåãî ñîñóäà ïëþñ ïÿòàÿ ÷àñòü
îáúåìà ÷åòâåðòîãî ñîñóäà?

Èíäóêöèÿ. 11.07.2010

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 3 âåðíî íåðàâåíñòâî: n! > 2n.
2. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí ìíîãîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî íàðóæó ðàñ-

òóò âîëîñû. Âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà ïðîâåäåíî íåñêîëüêî äèàãîíàëåé, íà
êàæäîé èç êîòîðûõ â îäíó èç ñòîðîí ðàñòóò âîëîñû. Äèàãîíàëè äåëÿò
ìíîãîóãîëüíèê íà íåñêîëüêî ÷àñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ÷àñòü, âíóòðè
êîòîðîé íåò âîëîñ.

3. Åñòü òðè âåðòèêàëüíûõ ïàëî÷êè. Íà îäíó èç íèõ îäåòî n êîëå÷åê
ðàçíîãî äèàìåòðà ïî óáûâàíèþ ñíèçó ââåðõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïåðå-
ëîæèòü âñå êîëå÷êè íà äðóãóþ ïàëî÷êó â òîì æå ïîðÿäêå, ïåðåêëàäûâàÿ
çà ðàç îäíî êîëå÷êî è íå êëàäÿ áîëüøåå íà ìåíüøåå.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî 12 + 22 + . . . + n2 = n(n+1)(2n+1)
6

. á) Äîêàæèòå,

÷òî 13 + 23 + . . .+ n3 = n2(n+1)2

4
.

5. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ? (Íèêàêèå äâå èç íèõ íå ïàðàëëåëüíû, íèêàêèå òðè èç íèõ íå
ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.)
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6. Â ñòðàíå äóðàêîâ èìåþò õîæäåíèå ìîíåòû äîñòîèíñòâîì 1, 2, 4, . . . ,
2n òóãðèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî, èìåÿ ïî îäíîé ìîíåòå êàæäîãî äîñòîèíñòâà,
ìîæíî óïëàòèòü ëþáóþ ñóììó, íå ïðåâûøàþùóþ 2n+1 − 1 òóãðèêîâ.

7. Èç êëå÷àòîãî êâàäðàòà 2n× 2n âûðåçàëè à) óãëîâóþ; á) ïðîèç-
âîëüíóþ êëåòî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàâøóþñÿ ôèãóðó ìîæíî ðàçðåçàòü
íà óãîëêè èç òðåõ êëåòî÷åê.

8. Êëåòêè äîñêè 2010 × 2010 ïîêðàøåíû â 4 öâåòà òàêèì îáðàçîì,
÷òî íèêàêèå äâå îäíîöâåòíûå íå èìåþò îáùèõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû äîñêè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Äðåâåñíàÿ. 12.07.2010

Îïðåäåëåíèå. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé ïðî-
ñòûõ öèêëîâ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì äåðåâå, ñîäåðæàùåì õîòÿ áû äâå âåðøèíû,
åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 1 (òàêàÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé).

2. Äîêàæèòå, ÷òî â äåðåâå ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n − 1
ðåáðî.

3. Äîêàæèòå, ÷òî à) èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî âûäåëèòü
äåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå åãî âåðøèíû (îñòîâíîå äåðåâî); á) â ñâÿçíîì
ãðàôå ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèòñÿ êàê ìèíèìóì n− 1 ðåáðî.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå åñòü âåðøèíà, ïðè óäà-
ëåíèè êîòîðîé ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì. á) À âåðíî ëè, ÷òî â ëþáîì
ñâÿçíîì ãðàôå íàéäóòñÿ äâå òàêèå âåðøèíû?

5. Ïóñòü A = anan−1 . . . a1a0 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ. à) A ≡ a0 + a1 + . . . + an (mod 9); á) A ≡
a0 − a1 + a2 − a3 + . . . (mod 11); â) A ≡ a2a1a0 (mod 8); ã) A ≡
ak−1ak−2 . . . a1a0 (mod 2k); ä) A ≡ a2a1a0 + a5a4a3 + . . . (mod 37);
å) A ≡ a2a1a0−a5a4a3 +a8a7a6− . . . (mod 7); æ) A ≡ a2a1a0−a5a4a3 +
a8a7a6 − . . . (mod 13).

6. Íà îñòðîâå íåâåçåíèÿ, ãäå æèâóò òîëüêî ëæåöû (êîòîðûå âñåãäà
ëãóò) è ïðàâäîëþáû (êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó), ïðîøëè âûáîðû
ïðåçèäåíòà. Áûëî äâà êàíäèäàòà � �Åëêèí è Ïàëêèí. Íà âîïðîñ ñîöèîëî-
ãîâ �Çà êîãî Âû ãîëîñîâàëè?� áîëüøèíñòâî îòâåòèëî, ÷òî çà �Åëêèíà, à íà
âîïðîñ �Êòî ïîáåäèë íà âûáîðàõ?� áîëüøèíñòâî îòâåòèëî, ÷òî Ïàëêèí.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðàâäîëþáû, ãîëîñîâàâøèå çà ïðîèãðàâøåãî êàíäèäàòà ñî-
ñòàâëÿþò áîëåå ÷åòâåðòè íàñåëåíèÿ. Êòî ñòàë ïðåçèäåíòîì? (Âñå æèòåëè
ó÷àñòâîâàëè è â âûáîðàõ, è â îïðîñå.)
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7. Ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà ÷àñòè íåñêîëüêèìè a) ïðÿìûìè;
á) îêðóæíîñòÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ÷àñòè ìîæíî ðàñêðàñèòü â 2 öâåòà
ïðàâèëüíûì îáðàçîì (ò.å. òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå îáëàñòè îäíîãî öâåòà
íå èìåëè îáùåé ãðàíèöû).

Îñòàòêè ìàòáîÿ

1. Â ëèôòå åñòü 10 êíîïîê, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî 10.
Õóëèãàí Ìèøà ïîìåíÿë ìåñòàìè íåêîòîðûå èç íèõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
÷åëîâåê, íàæàâ êíîïêó ñ íóæíûì åìó íîìåðîì, ïîïàäàåò èëè íà ñâîé
ýòàæ, èëè íà ñîñåäíèé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Ìèøà ìîã ïîìåíÿòü êíîï-
êè?

2. Íà îëèìïèàäå áûëî ïðåäëîæåíî 8 çàäà÷. Êàæäûé ó÷àñòíèê ðåøèë
ðîâíî òðè èç íèõ, ïðè÷åì íèêàêèå äâîå ó÷àñòíèêîâ íå ðåøèëè áîëåå
îäíîé îáùåé çàäà÷è. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ ìîãëî áûòü íà
îëèìïèàäå?

3. Íà ïëàíåòå 10000 ãîðîäîâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ñòîëèöû ãîñóäàðñòâ.
Íåêîòîðûå ãîðîäà ñâÿçàíû äî-ðîãàìè òàê, ÷òî ëþáàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò
ðîâíî äâà ãîðîäà, è îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî ìîæíî äîáðàòü-
ñÿ ïî äîðîãàì. Ïðè ýòîì, ÷òîáû ïîïàñòü èç îäíîé ñòîëèöû â äðóãóþ,
íóæíî ïðîåõàòü íå ìåíåå 200 äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëàíåòå ìåíüøå
100 ñòîëèö.

4. Íà ñòîëå ëåæàò êàðòèíêàìè âíèç 8 èãðàëüíûõ êàðò. Âû ìîæåòå
óêàçàòü íà ëþáóþ ãðóïïó êàðò (â ÷àñòíîñòè, íà îäíó êàðòó, èëè, íàïðè-
ìåð, íà âñå 8) è ñïðîñèòü, ñêîëüêî êàðò áóáíîâîé ìàñòè â ýòîé ãðóïïå.
Â êà÷åñòâå îòâåòà Âàì ñîîáùàò ÷èñëî, îòëè÷àþùååñÿ îò èñòèííîãî çíà-
÷åíèÿ íà 1. Êàê ïðè ïîìîùè 5 âîïðîñîâ óçíàòü ÷èñëî áóáíîâûõ êàðò,
ëåæàùèõ íà ñòîëå?

5. Ñóùåñòâóåò ëè øåñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
ëþáûõ äâóõ èç íèõ äåëèòñÿ íà ñóììó ýòèõ æå äâóõ ÷èñåë?

Óçíàåì, ÷òî âû óçíàëè. 14.07.2010

1. Íàéäèòå ñóììó 1 · 1! + 2 · 2! + . . .+ n · n! .
2. Íà øàõìàòíîé äîñêå 9 × 9 ðàññòàâëåíû 9 íå áüþùèõ äðóã äðóãà

ëàäåé. Êàæäóþ ëàäüþ ïåðåäâèíóëè õîäîì êîíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî òåïåðü
êàêèå-òî äâå ëàäüè áüþò äðóã äðóãà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî (2n − 1)n − 3 äåëèòñÿ íà 2n − 3.
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4. Äîêàæèòå, ÷òî Ck+1
n+1 = Ck

n +Ck+1
n à) ïîäñ÷åòîì; á) íå èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó äëÿ Ck
n.

5. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè âûïèñûâàþò íà äîñêó ðàçëè÷íûå äåëèòå-
ëè ÷èñëà n. Ïðè ýòîì íåëüçÿ âûïèñûâàòü ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì
ïîñëåäíåãî âûïèñàííîãî. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.
Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

6.Ïî êðóãó âûïèñàíû 6 öèôð. Åñëè èõ ïðî÷åñòü ñ íåêîòîðîãî ìåñòà ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå êàê ÷èñëî, òî îíî äåëèòñÿ íà 27. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
÷èñëî, ïðî÷èòàííîå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ëþáîãî äðóãîãî ìåñòà, òîæå
áóäåò äåëèòüñÿ íà 27.

7. Â êëåòêàõ êâàäðàòà 8×8 ðàññòàâëåíû ïëþñû è ìèíóñû. Çà îäèí õîä
ðàçðåøàåòñÿ ïîìåíÿòü âñå çíàêè íà ïðîòèâîïîëîæíûå â ëþáîì �êðåñòå�
(ò.å. âî âñåõ êëåòêàõ, íàõîäÿùèõñÿ â îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå ñ
äàííîé êëåòêîé, â òîì ÷èñëå è â ñàìîé ýòîé êëåòêå). Äîêàæèòå, ÷òî èç
ëþáîé ðàññòàíîâêè çíàêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ äðóãóþ.

Ãðàôû. 14.07.2010

1. Äîêàæèòå, ÷òî à) ëþáûå äâå âåðøèíû äåðåâà ñîåäèíåíû ðîâ-
íî îäíèì ïðîñòûì (ò. å. íåñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ) ïóòåì; á) ãðàô, â êî-
òîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì ïðîñòûì ïóòåì, �
äåðåâî.

2. Â ãîðîäå 101 ïëîùàäü: 100 ïëîùàäåé ðàñïîëîæåíû ïî îêðóæíîñòè
è åùå îäíà ïëîùàäü â öåíòðå. Êàæäàÿ ïëîùàäü íà îêðóæíîñòè ñîåäèíåíà
äîðîãîé ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè ïëîùàäÿìè íà îêðóæíîñòè è ñ öåíòðàëüíîé
ïëîùàäüþ. Íà âñåõ äîðîãàõ îðãàíèçîâàíî îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ñ ëþáîé ïëîùàäè ìîæíî âûåõàòü è íà ëþáóþ ïëîùàäü
ìîæíî âúåõàòü. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ëþáîé ïëîùàäè ìîæíî ïðîåõàòü íà
ëþáóþ äðóãóþ.

3. Ñëàâà ïî îäíîé ïåðåðåçàåò âåðåâî÷êè âîëåéáîëüíîé ñåòêè, èìå-
þùåé âèä ïðÿìîóãîëüíèêà m × n. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî âåðåâî÷åê
ìîæåò îí ðàçðåçàòü äî òîãî, êàê ñåòêà ðàñïàäåòñÿ íà êóñêè?

4. Äèìà íàðèñîâàë ïîëíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè. Êîëÿ ðåøèë ðàññòà-
âèòü íà âñåõ åãî ðåáðàõ ñòðåëêè òàê, ÷òîáû íå áûëî íè îäíîãî öèêëà.
à) Äîêàæèòå, ÷òî åìó ýòî óäàñòñÿ. á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò
ýòî ñäåëàòü?

5. Íàçîâåì ÷åëîâåêà ìàëîîáùèòåëüíûì, åñëè ó íåãî ìåíåå 10 çíàêî-
ìûõ. Íàçîâåì ÷åëîâåêà ÷óäàêîì, åñëè âñå åãî çíàêîìûå ìàëîîáùèòåëüíû.
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Äîêàæèòå, ÷òî ìàëîîáùèòåëüíûõ ëþäåé áîëüøå, ÷åì ÷óäàêîâ.
6. a) Âñå âåðøèíû ãðàôà ïîêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òî

ëþáîå ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû ðàçíûõ öâåòîâ (òàêîé ãðàô íàçû-
âàåòñÿ äâóäîëüíûì). Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå íåò öèêëîâ íå÷åòíîé
äëèíû. á) Â ãðàôå íåò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû. äîêàæèòå, ÷òî îí äâó-
äîëüíûé (òî åñòü, åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû
êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿëî äâå ðàçíîöâåòíûå âåðøèíû).

7. Â ãðàôå 2n + 1 âåðøèíà, à ðåáðà ïîêðàøåíû â êðàñíûé, ñèíèé è
çåëåíûé öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî ðåáðà ëþáûõ äâóõ öâåòîâ îáðàçóþò ñâÿç-
íûé ãðàô íà âñåõ âåðøèíàõ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð ìîæåò áûòü
â ýòîì ãðàôå?

Èíâàðèàíò. 15.07.2010

1. Â êàïèùå Áîãà Èíâàðèàíòà ïî êðóãó ïîäâåøåíî 12 ñâÿùåííûõ áó-
òûëîê, îäíà èç êîòîðûõ âèñèò ãîðëûøêîì âíèç, à îñòàëüíûå � ãîðëûø-
êîì ââåðõ. Æðåö óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè âìåñòî íåå ïåðåâåðíóòîé îêàæåò-
ñÿ ñîñåäíÿÿ áóòûëêà, ñòîèò îæèäàòü êðóïíûõ íåïðèÿòíîñòåé. a) Åñëè
äîáèòüñÿ òàêîãî ýôôåêòà, ïåðåâîðà÷èâàÿ ïî 6 ñîñåäíèõ áóòûëîê, òî áó-
äåò çåìëåòðÿñåíèå; á) åñëè ýòî ñäåëàòü, ïåðåâîðà÷èâàÿ ïî 4 ñîñåäíèõ
áóòûëêè, òî áóäåò íàâîäíåíèå; â) åñëè ïî 3 áóòûëêè � òî áóäåò êîíåö
ñâåòà; ã) à åñëè ïî 2 áóòûëêè � áóäåò ãðîì è ìîëíèÿ. Êàêèå ñòèõèéíûå
áåäñòâèÿ æðåö ìîæåò âûçâàòü?

2. Â êó÷å ëåæèò 2010 êàìíåé. Ìîæíî ïðîäåëûâàòü ñëåäóþùóþ îïå-
ðàöèþ � âûêèäûâàòü èç îäíîé èç èìåþùèõñÿ êó÷ êàìåíü, åñëè îí íå
ÿâëÿåòñÿ â íåé åäèíñòâåííûì, è äåëèòü ïîñëå ýòîãî îäíó èç êó÷ íà äâå.
Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â íåêîòîðûé ìîìåíò
âî âñåõ êó÷àõ áûëî ïî 3 êàìíÿ?

3. Â Ìàðñèàíñêîì ÿçûêå âñåãî äâå áóêâû: À è ß. Åñëè â ñëîâå çà-
ìåíèòü ñî÷åòàíèå Àß íà ßÀÀÀ èëè íàîáîðîò, à òàêæå åñëè âû÷åðêíóòü
èëè âñòàâèòü ïÿòü îäèíàêîâûõ áóêâ ïîäðÿä, òî ñìûñë ñëîâà íå èçìå-
íèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â ìàðñèàíñêîì ÿçûêå íå áîëüøå 25 ðàçëè÷íûõ ïî
ñìûñëó ñëîâ.

4. Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòíîé òàáëèöû 25×25 çàïèñàíà +1 èëè −1.
Ïóñòü a1, . . . , a25 � ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë ïî ñòðîêàì, à b1, . . . , b25 � ïðîèç-
âåäåíèÿ ÷èñåë ïî ñòîëáöàì òàáëèöû. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ðàññòàíîâêà
±1, ÷òî a1 + a2 + . . .+ a25 + b1 + b2 + . . .+ b25 = 0?
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5. Íà ñêëàäå åñòü n > 1 ðàçíûõ ìåøêîâ è ñòîðîæ. Êàæäûé ìåøîê
ëåæèò ëèáî íà ïîëó, ëèáî âíóòðè îäíîãî èç äðóãèõ ìåøêîâ. Âðåìÿ îò
âðåìåíè ñòîðîæ âûáèðàåò îäèí èç ëåæàùèõ íà ïîëó ìåøêîâ, âûíèìà-
åò èç íåãî è êëàäåò íà ïîë âñå ëåæàùèå â íåì ìåøêè è, îäíîâðåìåííî,
êëàäåò â íåãî âñå ìåøêè, êîòîðûå ðàíüøå ëåæàëè íà ïîëó (ñîäåðæèìîå
îñòàëüíûõ ìåøêîâ ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ). Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðàñïîëî-
æåíèé ìåøêîâ ìîæåò ïîëó÷èòü ñòîðîæ? (Äâà ðàñïîëîæåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ
îäèíàêîâûìè, åñëè ëþáîé ìåøîê èìååò â íèõ îäèíàêîâîå ñîäåðæèìîå.)

×èñëà è íå òîëüêî. 15.07.2010

1. à) Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íåò äåëèòåëåé, áîëüøèõ 1 è íå ïðåâîñ-
õîäÿùèõ

√
n. Äîêàæèòå, ÷òî n � ïðîñòîå ÷èñëî. á) Ó íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n íåò ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 3
√
n. Äîêàæèòå,

÷òî âñå ñîáñòâåííûå (ò. å. îòëè÷íûå îò 1 è ñàìîãî ÷èñëà) äåëèòåëè n �
ïðîñòûå ÷èñëà.

2. Ó ÷èñåë a è 2a îäèíàêîâûå ñóììû öèôð. Äîêàæèòå, ÷òî a äåëèòñÿ
íà 9.

3.Øåñòèêëàññíèêè â êîëè÷åñòâå 55 øòóê âñòàëè âîêðóã Îëüãè Ñåðãå-
åâíû (â îäèí ðÿä). Êàæäîìó èç íèõ ïðèñâîåí íîìåð îò 1 äî 55 � ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå. Îëüãà Ñåðãååâíà õîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå äàåò ïî êîíôåòå
êàæäîìó ñåìíàäöàòîìó, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî. ×åëîâåê ñ êàêèì íîìåðîì
ïîëó÷èò êîíôåòó ïîñëåäíèì?

4. Äîêàæèòå, ÷òî k · Ck
n = n · Ck−1

n−1 à) ïîäñ÷åòîì; á) íå èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó äëÿ Ck

n.
5. Â ãðóïïå ëþäåé íåêîòîðûå çíàêîìû. Åñëè âûáðàòü íåñêîëüêèõ èç

íèõ òàê, ÷òî êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ çíàêîì õîòÿ áû ñ îäíèì èç âûáðàí-
íûõ, òî îêàæåòñÿ, ÷òî âûáðàíî íå ìåíåå 10 ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî èç
ýòîé ãðóïïû ìîæíî âûáðàòü 10 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ ëþäåé.

6. Åñòü 20 ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ åñòü íàñòîÿùèå è ôàëüøèâûå, êî-
òîðûå ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Êàê çà 11 âçâåøèâàíèé îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî
ôàëüøèâûõ ìîíåò (îïðåäåëÿòü êàêèå èìåííî ìîíåòû ôàëüøèâûå íå îáÿ-
çàòåëüíî)?

Èíâàðèàíò è êëåòêè. 16.07.2010

1. Íà øåå èäîëà Áîãà Èíâàðèàíòà âèñèò îæåðåëüå ñîñòîÿùåå èç êðàñ-
íûõ è ñèíèõ áóñèíîê. Æðåö ìîæåò âñòàâèòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ áó-
ñèíêàìè êðàñíóþ áóñèíêó, ïîìåíÿâ ïðè ýòîì öâåòà ýòèõ äâóõ áóñèíîê.
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Òàêæå æðåö ìîæåò óáðàòü èç îæåðåëüÿ ëþáóþ êðàñíóþ áóñèíêó, ïîìå-
íÿâ ïðè ýòîì öâåòà åå ñîñåäåé (íî íåëüçÿ îñòàâëÿòü ìåíåå äâóõ áóñè-
íîê). Èçíà÷àëüíî îæåðåëüå ñîñòîÿëî èç äâóõ êðàñíûõ áóñèíîê. Ñìîæåò
ëè æðåö ïðè ïîìîùè òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü îæåðåëüå èç a) îäíîé
ñèíåé è îäíîé êðàñíîé áóñèíêè; á) âîñüìè êðàñíûõ áóñèíîê; â) îäíîé
êðàñíîé è øåñòè ñèíèõ áóñèíîê.

2. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 10, 11, 12. à) Çà õîä ìîæíî çàìåíèòü ïàðó
÷èñåë a, b íà ïàðó 2a− b, 2b−a. Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè ïîëó÷èòü
íà äîñêå ÷èñëà 14, 15, 16?

Çà õîä ìîæíî çàìåíèòü ïàðó ÷èñåë a, b íà ïàðó 2a+ b, 2b+ a. Ìîæíî
ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè ïîëó÷èòü íà äîñêå ÷èñëà á) 1000, 1002, 1004;
â) 1001, 1002, 1003; ã) 1001, 1003, 1005?

3. Êëåò÷àòûé êâàäðàò 20× 20 ðàçäåëåí ëîìàíîé äëèíû 40, ïðîõîäÿ-
ùåé ïî ëèíèÿì ñåòêè èç ëåâîãî íèæíåãî â ïðàâûé âåðõíèé óãîë. Êëåòêè
ïîä ëîìàíîé çàêðàøåíû. Ê çàêðàøåííîé îáëàñòè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-
ñîåäèíÿþòñÿ ïî äâå ñîñåäíèå (ïî ñòîðîíå) íîâûå êëåòêè, åñëè ïðè ýòîì
äëèíà ãðàíèöû, èäóùåé èç ëåâîãî íèæíåãî â ïðàâûé âåðõíèé óãîë, íå
èçìåíÿåòñÿ. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà òàêàÿ îïåðàöèÿ ñòàíåò íåâîç-
ìîæíà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óñòàíîâèòü, êàê áóäåò ïðîõîäèòü ãðàíèöà
â êîíöå, çíàÿ òîëüêî, êàê îíà ïðîõîäèò â íà÷àëå.

4. Åñòü êëåò÷àòàÿ äîñêà ðàçìåðîì 100× 100. Ïåòÿ è Âàñÿ ïî î÷åðåäè
êðàñÿò åå êëåòêè: Ïåòÿ â êðàñíûé öâåò, à Âàñÿ â ñèíèé öâåò. a) Çà-
ïðåùàåòñÿ êðàñèòü äâå êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó â ðàçíûå öâåòà.
á) Çàïðåùàåòñÿ êðàñèòü â ðàçíûå öâåòà äâå êëåòêè, èìåþùèå õîòÿ áû
îäíó îáùóþ òî÷êó. Êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, òîò ïðîèãðàë. Êòî âû-
èãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Äíî ïðÿìîóãîëüíîé êîðîáêè âûëîæåíî ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1× 4 è
êâàäðàòàìè 2×2. Ïîòîì îäèí êâàäðàò 2×2 çàìåíèëè íà ïðÿìîóãîëüíèê
1×4. Ìîæíî ëè òåïåðü âûëîæèòü ýòèìè ôèãóðêàìè äíî òîé æå êîðîáêè?

6. Ôèãóðà çàÿö õîäèò ëèáî íà îäíó êëåòêó ââåðõ ëèáî ïî äèàãîíàëè
âïðàâî-âíèç èëè âëåâî-âíèç. Çà êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî õîäîâ ýòà
ôèãóðà ìîæåò îáîéòè âñå êëåòêè äîñêè 7× 7.

Òåêñòîâûå çàäà÷è. 16.07.2010

1. Áàáà ßãà è Êàùåé ñîáðàëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ìóõîìîðîâ. Êîëè-
÷åñòâî êðàïèíîê íà ìóõîìîðàõ ó Áàáû ßãè â 13 ðàç áîëüøå, ÷åì ó Êàùåÿ.
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Áàáà ßãà ïîäàðèëà Êàùåþ ìóõîìîð ñ íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì êðàïè-
íîê, ïîñëå ÷åãî íà åå ìóõîìîðàõ îêàçàëîñü â 8 ðàç áîëüøå êðàïèíîê, ÷åì
ó Êàùåÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ó Áàáû ßãè áûëî íå áîëåå 23 ìóõîìîðîâ.

2. Ñïóñêàÿñü â ìåòðî, Ïåòÿ è Âàñÿ áåæàëè ïî äâèæóùåìóñÿ âíèç
ýñêàëàòîðó. Âàñÿ, ïîêà áåæàë, íàñ÷èòàë 60 ñòóïåíåê. Ïåòÿ áåæàë âäâîå
áûñòðåå Âàñè è íàñ÷èòàë 90 ñòóïåíåê. Ñêîëüêî ñòóïåíåê íàñ÷èòàë áû
êàæäûé èç íèõ, ñáåãàÿ ïî íåïîäâèæíîìó ýñêàëàòîðó?

3. Â 50-ìåòðîâîì áàññåéíå òðåíèðóþòñÿ äâà ïëîâöà. Îíè ñòàðòóþò
îäíîâðåìåííî, â îäíîì íàïðàâëåíèè ïî ñîñåäíèì äîðîæêàì, è ïëûâóò ñ
ïîñòîÿííûìè, íî ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè. Äîïëûâ äî áîðòèêà, ïëîâåö
ñðàçó ïîâîðà÷èâàåò è ïëûâåò íàçàä, à ïðîïëûâ êèëîìåòð � çàêàí÷èâàåò
òðåíèðîâêó è óõîäèò â ðàçäåâàëêó. Ñêîëüêî ðàç çà âðåìÿ òðåíèðîâêè
ïëîâöû âñòðåòèëèñü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ó áîðòèêà îíè íå âñòðå÷àëèñü íè
ðàçó? (Åñëè îäèí ïëîâåö äîãíàë äðóãîãî, ýòî òîæå ñ÷èòàåòñÿ âñòðå÷åé.)

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ýéëåðîâ öèêë, òî åñòü öèêë, ïðîõîäÿùèé ðîâíî
îäèí ðàç ïî êàæäîìó ðåáðó, ñóùåñòâóåò â ãðàôå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå âåðøèíû ãðàôà èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü. á) Äîêàæèòå, ÷òî
ýéëåðîâ ïóòü, òî åñòü ïóòü, ïðîõîäÿùèé ðîâíî îäèí ðàç ïî êàæäîìó ðåá-
ðó, ñóùåñòâóåò â ãðàôå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå âåðøèíû ãðàôà,
êðîìå, áûòü ìîæåò, äâóõ, èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü.

5. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî 3n > n2 ïðè n ∈ N è n ≥ 3.
6. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 9999 + 1 îêàí÷èâàåòñÿ ðîâíî îäíèì íóëåì.

á) Ñêîëüêèìè íóëÿìè îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 9999 + 1?

Êîðîòêàÿ 17.07.2010

1. Â êîðîëåâñòâå À÷óõîíèÿ æèâóò ðûöàðè, ïðèíöåññû è äðàêîíû.
Äðàêîíû ìîãóò åñòü ïðèíöåññ, ðûöàðè � óáèâàòü äðàêîíîâ, à ïðèíöåñ-
ñû � èçâîäèòü ðûöàðåé. Êíèãà î âêóñíîé è çäîðîâîé ïèùå çàïðåùàåò
äðàêîíàì åñòü ïðèíöåññ, èçâåäøèõ íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé. Êîäåêñ
ðûöàðñêîé ÷åñòè íå ïîçâîëÿåò óáèâàòü äðàêîíà, ñúåâøåãî íå÷åòíîå ÷èñ-
ëî ïðèíöåññ. À òàéíûé æåíñêèé ñãîâîð ðåêîìåíäóåò èçâîäèòü ðûöàðÿ,
òîëüêî åñëè êîëè÷åñòâî óáèòûõ èì äðàêîíîâ ÷åòíî. Êîãäà-òî â À÷óõîíèè
æèëî 100 äðàêîíîâ, 99 ïðèíöåññ è 101 ðûöàðü, à ñåé÷àñ � òîëüêî îäíî
æèâîå ñóùåñòâî. Êàêîå?

2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y òàêîâû, ÷òî x2 = y3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
xy ÿâëÿåòñÿ ïÿòîé ñòåïåíüþ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
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3. (Áèíîì Íüþòîíà) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a è b è íàòóðàëü-
íîãî n âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

(a+ b)n = C0
na

n + C1
na

n−1b+ . . .+ Cn−1
n abn−1 + Cn

nb
n.

4. Øàõìàòíàÿ ôèãóðà ïóëåìåò÷èê áüåò â êàêîì-òî îäíîì íàïðàâ-
ëåíèè (íàïðàâî, íàëåâî, ââåðõ èëè âíèç) íà ëþáîå ÷èñëî êëåòîê. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íå áüþùèõ äðóã äðóãà ïóëåìåò÷èêîâ ìîæíî ðàñ-
ñòàâèòü íà äîñêå 20× 20?

Ìàòáîé 6-1 � ïðîôè-7-1 . 17.07.2010

1. Â êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíèêà 5 × 9 ñòîÿò 33 ôèøêè. Õîä ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âñå ôèøêè îäíîâðåìåííî ñäâèãàþòñÿ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ôèøêà
îêàçàëàñü íà êëåòêå, ñîñåäíåé ñ èñõîäíîé. Ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ ñòàâèòü
äâå ôèøêè íà îäíó êëåòêó (â òîì ÷èñëå è â íà÷àëüíîé ïîçèöèè). Êðîìå
òîãî, åñëè êàêàÿ-òî ôèøêà ïåðåäâèíóëàñü ïî ãîðèçîíòàëè, òî â ñëåäóþ-
ùèé õîä îíà äîëæíà ïåðåäâèãàòüñÿ ïî âåðòèêàëè, è íàîáîðîò. Äîêàæèòå,
÷òî ïî ýòèì ïðàâèëàì íåâîçìîæíî ñäåëàòü ïîäðÿä 100 õîäîâ.

2. Äåëèòñÿ ëè íà 5 êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïÿòåðîê íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (a1, a2, a3, a4, a5) òàêèõ, ÷òî

1
a1

+ 1
a2

+ 1
a3

+ 1
a4

+ 1
a5

= 1
67

?
3. Ïî êðóãó ñòîÿò ÷èñëà îò 1 äî 30. Âàñÿ êàæäóþ ìèíóòó ìåíÿåò

ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ÷èñëà îêàçàëèñü
íà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ìåñòàõ. Äîêàæèòå, ÷òî â êàêîé-òî
ìîìåíò Âàñÿ ïîìåíÿë ìåñòàìè äâà ÷èñëà, äàþùèõ â ñóììå 31.

4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π(n) êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ n. Äîêàæèòå, ÷òî π(2n)− π(n) ≥ π(n! + 2n)− π(n! + n).

5. Â îäíîêðóãîâîì ôóòáîëüíîì òóðíèðå ó÷àñòâóþò n êîìàíä (ëþ-
áûå äâå êîìàíäû ñûãðàëè ðîâíî îäèí ìàò÷ ìåæäó ñîáîé). Ïðè êàêèõ n
òóðíèð ìîã çàêîí÷èòüñÿ òàê, ÷òî ó êàæäîé êîìàíäû êîëè÷åñòâî íè÷üèõ
ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîðàæåíèé?

6. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k ïîëîñêó êëåò÷àòîé áóìàãè øèðèíîé 2 è
äëèíîé k êëåòî÷åê ìîæíî áåç îñòàòêà ðàçðåçàòü íà 7 êëåò÷àòûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò îäèíàêîâûõ?

7.Ïî äîðîãå øëà òîëïà ëþäåé. Áîëåå òðåòè èç íèõ ïîâåðíóëè íàïðàâî,
áîëåå 30% � íàëåâî, à âñå îñòàëüíûå, êîòîðûõ îêàçàëîñü áîëåå 4/11, �
ðàçâåðíóëèñü è ïîøëè îáðàòíî. Äîêàæèòå, ÷òî â òîëïå áûëî íå ìåíåå
173 ÷åëîâåê.
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8. Â àêöèîíåðíîì îáùåñòâå �Åëêè-ïàëêè� 1994 àêöèîíåðà. Ëþáûå
1000 èç íèõ âìåñòå îáëàäàþò íå ìåíåå, ÷åì 50% àêöèé îáùåñòâà. Êàêóþ
íàèáîëüøóþ äîëþ àêöèé ìîæåò èìåòü îäèí àêöèîíåð?

Ìàòáîé 6-2 � ïðîôè-7-2 . 17.07.2010

1. Â êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíèêà 5 × 9 ñòîÿò 33 ôèøêè. Õîä ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âñå ôèøêè îäíîâðåìåííî ñäâèãàþòñÿ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ôèøêà
îêàçàëàñü íà êëåòêå, ñîñåäíåé ñ èñõîäíîé. Ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ ñòàâèòü
äâå ôèøêè íà îäíó êëåòêó (â òîì ÷èñëå è â íà÷àëüíîé ïîçèöèè). Êðîìå
òîãî, åñëè êàêàÿ-òî ôèøêà ïåðåäâèíóëàñü ïî ãîðèçîíòàëè, òî â ñëåäóþ-
ùèé õîä îíà äîëæíà ïåðåäâèãàòüñÿ ïî âåðòèêàëè, è íàîáîðîò. Äîêàæèòå,
÷òî ïî ýòèì ïðàâèëàì íåâîçìîæíî ñäåëàòü ïîäðÿä 100 õîäîâ.

2. Äåëèòñÿ ëè íà 5 êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïÿòåðîê íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (a1, a2, a3, a4, a5) òàêèõ, ÷òî

1
a1

+ 1
a2

+ 1
a3

+ 1
a4

+ 1
a5

= 1
67

?
3. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà 100 < m < 200, äëÿ êîòîðûõ ñóùå-

ñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî mn � êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà, à m− n �
ïðîñòîå ÷èñëî.

4. Êàæäûé èç 38 ïîïóãàåâ çàâÿçàë íà óäàâå ïî îäíîìó óçëó. Åñëè
ñëîæèòü óäàâà âäâîå èëè âòðîå, òî êàæäûé óçåë ïîïàäåò ðîâíî íà îäèí
äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óäàâà ñëîæèòü âøåñòåðî, òî êàêîé-òî óçåë
ïîïàäåò íà ñãèá.

5. Â îäíîêðóãîâîì ôóòáîëüíîì òóðíèðå ó÷àñòâóþò n êîìàíä (ëþ-
áûå äâå êîìàíäû ñûãðàëè ðîâíî îäèí ìàò÷ ìåæäó ñîáîé). Ïðè êàêèõ n
òóðíèð ìîã çàêîí÷èòüñÿ òàê, ÷òî ó êàæäîé êîìàíäû êîëè÷åñòâî íè÷üèõ
ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîðàæåíèé?

6. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k ïîëîñêó êëåò÷àòîé áóìàãè øèðèíîé 2 è
äëèíîé k êëåòî÷åê ìîæíî áåç îñòàòêà ðàçðåçàòü íà 7 êëåò÷àòûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò îäèíàêîâûõ?

7.Ïî äîðîãå øëà òîëïà ëþäåé. Áîëåå òðåòè èç íèõ ïîâåðíóëè íàïðàâî,
áîëåå 30% � íàëåâî, à âñå îñòàëüíûå, êîòîðûõ îêàçàëîñü áîëåå 4/11, �
ðàçâåðíóëèñü è ïîøëè îáðàòíî. Äîêàæèòå, ÷òî â òîëïå áûëî íå ìåíåå
173 ÷åëîâåê.

8. Ñóììàðíûé âîçðàñò 33 îäíîêëàññíèêîâ ñîñòàâëÿåò 430 ëåò. Äî-
êàçàòü, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü 20 òàê, ÷òî èõ ñóììàðíûé âîçðàñò
ñîñòàâèò áîëåå 260 ëåò.
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Ìàòáîé 6 � 7 . 17.07.2010

1. Â êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíèêà 5 × 9 ñòîÿò 33 ôèøêè. Õîä ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âñå ôèøêè îäíîâðåìåííî ñäâèãàþòñÿ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ôèøêà
îêàçàëàñü íà êëåòêå, ñîñåäíåé ñ èñõîäíîé. Ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ ñòàâèòü
äâå ôèøêè íà îäíó êëåòêó (â òîì ÷èñëå è â íà÷àëüíîé ïîçèöèè). Êðîìå
òîãî, åñëè êàêàÿ-òî ôèøêà ïåðåäâèíóëàñü ïî ãîðèçîíòàëè, òî â ñëåäóþ-
ùèé õîä îíà äîëæíà ïåðåäâèãàòüñÿ ïî âåðòèêàëè, è íàîáîðîò. Äîêàæèòå,
÷òî ïî ýòèì ïðàâèëàì íåâîçìîæíî ñäåëàòü ïîäðÿä 100 õîäîâ.

2. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k ïîëîñêó êëåò÷àòîé áóìàãè øèðèíîé 2 è
äëèíîé k êëåòî÷åê ìîæíî áåç îñòàòêà ðàçðåçàòü íà 7 êëåò÷àòûõ ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ, ñðåäè êîòîðûõ íåò îäèíàêîâûõ?

3. Áàññåéí íàïîëíÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ òðóáàìè. Åñëè îäíîâðåìåííî âêëþ-
÷èòü ïåðâóþ, âòîðóþ è òðåòüþ, îí íàïîëíèòñÿ çà 10 ÷àñîâ, åñëè âòîðóþ,
òðåòüþ è ÷åòâ¼ðòóþ - çà 8 ÷àñîâ, åñëè âòîðóþ è òðåòüþ - çà 15 ÷àñîâ.
Çà êàêîå âðåìÿ íàïîëíèòñÿ áàññåéí, åñëè îäíîâðåìåííî âêëþ÷èòü âñå
÷åòûðå òðóáû?

4. Âñòðåòèëèñü êàê-òî ïðàâäèâûé ÷åëîâåê, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò
ïðàâäó, ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò, è ïîëèòèê, êîòîðûé ãîâîðèò òî, ÷òî
åìó âûãîäíî â äàííûé ìîìåíò. Êàæäîìó èç íèõ çàäàëè âîïðîñ, êòî îí.
Ïåðâûé ñêàçàë, ÷òî îí ïðàâäèâûé ÷åëîâåê, âòîðîé - ÷òî îí ëæåö, à òðå-
òèé - ÷òî îí íå ïîëèòèê. Êòî åñòü êòî íà ñàìîì äåëå?

5. Íà ìèêðîêàëüêóëÿòîðå ÒûêÄûê-2000 åñòü êíîïêè �+1�, �−16�,
�−9� è �+8�, ïðè÷¼ì êàëüêóëÿòîð âçðûâàåòñÿ, êàê òîëüêî â íåãî ïîïàäàåò
÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 8. Äîêàæèòå, ÷òî èç ÷èñëà 1 íåëüçÿ ïîëó÷èòü ðîâíî
çà 2000 îïåðàöèé ÷èñëî 2001, íå âçîðâàâ êàëüêóëÿòîð.

6. Â êîðîëåâñòâå Ëîãðèÿ æèâóò ðûöàðè. Ëþáûå äâà èç íèõ âðàæäóþò
(íàïðèìåð, ñýð Ãàâåéí âðàæäóåò ñ ñýðîì Ëàíñåëîòîì), äðóæàò, èëè âîâñå
äðóã ê äðóãó áåçðàçëè÷íû. Äðóã âðàãà ðûöàðÿ � âðàã ýòîãî ðûöàðÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû ó îäíîãî ðûöàðÿ âðàãîâ áîëüøå, ÷åì äðóçåé.

7. Ñóììàðíûé âîçðàñò 33 îäíîêëàññíèêîâ ñîñòàâëÿåò 430 ëåò. Äî-
êàçàòü, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü 20 òàê, ÷òî èõ ñóììàðíûé âîçðàñò
ñîñòàâèò áîëåå 260 ëåò.

8. Äåëèòñÿ ëè íà 5 êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïÿòåðîê íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (a1, a2, a3, a4, a5) òàêèõ, ÷òî

1
a1

+ 1
a2

+ 1
a3

+ 1
a4

+ 1
a5

= 1
67

?
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×èñëà 19.07.2010

1. ×åðåç [m,n] è (m,n) îáîçíà÷àþòñÿ ÍÎÊ è ÍÎÄ ÷èñåë m è n ñî-
îòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è n
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî [m,n](m,n) = mn.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå [m,n]− (m,n) = mn
3
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

3. Ïóñòü a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò 5a−1 è a−10.
Äîêàæèòå, ÷òî p äåëèò a− 3.

4. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî m3 äåëèòñÿ íà m + n. Äî-
êàæèòå, ÷òî n3 òàêæå äåëèòñÿ íà m+ n.

5. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è m âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò íàòóðàëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî nk − 1

... m.
6. Íàçîâåì ïàðó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë êâàäðàòíîé, åñëè è èõ ñóììà, è

èõ ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå,
÷òî ÷èñëî 3 íå âõîäèò íè â îäíó êâàäðàòíóþ ïàðó.

7. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 2x + 7y = 19z.
8. à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ òî÷íîãî êóáà íà òî÷íûé êâàäðàò. á) Äî-
êàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÷àñòíîãî îò
äåëåíèÿ òî÷íîãî êâàäðàòà íà òî÷íûé êóá.

Íå ÷èñëà 19.07.2010

1. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 6 ìàëü÷èêîâ, èçíà÷àëüíî ó êàæäîãî èç
íèõ ïî 11 áóëî÷åê. Êàæäóþ ìèíóòó îäèí èç ìàëü÷èêîâ ïåðåäàåò îäíó èç
èìåþùèõñÿ ó íåãî áóëî÷åê ñâîåìó ñîñåäó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. ×åðåç 51
ìèíóòó ó ïåðâîãî, òðåòüåãî è ïÿòîãî ìàëü÷èêà îêàçàëîñü ïî 22 áóëî÷êè,
à ó îñòàëüíûõ � íè îäíîé. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ìàëü÷èê õîòÿ áû ðàç
ïåðåäàë îäíó èç áóëî÷åê.

2. Õîêêåéíûé ìàò÷ ñáîðíîé �Çâåçäû Ðîññèè� ïðîòèâ �Ñèáèðè� (Íî-
âîñèáèðñê) çàêîí÷èëñÿ ñî ñ÷åòîì 17 : 6 â ïîëüçó �çâåçä�. Äîêàæèòå, ÷òî
â ìàò÷å áûë ìîìåíò, êîãäà �Ñèáèðü� óæå çàáèëà ñòîëüêî øàéá, ñêîëüêî
çâåçäàì åùå îñòàâàëîñü çàáèòü äî êîíöà ìàò÷à.

3. Ïî êðóãó ñòîÿò ÷èñëà îò 1 äî 30. Âàñÿ êàæäóþ ìèíóòó ìåíÿåò
ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ÷èñëà îêàçàëèñü
íà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ìåñòàõ. Äîêàæèòå, ÷òî â êàêîé-òî
ìîìåíò Âàñÿ ïîìåíÿë ìåñòàìè äâà ÷èñëà, äàþùèõ â ñóììå 31.

4. Íà êîíòðîëüíîé ðàáîòå ïî ïåðåêðàøèâàíèþ þíûé õàìåëåîí ïå-
ðåêðàøèâàëñÿ èç êðàñíîãî öâåòà â æåëòûé, èç æåëòîãî � â çåëåíûé, èç
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çåëåíîãî � â ñèíèé, èç ñèíåãî � â ôèîëåòîâûé, à èç ôèîëåòîâîãî � îïÿòü
â êðàñíûé. Õàìåëåîí ïåðåêðàñèëñÿ 2010 ðàç è ñòàë èç ôèîëåòîâîãî ñè-
íèì. Èçâåñòíî, ÷òî îí äîïóñòèë îäíó îøèáêó, èç-çà êîòîðîé ïîêðàñíåë,
êîãäà íå äîëæåí áûë ýòîãî äåëàòü. Êàêîãî öâåòà îí áûë ïåðåä ýòèì ïî-
êðàñíåíèåì?

5. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 5, 6, 7. Çà õîä ìîæíî çàìåíèòü ïàðó ÷èñåë
a, b íà ïàðó a2

b
, b2

a
. Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè ïîëó÷èòü íàáîð 10, 11,

12?
6. Â ÷åìïèîíàòå ïî ïèíã-ïîíãó â îäèí êðóã (êàæäûé ñ êàæäûì ñûãðàë

ðîâíî îäèí ðàç) ó÷àñòâîâàëî 30 ÷åëîâåê, ïðè÷åì íèêòî íå îäåðæàë ðîâíî
7 ïîáåä. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü òðè èãðîêà A, B è C òàêèõ, ÷òî A âûèãðàë
ó B, B âûèãðàë ó C, à C âûèãðàë ó A.

Ïðèíöèï Äèðèõëå 20.07.2010

1. Íà äîñêå 8 × 8 ñòîèò 51 ëàäüÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäàÿ áüåò õîòÿ
áû îäíó èç îñòàâøèõñÿ.

2. Êàæäîå èç 8 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 15.
Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè èõ ïîïàðíûõ ðàçíîñòåé åñòü 3 îäèíàêîâûõ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âñåãäà ìîæíî âûáðàòü
íåñêîëüêî, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà n.

4. Ôèãóðà ìàãàðàäæà áüåò è êàê êîíü è êàê ôåðçü. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî ìàãàðäæ ìîæíî ïîñòàâèòü íà äîñêå à) 6×6; á) 7×7; â) 8×
8.

5. Ïî êðóãó ñòîÿò 2007 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ
ðàâíà 7025. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ åñòü ÷åòûðå èäóùèõ ïîäðÿä ÷èñëà,
ñóììà êîòîðûõ áîëüøå 14.

6. Â àêöèîíåðíîì îáùåñòâå �Åëêè-ïàëêè� 1994 àêöèîíåðà. Ëþáûå
1000 èç íèõ âìåñòå îáëàäàþò íå ìåíåå, ÷åì 50% àêöèé îáùåñòâà. Êàêóþ
íàèáîëüøóþ äîëþ àêöèé ìîæåò èìåòü îäèí àêöèîíåð?

Êîìáèíàòîðèêà 20.07.2010

1. Ó êàæäîãî èç ìàðñèàí ïî 3 ðóêè. Íåñêîëüêî ìàðñèàí âçÿëèñü çà
ðóêè òàê, ÷òî ñâîáîäíûõ ðóê íå îñòàëîñü. à) Ìîãëî ëè ìàðñèàí áûòü 2011?
á) Ïóñòü ó êàæäîãî èç íèõ åñòü íåñêîëüêî àíòåíí, è ðóêè äðóã äðóãó
ïîæèìàþò ìàðñèàíå, ó îäíîãî èç êîòîðûõ àíòåíí â 3 ðàçà áîëüøå, ÷åì
ó äðóãîãî. Ìîæåò ëè ó âñåõ âìåñòå áûòü ðîâíî 2011 àíòåíí?
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2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðàô ìîæíî íàðèñîâàòü îäíèì ðî-
ñ÷åðêîì ïåðà, ïðîâåäÿ êàæäîå ðåáðî äâàæäû.

3. à) Ìîæíî ëè èç êóñêà ïðîâîëîêè äëèíîé 12 äì, íå ëîìàÿ åãî íà
êóñêè, ñîãíóòü êàðêàñ êóáà ñ ðåáðîì 1 äì? á) Íà êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî êóñêîâ íóæíî åãî ðàçëîìàòü, ÷òîáû ýòî ñòàëî âîçìîæíî?

4. Â êëóáå âñòðåòèëèñü 20 äæåíòëüìåíîâ. Íåêîòîðûå áûëè â øëÿïàõ,
à íåêîòîðûå � íåò. Âðåìÿ îò âðåìåíè îäèí èç äæåíòëüìåíîâ ñíèìàë ñ
ñåáÿ øëÿïó è íàäåâàë åå íà îäíîãî èç òåõ, ó êîãî â ýòîò ìîìåíò øëÿïû
íå áûëî. Â êîíöå 10 äæåíòëüìåíîâ ïîäñ÷èòàëè, ÷òî êàæäûé èç íèõ îò-
äàâàë øëÿïó áîëüøå ðàç, ÷åì ïîëó÷àë. Ñêîëüêî äæåíòëüìåíîâ ïðèøëè
â øëÿïàõ?

5. Â àëôàâèòå ÿçûêà ïëåìåíè ÌÓÌÁÎ-ÞÌÁÎ âñåãî äâå áóêâû À
è Á. Äâà ñëîâà îçíà÷àþò îäíî è òî æå, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî
ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî ÷èñëà òàêèõ îïåðàöèé: âû÷¼ðêèâàíèÿ òð¼õ ïîä-
ðÿä èäóùèõ áóêâ À, âñòàâêè òðåõ áóêâ À â ëþáîå ìåñòî, çàìåíû ëþáîãî
íàáîðà ñòîÿùèõ ðÿäîì áóêâ ÀÁÀ íà íàáîð ñòîÿùèõ ðÿäîì áóêâ ÁÀÀÁ
èëè îáðàòíîé çàìåíû. Âåðíî ëè, ÷òî ñëîâî ÀÁÁ. . . Á è ñëîâî ÁÁ. . . ÁÀ (â
êàæäîì èç ýòèõ ñëîâ áóêâà Á âñòðå÷àåòñÿ 2000 ðàç) îçíà÷àþò îäíî è òî
æå?

6. Â ðÿä ñòîÿò 30 ñàïîã: 15 ëåâûõ è 15 ïðàâûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
íåêîòîðûõ äåñÿòè ïîäðÿä ñòîÿùèõ ñàïîã ëåâûõ è ïðàâûõ ïîðîâíó.

7. Äàíî à) 9; á) 10 ìîíåò, îäíà èç êîòîðûõ ôàëüøèâàÿ, è äâóõ-
÷àøå÷íûå âåñû áåç ãèðü. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, à ôàëü-
øèâàÿ ìîíåòà ëåã÷å íàñòîÿùåé. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé
ìîæíî çàâåäîìî îïðåäåëèòü ôàëüøèâóþ ìîíåòó?

Èíôîðìàöèîííàÿ 21.07.2010

1. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 8 ðàçáèò íà 64 ðàâíî-
ñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêà. Îäèí èç ìàëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ ïîêðàøåí
íåâèäèìîé êðàñêîé, êîòîðóþ âèäèò Ìàêñèì â ñïåöèàëüíûõ î÷êàõ. Íè-
êèòà çà îäèí âîïðîñ ìîæåò óçíàòü åñòü ëè çàêðàøåííûé òðåóãîëüíèê â
íåêîòîðîì ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå (êîòîðûé ìîæåò âûëåçàòü çà
ãðàíèöû èñõîäíîãî). Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âîïðîñîâ Íèêèòà
ìîæåò óçíàòü, êàêîé èìåííî òðåóãîëüíèê çàêðàøåííûé.

2. Ó Âàíè åñòü 5 ãèðåê ñ âåñàìè 1ã, 2ã, 3ã, 4ã, 5ã. Çà îäèí âîïðîñ Âàíÿ
ìîæåò âûáðàòü òðè ãèðüêè è óçíàòü, âåðíî ëè, ÷òî âåñ ïåðâîé ìåíüøå
âåñà âòîðîé, à âåñ âòîðîé ìåíüøå âåñà òðåòüåé (îòâåò �äà�, òîëüêî åñëè
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âûïîëíåíû îáà óòâåðæäåíèÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � �íåò�). Âàíÿ õî÷åò
óïîðÿäî÷èòü ãèðè ïî âîçðàñòàíèþ. Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âî-
ïðîñîâ îí ñìîæåò ýòî ñäåëàòü?

3. Â êîìïàíèþ èç n ÷åëîâåê ïðèøåë æóðíàëèñò. Åìó èçâåñòíî, ÷òî â
ýòîé êîìïàíèè åñòü ÷åëîâåê, êîòîðûé çíàåò âñåõ, íî êîòîðîãî íå çíàåò íè-
êòî. Æóðíàëèñò ìîæåò çàäàâàòü âîïðîñû âèäà �çíàåòå ëè Âû òàêîãî-òî�
ëþáîìó ÷åëîâåêó. Ïðè ýòîì, îäíîìó ÷åëîâåêó ìîæíî çàäàâàòü íåñêîëüêî
âîïðîñîâ, è âñå îòâåòû ïðàâäèâû. à) Ìîæíî ëè çà n− 1 âîïðîñ óçíàòü,
êòî ýòîò ÷åëîâåê? á) Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âîïðîñîâ ýòî ìîæíî
óçíàòü?

4. Äâîå ïî î÷åðåäè îòìå÷àþò ïî îäíîé âåðøèíå ïðàâèëüíîãî
108-óãîëüíèêà, ïðè÷åì äâàæäû îòìå÷àòü îäíó âåðøèíó íåëüçÿ. Ïðîèã-
ðûâàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî âïåðâûå îêàæóòñÿ îòìå÷åííûìè âñå
âåðøèíû êàêîãî-ëèáî ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Êòî âûèãðàåò ïðè
ïðàâèëüíîé èãðå?

5. à) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî 4-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç öèôð 0, 3,
6, 9 (âñå ïî îäíîìó ðàçó), äåëÿùèõñÿ íà 11.

á) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî 10-çíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû êîòîðûõ ðàç-
ëè÷íû, è êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 11111.

6. Ìîæíî ëè â êâàäðàòå 10× 10 êëåòîê òàê ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå
÷èñëà, ÷òîáû ïðè ëþáîì ðàñïîëîæåíèè ôèãóðêè âèäà ñóììà ÷èñåë

â åå ïÿòè êëåòêàõ áûëà ðàâíà 105, à â êàæäîé ôèãóðå âèäà èëè
ñóììà ÷èñåë áûëà ðàâíà 40?

7. Íåñêîëüêî øàõìàòèñòîâ çàïëàíèðîâàëè ñûãðàòü òóðíèð â îäèí
êðóã. Ê ñîæàëåíèþ, äâîå èç íèõ çàáîëåëè, óñïåâ ñûãðàòü ïî ïÿòü ïàð-
òèé è âñå ïîñëåäóþùèå ïàðòèè ñ èõ ó÷àñòèåì ïðèøëîñü îòìåíèòü. Âñåãî
áûëî ñûãðàíî 38 ïàðòèé. Óñïåëè ëè çàáîëåâøèå øàõìàòèñòû ñûãðàòü
äðóã ñ äðóãîì?

Çàêëþ÷èòåëüíûé ðàçíîáîé÷èê. 22.07.2010

1. Èç ñâÿçíîãî ãðàôà, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû 10, óäà-
ëèëè ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

2. Êëåòêè ïîëîñêè 1 × n ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîíóìåðîâàíû íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè îò 1 äî n. Äâîå èãðîêîâ äåëàþò õîäû ïî î÷åðåäè. Çà îäèí
õîä ðàçðåøàåòñÿ çà÷åðêíóòü ëþáóþ êëåòêó ïîëîñêè ëèáî äâå ñîñåäíèå
êëåòêè, ìåíüøèé èç íîìåðîâ êîòîðûõ ÷åòåí. Íåëüçÿ çà÷åðêèâàòü êëåòêó
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äâàæäû. Ïðîèãðûâàåò òîò èãðîê, êîòîðûé íå ñìîæåò ñäåëàòü î÷åðåäíîé
õîä. Êòî èç èãðîêîâ èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ? a) Ïðè n = 2010;
á) ïðè ïðîèçâîëüíîì n?

3. Îêîëî áåíçîêîëîíêè ñ íåîãðàíè÷åííûì çàïàñîì áåíçèíà ñòîÿò 2
ãðóçîâèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ íà ïîëíîé çàïðàâêå ìîæåò ïðîåõàòü
100 êì. Ìàøèíû ìîãóò çàïðàâëÿòüñÿ íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ðàç-
ðåøàåòñÿ òàêæå ïåðåëèâàòü áåíçèí èç îäíîãî áåíçîáàêà â äðóãîé. Äîêà-
æèòå, ÷òî îäíà èç ìàøèí ìîæåò ñ ïîìîùüþ äðóãîé äîåõàòü äî ãîðîäà,
ðàñïîëîæåííîãî a) â 150 êì îò áåíçîêîëîíêè; á) â 172 êì îò áåíçî-
êîëîíêè. â) Åñëè åñòü 3 òàêèõ æå ãðóçîâèêà, òî îäèí èç íèõ ìîæåò ñ
ïîìîùüþ îñòàëüíûõ äîåõàòü äî ãîðîäà â 235 êì îò áåíçîêîëîíêè.

4. Kàæäûé ñîòðóäíèê êîìïàíèè �Êàêà-êîëà�, èìåþùèé ÷åòíîå ÷èñëî
çíàêîìûõ ñðåäè ñîòðóäíèêîâ, ïîñëàë èì ïî ïèñüìó, à êàæäûé èç îñòàëü-
íûõ ñîòðóäíèêîâ êîìïàíèè ïîñëàë ïî ïèñüìó âñåì íåçíàêîìûì. Òåääè
ïîëó÷èë 99 ïèñåì. Äîêàæèòå, ÷òî îí ïîëó÷èò åùå õîòÿ áû îäíî ïèñüìî.

5. Ðåøèòå â ïðîñòûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå p2 + q = 5q2 + p.
6. Ïðè äåëåíèè íåêîòîðîãî ÷èñëà íà 13 è 15 ñ îñòàòêîì ïîëó÷èëèñü

îäèíàêîâûå íåïîëíûå ÷àñòíûå. Íàéäèòå íàèáîëüøåå òàêîå ÷èñëî.
7. Â êëåòêàõ òàáëèöû 11 × 11 ðàññòàâëåíû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà

îò 1 äî 121. Äèìà ïîñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå, à Ñà-
øà � ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå. Ìîãëè ëè îíè ïîëó÷èòü
îäèíàêîâûå íàáîðû èç 11 ÷èñåë?

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà.

1. Âîëøåáíûé êóñîê êîæè âûïîëíÿåò æåëàíèÿ. Ïîñëå êàæäîãî æå-
ëàíèÿ åãî äëèíà óìåíüøàòñÿ â 2 ðàçà, à øèðèíà � íà òðåòü. Ïîñëå ïÿòè
æåëàíèé åãî ïëîùàäü áûëà ðàâíà 12, à ïîñëå äâóõ øèðèíà � 9. Íàéäèòå,
êàêîãî ðàçìåðà áûë âîëøåáíûé êóñîê èçíà÷àëüíî.

2. Â êëàññå íå áîëåå 40 ó÷åíèêîâ, è ðîñò êàæäîãî âûðàæàåòñÿ öåëûì
÷èñëîì ñàíòèìåòðîâ. Ñðåäíèé ðîñò âñåõ ó÷åíèêîâ êëàññà, êðîìå ñàìîãî
âûñîêîãî, ðàâåí 148 3/4 ñì, à ñðåäíèé ðîñò âñåõ ó÷åíèêîâ êëàññà, êðî-
ìå ñàìîãî íèçêîãî, ðàâåí 149 4/7 ñì. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ìîæåò áûòü â
êëàññå?

3. Åñòü íåòî÷íûå âåñû, êîòîðûå â ñëó÷àå ðàâíîâåñèÿ ïîêàçûâàþò ïå-
ðåâåñ ëåâîé ÷àøè (èíà÷å ðàáîòàþò ïðàâèëüíî). Êðîìå òîãî åñòü íåñêîëü-
êî ìîíåò, ñðåäè êîòîðûõ îäíà ôàëüøèâàÿ, è îíà ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Ìîæ-
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íî ëè íàéòè ôàëüøèâóþ ñ ïîìîùüþ ýòèõ íåòî÷íûõ âåñîâ (êîëè÷åñòâî
âçâåøèâàíèé íå îãðàíè÷åíî)?

4. Ðàçðåæüòå ñëåäóþùóþ ôèãóðó íà 1001 ðàâíóþ:

5. Â êâàäðàòå 13 × 13 âñå êëåòêè ïîêðàøåíû â áåëûé öâåò. Ðàçðå-
øàåòñÿ ïåðåêðàñèòü â äðóãîé öâåò (áåëûå � â ÷åðíûé, à ÷åðíûå � â
áåëûé) âñå êëåòêè ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 1×5 (êàê âåðòèêàëüíîãî, òàê
è ãîðèçîíòàëüíîãî). Ìîæíî ëè ïåðåêðàñèòü â ÷åðíûé öâåò âñå êëåòêè?

6. Êñþøà è Ñîíÿ ïî î÷åðåäè êðàñÿò ñòîðîíû ïðàâèëüíîãî 2011-óãîëü-
íèêà. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå öâåòà, íî çàïðåùàåòñÿ êðàñèòü ñîñåä-
íèå ñòîðîíû â îäèí è òîò æå öâåò. Ïðîèãðûâàåò òà, êòî ïîñëåäíåé ââåëà
â èãðó íîâûé öâåò. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå � íà÷èíàþùàÿ
Êñþøà èëè õîäÿùàÿ âòîðîé Ñîíÿ?

7. Íà êîëüöåâîé äîðîãå äëèíû 100 ìåòðîâ ñòîèò íåêîòîðîå êîëè÷å-
ñòâî ôîíàðåé, ïðè÷åì êàæäûé èç íèõ îñâåùàåò ó÷àñòîê äîðîãè äëèíû
0,999 ìåòðà (ñàì íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå ýòîãî ó÷àñòêà). Îêàçàëîñü, ÷òî
âñÿ äîðîãà îñâåùåíà, íî íè îäèí èç ôîíàðåé íåëüçÿ âûêëþ÷èòü òàê, ÷òî-
áû äîðîãà îñòàâàëàñü ïîëíîñòüþ îñâåùåííîé. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî
ôîíàðåé ìîæåò ñòîÿòü íà äîðîãå?

8. Â ñòðàíå 2n+ 1 ãîðîä, èçíà÷àëüíî èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèëî ïî
2d äîðîã. Ïðè ýòîì íåò ãîðîäîâ, ñîåäèíåííûõ áîëåå ÷åì îäíîé äîðîãîé.
Êàêóþ-òî d−1 äîðîãó çàêðûëè íà ðåìîíò, à îñòàâøèåñÿ äîðîãè ïîêðàñè-
ëè â 2d öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâå îäíîöâåòíûå äîðîãè âûõîäÿò
èç îäíîãî ãîðîäà.

9. Íà ïðÿìîé ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè îòìå÷åíû 2010 òî÷åê. Ñà-
øà ïîêðàñèë ïîëîâèíó èç íèõ â êðàñíûé öâåò, à ïîëîâèíó � â ñèíèé.
Ïîñëå ýòîãî Âàíÿ ðàçáèë òî÷êè íà ïàðû êðàñíûé-ñèíèé òàê, ÷òî ñóì-
ìà ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè îäíîé ïàðû ìàêñèìàëüíà. Äîêàæèòå, ÷òî
ïîëó÷åííûé Âàíåé ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò Ñàøèíîé ðàñêðàñêè.

10. Íàïèñàííîå íà äîñêå ÷èñëî n ìîæíî çàìåíèòü íà îäíî èç ÷èñåë
2n − 4, 3n − 8 èëè 8 − n. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî òàêèõ îïåðàöèé èç
÷èñëà 41 ïîëó÷èòü ÷èñëî, áîëüøåå 10 000 000, íî ìåíüøåå 10 000 020?
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