Тридцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

 Вишкиль, 3-28.VII.2016. 6 класс.


Заключительная Олимпиада
24 июля
Довывод

1. Как разрезать торт на 8 частей, чтобы его можно поделить поровну и между пятью и между четырьмя гостями, не разрезая кусков? 
2. 17 школьников сдавали тест. Каждый из них набрал целое число баллов, у всех разное. Каждый школьник набрал меньше, чем любые два в сумме. Могло ли случиться так, что Петя набрал 15 баллов? 
3. Дима вычисляет с помощью калькулятора сумму ста чисел 
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. Однако, порой по ошибке переносит десятичную запятую на одно место вправо или влево. Может ли получившаяся сумма быть ровно в два раза больше настоящей?

4. 11 шахматистов сыграли однокруговой турнир, причем каждый выиграл и проиграл по 4 партии и две партии свел вничью. Докажите, что можно выбрать трех шахматистов и поставить их по кругу так, чтобы каждый из них выиграл у стоящего справа от него.
5. Назовём центром уголка из трёх клеток общую точку всех трёх составляющих его квадратиков. На рисунке центр уголка отмечен чёрной точкой. Андрей разрезал прямоугольник 
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 на уголки из трёх клеток, а потом повернул каждый уголок вокруг его центра на 
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 по часовой стрелке или против неё. Оказалось, что прямоугольник снова покрыт уголками в один слой без наложений. При каких m и n это возможно?
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Вывод

6. Сумма 8 натуральных чисел равна 80. За один ход можно выбрать два числа и сделать равными, заменив их на полусумму, если эта полусумма целая. Всегда ли можно сделать все числа равными?

7. В наборе содержатся шарики двух цветов: красные и синие. Известно, что как бы ни были разложены шарики набора в 10 кучек, можно выбрать две кучки, в которых в сумме будет не менее семи красных и не менее пяти синих. Каково наименьшее количество шариков в наборе? 

8. Двое по очереди отмечают по одной вершине правильного 36-угольника, причем дважды отмечать одну вершину нельзя. Проигрывает тот, после хода которого впервые окажутся отмеченными все вершины какого-либо правильного многоугольника. Кто выиграет при правильной игре?

Вывод

9. Сумма 8 натуральных чисел равна 80. За один ход можно выбрать два числа и сделать равными, заменив их на полусумму, если эта полусумма целая. Всегда ли можно сделать все числа равными?

10. В наборе содержатся шарики двух цветов: красные и синие. Известно, что как бы ни были разложены шарики набора в 10 кучек, можно выбрать две кучки, в которых в сумме будет не менее семи красных и не менее пяти синих. Каково наименьшее количество шариков в наборе? 

11. Двое по очереди отмечают по одной вершине правильного 36-угольника, причем дважды отмечать одну вершину нельзя. Проигрывает тот, после хода которого впервые окажутся отмеченными все вершины какого-либо правильного многоугольника. Кто выиграет при правильной игре?

Вывод

12. Сумма 8 натуральных чисел равна 80. За один ход можно выбрать два числа и сделать равными, заменив их на полусумму, если эта полусумма целая. Всегда ли можно сделать все числа равными?

13. В наборе содержатся шарики двух цветов: красные и синие. Известно, что как бы ни были разложены шарики набора в 10 кучек, можно выбрать две кучки, в которых в сумме будет не менее семи красных и не менее пяти синих. Каково наименьшее количество шариков в наборе? 

14. Двое по очереди отмечают по одной вершине правильного 36-угольника, причем дважды отмечать одну вершину нельзя. Проигрывает тот, после хода которого впервые окажутся отмеченными все вершины какого-либо правильного многоугольника. Кто выиграет при правильной игре?

Послевывод

15. В клетки квадрата 5×5 записаны натуральные числа. Докажите, что можно выбрать такие четыре клетки, являющиеся вершинами прямоугольника, что сумма чисел в них делится на 4.

Послевывод

16. В клетки квадрата 5×5 записаны натуральные числа. Докажите, что можно выбрать такие четыре клетки, являющиеся вершинами прямоугольника, что сумма чисел в них делится на 4.

Послевывод

17. В клетки квадрата 5×5 записаны натуральные числа. Докажите, что можно выбрать такие четыре клетки, являющиеся вершинами прямоугольника, что сумма чисел в них делится на 4.

Послевывод

18. В клетки квадрата 5×5 записаны натуральные числа. Докажите, что можно выбрать такие четыре клетки, являющиеся вершинами прямоугольника, что сумма чисел в них делится на 4.

Послевывод

19. В клетки квадрата 5×5 записаны натуральные числа. Докажите, что можно выбрать такие четыре клетки, являющиеся вершинами прямоугольника, что сумма чисел в них делится на 4.

Закол. Решения.
20. 
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 . Если нарезать на такие куски, то объединяя соседние можно получить требуемые разбиения.

21.   Ответ: не могло. Решение. Упорядочим школьников по возрастанию баллов: 
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. Допустим, что среди этих чисел есть 15. Тогда 
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. От 
[image: image7.wmf]b

 до 
[image: image8.wmf]q

 в ряду 15 шагов, каждый не меньше 1, поэтому 
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. Но это неравенство противоречит условию.

22. Рассмотрим разность между Диминой суммой и правильной. Если он n  раз ошибся в большую сторону и m раз – в меньшую, то эта разность будет равна 
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. То есть 
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 должно быть равно 100. Домножим на 10, получим 
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. Левая часть делится на 9, а правая – нет. Противоречие.
23. Сопоставим шахматистам вершины ориентированного графа, где стрелка идёт от победителя к побеждённому. Рассмотрим шахматиста А. В него идёт 4 стрелки из его победителей, а из него – 4 стрелки в его жертв. Не задействованными остались ещё двое. Докажем, что есть стрелка из жертвы в победителя. Из жертв идёт 16 стрелок. При этом между этими четырьмя жертвами проведено не больше шести рёбер, а в двух оставшихся – не больше восьми. Значит хотя бы два ребра идут из какой-то жертвы в какого-то победителя.
24. Ответ: Если каждая сторона больше 1 и 
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. Если это так, то прямоугольник режется на прямоугольники 2×3, а в каждом из них такой трюк выполним. Если обе стороны нечётны, покрасим прямоугольник в шахматную раскраску. Назовём уголок в котором больше белых клеток белым, а тот, где больше чёрных – чёрным. Уголков одного цвета больше. При повороте белые уголки превращаются в чёрные и наоборот. После поворота больше должно стать уголков другого цвета.Так не бывает.
25. Среди этих чисел чётное количество нечётных. Объединим в пары сначала нечётные, а потом чётные. Получим четыре пары. Выполним в каждой паре усреднение. Теперь у нас каждое число встречается по два раза. Будем работать отдельно с каждой четверкой различных чисел. Это четыре числа с суммой 40. Проделав с ними такую же операцию получим четыре набора по два числа с суммой 20 в каждом. После следующей операции все числа станут равны 10.

26. Ответ: 92. Оценка: Пусть все синие шарики лежат в одной кучке. Тогда для того, чтобы среди остальных девяти кучек нашлась хотя бы одна с пятью красными шариками, их должно быть хотя бы 37. Аналогично, если в одной кучке окажутся все красные, для того, чтобы среди оставшихся кучек нашлась хотя бы одна с семью синими, синих шариков должно быть не меньше 55. Докажем, что если шариков хотя бы 37 красных + 55 синих, то в любых двух кучках найдутся 5 красных и 7 синих. Пусть нет ни одной кучки с 7 синими, тогда есть не меньше пяти кучек, в которых синих ровно 6. Пусть также нет ни одной кучки с 5 красными. Тогда есть не менее семи кучек, где красных ровно 4. Эти два множества: одно из семи, а другое из пяти кучек имеют в пересечении хотя бы две кучки, в которых в сумме не менее 8 красных и 12 синих.
27. Выигрывает второй. В правильном 36 угольнике могут найтись правильные 18-, 9-, 6-, 12-угольники, а также треугольники и квадраты. Если появится какой-то многоугольник из первых четырёх перечисленных, то перед этим появится треугольник внутри него. Значит, достаточно следить только за треугольниками и квадратами. 36-угольник разбивается на 3 непересекающихся двенадцатиугольника. Докажем, что второй может выиграть на каждом из них. 12-угольник разбивается на четыре треугольника и три квадрата, при этом у каждого треугольника с каждым квадратом есть единственная общая точка. Пусть второй ходит в тот же треугольник, что и первый и, одновременно, в тот из квадратов в котором меньше отмеченных точек. Если бы ему не удалось сделать ход, то в каждом из двух доступных квадратов уже было бы по 3 отмеченных точки. Эта ситуация могла бы возникнуть только к четвёртому ходу второго в этом 12-угольнике. Но когда первый делает свой четвёртый ход, в каждом квадрате (благодаря стратегии второго) уже есть хотя бы по одной точке. А значит в квадрате, в который сходит первый, после его хода будет не менее двух точек. Тогда в двух оставшихся в сумме их не более пяти.  
_1530795369.unknown

_1530812993.unknown

_1530813814.unknown

_1530814576.unknown

_1530826591.unknown

_1530813852.unknown

_1530813420.unknown

_1530807922.unknown

_1454859347.unknown

_1454859404.unknown

_1530790904.unknown

_1454859358.unknown

_1454859253.unknown

