Тридцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

 Вишкиль, 3-28.VII.2016. 6 класс.


Основная теорема арифметики. НОД и НОК.
06 июля
Разложим на множители число 48. Мы можем это сделать несколькими способами:
 48 = 6 ( 8, 48 = 3( 16, 48 = 4(12. В каждом из этих разложений можно разложить на множители один из множителей, причём тоже различными способами. Получим дерево разложений на множители. А давайте доведём этот процесс до конца (то есть, до момента, когда каждый из множителей разложения – простое число). Оказывается, что на каждой веточке мы получим одно и то же разложение на простые множители – результат не зависит от того, каким образом мы к нему пришли. Это совсем не очевидное утверждение называется Основной Теоремой Арифметики и попозже мы его докажем,  но пока примем это на веру. 
Если число b делится на 12, то это означает, что его разложение на простые множители выглядит так: b = 2(2(3(…
Следствие из Основной Теоремы Арифметики.  
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 делится на  
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 тогда и только тогда, когда каждый простой делитель входит в разложение 
[image: image3.wmf]b

 не в большей степени, чем в разложение числа  
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1. Верно ли, что: 


а) если 
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 делится на 8, то 
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  делится на 64 ?


б) если 
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делится на 8, то 
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 делится на 64?

2. Найдите наименьшее натуральное n, при котором 
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 делится нацело на 
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Определения. Натуральные числа называются взаимно простыми, если у них нет общих делителей кроме 1. Наибольшим общим делителем  НОД нескольких натуральных чисел называется наибольшее число, на которое делится каждое из этих чисел. Наименьшим общим кратным  НОК нескольких натуральных чисел. называется  наименьшее число, которое делится на каждое из этих чисел.  
Свойство НОК и НОД. Любой общий делитель двух чисел является делителем их НОД. Любое общее кратное двух чисел делится на их НОК.

3. Пусть 
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а) Докажите, что 
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 и 
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 – взаимнопросты. 

б) Докажите, что 
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в) Докажите, что произведение двух чисел равно произведению их НОК на их НОД.   

4. 
Найдите пару натуральных чисел, если известно, что а) их НОД равен 56, а НОК – 112; б) НОД равен 18, а НОК – 630.

5. Корней нашел во дворе три числа a, b и с. Вечером Корнею стало скучно, и он, от нечего делать,  посчитал НОД(a, b), НОД(a, с) и НОД(b, с). У него получились такие результаты: 175, 225, 65. Докажите, что Корней где-то ошибся. 

6. 
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 и 
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 – такие натуральные числа, что 
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. Докажите, что число 
[image: image20.wmf]b

 делится на 
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7. Про два натуральных числа a и b известно, что их НОК в 75 раз больше, чем их НОД, и  a больше b. Докажите, что a больше, чем 8b.
8. Про два натуральных числа a и b известно, что их НОК в 270 раз больше, чем их НОД, и  a больше b. Может ли 5b быть больше, чем 2a?
9. Можно ли найти восемь таких натуральных чисел, что ни одно из них не делится ни на какое другое, но квадрат любого из этих чисел делится на каждое из остальных?

10. Собственным делителем натурального числа называется любой его делитель, отличный от 1 и самого этого числа. 

а) Назовем натуральное число удивительным, если самый большой его собственный делитель на 1 больше, чем квадрат самого маленького собственного делителя. Найдите все удивительные числа и докажите, что других нет.


б) Назовём число забавным, если  самый большой его собственный делитель в 25 раз больше самого маленького собственного делителя. Сколько существует забавных натуральных чисел?
11. Вася выписал на доске 100 чисел меньших, чем сотое по счёту простое число. Докажите, что какое-то из выписанных чисел является делителем произведения остальных 99.  
12. Все простые числа,  не превосходящие простого числа р, разбили на две группы и нашли произведение всех чисел в каждой из групп, после чего из большего произведения вычли меньшее. Эта разность оказалась меньше р. Докажите, что она равна 1.

13. а, b и c – натуральные числа такие, что а3 делится на  b, b3 делится на  c, а c3  делится на  a. Докажите, что  (a+b+c)13 делится на  abc
.
14. Докажите, что каждое натуральное число может быть представлено в виде разности двух натуральных чисел, имеющих одинаковое количество простых делителей. Каждый простой делитель учитывается один раз. Например, у числа 12 два простых делителя: 2 и 3.

15. Натуральные числа a, b, с  таковы, что НОД(a;b;c) = 1 и 
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abc

=

 .  Докажите, что abс – полный квадрат.
16. а) Докажите, что если НОД(а; b; c) = 1, то НОД(a; bc)  =  НОД(a; b)НОД(a; c);

б) Решите 
уравнение: НОД(a2; b2) + НОД(a; bc) + НОД(b; ac) + НОД(c; ab) = 199.
�Порисовать картинки: каждое число это мешок в котором лежат его простые делители.  Делимость или не делимость. Можно обсудить отрицательные числа – есть ли там понятие простого числа, работает ли там основная теорема арифметики. 


�Везде спрашивать почему, если да. Если нет, то спрашивать, что же мы можем знать наверняка.


�Обязательно порисовать круги Эйлера. Заострить внимание на том, что НОД – пересечение множеств, а НОК – объединение.


�В а) ответ единственный (56 и 112), а в б) важно указать все: у нас есть два дополнительных простых множителя: 7 и 5. Их надо распределить между двумя числами. Варианта два: либо вместе, либо порознь


�Если наименьший простой делитель равен p, то число равно � EMBED Equation.DSMT4 ���. Но если P нечётное, то число делится на 2 и P не наименьший делитель. Ответ – единственное удивительное – это число 10. 


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Делиться оно может только на простое число не меньшее р.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Пусть р – один из простых делителей числа a. Поскольку c3  делится на  a, а  b3 делится на c, р является также делителем чисел b и c. Пусть р входит в канонические разложения чисел a , b и c на простые множители в степени  п, m и k соответственно. Без ограничения общности можно считать, что � EMBED Equation.3  ���.  Так как � EMBED Equation.3  ���, в разложение числа abc множитель р входит в степени не большей, чем  n+3n+9n=13n.  С другой стороны, так как � EMBED Equation.3  ���, в разложение числа � EMBED Equation.3  ��� множитель р входит в степени  13n.  Поскольку такие рассуждения справедливы для всех простых множителей,  � EMBED Equation.3  ���.
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