Тридцать вторая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

 Вишкиль, 3-28.VII.2016. 6 класс.


Игра «Четыре числа»
05 июля
Три числа
1. В вершинах треугольника записаны  три целых неотрицательных числа. Между каждыми двумя числами, на середине стороны треугольника, вписывают их разность, вычитая из большего меньшее. Три получившиеся числа образуют новый треугольник, с которым выполняют ту же операцию. Можно ли начать игру такими числами, что после нескольких ходов все числа в вершинах очередного треугольника будут нулями? Через сколько ходов после начала игры такое может произойти? 

Будем называть состоянием  набор чисел в вершинах очередного треугольника. Будем также считать, что игра закончилась, если все числа стали нулями, и игра зациклилась , если повторилось какое-нибудь из предыдущих состояний. Назовём длиной игры  количество ходов до окончания игры или зацикливания. 

2. Докажите, что, начиная со второго состояния, одно из чисел будет равно сумме двух других.

3. Какой может быть максимальная длина игры, если самое большое число не превышает 2016? 
Четыре числа
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В вершинах квадрата записаны четыре целых числа. Между каждыми двумя числами, в середине стороны квадрата, вписывают их разность, вычитая из большего меньшее.  После этого  операцию повторяют для нового квадрата меньшего размера. Здесь приведён пример игры, начинающейся с чисел (1, 5, 3, 2). 

а) Какую длину имеет эта игра? 

б) Можно ли изменить длину игры, переставляя местами исходные числа? 
5. Как изменится длина игры, если домножить все числа: а) на 3?  б) на произвольное натуральное число a? 

в) Как изменится длина игры, если ко всем числам прибавить одно и то же натуральное число.
6. Придумайте три игры длины не менее 4. Посмотрите на состояние каждой игры после четвертого хода. Рассмотрим только остатки чисел при делении на два. Выпишите все возможные состояния для остатков от деления на два. Нарисуйте схему, задающую правило перехода из одного состояния в другое. Докажите, что независимо от начального состояния, не позднее, чем через четыре хода все числа станут чётными.

7. Теорема.   Игра четырёх чисел не зацикливается ни при каком начальном состоянии. Если наибольшее из четырёх чисел начального состояния равно a, и 
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 ходов.  
8. Докажите, что для всех состояний, начиная со второго, либо сумма каких-то двух чисел равна сумме двух оставшихся, либо одно число равно сумме трёх оставшихся.

9. Докажите, что любое состояние 
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, удовлетворяющее условию предыдущей задачи, может быть получено в результате игры.  

10. Придумайте состояние из которого за один ход могло получиться: 

а) (0, 1, 2, 3) ;

б) (1, 3, 5, 9) ;

в) (7, 14, 18, 11). 

Могло ли какое-либо из полученных вами состояний само получиться в результате игры?
11. Докажите, что любое состояние 
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, с условиями 
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, можно получить из некоторой четвёрки чисел, удовлетворяющих тем же условиям.  
12.  Теорема. Для любого n существует игра длины n. 
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