49. Доказать, что остаток от деления простого числа на 30 равен 1 или простому числу.

50. При каком наименьшем натуральном числе k число k! делится на 1998?

51. Докажите, что число 11…1 (81 единица) делится на 81.

52. Некоторое натуральное число делится на 99. Докажите, что сумма его цифр не меньше 18.

53. Докажите, что число
[image: image7.wmf] делится на a)7; b)11; c)13.
54. Целые числа a, b и c таковы, что a+b+c делится на 6. Докажите, что a3+b3+c3 делится на 6.

55. Найдите все двузначные числа, делящиеся на произведение своих цифр.

56. На доске написано число 3*8919661. Замените *  так, чтобы получившееся число делилось на 7.

57. На доске написаны числа 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6. Можно ли расставить между ними знаки «+» и «–» так, чтобы получился 0?

58. Андрей Валерьевич называет различные цифры. Какое наименьшее количество цифр надо ему назвать, чтобы из них наверняка можно было составить число, делящееся на 9?

59. Дано шестизначное число 
[image: image2.wmf]abcdef

, причем 
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-

 делится на 13. Докажите, что и само число делится на 13.

60. Дано девятизначное число 
[image: image4.wmf]abcdefghi

, причем 
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def

abc
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 делится на 7. Докажите, что и само число делится на 7.

61. Найдите наибольший общий делитель всех девятизначных чисел, состоящих из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (без повторений).

62. На доске записаны числа 6, 12, 24, 36. Разрешается умножить любые два из них на любое натуральное число. Можно ли за несколько таких операций сделать все числа равными?

63. Улитка ползает по клеткам тетрадного листа, переползая за один ход в соседнюю по стороне клетку. Может ли она вернуться в исходную клетку за 13 ходов?

64. На шахматной доске стоит 8 ладей так, что на любой горизонтали и на любой вертикали стоит ровно одна ладья. Докажите, что число ладей, стоящих на черных клетках, четно.

65. Двое по очереди в таблице 9(9 ставят крестики и нолики. Если суммарное количество строк и столбцов с нечетным количеством крестиков четно, то выигрывает первый, в противном случае – второй. Кто выиграет при правильной игре?

66. Имеется две кучки по 11 камней. Одним ходом можно взять два камня из одной кучки и один из другой. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто из двух игроков выиграет при правильной игре?

67. По кругу стоит 9 чисел: 4 единицы и 5 нулей. Каждую секунду между соседними числами пишется ноль, если они различны, и единица, если они равны, старые числа стирают. Могут ли все числа стать одинаковыми?

68. В куче 500 камней. За один ход разрешается взять любое количество камней, равное степени двойки (1, 2, 4, 8,…). Выигрывает взявший последний камень. Кто из двух игроков выигрывает при правильной игре и как он должен играть?

69. У ромашки 10 лепестков. За один ход у нее отрывают один или два рядом растущих лепестка. Выигрывает тот, кто оторвет последний лепесток. Кто?

70. У ромашки 11 лепестков. За один ход у нее отрывают один или два рядом растущих лепестка. Выигрывает тот, кто оторвет последний лепесток. Кто?

71. В составлении 40 задач приняли участие 30 студентов со всех 5 курсов. Каждые два студента с одного курса придумали поровну задач, а студенты с разных курсов придумали разное количество задач. Сколько человек придумали по одной задаче?

72. Можно ли в каждую клетку таблицы 8 на 8 поставить одно из чисел 0, 1 или –1 так, чтобы суммы по всем горизонталям, вертикалям и двум главным диагоналям были различны?

73. На доске 10(10 расставлены шашки так, что на всех вертикалях стоит разное количество шашек, и на всех горизонталях – разное. Сколько шашек может быть на доске?

74. В таблице 9(9 расставлены числа от 1 до 81. Докажите, что найдутся две соседние по стороне клетки, разность чисел в которых a)не менее 5; b)не менее 6.

75. Тридцать один мальчик решали задачи на зачете. Яков Наумович подсчитал, что всего было выдано 310 листочков с 1 задачей. Докажите, что какие-то двое из мальчиков решили одинаковое количество задач.

76. Среди 100 учеников ЛМШ провели анкету. Выяснилось, что 95 из них болеют за сборную Бразилии, 85 –  за сборную России, 75 –  за «Пепси» и 65 –  за сборную женщин-преподавателей ЛМШ. Докажите, что по крайней мере 20 из них болеют за все четыре сборные.

77. Докажите, что среди любых n чисел найдется два числа, разность которых делится на (n–1).

78. В прямоугольнике 6(7 закрашены какие-то 25 клеток. Докажите, что можно найти квадрат 2(2, в котором закрашено не менее трех клеток.

79. Каких натуральных чисел, меньших 1996, больше: тех, которые делятся на 8 и не делятся на 9, или тех, которые делятся на 9 и не делятся на 8?

80. Каких чисел больше среди натуральных чисел от 1 до 1000000: содержащих в записи 1 или не содержащих?

81. Даны две параллельные прямые. На каждой прямой отмечено по пять точек. Сколько можно построить треугольников с вершинами в этих точках?

82. Сколько всего натуральных делителей у числа 101998?

83. Из четырехзначного числа вычеркиванием одной, двух и, соответственно, трех последних цифр были получены трех-, двух- и однозначное числа. Когда исходное число и три полученных сложили, получилось 1998. Какое четырехзначное число было взято вначале?

84. Из четырехзначного числа вычеркиванием одной, двух и, соответственно, трех первых цифр были получены трех-, двух- и однозначное числа. Когда исходное число и три полученных сложили, получилось 1998. Какое четырехзначное число было взято вначале?

85. По кругу идут два пешехода. Скорость первого больше скорости второго. Если они пойдут в одном направлении, то вновь встретятся через 36 минут, если в разных, то через 4 минуты. За какое время каждый из них проходит круг?

86. На острове Серобуромалин живет 24 серых, 74 бурых и 34 малиновых хамелеона. Когда два хамелеона разных цветов встречаются, они меняют свой цвет на третий. По трое хамелеоны не собираются. Биологи утверждают, что когда все хамелеоны станут одного цвета, наступит конец света. Наступит ли?

87. На доске написаны 10 единиц и 10 двоек. Разрешается стереть две любые цифры и, если они были одинаковыми, написать двойку, и если разными –  единицу. Если повторить эту операцию 19 раз, на доске останется одна цифра. Какая?

88. В трех вершинах квадрата стоят нули, в четвертой – единица. Разрешается прибавлять по единице к числам на концах одной стороны. Можно ли за несколько таких операций добиться того, чтобы все числа делились на 5?

89. В семи вершинах куба стоят нули, в восьмой –  единица. Разрешается прибавлять по единице к числам на концах одного ребра. Можно ли за несколько таких операций добиться того, чтобы все числа делились на 3?

90. Имеются чашечные весы. Какие три гири надо изготовить, чтобы можно было отвесить любой целый вес от 1 до 13 граммов? Разрешается класть гири на разные чаши.

91. Имеются чашечные весы. Какие четыре гири надо изготовить, чтобы можно было отвесить любой целый вес от 1 до 15 граммов? Гири можно класть только на одну чашу.

92. Дано 25 чисел. Сумма любых четырех из них положительна. Докажите, что сумма всех тоже положительна.

93. Путешественник отправляется из своего родного города А в самый удаленный от него город страны – город В; затем из В – в самый удаленный от него город С  и т. д. Докажите, что если С  и А – разные города, то путешественник никогда не вернется домой.

94. При некотором натуральном k среди 15 чисел 10k+1, 10k+2,… 10k+15 оказалось ровно 5 простых. Докажите, что 10k+1 и 10k+13 –  простые.

95. В 400 коробках лежат 1998 шаров. Разрешается взять из любой коробки ровно 5 или ровно 13 шаров и переложить их в любую другую коробку. Доказать, что за несколько таких операций можно переложить все шары в одну коробку.

96. Каждая клетка доски 100(100 покрашена в один из 4 цветов, причем в каждом квадратике 2(2 встречаются все 4 цвета. Докажите, что углы квадрата имеют различные цвета.

97. Все жители волшебного леса – либо рыцари, говорящие только правду, либо плуты, которые всегда лгут. Некоторые из них – оборотни. Оборотень может быть рыцарем или плутом. Три обитателя леса, про которых известно, что ровно один из них оборотень, сделали такие заявления:

Первый. Третий из нас – оборотень.

Второй. Я не оборотень.

Третий. По крайней мере двое из нас плуты.

Кто из троих точно не оборотень?

98. Все дети 6 класса либо все время говорят правду, либо все время лгут. Посетивший 6 класс И.С. Рубанов встретил двух шестиклассников, Диму и Никиту, и захотел узнать, кто они. Он спросил у Димы: «Вы оба говорите только правду?» Дима ответил. Рубанов понял, что он не может определить, кто такие Дима и Никита, и задал еще один вопрос: «Вы оба всегда лжете или оба всегда говорите правду?» Дима опять ответил, и Рубанов понял, кто они такие. Кто из них останется учится дальше, если Рубанов не любит когда ему лгут?

99. [image: image1.wmf]abcabc

В кружочках написали числа 1, 2, 3, 4, 6 и 12, и от каждого числа к каждому его делителю направили стрелку. Хулиган Вася стер все числа и часть стрелок. Восстановите исходное положение, рассмотрев все возможные варианты.
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