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Вступительная олимпиада 7 класса

1. Положительное число x увеличили на 28%. На сколько процентов изменилось при этом число 
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2. Есть 30 шаров красного, желтого и зеленого цвета. Петя выбирает 10 из них, затем Вася выбирает 5 из этих 10-ти, а потом опять Петя выбирает 2 из этих 5-ти. Если оба окажутся красными, Петя выиграл. При каком наименьшем количестве красных шаров Петя наверняка может выиграть?

3. В треугольнике ABC угол A равен 30(, а медиана BM равна высоте CH. Найдите углы B и C.

4. Трем геологам надо было добраться до станции в 60 км от их базы за 3 часа. Смогут ли они это сделать, если у них есть мотоцикл, на котором можно ехать не больше, чем двоим со скоростью 50 км/час, а пешком они передвигаются со скоростью 5 км/час?
5. От натурального числа с суммой цифр 100 отняли натуральное число с суммой цифр 99. Могло ли в результате получиться натуральное число с суммой цифр а) 16; б) 19?

6. В 2000 году телевидение Вишкиляндии начало показывать мультсериал "Комариный рай", причем в каждом году, начиная с 2001-го, было показано либо на 40% больше, либо на 40% меньше серий, чем в предыдущем. Чтобы не наносить большого вреда учебному процессу, ежедневно показывали не более двух серий. При просмотре 1230-й серии зрители были глубоко опечалены гибелью главного героя в неравной борьбе с комарами, но ровно через два года, в 2004 году были тронуты в последней серии клятвой его сына отомстить за гибель отца. Сколько серий содержал этот замечательный сериал?

Задачи на разрезание

0. а) МЛР (можно ли разрезать) трехклеточный уголок на 4 равные части; б) квадрат 4(4 на 5 равных частей?

1. МЛР (можно ли разрезать) квадрат 8(8 на прямоугольники 3(1?

2. МЛР шахматную доску без двух противоположных углов на двуклеточные домино?

3. МЛР квадрат 10(10 на прямоугольники 4(1?

4. МЛР произвольный треугольник на
а) 4 равных треугольника;

б) 4 прямоугольных треугольника;

в) 3 трапеции;

г) 4 равнобедренных треугольника?
5. МЛР квадрат на

а) 33-угольник и 3 десятиугольника;

б) тысячеугольник и 199 пятиугольников?

6. МЛР квадрат на треугольники так, чтобы каждый граничил (по отрезку) ровно с тремя другими?

7. МЛР квадрат на равносторонние треугольники?

8. МЛР квадрат на два многоугольника, чтобы отношение площадей было больше 2, а отношение периметров – меньше ½?

9. Семиклассник разрезал квадрат на прямоугольники периметра 7, а восьмиклассник – на прямоугольники периметра 8. Могло ли у восьмиклассника получиться больше прямоугольников?

10. Докажите, что из любого выпуклого четырехугольника можно вырезать параллелограмм, две стороны которого совпадут со сторонами четырехугольника.

Для самостоятельного решения

11. МЛР квадрат на прямоугольники так, чтобы каждый граничил ровно с 4 другими?

12. Четыре страны на плоской карте граничат каждая с каждой по отрезку. Могут ли их территории быть а) треугольниками; б) равными многоугольниками?

13. Для каких значений n можно разрезать

а) квадрат на n меньших (не обязательно одинаковых) квадратов;

б) правильный треугольник на n меньших (не обязательно одинаковых) правильных треугольников?

Разрезания и теорема Пифагора

1. Разрежьте 5-клеточный крест на части и сложите из них квадрат.

2. Можно ли разрезать квадрат 8(8 на части, из которых складывается прямоугольник 5(13?

3. Разрежьте квадрат 7(7 на

а) квадраты 4(4, квадрат 3(3 и 4 равных прямоугольных треугольника;

б) один квадрат и 4 прямоугольных треугольника, равных треугольникам из (а);

в) Найдите размер квадрата в (б).

4. Даны 4 прямоугольных треугольника с катетами a, b и гипотенузой c. Докажите, что добавив к ним а) один квадрат со стороной c; б) два квадрата со сторонами a и b, можно будет составить квадрат со стороной a+b.

5. (Теорема Пифагора) 
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6. Существует ли треугольник, у которого все стороны и все высоты измеряются целым числом сантиметров?

7. Разрежьте квадрат а) на равные квадраты; б) на равные треугольники, из которых составьте два различных квадрата.

Определение: Перекроить = разрезать на части и сложить из них.
8. Перекроите квадрат в 8 равных квадратов.

9. Перекроите квадрат а) в три квадрата; б) в три различных квадрата.

10. Разрежьте прямоугольник 1(5 на 5 частей, из которых сложите квадрат.

11. Перекроите квадрат в 5 равных квадратов.

12. * Разрежьте квадрат на равные части, из которых сложите три различных квадрата.

Для самостоятельного решения

13. Пусть каждая спичка имеет длину 1 дюйм. Сложите из 12 таких спичек одну фигуру площади 4 кв. дюйма.

14. Перекроите квадрат в три равных меньших квадрата.

15. Пусть 
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. Перекроите квадрат со стороной c в два квадрата со сторонами a и b (число частей не должно зависеть от a и b).

16. Перекроите квадрат в правильный треугольник.

Площади

1. Докажите, что площадь остроугольного треугольника равна половине произведения любой из его сторон на высоту, опущенную на эту сторону из противолежащей вершины.

2. Докажите, что площадь тупоугольного треугольника равна половине произведения любой из его сторон на высоту, опущенную на эту сторону или ее продолжение из противолежащей вершины.

3. [image: image30.emf]Л

Лариса Ивановна и Виктор Яковлевич делят квадратный пирог. Виктор Яковлевич отмечает внутри пирога точку, а Лариса Ивановна соединяет ее отрезками со всеми вершинами квадрата и забирает себе любые два куска, не имеющие общих сторон. Как должен действовать Виктор Яковлевич, чтобы получить побольше пирога?

4. Внутри квадрата отметим две точки и соединим их отрезками со всеми вершинами (см. рис. 1). Могут ли все девять полученных частей иметь одинаковую площадь?

5. Докажите, что площадь параллелограмма ABCD равна произведению стороны AD на расстояние между прямыми AD и BC.


Комментарий. Рассмотреть случай, когда высота попадает на продолжение стороны AD.

6. [image: image31.wmf]Найдите площади фигур, изображенных на рисунке 2.

7. а) Через каждую вершину выпуклого четырехугольника проведена прямая, параллельная его диагонали. Докажите, что полученный параллелограмм по площади вдвое больше четырехугольника.


б) Середины соседних сторон выпуклого четырехугольника соединены отрезками. Докажите, что площадь полученного четырехугольника вдвое меньше площади данного.

8. Существует ли такой треугольник, что а) все его стороны больше 1 км, а площадь меньше 1 см2; б) все его высоты меньше 1 см, а площадь больше 1 км2; в) все стороны треугольника меньше 1 см, а его площадь больше 1 см2.

9. Докажите, что для площади S треугольника со сторонами а, b, c имеет место неравенство S ( ab/2;

10. а) Докажите, что медиана разбивает треугольник на два равновеликих треугольника.


б) В треугольнике проведены все три медианы, которые разбивают его на шесть треугольников. Докажите, что площади полученных треугольников равны.

11. Докажите, что площадь трапеции равна произведению полусуммы оснований на расстояние между ними.

Для самостоятельного решения

12. [image: image32.wmf]Квадрат разрезан прямыми, параллельными его сторонам, на прямоугольники, которые раскрашены в черный и белый цвета в шахматном порядке (см. рисунок). При этом оказалось, что общая площадь черных прямоугольников равна площади белых прямоугольников. Докажите, что прямоугольники можно переместить так, что все черные прямоугольники составят один прямоугольник.

13. В четырехугольнике ABCD диагонали пересекаются в точке O.


а) Докажите, что если AD параллельна BC, то треугольники ABO и CDO равновелики.


б) Докажите, что если треугольники ABO и CDO равновелики, то AD параллельна BC.

14. а) На основании равнобедренного треугольника выбрана точка, и из нее опущены перпендикуляры на боковые стороны. Докажите, что сумма длин этих перпендикуляров не зависит от выбора точки.


б) Внутри равностороннего треугольника выбрана точка, и из нее опущены перпендикуляры на все три стороны. Докажите, что сумма длин этих перпендикуляров не зависит от выбора точки.

Геометрические неравенства

1. [image: image33.png]Sl 2000



Докажите, что из двух наклонных короче та, которая лежит ближе к перпендикуляру.

2. Докажите, что в треугольнике


а) против большей стороны лежит больший угол;


б) против большего угла лежит большая сторона.

3. а) Докажите, что сумма любых двух сторон треугольника больше третьей стороны (неравенство треугольника).


б) Докажите, что в треугольнике длина любой стороны больше разности длин двух других сторон.

4. Докажите, что в выпуклом четырехугольнике сумма диагоналей больше полупериметра.

5. Докажите, что медиана треугольника:


а) больше разности полупериметра и стороны, на которую она опущена;


б) меньше полусуммы его сторон, выходящих из той же вершины.

6. Четыре дома расположены в вершинах выпуклого четырехугольника. Где нужно построить колодец, чтобы сумма расстояний от него до всех домов была наименьшей. (А есть ли такая точка в невыпуклом четырехугольнике?)

7. Докажите, что ломаная длиннее отрезка, соединяющего ее концы.

8. а) Точка B1 лежит на стороне AB треугольника ABC. Докажите, что периметр треугольника AB1C меньше, чем периметр треугольника ABC.


б) Точка B1 лежит внутри треугольника ABC. Докажите, что периметр треугольника AB1C меньше, чем периметр треугольника ABC.


в) Треугольник A1B1C1 лежит внутри треугольника ABC. Докажите, что периметр треугольника A1B1C1 меньше, чем периметр треугольника ABC. (Как можно обобщить эту задачу?)

9. В выпуклом четырехугольнике ABCD угол A равен углу B, а угол D больше угла C. Докажите, что BC > AD.

10. Три дома соединены дорожками. Внутри треугольника, образованного дорожками, построена беседка. От беседки к каждому из домов ведет прямая тропинка. Требуется заасфальтировать либо все дорожки, либо все тропинки. Докажите, что


а) если покрывать тропинки асфальтом в два слоя, то на тропинки уйдет асфальта больше, чем на дорожки;


б) а если их покрывать в один слой, то меньше.

11. Докажите, что расстояние от любой точки до любой вершины квадрата не больше суммы расстояний от нее до остальных вершин.

Для самостоятельного решения.

12. Дан угол и точка внутри него. Она отражается относительно сторон угла, и получившиеся точки соединяются отрезком. Докажите, что часть этого отрезка, высекаемая углом, составляет меньше половины его длины.

13. Имеются два равнобедренных треугольника с равными боковыми сторонами. Докажите, что основание меньше у того треугольника, у которого меньше противолежащий основанию угол.

14. Построить треугольник наименьшего периметра по данному основанию и опущенной на него высоте.

15. Существует ли выпуклый многоугольник, в котором сумма длин диагоналей равна периметру?

16. В правильный треугольник впишите треугольник наименьшего периметра так, чтобы его вершины попали на разные стороны, а одна – в середину стороны.

17. На биссектрисе угла отмечена точка. Провести через нее отрезок минимальной длины с концами на сторонах угла.

Геометрические неравенства-2

1. Два поселка расположены по разные стороны от реки с параллельными прямолинейными берегами. В каком месте на реке нужно построить мост (перпендикулярный берегам) так, чтобы путь из одного поселка в другой был кратчайшим?

2. Трапецией называется четырехугольник, у которого две стороны параллельны (они называются основаниями), а две другие – нет (они называются боковыми сторонами). Докажите, что сумма боковых сторон больше разности оснований.

3. a) По разные стороны от прямого шоссе расположены две деревни. В каком месте на шоссе нужно построить автобусную остановку, чтобы сумма расстояний от деревень до остановки была наименьшей? Шириной шоссе пренебречь.


б) А где нужно строить автобусную остановку, если деревни расположены по одну сторону от шоссе?

4. Серый Волк хочет оживить Ивана-Царевича. Как ему добраться до Ивана кратчайшим путем, набрав по дороге мертвой и живой воды (см. рис.)?

5. Точка М лежит внутри острого угла АОВ. Найдите на сторонах угла такие точки N и Р, что треугольник MNP имеет наименьший возможный периметр.

6. Докажите, что если отрезок, соединяющий середины сторон четырехугольника, равен полусумме двух других его сторон, то две эти другие стороны параллельны.

Для самостоятельного решения

7. Среди всех треугольников с данными сторонами AB и AC найдите тот, у которого наибольшая площадь.

8. На биссектрисе внешнего угла C треугольника ABC взята точка M, отличная от C. Докажите, что MA+MB>CA+CB.

9. Петя хочет пройти к киоску на другом углу перекрестка (см. рис.). Каждую дорогу (полосу с параллельными краями) он должен пересечь под прямым углом. Постройте для него кратчайший путь.

10. Внутри угла лежат две точки A и D. Соедините их ломаной ABCD наименьшей длины с точками B и C на разных сторонах угла. На плоскости дано n красных и n синих точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что можно провести n отрезков с разноцветными концами, не имеющих общих точек.

Формула Пика на сетке размером 1х1
1. Найдите площади многоугольников, изображенных на рис. 1.

Теорема. Вершины многоугольника (не обязательно выпуклого) расположены в узлах клетчатой бумаги. Внутри него лежит n узлов, а на границе m узлов. Докажите, что площадь этого многоугольника равна n + m/2 – 1 (Формула Пика).

2. Убедитесь в справедливости формулы Пика для многоугольников, изображенных на рисунке 1.

3. Докажите формулу Пика, разбив доказательство на ряд шагов:

3.1. Проверьте формулу Пика для прямоугольника со сторонами, идущими по линиям сетки.

3.2. Докажите формулу Пика для многоугольника со сторонами, идущими по линиям сетки.

3.3. Докажите формулу Пика для прямоугольного треугольника с катетами, на линиям сетки.

3.4. Докажите формулу Пика для многоугольника, составленного из двух многоугольников, для которых формула Пика уже доказана.

3.5. Пусть многоугольник, для которого формула Пика уже проверена, составлен из двух многоугольников. Докажите, что если формула Пика выполняется для одного из них, то она выполняется и для другого.

3.6. Использовав пункты 3 и 5, докажите формулу Пика для произвольного треугольника с вершинами в узлах клетчатой бумаги, отрезав для этого от прямоугольника несколько прямоугольных треугольников.

Теорема A. Докажите, что любой (не обязательно выпуклый) многоугольник можно разбить диагоналями на треугольники.

3.7.  Докажите теорему A для выпуклых многоугольников.

3.8.  Докажите формулу Пика для произвольного многоугольника.

4. Нарисуйте треугольник площади ½, у которого все стороны больше 5, а вершины лежат в узлах сетки.

5. Можно ли квадрат 50(50 разбить на 15 одинаковых многоугольников с вершинами в узлах квадрата?

6. Замкнутая несамопересекающаяся ломаная идет по линиям сетки и проходит по одному разу через все узлы клетчатого квадрата 7(7. Найдите площадь фигуры, ограниченной этой ломаной.

7. а) Точку M внутри треугольника соединили с его вершинами, в результате треугольник разбился на три равновеликие части. Докажите, что M – точка пересечения медиан треугольника.

б) Вершины треугольника расположены в узлах клетчатой бумаги, причем на его сторонах других узлов нет, а внутри есть ровно один узел О. Докажите, что О – точка пересечения медиан треугольника.

8. Пусть А и В два узла клетчатой бумаги, из которых, второй на p клеток правее и на q клеток выше первого. Чему равно расстояние от прямой АВ до ближайшего к ней узла, не лежащего на этой прямой?
9. Докажите, что найдется прямая, проходящая через два узла клетчатой бумаги, и не лежащий на этой прямой узел, такой, что расстояние между ними меньше 1/2000.

Для самостоятельного решения

10. а) Докажите, что для любого многоугольника с вершинами в узлах сетки отношение его площади к квадрату любой стороны рационально.


б) Найдется ли правильный треугольник с вершинами в узлах сетки?
11. Шахматный король обошел доску 8(8 клеток, побывав на каждом поле ровно 1 раз и последним ходом вернувшись на исходное поле. Ломаная, последовательно соединяющая центры полей, не имеет самопересечений. а) Нарисуйте такую ломаную; б) найдите площадь, ограниченную этой ломаной.

12. Докажите, что если вершины выпуклого n-угольника лежат в узлах клетчатой бумаги, а внутри и на его сторонах других узлов нет, то n<5.

13. Найдется ли прямоугольный треугольник с целыми сторонами и вершинами в узлах сетки а) на сторонах которого нет узлов сетки кроме вершин; б) ни одна из сторон которого не проходит по линиям сетки?

Геометрическое место точек

1. Найдите геометрическое место точек (ГМТ), для которых расстояние до данной точки меньше (больше) заданного.

2. Найдите ГМТ, для которых расстояние до данной прямой меньше (больше) заданного.

3. Даны точки А и В. Найдите ГМТ М таких, что

a) расстояние до точки А больше (меньше), чем до В;

b) АМ + МВ = АВ;

c) АМ < АВ и ВМ ≥ АВ;

d) точки А, В и М являются вершинами равнобедренного треугольника.

4. Пусть А, В и С – точки, не лежащие на одной прямой. Найдите ГМТ М таких, что:

a) прямая СМ пересекает отрезок АВ;

b) луч СМ пересекает отрезок АВ;

c) отрезок СМ пересекает отрезок АВ;

5. Даны две параллельные прямые. Найдите ГМТ, для которых расстояние до первой вдвое больше, чем до второй.

6. Найдите ГМТ, равноудаленных от двух данных пересекающихся прямых.

7. На плоскости изображена окружность радиуса 2000. Найдите ГМТ М, для каждой из которых расстояние до ближайшей к М точки окружности равно 1.

8. Найдите ГМТ, равноудаленных от

a) сторон данного треугольника;

b) трех данных прямых;

c) трех данных точек.

9. Пусть А, В и С – точки, не лежащие на одной прямой. Найдите ГМТ М таких, что ближайшей к М точкой среди точек А, В и С является А.

10. Найдите геометрическое место центров всевозможных окружностей, проходящих через две данные точки А и В.

Для самостоятельного решения

11. Даны точки А и В. Найдите ГМТ М таких, что

a) (ВАМ – наименьший угол треугольника АВМ;

b) (АМВ – средний по величине угол треугольника АВМ;

c) (АВМ – наибольший угол треугольника АВМ.

12. Найдите геометрическое место центров всевозможных окружностей, которые пересекают данный отрезок ровно в двух точках.

13. Даны горизонтальная прямая l и точки А и В по одну сторону от нее. Найдите ГМТ М таких, что прямая АМ пересекает прямую l левее, чем прямая ВМ.

Задачи на построение
Идеальные инструменты:

С помощью идеальной линейки мы можем производить такие действия:


а) провести произвольную прямую на плоскости;


б) провести произвольную прямую проходящую через заданную точку;


в) провести прямую через две заданные точки.

С помощью идеального циркуля мы можем производить такие действия:


а) провести окружность произвольного радиуса с произвольным центром;


б) провести окружность произвольного радиуса с заданным центром;


в) провести окружность заданного радиуса с произвольным центром;


г) провести окружность заданного радиуса с заданным центром.

Схема решения задач на построение:
1. Анализ. Предположив, что объект уже построен, выявите его свойства. В случае необходимости опишите общую (без подробностей) схему построения.

2. Построение. При построении используются (идеальные) циркуль и линейка, результаты анализа, стандартные приемы построения.

3. Доказательство. Докажите, что построенный объект удовлетворяет условиям задачи.

4. Исследование. Исследуйте, сколько решений у задачи при разных исходных данных.

Простейшие построения:


а) на прямой отложить от данной точки отрезок заданной длины;


б) отложить от данного луча в данную полуплоскость угол, равный данному углу;


в) построить срединный перпендикуляр к данному отрезку;


г) разделить данный угол пополам;


д) из данной точки прямой восстановить перпендикуляр к данной прямой;


е) из данной точки вне прямой опустить на эту прямую перпендикуляр;


ж) построить треугольник по трем сторонам.

1. На отрезке АВ как на диаметре построена окружность. Докажите, что из всех точек окружности, отличных от А и В, отрезок АВ виден под прямым углом.

2. Постройте прямоугольный треугольник по


а) гипотенузе и острому углу;


б) гипотенузе и углу между ней и проведенной к ней медианой.

3. Постройте центр данной окружности.

4. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, проведенной к третьей стороне.

5. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.

6. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и сумме двух катетов.

7. Дан угол и точка внутри него. Постройте отрезок с концами на сторонах угла и серединой в этой точке.

8. Даны две точки A и B. С помощью только циркуля постройте две точки, удаленные друг от друга на расстояние а) 2AB; б) 3AB.

Для самостоятельного решения

9. Постройте прямую, проходящую через данную точку и параллельную данной прямой, проведя не более трех линий (т.е. третья проведенная линия и должна быть искомой параллельной).

10. Дана прямая и точка А на ней. Восстановите из точки А перпендикуляр к данной прямой, проведя не более трех линий (т.е. третья проведенная линия и должна быть искомым перпендикуляром).

11. Дана прямая, на которой лежит биссектриса угла А треугольника АВС. По разные стороны от этой прямой даны две точки – основания а) медиан; б) высот, проведенных из вершин В и С. Восстановите треугольник АВС.

Вписанные углы

Определение: Центральным углом в окружности называется любой угол с вершиной в центре этой окружности.
Комментарий: Любому центральному углу соответствует дуга окружности. И, наоборот, любой дуге окружности соответствует центральный угол.

Определение: Вписанным углом окружности называется угол, вершина которого расположена на окружности, а стороны пересекают окружность.

1. Точки А и В лежат на окружности с центром О. Точка С расположена на окружности так, что:


а) АС – диаметр. Докажите, что (АОВ = 2(АСВ.


б) точка О внутри (АСВ. Докажите, что (АОВ = 2(АСВ.


с) точка О снаружи (АСВ. Докажите, что (АОВ = 2(АСВ.

Теорема. Вписанный угол равен половине дуги, на которую опирается.
2. АВ – хорда окружности. Точки С и D расположены на окружности в одной полуплоскости относительно АВ. Докажите, что (АСВ = (АDВ.

3. Две окружности пересекаются в точках A и B. К точке B проведены диаметры в обеих окружностях BC и BD. Докажите, что точки C, A, D лежат на одной прямой.
4. Угол АВС вписан в окружность. Докажите, что биссектриса этого угла делит дугу АС пополам.

5. Диагонали четырехугольника ABCD, вершины которого расположены на окружности, пересекаются в точке М. Известно, что (АВС = 72(, (ВСD = 102(, (АMD = 110(. Найдите (ACD.
6. На окружности отмечены точки: А1, А2, А3, А4, А5, А6, А7. Эти точки соединены так, как показано на рисунках. Чему равны суммы отмеченных семи углов в каждом случае?

7. Найдите ГМТ, из которых отрезок АВ виден под данным углом (. (Рассмотрите случаи, когда ((90(; (>90(.)
8. Постройте треугольник по стороне, противолежащему углу и высоте, опущенной на данную сторону.

Для самостоятельного решения

9. Две окружности касаются друг друга внешним образом в точке А. Произвольная прямая, проходящая через А, вторично пересекает одну окружность в точке В, а другую – в точке С. Докажите, что центральные углы этих окружностей, соответствующие хордам АВ и АС, равны.

10. а) На окружности строится последовательность точек: первая точка берется произвольно, а начиная со второй каждая следующая удалена от предыдущей на расстояние, равное радиусу окружности. Докажите, что седьмая точка совпадает с первой.


б) На плоскости даны две точки А и В. Только с помощью циркуля постройте две точки, расстояние между которыми равно 2АВ.

11. Постройте треугольник по стороне, противоположному углу и медиане, проведенной к данной стороне.
Графы – 1: Подсчет числа ребер

1. В деревне Вишкиль 9 домов. Известно, что у Петра соседи Иван и Антон, Максим сосед Ивану и Сергею, Виктор – Диме и Никите, а также по соседству живут Евгений с Никитой, Иван с Сергеем, Евгений с Димой, Сергей с Антоном и больше соседей в означенной деревне нет (соседними считаются дворы, у которых есть общий участок забора). Может ли Петр огородами пробраться к Никите за яблоками?

2. В трех вершинах правильного пятиугольника расположили по фишке. Разрешается двигать их по диагонали на свободное место. Можно ли такими действиями добиться, чтобы одна из фишек вернулась на первоначальное место, а две другие поменялись местами?

3. Из доски 4(4 вырезаны все угловые клетки. Может ли шахматный конь обойти всю доску и вернуться на исходную клетку, побывав в каждой клетке ровно один раз?

4. Петр, пробираясь огородами до Никиты, сделал себе москитную сетку, в которой ровно 100 узелков, и любые два узелка соединены ниточкой. Сколько ниточек потратил Петр на это бесполезное занятие?

5. В городе проводилось совещание врачей. От каждой поликлиники на совещание было приглашено по пять врачей. Оказалось, что каждый из приглашенных работал в двух поликлиниках, поэтому на совещании представлял обе поликлиники. Кроме того, для любых двух поликлиник города среди участников совещания найдется врач, который в них работает. Сколько в городе поликлиник и сколько врачей принимало участие в совещании?

6. В деревне Вишкиль 9 домов. Из каждого дома тянется четыре шланга к четырем другим домам и каждый из этих шлангов имеет длину 178 метров 25 сантиметров. Найти общую длину шлангов в деревне Вишкиль.

7. Петр, пробираясь огородами до Никиты, решил прибрать несколько шлангов. В процессе расследования участковый записал в протоколе, что теперь из каждого дома выходит по 3 шланга длиной 150 метров. Чему равен «убыток», если метр шланга стоит 12 рублей?

8. В доме отдыха Вишкиль 57 корпусов. Пьяный электрик Вася решил соединить телефонными проводами каждый корпус ровно с пятью другими. Сможет ли он это сделать?

9. Докажите, что число людей, когда‑либо живших на земле и сделавших нечетное число рукопожатий – четно!

Для самостоятельного решения

10. В верхних углах доски 3(3 стоят черные кони, а в нижних – белые. Как разместить коней одного цвета в противоположных клетках доски и сколько ходов для этого необходимо?

11. Можно ли на окружности расположить числа 0, 1, 2, …, 9 так, чтобы любые два соседних числа отличались на 3, 4 или 5?

12. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит 3 дороги, быть ровно 100 дорог?

13. Можно ли нарисовать на плоскости 9 отрезков так, чтобы каждый пересекался ровно с тремя другими?

14. В графе каждая вершина покрашена в синий или зеленый цвет. При этом каждая синяя вершина связана с пятью синими и десятью зелеными, а каждая зеленая с девятью синими и шестью зелеными. Каких вершин больше – синих или зеленых?

15. На листе бумаги отмечена 2001 точка. Двое играют в следующую игру: каждый своим ходом соединяет две отмеченные точки линией. Запрещается соединять пару точек повторно. Проигрывает тот, после хода которого из любой точки можно пройти в любую другую, двигаясь от вершины к вершине по проведенным линиям. Кто выигрывает при правильной игре?

16. Докажите, что среди девяти человек найдутся либо трое попарно знакомых, либо четверо попарно незнакомых.

17. На плоскости отметили 5 точек. Можно ли соединить их непересекающимися линиями так, чтобы любые две точки были соединены ровно одной линией?

Графы – 2: Эйлеровы пути

1. Могут ли степени вершин в графе быть равны:


а) 8, 6, 5, 4, 4, 3, 2, 2;


б) 7, 7, 6, 5, 4, 2, 2, 1;


в) 6, 6, 6, 5, 5, 3, 2, 2?

2. Есть 15 карточек, у каждой из которых на двух сторонах написано по числу. При этом все числа от 1 до 15 написаны по два раза. Доказать, что все карточки можно выложить на стол так, чтобы все числа сверху были различны.
3. Какие из фигур рисунка №1 можно вычертить, не отрывая карандаша от бумаги и не проводя два раза по одной и той же линии?

4. На рисунке №2 изображен первый этаж дома. Можно ли составить маршрут обхода этого этажа так, чтобы он проходил через каждую дверь ровно один раз?

5. Гусеница ползает по проволочному каркасу куба. Сможет ли гусеница совершить путешествие по всем двенадцати ребрам, не проползая дважды по одному ребру?

Определение:
Граф называется связным, если любые две его вершины могут быть соединены путем, т. е. последовательностью ребер, каждое следующее из которых начинается в конце предыдущего.

6. В кружке у любого члена имеется ровно один друг и ровно один враг. Доказать:


а) число членов кружка четно;


б) кружок можно разделить на два нейтральных кружка.

7. Назовем граф "хлипким", если степень любой его вершины равна 1, 3 или 6. Доказать, что из связного "хлипкого" графа, содержащего 34 ребра, можно выкинуть ребро так, что он перестанет быть связным.

8. В стране Семерка 15 городов, каждый из которых соединен авиалиниями не менее, чем с 7-ю другими. Докажите, что сеть авиалиний Семерки связна.

9. В деревне Вишкиль 9 домов и каждые два из них соединены проволочным телеграфом. Посредством этих телеграфов по деревне распространяются слухи. Сможет ли Петр помешать распространению слуха об исчезновении яблок, перерезав не более семи проводов?

10. Из Москвы выходит 2001 дорога, из деревни Вишкиль – одна, а из всех остальных городов по 1000 дорог. Докажите, что из Москвы по дорогам можно попасть в деревню Вишкиль.

11. В стране из каждого города выходит 100 дорог и от любого города можно добраться до любого другого. Одну дорогу закрыли на ремонт. Докажите, что и теперь из любого города можно добраться до любого другого.

Для самостоятельного решения

12. Из какого минимального числа кусков проволоки с суммарной длиной 12 метров можно спаять каркас куба со стороной 1 метр?

13. Какой максимальной длины можно вырезать кусок проволоки из каркаса куба со стороной 10 см?

14. В стране любые два города соединены или железной дорогой, или авиалинией. Доказать, что один из видов транспорта позволяет добраться из любого города в любой.

18. Доказать, что из связного графа можно выкинуть вершину со всеми выходящими из нее ребрами, оставив его связным.

Графы – 3: Связность
1. На первом этаже замка 13 комнат. Может ли каждая из них граничить с 1, 3 или 7 другими комнатами?

2. Сколько всего ребер в графе ладьи?
3. Во дворе живут 4 песика: Бобик, Робик, Тобик и Толстолобик. Каждому из них случалось драться с кем-нибудь из остальных, причем у Бобика, Робика и Тобика число тех, с кем они дрались – разное. Со сколькими собаками двора дрался Толстолобик?

4. Степень каждой вершины связного графа – не менее 100. Одно ребро выкинули. Может ли получиться несвязный граф?

5. Докажите, что на любой географической карте с 2000 странами найдутся по крайней мере две страны с одинаковым числом соседей.

6. а) Является ли граф слона связным?


б) Сколько компонент связности имеет этот граф?

7. На турбазе 12 домиков, между которыми крот прокопал 56 непересекающихся подземных ходов (два домика соединяются не более чем одним ходом). Докажите, что крот из любого домика может попасть в любой другой, передвигаясь по этим ходам.

8. На плоскости нарисованы вершины графа, пронумерованные числами от 2 до 30. При этом две вершины с номерами a и b соединены ребром только в том случае, если одно из чисел a или b делится на другое. Сколько компонент связности имеет этот граф?

9. Можно ли сетку, состоящую из границ единичных квадратиков клетчатого квадрата 4х4, представить в виде объединения а) восьми ломаных длиной 5; б) пяти ломаных длиной 8?

Для самостоятельного решения
10. Петя заметил, что у всех его 25 одноклассников различное число друзей в этом классе. Сколько может быть друзей у Пети? (Укажите все решения)

11. Сколько всего ребер в графе короля?

12. В стране, кроме столицы, больше 100 городов. Столица страны соединена авиалиниями со 100 городами. Каждый из остальных городов соединен авиалиниями ровно с 10 городами. Известно, что из любого города можно перелететь в любой другой (может быть, с пересадками). В связи с экономическим кризисом было принято решение закрыть половину дорог из столицы. Докажите, что это можно сделать таким образом, чтобы после этого снова можно было бы из любого города перелететь в любой другой.

13. На дискотеке каждый юноша знаком не менее чем с 5-ю девушками, а каждая девушка – не более чем с 5-ю юношами. Докажите, что каждый юноша может пригласить знакомую девушку на танец (все пары танцуют одновременно).

Графы – 4: Деревья

Определение: Простым путем в графе называется путь, в котором никакое ребро не встречается дважды.

Определение: Циклом в графе называется замкнутый путь, не проходящий дважды через одну и ту же вершину.

Определение: Деревом называется связный граф, не имеющий циклов.
1. Какие из изображенных графов является деревом?

2. а) Докажите, что граф, в котором любые две вершины соединены ровно одним простым путем, является деревом.

б) Докажите, что в дереве любые две вершины соединены ровно одним простым путем.
3. а) Гусеница летом ползет по березе (никакие ветки и листья березы не пересекаются и не соприкасаются) так, что на каждой развилке веток она ползет по любой из веток, кроме той, по которой приползла к этой развилке. Доказать, что рано или поздно она выползет на лист.


б) Докажите, что в дереве есть вершина, из которой выходит ровно одно ребро (такая вершина называется висячей или листом);


в) Докажите, что в дереве есть хотя бы две висячие вершины.

4. В графе все вершины имеют степень 3. Докажите, что в нем есть цикл.

5. а) Докажите, что из связного графа можно выкинуть несколько ребер так, чтобы осталось дерево.


б) Докажите, что при удалении любого ребра из дерева оно превращается в несвязный граф.

6. Сколько было бревен, если 52-мя распилами из них получили 72 полена?

7. а) В стране Древляндии 101 город, и некоторые из них соединены дорогами. При этом любые два города соединяет ровно один путь. Сколько в этой стране дорог?


б) Докажите, что в дереве число вершин на 1 больше числа ребер.

8. Докажите, что связный граф, у которого число ребер на 1 меньше числа вершин, является деревом.

9. Волейбольная сетка имеет форму прямоугольника размером 50(600 клеток. Какое наибольшее число веревочек можно перерезать так, чтобы сетка не распалась на куски?

10. Есть такая сеть метро, что с любой станции можно добраться до любой другой не поднимаясь на поверхность. Докажите, что мы можем закрыть какую-то одну станцию без права проезда через нее так, чтобы и после этого можно было бы добраться с любой станции на любую другую.

11. Посылку (куб) зашили на почте в мешковину (в форме куба). Играют двое (получившие посылку). За один ход разрешается сделать разрез вдоль любого ребра куба (по которому еще не делался разрез). Проигрывает тот, после хода которого мешковина распадается на две части. Кто может выиграть?

Для самостоятельного решения

12. В поселке 100 домов. Какое наибольшее число непересекающихся заборов можно построить так, чтобы каждый забор огораживал хотя бы один дом, и никакие два забора не огораживали бы одну и ту же совокупность домов?

13. В стране 30 городов, причем каждый соединен с каждым дорогой. Какое наибольшее число дорог можно закрыть на ремонт так, чтобы из каждого города можно было проехать в каждый.

14. Вдоль границ клеток шахматной доски положили спички. Сколько спичек необходимо убрать, чтобы ладья могла добраться с любого поля на любое?

15. В ныне суверенном Зурбагане сеть железных дорог устроена так: все города стоят на кольце; кроме того, столица соединена отдельными ветками с каждым из городов, кроме соседей по кольцу. Правительство Зурбагана разбило сеть на участки между соседними городами и постановило разделить эти участки между двумя компаниями так, чтобы можно было проехать между любыми двумя городами как по дорогам только первой компании, так и по дорогам только второй компании. Можно ли выполнить постановление правительства?

Делимость и остатки – 1

1. Не находя суммы 52715223 + 71337651 + 53258554 + 633164334 + 71574116 + 4325988, выберите верный ответ:
а) 886375457;
б) 886375478;
в) 886375866;
г) 86375942.

2. Некоторые семиклассники взяли из комнаты №0 фломастеры для стенгазеты. Из них несколько мальчиков взяли по целой пачке из 6 фломастеров, несколько девочек забрали по 8 фломастеров разных цветов, а восьми опоздавшим досталось по фломастеру синего цвета. В конце смены Борис Юрьевич хочет собрать с семиклассников 155 фломастеров. Сочтут ли школьники это требование выполнимым?

3. Каждый следующий день смены семиклассник получает в два раза меньше комариных укусов, чем в предыдущий. Может ли он за два дня подряд получить 2000 укусов?

4. ЛМШонок Петя охотился на комаров. В первый день ему удалось убить только двоих, но с каждым днем его квалификация повышалась и ему удавалось убивать вдвое больше комаров, чем в предыдущий. Мог ли он в двадцать пятый день убить 33554434 комара?

5. Какие из утверждений верны:

а) если число при делении на 8 дает остаток 3, то при делении на 4 оно также дает остаток 3;

б)(если число при делении на 4 дает остаток 3, то при делении на 8 остаток сохраняется;

в) если число при делении на 15 дает остаток 7, то при делении на 5 остаток не равен 3;

г) если число при делении на 15 дает остаток 3, то при делении на 9 остаток не равен 6?

6. Генерал построил солдат в колонну по 4, но при этом солдат Иванов остался лишним. Тогда генерал построил солдат в колонну по 5. И снова Иванов остался лишним. Когда же и в колонне по 6 Иванов остался лишним, генерал посулил ему наряд вне очереди, после чего в колонне по 7 Иванов нашел себе место и никого лишнего не осталось. Какое наименьшее количество солдат могло быть у генерала?

7. Дождь над Вишкилем начался в полночь и лил ровно 10000 минут. Могло ли случиться, что сразу после этого выглянуло солнце?
8. На сколько нулей заканчивается число 2000!?

9. Найдите последнюю цифру числа а) 20012001; б) 54949; в) 345673376543; г)
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10. Найдите две последние цифры числа а) 19992000; б) 162000.

11. Докажите, что Александр Юрьевич должен отпраздновать свое 28-летие в такой же день недели, в какой он родился.

12. В последовательности цифр каждая цифра, начиная с пятой, равна последней цифре суммы четырех предыдущих. Последовательность начинается с цифр 1234096… Может ли в ней встретиться комбинация цифр 1999?
Для самостоятельного решения

13. Найдите последнюю ненулевую цифру числа 2000!

14. Пушкин родился 6 июня 1799 года (по новому стилю). Какой это день недели (учтите, что 1800-й и 1900-й годы не были високосными)?

15. Назовем автобусный билет с шестизначным номером счастливым, если сумма цифр его номера делится на 7. Могут ли два билета подряд быть счастливыми?

16. Докажите, что из любых n целых чисел можно выбрать одно или несколько с суммой, кратной.

Делимость и остатки – 2

1. а) Доказать, что квадрат любого натурального числа либо делится на 9, либо дает при делении на 3 остаток 1.


б) Доказать, что квадрат любого натурального числа при делении на 4 дает остатки либо 0, либо.

Определение: Разделить целое число 
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 на натуральное число 
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 с остатком означает представить 
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. При этом неотрицательное число 
[image: image10.wmf]r

 называется остатком от деления, а целое число 
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 неполным частным.

2. x = 100·k – 16, k – целое. Чему равны частное и остаток при делении x а) на 100; б) на 5?

3. Делимое и делитель увеличили в 7 раз. Как изменятся неполное частное и остаток?

4. Найдите остаток от деления числа 1997·1998·1999 + 20003 на 7.

5. Докажите, что разность двух чисел делится на b тогда и только тогда, когда числа дают одинаковые остатки при делении на b.

6. Докажите, что остаток от деления простого числа на 30 – простое число или 1.

7. Пусть число a1 дает при делении на b остаток r1, число a2 – остаток r2, тогда, используя определение, докажите основные свойства остатков:


а) (Сложение остатков) Число a1 + a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1 + r2.

б) (Вычитание остатков) Число a1 – a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1 – r2.

в) (Умножение остатков) Число a1·a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1 r2.

Комментарий: Задачу №8 следует разобрать с учениками отдельно.

8. Докажите, что n3 + 2·n делится на 3 при любом натуральном n. А если n – целое число?
9. Докажите, что n3 + 2 не делится на 9 ни при каком натуральном n.
10. Натуральные числа x, y, z таковы, что x2 + y2 = z2. Докажите, что одно из них делится а) на 2; б) на 3.

11. Три простых числа p, q и r, больших 3, образуют арифметическую прогрессию: p = p, q = p + d, r = p + 2·d. Докажите, что d делится на 6.

12. Найдите p, если:


а) p, p + 10, p + 14 – простые числа;


б) p, 2·p + 1, 4·p + 1 – простые числа.

Для самостоятельного решения

13. На поле растут деревья с золотыми монетами (на разных деревьях может быть разное число монет!). Каждую ночь на каждом дереве вырастает одна монета. 1 марта на деревьях было всего 2000 монет. В марте Буратино посадил еще одно дерево, и 31 марта на деревьях оказалось всего 2993 монеты. В какой день Буратино посадил дерево?

14. Пусть а и b – натуральные числа, причем число а2 + b2 делится на 21. Докажите, что оно делится и на 441.

15. Натуральные числа x, y, z таковы, что x2 + y2 = z2. Докажите, что одно из них делится на 5.

16. Докажите, что

а) произведение 4 последовательных целых чисел;


б) разность квадратов двух простых чисел, больших трех;

делится на 24.

Делимость и остатки – 3: Сравнение по модулю

1. Найдите последнюю цифру числа 12 + 22 +… +992.

2. x, y, z – натуральные числа, причем x2 + y2 = z2. Докажите, что xy делится на 12.

Определение: целые числа a и b называются сравнимыми по модулю m, если они имеют одинаковые остатки при делении на m. Это обозначается так 
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3. Докажите, что a ( b (mod m) тогда и только тогда, когда a – b делится на m.
4. Действия с числами, сравниваемыми по модулю. Если a ( b (mod m) и c (d (mod m), то:


а) a + c ( b + d (mod m);
б) a – c ( b – d (mod m);
в) ac ( bd (mod m).

5. Найдите остаток от деления 62000 на 7.

6. Докажите, что: а) 3099 + 61100 делится на 31; б) 43101 + 23101 делится на 66; в) an + bn делится на a + b, если n – нечетное число.

7. а) Докажите, что среди 501 целого числа найдутся два, квадраты которых дают одинаковые остатки при делении на 1000.


б) Докажите, что различных остатков квадратов натуральных чисел при делении на n не более, чем [n/2] + 1.
8. Найдите остаток от деления на 7 числа 1010 + 10100 + 101000 +…+ 1010000000000 .
9. Сколько существует натуральных чисел n, меньших 10000, для которых 2n – n2 делится на 7?
10. Сумма двух цифр a и b делится на 7. Докажите, что число 
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 также делится на 7.

11. а) Дано шестизначное число 
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, причем 
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 делится на 7. Докажите, что и само число делится на 7.


б) Сформулируйте и докажите признак делимости на 7.


в) Сформулируйте и докажите признак делимости на 13.

12. Найдите все трехзначные числа, каждая натуральная степень которого оканчивается на три цифры, оставляющие первоначальное число.

13. К числу справа приписывают тройки. Докажите, что когда-нибудь получится составное число.

14. Решить уравнение в целых числах: x2 – 7y = 10.
15. Решить уравнение в целых числах: x3 – 21y2 + 5 = 0.
16. Решить уравнение в целых числах: 15x2 – 7y2 = 9.
Для самостоятельного решения

17. Решить уравнение в целых числах: x2 + y2 + z2 = 8t – 1.
18. Решить уравнение в целых числах: 3m + 7 = 2n.
19. Докажите, что произведение последней цифры числа 2n и суммы всех цифр этого числа, кроме последней, делится на 3.

20. Можно ли из цифр 2, 3, 4, 9 (каждую цифру можно использовать сколько угодно раз) составить два числа, одно из которых в 19 раз больше другого?

21. а) Дано шестизначное число 
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, причем 
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 делится на 37. Докажите, что и само число делится на 37.


б) Сформулируйте и докажите признак делимости на 37.

Решение линейных уравнений в целых числах

1. Найдите все решения в целых числах уравнений:

а) x – y=0;


б) 5x – 3y = 0;


в) 15x+9y = 0.

2. Решите в целых числах уравнение 15x – 9y = – 7.

3. На прямой сидит блоха, которая может прыгать на 5 см или 7 см вправо или влево. Сможет ли она сместиться после нескольких прыжков вправо на 3 см от начального положения? Если сможет, то как она должна прыгать?

4. Решите в целых числах уравнение 5x – 7у = 3:


а) найдите какое-нибудь одно решение;


б) найдите какие-нибудь три решения;


в) если выполнены равенства 5x1 – 7y1 = 3 и 5y2 – 7y2 = 3, то рассмотрите их разность;


г) найдите все решения уравнения 5x – 7y = 3 в целых числах.

5. Решите в целых числах уравнения:


а) 3x + 5y = 13;


б) 10x + 15y = – 5;


в) – 6x + 21y = 18.

6. Решите в натуральных числах уравнение 2000x + 513y = 2513.

7. Решите в целых числах уравнение 2000x + 513y = 329.

8. Пусть а и b – натуральные числа и a>b. Поделим a на b с остатком: a = bq + r, 0(r<b.


а) Докажите, что НОД(а, b) = НОД(a – b, b).


б) Докажите, что НОД(a, b) = НОД(r, b).


в) Сформулируйте правило для поиска НОД двух "больших" чисел.

9. Найдите: а) НОД(2000, 502); б) НОД(589, 1426).

10. Могут ли числа 2n+13 и n+7 при натуральном n иметь общий множитель, больший чем 1?

11. Докажите, что для каждого натурального n дробь 
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 несократима.

12. а) Докажите, что если НОД(a, b) = 1, то уравнение ax + by = 1 имеет решение в целых числах.


б) Докажите, что если НОД(a, b) = d, то уравнение ax + by = d имеет решение в целых числах.


в) Докажите, что если НОД(a, b) = d и c делится на d, то уравнение ax + by = с имеет решение в целых числах.


г) Докажите, что если НОД(a, b) = d и c не делится на d, то уравнение ax + by = с не имеет решений в целых числах.

Для самостоятельного решения

13. Решите в целых числах уравнение 2000x + 513y = 329.

14. Решите в целых числах уравнения:


а) – 7x + 4y + 9z = 89;


б) 10x + 13y + 8z = 143.

15. На бесконечной шахматной доске стоит конь. Докажите, что он сможет прискакать в любую клетку.

16. На прямой сидит блоха, которая может прыгать на 5 см влево или на 7 см вправо. В каких точках прямой может побывать эта блоха?

Игры – 1: Симметрия

Во всех играх обычно (если не оговорено противного) предполагается, что играют двое, ходы делают по очереди (игроки не могут пропустить ход). В предлагаемых играх надо ответить на один и тот же вопрос – кто побеждает независимо от ходов противника: начинающий (первый) или его партнер (второй)? Решение игры должно состоять из двух частей:

a) Предъявить стратегию игры одного из игроков;

b) Доказать, что указанная стратегия ведет к выигрышу независимо от того как будет ходить противник.

1. Двое по очереди кладут пятаки на круглый стол, причем так, чтобы они не накладывались друг на друга. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход.

2. Имеются две кучки камней: в одной 30, в другой – 20. За ход разрешается брать любое количество камней, но только из одной кучки. Проигрывает тот, кому нечего брать.

3. На столе лежат 9 карточек, на которых написаны натуральные числа от 1 до 9. Двое по очереди откладывают в сторону по одной карточке. Проигрывает тот, после хода которого сумма чисел на всех отложенных карточках станет больше 15.

4. (Игра "щелк") Для игры требуется прямоугольная шоколадка (в этой задаче – шоколадка 10(10). За ход разрешается съесть произвольную клетку доски и все находящиеся слева и сверху от неё. Проигрывает тот, кто съедает правую нижнюю клетку.

5. Двое по очереди ставят слонов в клетки доски 8(8 так, чтобы они не били друг друга. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

6. В противоположных углах клетчатой доски 8(8 ставятся черная и белая ладьи, остальные поля заполняются серыми пешками. Двое играющих ходят по очереди каждый своей ладьей. Каждым ходом игрок обязан что-нибудь съесть – пешку или ладью противника. Проигрывает тот, кто не сможет сделать хода.

7. На столе лежат 2000 спички. Двое играющих ходят по очереди и могут брать по 3, 6, 9 или 12 спичек. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход.

8. Двое играют в следующую игру: первый выбирает любое поле на доске 8(8, ставит туда короля и делает ход, при условии, что на эту клетку раньше никто не вставал. Проигрывает тот, кто не может сделать ход.

Для самостоятельного решения

9. Доказать, что при игре в крестики-нолики на доске 3(3 у играющего крестиками есть беспроигрышная стратегия.

10. Двое играют в крестики-нолики на доске, изображенной на рисунке. Выигрывает тот, кто поставит три своих значка на одну вертикаль, горизонталь или диагональ.

11. В коридоре стоят семь кресел. Два человека сидят соответственно в седьмом и шестом креслах. Ход состоит в том, что человек должен пересесть в другое кресло, чтобы между ним и партнером находилось не более двух кресел. Выигрывает тот, кто окажется на первом кресле. Первым ходит тот, кто сидит на седьмом кресле. Кто выигрывает при правильной игре и как он должен играть?

12. У ромашки а) 12 лепестков; б) 11 лепестков. За ход разрешается оторвать либо один лепесток, либо два рядом растущих лепестка. Проигрывает тот, кто не может сделать хода.

13. Решите задачу 6. для досок а) 9(8; б) 10(8.

Игры – 2: Выигрышные и проигрышные стратегии

1. По полоске клетчатой бумаги длиной 20 клеток двое играющих по очереди передвигают фишку влево на 2, 4 или 7 клеток. Проигрывает игрок, которому некуда ходить.

Комментарий: Для нахождения выигрышных стратегий определяются выигрышные и проигрышные позиции со следующими свойствами:

a) конечная позиция выигрышная;

b) из любой выигрышной позиции всегда существует ход в невыигрышную позицию;

c) из любой невыигрышной позиции за один ход можно попасть только в выигрышную.

2. Ферзь стоит на поле с1. За ход его разрешается передвинуть на любое число полей вправо, вверх или по диагонали "вправо-вверх". Выигрывает тот, кто поставит ферзя на поле h8.

3. В одной куче 18 конфет, в другой – 23. Двое по очереди съедают одну из куч, а другую делят на две кучи. Тот, кто не может поделить кучу (в ней одна конфета), проигрывает.
4. На столе лежат 20 спичек. Игрок может взять 2, 3, или 4 спички, но не может взять столько, сколько взял предыдущий. Кто не может сходить – проигрывает.

Комментарий: Позиция кодируется количеством оставшихся спичек и информацией о том, сколько спичек взял противник в предыдущем ходе. Задача решается анализом с конца

5. В каждой вершине дерева написано число. В корневой вершине графа лежит фишка. Игроки по очереди передвигают ее вдоль ребер, причем запрещается возвращать фишку в вершину, где она уже побывала. Игра заканчивается, если какой-нибудь игрок не может сделать очередной ход. В этом случае он получает от второго игрока сумму, написанную на последней вершине (если она отрицательна, то он платит сам). Выигрывает тот, кто получит деньги от другого игрока. Кто выигрывает при правильной стратегии и какой наибольший выигрыш он может себе гарантировать независимо от ходов противника?

6. Два игрока по очереди ходят ладьей, начиная с верхнего поля. При этом запрещается ставить ладью на поле, где она уже побывала. Проигрывает игрок, который не может сделать ход.

Для самостоятельного решения

7. На горизонтальной полоске 4(1 слева стоят две фишки. За ход нужно передвинуть одну из фишек на любое свободное поле (перепрыгивать через фишки нельзя). Проигрывает игрок, после хода которого возникает позиция, уже встречавшаяся ранее.

8. Леонид Михайлович и Ольга Викторовна играют на бесконечной полоске клетчатой бумаги в следующую игру. Леонид Михайлович ставит два крестика, а Ольга Викторовна стирает любое число подряд идущих крестиков. Сможет ли Ольга Викторовна помешать Леониду Михайловичу выставить 2000 крестиков в ряд?

Комбинаторика: основные формулы

1. Сколькими способами можно выбрать из слова «ЛМЫШОНОК» пару из гласной и согласной букв?

2. Сколько различных строк можно получить, а) переставляя буквы в слове «КОТЕЛЬНИЧ»; 
б) составляя девятизначное число из цифр от 1 до 9, используя все цифры.

Определение: Числом перестановок из n элементов называется количество способов выписать в строчку все эти n элементов. Оно обозначается Pn.

3. Доказать, что Pn = n!.

4. Есть 12 шариков различных цветов и три ящика: красный, синий и зеленый. Сколькими способами можно заполнить ящики шариками (по одному шарику в каждый ящик)?

Определение: Числом размещений из n элементов по k называется количество способов выписать в строчку k различных элементов из данных n (строчки, отличающиеся порядком, считаются разными). Оно обозначается 
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5. Доказать, что 
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 = n (n – 1) (n – 2)…(n – k + 1).

6. Бусы – это кольцо, на которое нанизаны бусины. Бусы можно поворачивать и переворачивать. Сколько различных бус можно сделать из 16 различных бусинок?

7. Сколько различных строк можно получить, переставляя буквы в словах а) «ВИШКИЛЬ»; 
б) «МАТЕМАТИТИКА».

8. Есть 12 шариков различных цветов. Сколькими способами можно выбрать три шарика?

Определение: Числом сочетаний из n элементов по k называется количество способов выбрать 
k шариков из данных n различных шариков (наборы, отличающиеся лишь порядком, считаются одинаковыми). Оно обозначается 
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9. а) Остап Бендер достает из мешка k разноцветных слонов и раздает их k детям по слону в руки. Сколькими способами может состояться раздача слонов?


б) А если перед этим ему предстоит выбрать эти k слонов из n разноцветных, находящихся в мешке?

10. Докажите, что 
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11. Среди 12 школьников требуется выбрать шесть футболистов. Сколько существует различных выборов?

12. У семиклассника Лени есть 7 книг по математике, а у восьмиклассника Бори – 8 книг. Сколькими способами они могут обменять три книги одного на три книги другого?

13. В кружке «Очумелые ручки» у Ларисы Ивановны занимается 2 девочки и 7 мальчиков. Для участия в конкурсе нужно выбрать четырех человек, среди которых обязательно должна быть хотя бы одна девочка. Сколькими способами это можно сделать?

14. Сколькими способами можно разбить 10 человек на две баскетбольные команды по 5 человек в каждой?

Для самостоятельного решения

15. На окружности отмечены 5 красных, 7 желтых и 9 зеленых точек. Сколько существует треугольников с вершинами в этих точках, у которых все вершины а) зеленые; б) одноцветные; в) все разноцветные; г) не все одноцветные?
16. У скольких 10-значных чисел все цифры различны?

17. Сколькими способами можно расставить k ладей на доске N(N так, чтобы они не били друг друга?
Текстовые задачи
1. Хозяин обещал работнику за год 12 рублей и кафтан. Но тот ушел через 7 месяцев. При расчете он получил кафтан и 5 рублей. Сколько стоит кафтан?

2. Собираясь в Рио-де-Жанейро, Остап решил поменять все свои рубли на крузадо. В российском банке курс 3000 рублей за крузадо, и еще надо заплатить 7000 рублей за право обмена независимо от меняемой суммы. В бразильском банке курс 3200 рублей за крузадо, и за право обмена берут 1 крузадо. Подсчеты показали, что Остапу все равно, в каком из банков менять деньги. Сколько у него рублей?

3. Страшила и Железный Дровосек отправились утром в Изумрудный город в один день, по одной дороге и в одном направлении, причем вначале Дровосек находился на 28 миль позади Страшилы и на расстоянии 100 миль от цели. Оба идут с 8 утра до 8 вечера, и скорость каждого в течение дня постоянна. В первый день Дровосек прошел 20 миль, во второй – 18, в третий – 16, и так далее, а Страшила в первый день прошел 4 мили, во второй – 8, в третий – 12, и так далее. Где и когда они окажутся одновременно?

4. Истратив половину денег, я заметил, что осталось вдвое меньше рублей, чем было первоначально копеек, и столько же копеек, сколько было первоначально рублей. Сколько денег я истратил?

5. Бивис и Батт-Хед за ночь посмотрели три программы видеоклипов. Первая программа содержала в полтора раза меньше клипов, чем вторая, а всего в трёх программах было 200 клипов. Из всего просмотренного Бивису понравилась лишь пятая часть клипов первой программы и половина клипов второй программы. Батт-Хеду понравилось столько же клипов, сколько и Бивису, в том числе все клипы третьей программы. Сколько клипов им не понравилось?

6. После удачного налета атаман Рустам взял себе одиннадцатую часть всех захваченных пленниц, а остальных распределил между членами шайки согласно их заслугам. Косой, которому досталось меньше всех пленниц, затеял драку с атаманом и был побежден в честном бою. Труп его достался шакалам, а пленницы – атаману, после чего у атамана оказалась одна восьмая всех пленниц. Доказать, что после драки у атамана осталось не больше 25 разбойников.

7. Аня и Таня весят вместе 40 кг, Таня и Маня – 50 кг, Маня и Ваня – 90 кг, Ваня и Даня – 100 кг, Даня и Аня – 60 кг. Сколько весит Аня?

8. Коза и корова съедают воз сена за 45, корова и овца – за 60, а овца и коза – за 90 дней. За сколько дней съедят воз сена коза, овца и корова вместе?
9. 70 коров съели бы всю траву за 24 дня, а 30 коров – за 60 дней. Сколько коров съели бы всю траву за 96 дней (не забудьте, что трава равномерно подрастает!).Разнобой
10. Для участников матбоя и членов жюри было приготовлено конфет столько же, сколько булочек и стаканов чая вместе. Каждый школьник съел по конфете и выпил по стакану чая, после чего осталось стаканов чая и конфет вместе столько, сколько булочек. Найдется ли стакан чая для заглянувшего к ним члена жюри?

11. По итогам математической олимпиады восемь победителей получили 97 книг. За более высокое место давали больше книг. Известно, что все победители получили разное число книг, причем за восьмое место книг было вручено не менее половины числа книг за первое место. Сколько книг получил каждый из восьми победителей? Найдите все решения и покажите, что других нет.

12. Трое крестьян – Игорь, Гоша и Ильдар – пришли на рынок с женами: Ларисой, Екатериной и Ольгой. Известно, что каждый из шестерых заплатил за каждый купленный предмет столько копеек, сколько предметов он купил. Каждый мужчина истратил на 48 копеек больше своей жены. Кроме того, Игорь купил на 9 предметов больше Екатерины, а Гоша – на 7 предметов больше Ларисы. Определите, кто на ком женат.

Для самостоятельного решения

13. Управдом Остап Бендер собирал с жильцов деньги на установку новых квартирных номеров. Адам Козлевич из 105-й квартиры поинтересовался, почему во втором подъезде надо собрать денег на 40% больше, чем в первом, хотя квартир там и тут поровну. Не растерявшись, Остап объяснил, что за двузначные номера приходится платить вдвое, а за трехзначные – втрое больше, чем за однозначные. Сколько квартир в подъезде?

14. Будильник был заведен на 8 часов, но Петя проснулся раньше и заметил, что часовая стрелка является биссектрисой угла между минутной и, показывающей на цифру 8, стрелкой звонка будильника. Петя сообразил, что такое случилось в последний раз до звонка. Когда проснулся Петя?

15. Аня, Боря и Вася составляли слова из заданных букв. Все составили разное число слов: больше всех - Аня, меньше всех - Вася. Затем ребята просуммировали очки за свои слова. Если слово есть у двух игроков, за него дается по 1 очку, у одного игрока - 2 очка, а слова, встречающиеся у всех троих, вычеркиваются. При каком наименьшем количестве слов у Ани может случиться так, что больше всех очков набрал Вася, а меньше всех - Аня?

16. Петя хочет найти на магнитофонной записи часового концерта определенный момент (точку на ленте). Магнитофон может перематывать в обе стороны со вдесятеро большей скоростью. Петя заранее не знает даже примерно, где нужное место, но прослушав полминуты подряд, он либо обнаружит нужный момент, либо определит, раньше он был или позже. Вначале лента стоит на начале концерта. Может ли Петя с гарантией найти момент менее, чем за 10 минут?

Раскраски

1. Фигура "верблюд" ходит по доске 10(10 на три клетки по вертикали и одну по горизонтали, или на три по горизонтали и одну по вертикали. Можно ли пройти "верблюдом" с какого-то исходного поля на соседнее с ним по стороне?

2. По кругу расставлены числа 12,7,23,45,13,5. За один ход можно прибавить или отнять одно и то же число от двух стоящих рядом чисел. Можно ли за несколько ходов получить числа 7,13,4,2,5,12?

3. В каждой клетке на доске 7(7 сидит жук. По команде все жуки переползают на соседние по стороне клетки. Доказать, что после этого какая-то клетка останется пустой.

4. Дети и преподаватели 7-го класса стоят на линейке в виде квадрата 9(9, и у каждого из них пьет кровь комар. В момент подъема флага все комары взлетают и садятся на соседнего по диагонали человека. Докажите, что после такого массового перелета по крайней мере девятерых страдальцев никто не будет кусать.

5. Докажите, что доску 8(8 нельзя замостить 15 фигурками 1(4 и одной фигуркой из четырех клеток в форме буквы "Г".

6. ЛМыШонок ест куб сыра 3(3(3, съедая за один присест один кубик 1(1(1. После того, как кубик съеден, ЛМыШонок переходит к соседнему с ним по грани кубику. Может ли этот зверь съесть весь сыр без центрального кубика.

7. В трех вершинах квадрата находятся 3 кузнечика, играющие в чехарду. При этом если кузнечик А прыгает через кузнечика В, то после прыжка он оказывается на том же расстоянии от него, но по другую сторону и на той же прямой. Может ли после нескольких прыжков один из кузнечиков попасть в четвертую вершину квадрата?

8. Дно прямоугольной коробки выложено плитками 2(2 и 1(4. Плитки высыпали из коробки и потеряли одну плитку 2(2. Вместо нее достали плитку 1(4. Докажите, что выложить дно коробки плитками теперь не удастся.

9. Докажите, что квадрат 6(6 нельзя разрезать на 11 прямоугольников 1(3 и один уголок из трех клеток.

10. На доске 8(8 в левом нижнем углу в виде квадрата 3(3 лежат 9 фишек. За ход разрешается какой-нибудь одной фишке перепрыгнуть через какую-нибудь другую (не обязательно соседнюю) фишку на клетку, симметричную первой фишке относительно второй (если эта клетка свободна). Можно ли после нескольких таких ходов собрать все фишки в квадрате 3(3 а) в левом верхнем углу доски; б) в правом верхнем углу доски?

11. Из доски 248(198 вырезали 1999 крестиков из пяти клеток. Докажите, что из оставшейся части можно вырезать еще один такой крестик.

12. Как раскрасить лист клетчатой бумаги в 5 цветов так, чтобы внутри любой фигуры типа А (см. рисунок) клетки были окрашены во все 5 цветов, а внутри любой фигуры типа В – не все?

Для самостоятельного решения

13. Нарисуйте на плоскости а) 6; б) 11 одинаковых неперекрывающихся квадратов так, чтобы их нельзя было правильно раскрасить в 3 цвета. (Правильной называется раскраска, при которой любые две фигуры, имеющие общую часть границы, окрашены в разные цвета.)

14. Докажите, что доску размером 10(10 клеток нельзя разрезать на фигурки в форме буквы "Т", состоящей из 4-х клеток.

15. Клетчатый прямоугольник 2000(2001 разрезали на фигуры трех видов (см. рисунок). Какое при этом могло получится наименьшее количество фигур №3?

16. Докажите, что если вершины выпуклого n-угольника лежат в узлах клетчатой бумаги, а внутри и на его сторонах других узлов нет, то n<5.

Инварианты

1. По кругу расставлены числа 12, 7, 23, 45, 13, 5. За один ход можно прибавить или отнять одно и то же число (не обязательно целое) от двух стоящих рядом чисел. Можно ли за несколько ходов получить числа 7, 13, 4, 1,5, 12?

Определение: инвариант – это величина, которая не изменяется в результате некоторых действий (например, при разрезании не изменяется площадь фигуры). В качестве инварианта часто используются: четность, остаток по какому-то модулю, раскраска, произведение или сумма всех данных чисел и т.п.

2. Разменный автомат меняет одну монету на пять других. Можно ли с его помощью разменять одну монету на 26 монет?

3. На доске написаны числа от 1 до 20. Можно стереть любые два числа a и b и записать число а) a+b; б) ab; в) a+b-2. Какое число получится в итоге?

4. В столовой стоят 50 стаканов, из них 25 – вверх дном. Сможет ли дежурный, переворачивая по 4 стакана, получить все стаканы стоящими правильно, то есть на донышке?

5. На доске написаны числа 1,2,…,1999. Разрешается стереть любые два числа и написать вместо них разность этих чисел. Можно ли добиться того, чтобы все числа на доске были нулями?

6. На шахматной доске разрешается за один ход перекрашивать все клетки в одной строке или в одном столбце. Может ли после нескольких ходов остаться ровно одна белая клетка?

7. В алфавите языка племени УЫУ две буквы: У и Ы, причем этот язык обладает интересным свойством: если из слова выкинуть стоящие рядом буквы УЫ и УЫУУ, то смысл слова не изменится. Точно так же смысл слова не меняется при добавлении в любое место слова буквосочетаний УУ, ЫЫУУЫЫ и УЫЫУ. Можно ли утверждать, что слова УЫЫ и УЫУЫ имеют одинаковый смысл?

8. 6 детей из 6-го класса стоят по кругу, и на каждом из них сидит комар. Время от времени какие-то 2 комара перелетают на соседнего ребенка – один по часовой стрелке, а другой – против. Могут ли все комары собраться на одном несчастном?

9. Алеша Попович, Добрыня Никитич и Илья Муромец играют в игру. По очереди они приезжают к Змею Горынычу и срубают ему головы. Алеша может срубить 1 или 3 головы, Добрыня – 1 или 6 голов, а Илья – 9 или 10 голов. Если Змею срубить всего одну голову, то у него заново вырастает 4 головы. Выигрывает тот, кто уложит Змея. Кто выигрывает при правильной игре, если у Змея: а) 1999; б) 2000; в) 2001 голова?

10. В вершинах правильного 12-угольника расставлены числа +1 и –1 так, что во всех вершинах, кроме одной, стоят +1. Разрешается менять знак в любых k подряд идущих вершинах. Можно ли такими действиями добиться того, чтобы единственное число –1 сдвинулось в соседнюю с исходной вершину при а) k=3; б) k=4; в) k=6; г) k=11?
Для самостоятельного решения

11. На острове Серобуромалин обитают 13 серых, 15 бурых и 17 малиновых хамелеонов. Если встречаются 2 хамелеона разного цвета, то они одновременно меняют свой цвет на третий. Может ли случиться, что через некоторое время все хамелеоны будут одного цвета?

12. Квадратное поле разбито на 100 одинаковых участков, 9 из которых поросли бурьяном. Известно, что бурьян за год распространяется на те и только те участки, у которых не менее 2-х соседних (то есть имеющих общую сторону) участков уже поросли бурьяном. Докажите, что поле никогда не зарастет бурьяном полностью.

13. Три кузнечика на плоскости (не находящиеся на одной прямой) играют в чехарду. Каждую секунду один из них прыгает через какого-то другого. Могут ли они через 25 секунд оказаться на своих первоначальных местах?

Прогрессии

1. Найдите закономерность и продолжите ряд 2, 5, 8, 11, … .

Определение: Последовательность, в которой каждый следующий член больше (меньше) предыдущего на одно и то же число, называется арифметической прогрессией.

2. Найдите 2000-ый член последовательности из задания №1. Найдите ее n-ый член.

Комментарий: Формула, выражающая n-ый член последовательности через его номер n, называется формулой общего члена этой последовательности.
3. Напишите формулу общего члена арифметической прогрессии:

а) с первым членом а и вторым членом а + d;

б) с первым членом a и вторым членом b.

4. В следующих последовательностях найдите члены а25 и а40:
а) аn = 
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5. Найдите сумму первых 2000 членов арифметической прогрессии из задания №1. Чему равна сумма первых n ее членов? Чему равна сумма всех членов этой прогрессии с номерами с сотого по двухсотый?

6. Найдите сумму первых 15 членов арифметической прогрессии, если ее восьмой член равен 11.
7. Найдите сумму всех четырехзначных чисел, делящихся на 30.
8. Найдите сумму всех трехзначных чисел, не делящихся ни на 2, ни на 3.
9. Сумма номеров домов на одной стороне квартала 247. Найдите номер дома, седьмого от угла. (247=13(19)
10. Найдите закономерность и продолжите ряд 2, 6, 18, 54, … . Какое число окажется на десятом месте? На 2000-м месте? На n-ом месте?

Определение: Последовательность, в которой каждый следующий член больше (меньше) предыдущего в одно и то же число раз, называется геометрической прогрессией.

11. Напишите формулу общего члена геометрической прогрессии:

а) с первым членом а и вторым членом аq.

б) с первым членом a и вторым членом b.

12. Первый член геометрической прогрессии – целое число, а каждый следующий ее член больше предыдущего в целое число раз. Найдите пятый член этой прогрессии, если произведение первых четырех ее членов равно: а) 5184; б) 3456.

Для самостоятельного решения

13. а) Докажите, что последовательность (аn) является арифметической прогрессией в том и только в том случае, если при всех n(2 справедливо равенство 2аn = аn–1+an+1.

б) Сформулируйте и докажите аналогичное свойство геометрической прогрессии.
14. Найдите общий член ряда: а) 13, 19, 25,…; б) 12, 18, 27,…; в) 1, 4, 9,…; г) 1/2, 1/6, 1/12, 1/20,…
15. Найдите сумму первых 100 членов геометрической прогрессии 3, 12, 48, …
16. Цифры каждого из трех трехзначных чисел составляют арифметическую прогрессию, сумма этих чисел 750. Найдите трехзначные числа.
17. Все члены арифметической прогрессии – натуральные числа. Докажите, что среди них найдется такое число, в записи которого имеется хоть один нуль.
18.  Найдите сумму 1+11+111+ … + 111…1.
Разнобой

1. На поле стояли 777 гангстеров, и все они находились на попарно различных расстояниях друг от друга. Гангстеры одновременно выхватили пистолеты и каждый выстрелил в ближайшего. Докажите, что хотя бы в одного гангстера никто не стрелял.

2. В лагерь привезли 12 мячей. Все мячи раздали по отрядам (6 отрядов). Можно ли при этом утверждать, что кому-то досталось не менее трех мячей? А если учесть, что в одном отряде только один мяч?

3. В таблице 3х3 записаны числа -1, 0, 1. Может ли оказаться, что суммы чисел по всем строкам, столбцам и главным диагоналям различны?

4. На соседних сторонах квадрата ABCD во внешнюю сторону построены правильные треугольники LCB и KCD. Доказать, что треугольник KLA правильный.

5. Индеец Джо в гневе плюнул 150 раз в квадратную мишень 7x7, и треть плевков достигла цели. Докажите, что расстояние между какими-нибудь двумя из его плевков не превосходит 1,5.

6. Пассажир, проезжая в трамвае, заметил знакомого, который шел вдоль линии трамвая в противоположную сторону. Через 10 сек пассажир вышел из трамвая и пошел догонять своего знакомого. Через сколько секунд он догонит знакомого, если он идет в два раза быстрее знакомого и в пять раз медленнее трамвая?
7. В противоположных концах клетчатой полоски 1(100 стоит по фишке. Двое играют в следующую игру. За один ход можно сдвинуть одну из фишек на 1, 2, 3 или 4 клетки в сторону второй фишки. Проигрывает тот, кто не может сделать хода. Кто выиграет при правильной игре?

8. Сколькими способами можно составить треугольник, длины сторон которого – целые числа, большие 10 и не превосходящие 20?

9. Для отправки в ЛМШ бумагу для ксерокса упаковали в ящики массой не более 300 кг каждый. Общая масса бумаги 13,5 тонн. Какого минимального количества «Газелей» заведомо хватит для перевозки бумаги в «Вишкиль», если грузоподъемность одной «Газели» 1,5 т.

10. Даны 12 различных двузначных чисел. Докажите, что из них мож​но выбрать два числа, разность которых – двузначное число, за​писываемое двумя одинаковыми цифрами.

11. Пешеход, велосипедист и мотоциклист двигались по шоссе в одну сторону. Когда велосипедист догнал пешехода, мотоциклист был в 6 км от них. Когда мотоциклист догнал велосипедиста, пешеход отставал от них на 3 км. На сколько велосипедист был впереди пешехода в момент, когда пешехода догнал мотоциклист?

12. Сколько способов шашке а1 пройти в дамки?

13. Двое по очереди разламывают шоколадку размера 50(51. Проигрывает тот, после хода которого образовался кусочек размера 1(1. Кто выигрывает при правильной игре?

Заключительная олимпиада

Довывод

1. Расставьте несколько фигур на шахматной доске так, чтобы рядом с каждой фигурой было ровно три свободных поля, а рядом с каждым свободным полем – ровно одна фигура? (Примечание: рядом – значит в клетке с общей стороной).

2. На острове Рыцарей и Лжецов стоит замок. В замке 2000 комнат. В третьей по величине комнате (после тронного зала и подвала) стоит круглый стол. За этим столом сидят 16 аборигенов. разного возраста и звания. На вопрос: "Не считая вас и двух ваших соседей, кто все остальные?", каждый сидящий ответил: "Все они лжецы". Сколько лжецов сидит за столом?

3. На доске написано число. Разрешается умножить или поделить его на любое простое число. Можно ли ровно за 2000 таких операций из 1 получить 2000?

4. a, b и c - целые числа. Докажите, что если a=b+c, то a4+b4+c4 есть удвоенный квадрат целого числа.

5. В выпуклом четырёхугольнике соединены середины двух противоположных сторон. Оказалось, что одна диагональ делит этот отрезок пополам. Докажите, что эта диагональ делит площадь четырехугольника тоже пополам.
Вывод
6. 2000 яблок лежат в нескольких корзинах. Разрешается убирать корзины и вынимать яблоки из корзин. Докажите, что можно добиться того, чтобы во всех оставшихся корзинах было поровну яблок, а общее число яблок было не меньше 100.

7. На сторонах треугольника ABC вне его построены правильные треугольники ABD и BCE. Отрезки CD и AE пересекаются в точке M. Докажите, что AM+BM+CM=CD.
8. Проказница мартышка, осел, козел да косолапый мишка подружились с козой (с баяном) и затеяли сыграть квинтет. Пришли на лужок, сели в кружок, но музыка не пошла. Тогда друзья стали пересаживаться. За одну пересадку меняется местами одна пара соседей. Друзья не успокоятся, пока каждый не посидит на каждом месте. Каким наименьшим количеством пересадок они могут обойтись?
Послевывод
9. Плоскость разграфлена на квадратные ячейки единичной площади. Докажите, что любой многоугольник площади меньше 1 можно расположить на этой плоскости так, чтобы внутрь него не попало ни одного узла решетки.

10. Луч разбит на отрезки длины 1. Блоха из начала луча прыжками длины 
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 ускакала в бесконечность. Покрасим отрезки, где она побывала, а также самый первый. Докажите, что кузнечик может из начала луча ускакать в бесконечность прыжками некоторой постоянной длины C так, чтобы побывать в точности на всех неокрашенных отрезках.
Самостоятельная работа

С1) Как изменятся частное и остаток, если делимое и делитель увеличить в 3 раза?

С2) Про семь чисел известно, что сумма любых шести из них делится на 5. Докажите, что каждое из чисел делится на 5.

С3) У числа 9999 считают сумму цифр, затем у полученного числа снова считают сумму цифр и т. д., до тех пор, пока не получится однозначное число . Чему оно равно?

С4) Пусть a и b – целые числа, и a2+9ab+b2 делится на 11. Докажите, что a - b тоже делится на 11.

Самостоятельная работа

С1) Разрезать три одинаковых треугольника так, чтобы из них можно было сложить один треугольник.
С2) Доказать, что сумма квадратов пяти последовательных натуральных чисел не является точным квадратом.
С3) Можно ли так перезнакомить между собой пять человек, чтобы среди любых трёх нашлись двое знакомых друг с другом и двое незнакомых друг с другом?
С4) Доказать, что в любом четырехугольнике сумма длин диагоналей меньше его периметра.
С1) Диагонали четырехугольника ABCD пересекаются в точке O. Сумма площадей треугольников ABO и CDO равна половине площади четырехугольника. Докажите, что O является серединой одной из диагоналей.

Тест "Построение"

С1) Постройте равнобедренный треугольник по основанию и боковой стороне.

С2) Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней углу и высоте, проведенной к этой стороне.

С3) Постройте треугольник по стороне, углу при этой стороне и сумме двух других сторон.

С4) Опустить перпендикуляр из данной точки на данную прямую, проведя не более трех линий (т.е. третья проведенная линия и есть искомый перпендикуляр).

Самостоятельная работа

С2) 
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С3) В одной вершине куба написано число 1, в остальных – нули. Можно ли, прибавляя по единице к числам в концах любого ребра, добиться, чтобы все числа делились на 3.

С4) Четверо товарищей покупают лодку. Первый вносит половину суммы, вносимой остальными; второй – треть суммы, вносимой остальными; третий – четверь суммы, вносимой остальными, а четвертый – 130 рублей. Сколько стоит лодка?

С5) У царя Гвидона было 3 сына, из его потомков 100 имело по 3 сына, а остальные умерли бездетными. Сколько потомков у Гвидона?

Внутренний математический бой
1. Существует ли тупоугольный треугольник, который можно разрезать на остроугольные треугольники?
2. Найдите все решения в натуральных числах уравнения 
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3. Клетки доски 
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 пронумерованы от 1 до 100 по порядку: на первой горизонтали от 1 до 10 слева направо, на второй – от 11 до 20 и т. д. На доску выставлены 10 ладей, не бьющих друг друга. Докажите, что сумма чисел под ними не зависит от расстановки ладей.

4. Что больше: 200! или 100200?

5. Стороны нескольких прямоугольников параллельны осям координат. Известно, что любые два из них имеют общую точку. Докажите. что все они имеют общую точку.

6. Найдите внутри квадрата ABCD все точки X такие, что AX + CX = BX + DX.

7. После удачного налета атаман Рустам взял себе одиннадцатую часть всех захваченных пленниц, а остальных распределил между членами шайки согласно их заслугам. Косой, которому досталось меньше всех пленниц, затеял драку с атаманом и был побежден в честном бою. Труп его достался шакалам, а пленницы – атаману, после чего у атамана оказалась одна восьмая всех пленниц. Доказать, что после драки у атамана осталось не больше 25 разбойников.

8. Имеется кучка из 262 камней. Оля, Катя и Лариса играют в следующую игру: за один ход каждая может взять 1, 4 или 10 камней. Первой ходит Оля, второй – Катя и последней – Лариса. Потом опять Оля, и т. д. Выигрывает та, которая берет последний камень. Кто из них может выигрывать независимо от игры соперниц?

Межгрупповой математический бой

1. Точки D и E делят сторону BC треугольника ABC на три равные части. Могут ли при этом лучи АD и АЕ делить угол ВАС на три равные угла?

2. На шахматной доске 9(9 стоят 9 ладей, не бьющих друг друга. Каждую ладью сдвинули на соседнюю клетку. Докажите, что теперь какие-то две ладьи бьют друг друга.

3. Стороны сетки 6(6 являются бикфордовыми шнурами. Четыре запала нужно разместить так, чтобы после их одновременного возгорания весь шнур сгорел за наименьшее время. Чему равно это время, если сторона маленького квадратика сгорает за одну секунду?

4. Прямоугольник разрезан на три треугольника. Доказать, что площадь одного из них равна сумме площадей двух других.

5. Обезьяна хочет определить, из окна какого самого низкого этажа 15-этажного дома нужно бросить кокосовый орех, чтобы он разбился. У нее есть два кокосовых ореха. За какое наименьшее число бросков обезьяна может удовлетворить свое любопытство? (Не разбившийся орех можно бросать снова).

6. Расставьте по кругу числа 14, 27, 36, 57, 178, 467, 590, 2345 так, чтобы любые два соседних числа имели общую цифру. Найдите все такие расстановки.

7. Доказать, что из произвольных 8 натуральных чисел можно найти два, разность квадратов которых делится на 13.

8. Задуманы два последовательных натуральных числа. Каждый из двух друзей знает одно из них (но не знает, меньшее оно или большее в паре). Между ними происходит диалог:

П: Я не знаю твоего числа.

В: А я не знаю твоего.

П: Я все еще не знаю, какое у тебя число.

В: Я тоже.

П: Тогда я знаю!

В: И я тоже...

Что это за числа?

МАТБОЙ: непрофи6 – непрофи7

1. На острове живут лжецы и рыцари. Однажды 12 человек, собравшиеся в компанию, сделали следующие заявления: двое сказали «ровно двое из здесь присутствующих – лжецы», еще четверо сказали «ровно четверо среди здесь присутствующих – лжецы», последние шестеро сказали «ровно шестеро среди присутствующих – лжецы». Сколько лжецов было в этой компании?
2. Из 64 одинаковых кубиков составили куб 4(4(4. Каждым ходом можно вытащить кубик, у которого на поверхность оставшейся фигуры выходит ровно одна грань. Можно ли сделать 16 ходов? На острове живут лжецы и рыцари. Однажды 12 человек, собравшиеся в компанию, сделали следующие заявления: двое сказали «ровно двое из здесь присутствующих – лжецы», еще четверо сказали «ровно четверо среди здесь присутствующих – лжецы», последние шестеро сказали «ровно шестеро среди присутствующих – лжецы». Сколько лжецов было в этой компании?

3. Для каждого натурального числа, начиная с 1, подсчитали количество жителей деревни Вишкиль, возраст которых больше или равен этому числу. Полученные результаты сложили. Доказать, что результат равен сумме возрастов всех жителей Вишкиля.

4. В противоположных углах квадратного зала лежат два одинаковых ковра 7 м (10 м. Известно, что площадь пола, покрытая коврами в два слоя, равна 16 м2. Найдите сторону зала.

5. На доске написали два равных двенадцатизначных числа. Запись первого разбили на двузначные числа, запись второго – на трехзначные (получившиеся числа могут начинаться с нулей). Может ли оказаться так, что сумма получившихся двузначных чисел равна сумме получившихся трехзначных чисел?

6. У Кости есть несколько гирек различного веса и странные чашечные весы, на одну чашку которого можно класть только грузы, а на другую – ровно две гирьки. Костя выяснил, грузы какого веса он может уравновесить своими гирьками, и попросил своего друга Витю подарить на день

7. Существует ли кратное 111 натуральное число, цифры которого расположены в порядке убывания?

8. Рома пытается расставить в кружочки семь натуральных чисел, так, чтобы все пары чисел, НОД которых больше 1, были соединены отрезками, а все остальные пары соединены не были (см. рисунок). В каких кружочках может оказаться число 2000?

Карусель

Исходный рубеж.

1. Какие две цифры нужно поставить на место звездочек, чтобы пятизначное число 517** делилось на 6,7 и 8?

2. Два последовательных двухзначных числа сложили и в их сумме переставили цифры. В результате получилось большее из складываемых чисел. Какие это числа?

3. Проехав треть пути от Кирова до Набережных Челнов, Игорь лег спать и спал до тех пор, пока ему не осталось проехать треть пути, который он проехал спящим. Какую часть пути Игорь проспал в дороге?

4. Как разрезать фигуру по линиям сетки на три одинаковые части?
5. Камень весит 5 кг, еще треть камня и еще половину камня. Сколько весит камень?

6. После 14 стирок длина, ширина и высота куска мыла уменьшилась вдвое. На сколько стирок хватит оставшегося куска?

7. Сколько существует трехзначных чисел, у которых цифра сотен больше цифры десятков?

8. Цена билета на стадион была 20 рублей. После снижения цен на билеты, число зрителей на стадионе увеличилось на 50 %, а выручка с проданных билетов увеличилась на 14 %. Сколько стал стоить билет на стадион после снижения цен?

9. К числу 1989 припишите по цифре слева и справа так, чтобы полученное таким образом шестизначное число делилось на 88.

10. Молочница на рынке торговала молоком из двух бочек, одна из которых вмещала молока втрое больше, чем другая. Когда в маленькой бочке оставался 31 литр молока, а в большой – 239 литров, молочница долила доверху маленькую бочку из большой. В результате большая бочка оказалась наполненной ровно наполовину. Сколько молока вмещали бочки?

11. Найдите наибольшее значение отношения трехзначного числа к сумме его цифр.

12. На дискотеку собрался почти весь класс – 22 человека. Лена танцевала с 7 мальчиками, Нина с восемью, Вера – с девятью и так далее до Ирины, которая танцевала со всеми мальчиками из этого класса. Сколько мальчиков было из этого класса?

13. На мельнице имеется три жернова. На первом за сутки можно смолоть 60 мешков зерна, на втором – 54, а на третьем – 48. Некто хочет смолоть 81 мешок зерна. За какое наименьшее время он сможет это сделать?

14. Найдите все тройки простых чисел, в которых одно равно разности кубов двух других.

15. Из квадратного листа бумаги в клетку, содержащего целое число клеток, вырезали квадрат, содержащий целое число клеток так, что осталось 124 клетки. Сколько клеток мог содержать первоначальный лист бумаги?

16. Произведение двух целых чисел равно 217. Чему равны эти числа, если каждое из них меньше 7?

17. Найдите натуральное число, которое делится на 11, а при делении на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 дает в остатке 1.

18. Сумма 13 различных натуральных чисел равна 92. Найдите все такие натуральные числа.

19. Найдите все тройки простых чисел, в которых одно равно разности кубов двух других.

20. Найдите наименьшее число n, обладающее следующим свойством: к любому натуральному числу можно приписать справа такие n цифр, что полученное число будет делиться на 39.

21. В трехзначном числе зачеркнули слева цифру, затем полученное двухзначное число умножили на 6 и получили исходное число. Найдите его.

22. Решите числовой ребус: ИЗ4 = ИКС2 = БАЗИС.
23. Перед началом уроков классный руководитель заметил, что каждый учащийся его класса поздоровался за руку с шестью девочками и восемью мальчиками. При этом количество рукопожатий между мальчиками и девочками было на пять меньше числа остальных рукопожатий. Сколько учеников в классе?

Выводные задачи

1. Найдите наибольший общий делитель всех девятизначных чисел, состоящих из цифр 1,2,3,4.5.6,7,8,9 (без повторений).
2. Какое наибольшее количество месяцев одного года могут иметь по пять пятниц?

3. Треугольник разрезали на два многоугольника прямолинейным разрезом, один из полученных многоугольников вновь разрезали на два и т. д. Какое наименьшее количество разрезов следует произвести, чтобы общее количество вершин у полученных многоугольников стало равным 2000?

4. В трех ящиках лежат орехи. В первом на 99 орехов меньше, чем в двух других вместе, во втором – на 19 меньше, чем в первом и третьем вместе. Сколько орехов лежит в третьем ящике?

5. Из пункта А в пункт Б и из пункта Б в пункт А одновременно выбежали два спортсмена. Когда первоначальное расстояние между ними сократилось на 15 км, то первому из спортсменов осталось бежать до пункта Б в три раза большее расстояние, чем было между ними в это время, а второму – в полтора раза больше, чем он пробежал. Каково расстояние между пунктами?
6. Все натуральные числа от 1 по 1000 разбиты на две группы: четные и нечетные числа. Определите, для какой из групп сумма всех цифр, используемых для записи чисел, больше, и на сколько?
7. В прямоугольном треугольнике наименьшая высота вчетверо короче гипотенузы. Чему равны углы треугольника?

8. При умножении пятизначного натурального числа на девять получилось число, записанное теми же цифрами, но в обратном порядке. Найдите все такие числа.
9. В ящике лежат 1999 белых шаров, 2000 красных шаров и 2001 синий шар. Какое наименьшее число шаров нужно взять из ящика, не заглядывая внутрь, чтобы среди взятых шаров наверняка были шары всех цветов?

10. Найдите все натуральные числа, которые при удвоении записываются теми же цифрами, что и квадраты этих чисел, только в обратном порядке.

11. Четверо бизнесменов участвовали в соревновании на звание самого лучшего. Первый, четвертый и третий бизнесмены вместе заработали в четыре раза больше второго, второй, третий и четвертый бизнесмены вместе заработали в три раза больше первого. И, наконец, первый, второй и третий бизнесмены вместе заработали в два раза больше четвертого. Кто на каком месте оказался в этом соревновании?

12. Квадраты натуральных чисел выписаны в ряд: 149162536... Какая цифра стоит на 1998 месте?

13. Какое наибольшее число элементов содержит множество А, если оно имеет больше 19-элементных подмножеств, чем 98 элементных?

14. Поезд проехал переезд автотрассы шириной 5 метров за 5 секунд, а мимо перрона длиной 200 метров за 15 секунд, двигаясь вдвое медленнее. Какова длина состава?

15. 15 одинаковых шариков можно сложить в виде треугольника, но нельзя сложить в виде квадрата – одного шарика не хватает. Из какого количества шариков, не превосходящего 50, можно сложить как треугольник, так и квадрат?

16. Найдите наименьшее натуральное число, которое оканчивается на 13, делится на 13 и имеет сумму цифр, равную 13.
17. Сколько имеется прямоугольных треугольников, длины сторон которых выражаются целыми числами, если один из катетов этих треугольников равен 15?

18. Найдите правильную дробь, которая увеличивается в 3 раза, если ее числитель возвести в куб, а к знаменателю прибавить 3.

19. Найдите восемь последовательных целых чисел, сумма первых трех из которых равна сумме остальных пяти.

20. Сколько последовательных натуральных чисел, начиная с 1, надо сложить, чтобы получить трехзначное число, записываемое одинаковыми цифрами?

21. Первая цифра четырехзначного числа равна количеству нулей в этом числе, вторая цифра равна числу единиц, третья – числу двоек, четвертая – числу троек. Найдите все такие числа.

22. Трехзначное число начинается с цифры 7. Из него получили другое трехзначное число, переставив эту цифру в конец числа. Полученное число оказалось на 117 меньше предыдущего. Какое число рассматривалось?

23. В кружках треугольника расставлены все цифры от1 по 7 (каждое по одному разу), причем сумма чисел вдоль каждого отрезка прямой одна и та же. Чему она равняется и какие числа поставлены в вершины треугольника? (Приведите хотя бы один из вариантов расстановки) 
24. Найдите какое-нибудь решение числового ребуса:

Математический аукцион, группы КПР

Каждая задача стоит 100 тугриков, доказательство оптимальности – еще 50 тугриков. Изначально каждая команда получает 150 тугриков.
1. Найдите как можно больше натуральных чисел, десятичная запись которых не заканчивается нулями, и которые при вычеркивании некоторой одной (но не первой) цифры уменьшаются в целое число раз.

2. Придумайте как можно более длинную цепочку различных слов (существительных, единственного числа, именительного падежа, не имен собственных) так, чтобы первые три буквы очередного слова совпадали с последними тремя буквами предыдущего, например корОЛЬ – ОЛЬха.

3. Расставьте на шахматной доске как можно большее число ладей так, чтобы каждая била нечетное число других.

4. На клетчатой бумаге нарисован квадрат 8(8 со сторонами по линиям сетки, и все узлы сетки на его сторонах и в вершинах отмечены. Найдите как можно больше равнобедренных треугольников с вершинами в отмеченных точках.

5. Все члены возрастающей арифметической прогрессии – натуральные числа. Если каждое число заменить его суммой цифр, снова получится арифметическая прогрессия. Придумайте такую прогрессию с как можно большим числом членов.
6. Посредине доски 1(1001 стоит столбик из 80 положенных друг на друга монет. За один ход разрешается снять с верха любого столбика k монет (где k – любое число от 1 до всех) и переставить их на k полей влево или вправо; если там уже стоит столбик, положить монеты на него. Передвиньте все монеты столбика на соседнее справа поле затратив как можно меньше ходов.

7. Разрежьте квадрат 7(7 по границам клеток на возможно большее число различных прямоугольников.

8. Расставьте в строку как можно больше различных двузначных чисел так, чтобы в любой тройке подряд идущих сумма первых двух делилась на третье (как, например, в тройке 2, 7, 3).
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