Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс

Алгоритм Евклида и линейное представление НОД. 10 июля
Решим в целых числах уравнение 1028x+1051y =1. Для этого надо найти НОД(1028, 1051). Как?
На доске написаны числа a и b. Ваня заменяет одно из чисел на сумму или разность имеющихся чисел. Какое минимальное натуральное число он может получить такими операциями, если a=100, b=255?

· Если 
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, то НОД (a, b) = НОД (b, a – b)
· Если a = kb + r , то НОД (a, b) = НОД (b, r). 
· Если 
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, то  НОД(a,b) = b 
Алгоритм Евклида: для того, чтобы найти НОД двух чисел a и b, нужно выполнить последовательно несколько делений с остатком:

a   = b q1+r1
b   = r1q2+r2
r1  = r2q3+r3
r2  = r3q4+r4
…………

rn–2= rn–1qn+rn
rn–1= rn qn+1
На каждом шаге предыдущий делитель делится с остатком на предыдущий остаток. Так продолжается до тех пор, пока на каком-то шаге остаток не станет равен 0. Последний ненулевой остаток равен НОД(a,b).

1. Найдите с помощью алгоритма Евклида: а) НОД (26, 124); б) НОД(2005, 20052006); в) НОД(2n+13, n+7), где n — целое

2. Сократима ли при каком-то целом n дробь (12n + 1)/(30n + 2)?

3. Какие значения может принимать НОД (3n + 2, 10n + 23)?

4. Найдите НОД(11! – 20; 10! – 20)

5. Найдите НОД (2100– 1, 260–1).
6. Найдите НОД(111...111, 1111...1111) (в записи первого числа 60 единиц, в записи второго — 100).
7. Найдите НОД а) всех шестизначных чисел, составленных из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 без повторений; б) всех чисел, состоящих из 5 единиц и 7 двоек.
8. Докажите, что 
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9. Найдите пару чисел, не больших 1000, для которых алгоритм Евклида заканчивает работу (получает два равных числа) только через 14 шагов.

Линейное представление НОД

Теорема. НОД любых двух чисел a и b можно представить в виде НОД(a,b) = ax+by, где x и y – целые числа.

Рассмотрим  последовательность действий алгоритма Евклида: 

a   = b q1+r1


перепишем в виде : 
r1  = a  -  b q1
b   = r1q2+r2






r2  = b  -  r1q2
r1  = r2q3+r3






r3 = r1  -  r2q3
r2  = r3q4+r4






r4 = r2  - r3q4
…………






…………

 rn–2= rn–1qn+ НОД(a,b)




НОД(a,b)  = rn–2  -  rn–1qn

rn–1= НОД(a,b) qn+1



1. Найдите хотя бы одно линейное представление: а) НОД (9,10);
б) НОД (9,15);
в) НОД (9,11)

2. С помощью алгоритма Евклида найдите линейное представление:

а) НОД (15,19);
б) НОД (180,161).
3. Решите в целых числах уравнения:
а) 180x+161y = 1;
б) 625x+135y = 5;
в) 15х+84у = 39.
4. Найдите наименьшее натуральное число, которое при делении на 232 дает остаток 17, а при делении на 193 – остаток 10. 
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