Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс. Профи

21 июля. Числовой разнобой

1. а) Докажите, что если числа mi попарно взаимно просты, а число a удовлетворяет системе сравнений a≡ai (mod mi), то НОД(a,m1m2…ms)=1 тогда и только тогда, когда для всех номеров i выполнено НОД(ai, mi)=1.
б) выведите из пункта а) формулу для функции Эйлера.

2.  На доске написаны 10 натуральных чисел. Чебурашка прибавляет ко всем числам одновременно 1, 2 или 3, после чего крокодил Гена стирает одно из чисел, кратных 7, 11 или 13 (если такие есть). Докажите, что Гена сможет стереть все числа.
3. a) Докажите, что существует сколь угодно много составных чисел, идущих подряд. б) Дана бесконечная арифметическая прогрессия из натуральных чисел. Докажите, что для любого натурального N в этой прогрессии можно найти N составных чисел, идущих подряд.

4.  Докажите, что у любого шестизначного числа не более 2000 натуральных делителей.

5. Дано 100-значное число, все цифры которого кроме одной — пятерки. Докажите, что это число — не квадрат.

6. Докажите, что сумма всех натуральных делителей точного квадрата нечетна.

7. На доску выписаны 5 натуральных чисел, все их попарные суммы (10 штук), все их тройные суммы (тоже 10 штук), все их четверные суммы (5 штук), и, наконец, сумма всех пяти чисел (1 шт.) ― всего 31 число. Может ли так быть, что ровно 16 из этих чисел делится на 2003?

8. Целые числа x, y, z удовлетворяют равенству x2+y2=z2. Докажите что существуют такие натуральные u и v, что (x,y)=(u2-v2, 2uv), z=u2+v2.

9. Докажите, что ни при каком натуральном n число 103n+1 нельзя представить в виде суммы двух точных кубов. 

10. Существует ли такое 2000-значное составное число, которое при замене любой тройки соседних цифр на произвольную тройку цифр остается составным?

