Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс. Профи

05 июля. Графы-1
1. Из доски 4(4 вырезаны все угловые клетки. Может ли шахматный конь обойти всю доску и вернуться на исходную клетку, побывав в каждой клетке ровно один раз?
2. Можно ли на окружности расположить числа 1, 2, …, 9 так, чтобы сумма любых двух соседних чисел не делилась ни на 3, ни на 5, ни на 7?

Определение. Граф задан, если задано множество его вершин, и для любой пары различных вершин известно, связаны они ребром или нет. Степенью вершины называется количество выходящих из неё ребер.

3. В передаче “Любовь с первого взгляда” участвовали семь юношей и семь девушек. Во время передачи каждый юноша поссорился с шестью участниками передачи, а каждая девушка ― с двенадцатью. Докажите, что из участников можно составить семь пар, состоящих из непоссорившихся юноши и девушки.

4. Докажите, что в любой компании найдутся двое с одинаковым числом знакомых.

5. У каждого из 239 марсиан ( три руки. Смогут ли все они взяться за руки так, что свободных рук не осталось? А если бы марсиан было 238?
Теорема. Количество рёбер в графе есть полусумма степеней всех его вершин.

6. Докажите, что существует 200-вершинный граф, в котором две вершины степени 1, две вершины степени 2,… две вершины степени 100.
7. (Задача Эйлера о кенигсбергских мостах). На реке два острова ― Большой и Малый. Большой соединен с каждым берегом двумя мостами, а также соединен одним мостом с Малым. Малый, помимо Большого, соединен с каждым берегом одним мостом. Докажите, что нельзя обойти все мосты, пройдя каждый мост ровно один раз.
Определение. Путь, проходящий по всем ребрам графа ровно один раз, называется эйлеровым путем.

8. Сформулируйте и докажите критерий существования а) эйлерова пути; б) эйлерова цикла.

9. Город в плане выглядит как квадрат 3 на 3, каждая сторона квартала-квадратика – участок улицы длиной 100м (включая внешний контур квадрата). Какой наименьший путь придется проделать паровому катку, чтобы заасфальтировать все улицы?

Для самостоятельного решения
10. (Обязательное письменное упражнение.) Переведите любую из предложенных задач с литературным условием на графский язык.

11. а) Можно ли из проволоки длины 12 см сложить каркас кубика с ребром 1 см?

б) На какое наименьшее число частей надо разрезать эту проволоку, чтобы из них можно было сложить такой каркас?

12. В графе каждая вершина покрашена в синий или зеленый цвет. При этом каждая синяя вершина связана с пятью синими и десятью зелеными, а каждая зеленая с девятью синими и шестью зелеными. Каких вершин больше – синих или зеленых?
13. В ДОЦ “Вишкиль” приехало несколько школьников, каждый из которых имеет среди приехавших от 2 до 30 знакомых. Докажите, что опытный вожатый сможет расселить их по 60 комнатам так, чтобы никакие два знакомых не оказались в одной комнате и чтобы не было школьника, все знакомые которого живут в одной комнате.
