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Вступительная олимпиада
3 июля

1. Перед началом урока учитель написал на доске какое-то целое число от 3 до 8. После этого дети по очереди сказали следующее:

1-й: “Это число больше 1”.

2-й: “Это число больше 2”.

…

29-й: “Это число больше 29”.

30-й: “Это число меньше 29”.

31-й: “Это число меньше 28”.

…

58-й: “Это число меньше 1”.

Сколько раз ребята сказали правду? Найдите все варианты ответа и покажите, что других нет.

2. На какое наименьшее натуральное число нужно умножить 396, чтобы получить точный куб? Ответ обоснуйте.

3. В треугольнике ABC угол A равен 30°, а медиана BM равна высоте CH. Найдите углы B и C.

4. Докажите, что из любого десятизначного числа без нулей в записи можно вычеркнуть одну или две цифры так, чтобы получилось составное число.

5. Вдоль кругового шоссе расположены 52 серых коттеджа. Два веселых маляра по очереди красят какой-то из серых коттеджей в голубой или розовый цвет. Запрещается красить коттедж в тот же цвет, в который уже покрашен один из соседних с ним. Проигрывает тот маляр, который не может больше покрасить ни одного коттеджа. Кто выиграет при правильной игре: начинающий или его соперник?

6. В таблицу 3×4 записали числа 1, 2, …, 11, 12. После этого нашли сумму чисел в каждом из столбцов и сумму чисел в каждой из строк. Какое наибольшее количество одинаковых  могло оказаться среди этих семи сумм?

Делимость и остатки
3 июля

1. Докажите, что число 12+22+…+1002 — составное.

2. Решите уравнение x2=y2+19 а) в натуральных; б) в целых числах.

3. Напомним, что натуральные числа a и b называются взаимно простыми, если единственный их общий делитель — единица.

а) Докажите, что два последовательных натуральных числа взаимно просты.

б) Докажите, что среди любых трех подряд идущих натуральных чисел найдется число, взаимно простое с остальными.

в) Докажите то же самое для четырех чисел.

г**) Для какого еще количества чисел вы сможете доказать утверждение пункта б)?

4. Существуют ли два последовательных натуральных числа, сумма цифр каждого из которых делится на семь?

5. Числа p, 2p+1 и 4p+1 просты. Найдите эти числа.

6. Можно ли выплатить 1000000 рублей, использовав ровно 500000 купюр по 1, 10, 100 и 1000 рублей?

7. Можно ли числа от 1 до 21 разбить на несколько групп, в каждой из которых имелось бы число, равное сумме всех остальных чисел этой группы?

8. Каждое из натуральных чисел a, b, c и d делится на натуральное число ab–cd. Докажите, что ab–cd=1.

9. Число, записываемое n единицами,  простое. Докажите, что само число n   тоже простое. Верно ли обратное утверждение (то есть верно ли, что при простом n число из n единиц также будет простым)?

Задачи для самостоятельного решения

10. У каких натуральных чисел нечетное число натуральных делителей?

11. Докажите, что среди 18 последовательных трехзначных натуральных чисел есть число, которое делится на сумму своих цифр.

12. Корпус, в котором живет отряд математиков, имеет в плане вид квадрата с целой стороной. Дикие математики разгородили его на квадратные палаты (вообще говоря, разного размера) с целыми сторонами. Докажите, что сумма длин перегородок делится на 4.

Геометрические неравенства
Теорема о большей стороне и большем угле и неравенство треугольника

4 июля
Пусть дан треугольник ABC, причем A < B < C. Что можно сказать о длинах сторон a, b, c этого треугольника — какие неравенства их связывают? Что можно сказать о величине угла A? Угла С?

Пусть A и B — две данных точки, длина отрезка AB равна 1, а C — произвольная точка плоскости. Что можно сказать о сумме длин AC+BC? Что можно сказать о разности AC–BC? А о разности BC–AC? Объясните, когда (и почему) достигается равенство в указанных вами неравенствах.

1.
Докажите, что катет прямоугольного треугольника короче его гипотенузы.

2.
Докажите, что если все стороны треугольника меньше 1, то и все его высоты меньше 1. 

3.
Ребята играют в прятки на треугольной площадке. Водит Степа. Он знает, что Сергей всегда прячется в наиболее удаленной от водящего точке площадки. Где надо искать Сергея, если Степа стоит а) в углу площадки; б) на ее краю; в) в произвольной точке площадки.

4.
Докажите, что расстояние между двумя произвольными точками внутри треугольника не превосходит наибольшей стороны этого треугольника.

5.
Назовем диаметром четырехугольника наибольший из отрезков, которые можно провести внутри этого четырехугольника. а) Может ли четырехугольник иметь два разных диаметра? б) Три диаметра? в) Четыре диаметра? г) Более четырех диаметров? д) Докажите, что концами любого из диаметров являются вершины четырехугольника.

*
*
*

6.
Докажите, что сумма высот треугольника не превосходит его периметра.

7.
Докажите, что сумма диагоналей выпуклого четырехугольника больше суммы его противоположных сторон.

8.
Докажите, что сумма диагоналей выпуклого четырехугольника меньше периметра, но больше полупериметра этого четырехугольника.

9.
Теорема об объемлющей ломаной. а) Внутри треугольника АВС отмечена точка О. Докажите, что АО + ОС < АВ + ВС. 

Указание: продлите отрезок АО до пересечения со стороной треугольника.

б) Красная Шапочка пошла из точки А к домику Бабушки (точке В) по тропинке, которая вместе с отрезком АВ является границей выпуклого многоугольника. Серый Волк пошел по тропе с тем же свойством, причем находящейся внутри первого многоугольника. Докажите, что волчья тропа короче.

Задачи для самостоятельного решения

10.
Какую градусную меру может иметь средний по величине угол треугольника?
11.
Все высоты треугольника меньше 1 см. Может ли одна из его сторон превышать 1 км? А все три стороны

12.
Верно ли, что сумма расстояний от произвольной точки внутри выпуклого четырехугольника до его вершин меньше периметра?

13.
Докажите, что сумма диагоналей выпуклого пятиугольника больше его периметра, но меньше удвоенного периметра.
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14.
Четыре дома находятся в вершинах выпуклого четырехугольника. Где выкопать колодец, чтобы сумма расстояний от него до домов была минимальной? 

15.
а) Один треугольник лежит внутри другого. Докажите, что периметр внутреннего треугольника меньше, чем периметр внешнего. б) Верно ли то же самое для двух четырехугольников?

16.
Может ли оказаться так, что на приведенном рисунке 
A1B1>A1B2, A2B2> A2B3, A3B3> A3B4, A4B4> A4B5, A5B5>  A5B1?

Делимость-2
4 июля.

Определение: целое число a делится на целое число b, если существует такое целое число k, что a = bk. 

1) Говорят, что a делится на положительное число b с остатком r, если a =  bk + r,  где 0 ≤ r < b (все упомянутые числа целые). 
Определение: будем говорить, что числа a и b сравнимы по модулю m, если числа a и b дают одинаковые остатки при делении на m, то есть  если a=k1m+r и b=k2m+r, где 0≤r<m.  Обозначение  a ≡ b (mod m).
2) Еще одно определение сравнений. a ≡ b (mod m) тогда и только тогда, когда 
a – b ≡ 0 (mod m).

1. Верно ли, что а) –17 ≡ 11 (mod 7); б) 87 ≡ 1 (mod 11)?

2. Делимое и делитель увеличили в пять раз. Как изменятся неполное частное и остаток?

3. Делимое увеличили в три раза, при этом частное увеличилось не в три раза. а) Мог ли остаток увеличиться ровно в три раза? б) Мог ли остаток уменьшиться? в) Мог ли он остаться прежним?

4. При делении на 5 число дает такой же остаток, как при делении на 3. Какой остаток может давать это число при делении на 15? (Укажите все варианты.)

5. При делении на 24 число 3N дает в остатке 18. Какой остаток при делении на 24 дает число N? (Укажите все варианты).

6. Докажите, что а) квадрат любого целого числа сравним с самим этим числом по модулю 2; б) куб любого целого числа сравним с ним самим по модулю 6.

7. а) Может ли сумма квадратов двух нечетных чисел быть квадратом четного числа? б) Какой остаток при делении на 3 дает сумма квадратов двух чисел, не делящихся на 3?

8. Докажите, что при любом натуральном n выражение n5+4n делится на 5.

9. Докажите, что ни при каком натуральном k число 3k+5k не является квадратом натурального числа.

Задачи для самостоятельного решения

1. Сумма кубов пяти натуральных чисел делится на 9. Докажите, что произведение этих чисел делится на 3. 

1. Можно ли так записать в строку числа от 1 до 101 включительно, чтобы сумма  любых четырех подряд идущих чисел делилась на 3?

2. Каким наибольшим количеством нулей может заканчиваться число 
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Кратчайшие пути

5 июля

1. Человек с пустым ведром 

Видит свой горящий дом.

Помогите человечку 

Добежать с ведром до речки, 

Чтобы в дом воды плеснуть, 

Выбрав самый краткий путь.

Замечание: если человек стоит на другом берегу речки и способен перейти ее вброд, то ясно, что делать. А если на том же берегу?

2. Известно, что луч света распространяется по кратчайшему пути. Исходя из этого, объясните, почему угол падения луча равен углу отражения.

3. Как надо направить бильярдный шар, чтобы он попал в другой шар, предварительно отразившись а) от одного бортика стола; б) от двух бортов; в) от трех бортов?

4. [image: image22.wmf] 
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Река и дорога пересекаются под острым углом, внутри которого находится всадник. Он хочет напоить коня в реке, а затем добраться до дороги кратчайшим путем. Укажите ему этот путь.

5. Петя хочет пройти к киоску на другой стороне улицы. Мостовую (полосу с параллельными краями) он должен пересечь под прямым углом. Постройте для него кратчайший путь.

б) То же для перекрестка (см. рисунок).

Задачи для самостоятельного решения

6. Постройте треугольник наименьшего периметра, две вершины которого принадлежат сторонам данного острого угла, а третья находится в данной точке внутри этого угла.

7. Внутри квадрата расположен четырехугольник, различные вершины которого расположены на разных сторонах этого квадрата. Докажите, что его периметр а) больше удвоенной стороны квадрата; б) не меньше удвоенной диагонали квадрата.

8. Между параллельными прямыми расположены точки М и К. Построить ломаную наименьшей длины с концами в М и К, проходящую через точки на этих прямых.

9. Бильярд имеет форму прямоугольника со сторонами 3 м и 1 м, луза находится в одном из его углов. Шар расположен у длинной стороны прямоугольника в двух метрах от лузы. Как надо его направить, чтобы он попал в лузу, предварительно отразившись от сторон бильярда а) 1 раз; б) 3 раза; в) 2n–1 раз г) 2 раза?

Сравнения и признаки равноостаточности
5 июля
Свойства сравнений: если ab (mod m), cd (mod m), то
I. a
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c  b
[image: image3.wmf]±

d (mod m);
II. ac  bd (mod m);

III. an  bn (mod m), где n – произвольное натуральное число.

1. Найдите остаток от деления а) 2003·2004·2005 + 20053 на 7; б) 9100 на 8;
в) 12100 на 13;
г) 275+276+277+278 на 5; 
д) 100100 – 30100 на 7.

2. Докажите, что 2679999+ 7329999 делится на 999. 
3. Можно ли так подобрать целые числа a, b чтобы число 
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 а) делилось на 3; б) было полным квадратом? Указание: используйте сравнения по подходящему модулю.

4. а) Верно ли, что число a всегда сравнимо с b по модулю (a – b) при условии b≠а? 

5) б) Докажите, что an – bn всегда делится на a – b при условии b≠а.

6) в) Докажите, что an + bn делится на a + b, если n – нечетное число и b≠–а.

5. Докажите, что любое натуральное число сравнимо с его суммой цифр:

6) а) по модулю 9;
б) по модулю 3.

6. Докажите, что любое натуральное число сравнимо со знакопеременной суммой его цифр по модулю 11.

7. Сумма цифр числа a равна 13, сумма цифр числа b равна 29. Найдите остатки от деления числа 19a3+22b5 на 3 и на 9.
8. У числа 19992000 нашли сумму цифр. У результата опять нашли сумму цифр. И т.д., пока не получили однозначное число. Найдите это число.

9. В десятизначном числе все цифры встречаются по разу. Может ли оно делиться на 11?

10. Олег Юрьевич придумал число. Дима возвел это число в квадрат, а Тима возвел в квадрат сумму его цифр. Потом мальчики сравнили результаты, и сообщили что они отличаются ровно на 20052005. Поверил ли им Олег Юрьевич? 
11. Суммы цифр чисел A и 2A равны. Докажите, что A  0 (mod 9).
Задачи для самостоятельного решения

12. Докажите, что при нечетных п и т число 1n+2n+3n+…+(m–1)n делится на т.
13. Докажите, что 22225555+55552222 делится на 7.

14. Докажите, что при любом натуральном n выполнено соотношение  
(2ⁿ – 1)ⁿ ≡ 3 (mod 2ⁿ – 3)
15.  Назовем «издевательством» над числом следующие действия. Между некоторыми цифрами числа вставляют знаки «+», выполняют все арифметические действия и заменяют исходное число на полученный результат. Можно ли из числа 12345678910 в результате нескольких последовательных «издевательств» получить число 5?
Графы-1
06 июля
1. Петя исследовал пути, связывающие хакерку, столовую, клуб, футбольное поле, баню, пляж, автогородок, 11 корпус и 44 дачу. По его сведениям, от 11 корпуса ведут пути к столовой и бане, от футбольного поля — к столовой и клубу, от пляжа — к 44 даче, от хакерки — к 44 даче, от столовой — к бане, от хакерки — к автогородку, от клуба — к бане. Может ли он по этим дорожкам прийти от 11 корпуса к пляжу?

2. В соревнованиях «кто кого переговорит» с пятью участниками только Степа и Леша сыграли одинаковое число встреч, а все остальные — различное, причем никакие два участника не встречались друг с другом дважды. Сколько встреч сыграли Степа и Леша?
Будем называть графом множество точек (вершин), некоторые из которых соединены между собой линиями (ребрами). 

3. Сколько существует различных графов с четырьмя вершинами, если у них каждая вершина соединена с другой не более одного раза?
4. Федора натянула веревки для белья. Причем к 6 гвоздикам она прикрепила по 7 веревок, к 4 гвоздикам — по 6 веревок, и к 8 — по 2 веревки. Сколько всего веревок она натянула?

5. Сообразив, что план дорожек, связывающих хакерку, столовую, клуб, футбольное поле, баню, пляж, автогородок, 11 корпус и 44 дачу, неполный, Петя провел новое исследование местности. В результате этого получилось, что от бани, 44 дачи ведет по 3 дорожки, от столовой — 4, от клуба, автогородка и хакерки — по две, от футбольного поля и пляжа — по одной, от 11 корпуса ведет 5 дорожек. Могло ли быть такое?

Теорема. Число нечетных вершин любого графа четно.

6. Можно ли придумать пять таких слов, чтобы каждое имело хотя бы одну общую букву ровно с тремя другими. 

7. У Пети 5 друзей среди одноклассников. У остальных его одноклассников 4, 6 или 8 друзей. И только у новичка Саши  всего один друг. Докажите, что Петя может отправить Саше записку,  если каждый будет передавать записку одному из своих друзей.

8. В графе каждая вершина — синяя или зеленая. При этом каждая синяя вершина соединена с 3 синими и 6 зелеными, а каждая зеленая — с 5 синими и 4 зелеными. Какое наименьшее число вершин с такими условиями может быть?

9. В городе проводилось совещание врачей. От каждой поликлиники на совещание было приглашено по пять врачей. Оказалось, что каждый из приглашенных работал в двух поликлиниках, поэтому на совещании представлял обе поликлиники. Кроме того, для любых двух поликлиник города среди участников совещания найдется врач, который в них работает. Сколько в городе поликлиник и сколько врачей принимало участие в совещании?

Для самостоятельного решения

10. Несколько деревень связаны между собой дорогами, причем из каждой можно проехать в любую другую. Из деревни Четверкино выходит 4 дороги, из Пятеркино — 5, из Шестеркино — 6, из Семеркино — 7, из Восьмеркино — 8, а из всех остальных выходит четное число дорог. После того, как была закрыта дорога, соединявшая  Четверкино и Восьмеркино, появились две такие деревни, что  от одной невозможно добраться до другой.  Докажите, что и от Пятеркино до Семеркино теперь тоже не доберешься.

11. В Цветочном городе 282 отрезка улиц, и на каждом перекрестке сходится не менее четырех улиц. Компания «Нофелет» решила установить телефоны-автоматы на некоторых перекрестках, причем Знайка распорядился не ставить их на соседних перекрестках. Докажите, что при этих условиях компания не сможет установить более 70 автоматов.
12. На листе бумаги отмечена 2005 точек. Двое играют в следующую игру: каждый своим ходом соединяет две отмеченные точки линией. Запрещается соединять пару точек повторно. Проигрывает тот, после чьего хода из любой точки можно пройти в любую другую, двигаясь от вершины к вершине по проведенным линиям. Кто выигрывает при правильной игре?

Площади
06 июля
1. Докажите,  что площадь трапеции равна половине произведения суммы двух оснований на высоту.

2. Докажите, что медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника.

3. Дан параллелограмм АВСD. 


а) На ВС взята точка К. Докажите, что SАВСD = 2SAKD. 


б) На ВС взяты точки К и L. Докажите, что SAKD = SALD. 

в) На прямой ВС взята точка К, а на прямой AD взята точка L. Докажите, что SAKD = SВLС.

4. Аня, Владик и Костя стоят на линейке. Аня и Владик спокойно стоят на месте, а Костя все время перемещается, но так, что площадь треугольника АВК не меняется. Укажите все точки, в которых может находиться Костя.

5. [image: image23.emf] 
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Диагонали делят трапецию на четыре треугольника. а) Докажите, что площади треугольников, прилегающих к боковым сторонам равны;[image: image24.emf] 
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 б) Докажите, что если S1 =S2 (см. картинку), то четырехугольник – трапеция или параллелограмм.

6. [image: image25.emf] 

Дана трапеция ABCD с основаниями AD и BC. M и N – середины диагоналей BD и AC соответственно, а O – точка пересечения диагоналей. а) Доказать, что площади треугольников ABM и CDN равны; б) Доказать, что площади треугольников AOM и DON равны.

7. Средние линии выпуклого четырехугольника разбивают его на четыре части. Докажите, что сумма площадей закрашенных четырехугольников равна сумме площадей незакрашенных.

8. В параллелограмме ABCD выбрана точка P. Докажите, что   
[image: image5.wmf].
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9. Найдите площадь большого треугольника, если площадь закрашенного треугольника равна 1.

[image: image26.emf] 
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Для самостоятельного решения.
10. Какая часть площади квадрата больше: черная или серая? 

11. [image: image27.emf] 

Через точку D, лежащую на стороне ВС треугольника АВС, проведены прямые параллельные двум другим сторонам и пересекающие стороны АВ и ВС соответственно в точках Е и F. Докажите, что треугольники CDE и BDF равновелики. 

12. Два параллелограмма АВСD и AEFG расположены так, как показано на рисунке. Докажите, что SABE + SBFH = SHGC + SAGD.

Тест по комбинаторике
6 июля

2. Сколькими способами 5 мальчиков могут стать в очередь в кафе?

3. Сколько четырехзначных чисел можно составить, используя только четные цифры?

4. Сколько четырехзначных чисел можно составить, используя только четные цифры, причем каждую не более одного раза?

5. Парламент Цветочного города обсуждает всевозможные проекты национального флага. В соответствии с Конституцией флаг должен состоять из 3 вертикальных разноцветных полос (цвета могут и повторяться, но не подряд). Фабрика выпускает ткань 7 цветов. Сколько времени займет обсуждение этой проблемы, если парламент способен обсудить каждый проект за неделю?

6. Сколько диагоналей у правильного 8-угольника?

7. Сколько различных слов (в том числе, абсолютно бессмысленных) можно составить, используя все буквы слова а) КРОЛИК; б) ОГОРОД; в) ПРОПОЛОЛ?

8. В команде на матбое 6 человек. Сколькими способами можно выбрать капитана и его заместителя?

9. Сколько различных команд из 6 человек для участия в матбое можно выбрать из 58 школьников?

10. Сколько различных команд (произвольной численности) можно составить из 58 человек?

11. В столовой 6 видов закусок, 2 вида супа, 4 вида вторых и 3 вида третьих. Вася решил сегодня ограничиться 3 блюдами (разумеется, разных типов). Сколько различных меню возможно для Васи?

Комбинаторика – 1
08 июля

Примеры

12. Проказница-Мартышка, Осел, Козел, косолапый Мишка, Петух и Кукушка затеяли сыграть квартет. Сколькими способами они могут выбрать скрипача, альтиста, вокалиста и ударника?

13. После неудачи с квартетом те же участники решили организовать хор из четырех лучших певцов. Сколько вариантов у них на этот раз?

14. Сколькими способами из 13 семиклассников можно выбрать для участия в матбое капитана, заместителя и остальных 4 членов команды?

15. В музыкальных произведениях композиторов Новой вятской школы встречаются всевозможные аккорды, содержащие от трех до пяти звуков одной октавы (в которой, как известно, 12 нот). Сколько аккордов используют эти композиторы?

16. Наиболее продвинутый композитор вышеупомянутой школы написал пьесу, состоящую из последовательного исполнения всех возможных звукосочетаний нот одной октавы, по одному в секунду. Сколько времени займет исполнение этой пьесы?

Задачи

17. У цветочницы есть 7 различных роз. Сколько разных букетов она могла бы составить, использовав а) 3 из них; б) любое количество?

18. В первые семь учебных дней Лева получил три пятерки и две двойки. Сколькими способами оценки могли быть распределены по дням, если каждый день Лева получал не более одной оценки?

19. Для группы из 15 детей и 3 взрослых удалось купить 8 билетов в плацкартный вагон и 10 в купейный. Сколькими способами они могут распределиться по вагонам, если в каждом вагоне должен ехать хотя бы один взрослый?

20. Каждый день с понедельника по субботу включительно Вася прогуливал в школе по три урока из шести, причем ни в какие два дня он не прогулял в точности одни и те же по счету уроки. Сколькими способами он мог организовать свое посещение (точнее, непосещение) школы?

21. На спортплощадке встретились 10 мальчиков. Сколькими способами могут они разделиться на две волейбольные команды а) так, чтобы в одной было 6 человек, а в другой – 4;
б) по 5 человек в каждой?

22. Сколькими способами можно раздать по 6 карт шести игрокам при игре в подкидного дурака? (всего в колоде 36 карт)

Задачи для самостоятельного решения

23. Математик Дирихле перевозит на дачу 17 кроликов. Сколькими способами он может рассадить своих кроликов по клеткам, если у него есть три одинаковые трехместные и две одинаковые четырехместные клетки?

24. а) В мешочке лежит 13 разных конфет. Мальчик наугад вынимает оттуда несколько конфет. Сколькими способами он может это сделать? б) В мешочке лежит 13 разных конфет. Мальчик наугад вынимает оттуда несколько конфет, но конфеты иногда выпадают из фантиков и поэтому он может достать конфету без фантика или пустой фантик. Сколькими способами он может достать что-нибудь?

25. Провели все диагонали выпуклого n-угольника, никакие 3 не пересеклись в одной точке. Сколько точек пересечения получилось?

Козы ностра
08 июля
	      Занятие посвящено козам. Они прожорливы и съедают все, до чего могут дотянуться. Поэтому коз держат на привязи.


1. Нарисуйте участок луга, который выест коза, привязанная веревкой к одиноко стоящему на лугу колышку.

2. Константин Александрович прогуливался по лугу, держа козу на поводке длины 1 м. Путь Константина Александровича проходил по сторонам прямоугольника 3 м × 5 м. Нарисуйте участок, на котором могла побывать при этом коза, находившаяся на привязи.

3. Удержите козу на участке, имеющим форму, приведенную на рисунке: (привяжите козу с помощью веревок и колышков так, чтобы она могла съесть траву лишь внутри этого участка).

4. [image: image28.emf] 

На лугу между двумя колышками натянем веревку. У второй веревки один конец привяжем к ошейнику козы, а на другом сделаем петлю, скользящую по первой веревке. Какой участок сможет выесть коза?

5. Удержите козу

а) в полукруге;  
б) в квадрате;   
в) в данном прямоугольнике.

6. Удержите козу 

а) в треугольнике;    б) в равностороннем шестиугольнике.

7. Введем в действие собак: будем привязывать их к колышкам, а они будут мешать козе есть траву.

а) Как с помощью одной собаки удержать козу в кольце?

б) А как – в полукольце?

в) Удержите непривязанную козу с помощью собак в треугольнике.

8. Забором огорожен газон, имеющий вид треугольника. Внутри к серединам двух сторон привязали веревкой по козе; длина каждой веревки равна половине длины стороны, к которой она привязана. Могут ли козы съесть всю траву внутри забора? 

Задачи для самостоятельного решения

9. В огород размером 10(15 метров, огороженный сплошным забором, пустили козу. К шее козы привязан шест длиной 10 метров, причем коза находится посередине шеста. Нарисуйте ту часть огорода, которая будет съедена. 
10. [image: image29.wmf] 
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 На рисунке изображена система из двух, натянутых между колышками, веревок, к которым при помощи петель прикреплена третья. Ошейник козы прикреплен к петле, свободно перемещающейся по третьей веревке.   Какой участок сможет выесть коза?

Разнобой
08 июля
26.  а) Докажите, что произведение любых четырех последовательных целых чисел делится на 24. б) Можно ли в задаче а) заменить 24 каким-либо большим числом?

27. В игре «Числогрыз» с числом разрешается производить следующие действия: возводить его в квадрат, умножать на сумму его цифр, вычитать и прибавлять девять. Можно ли увеличить число на 2005?

28. Дан выпуклый четырёхугольник ABCD. Докажите, что если AB+BD<AC+CD, то AB<AC.

29. Сколько треугольников можно составить из отрезков длиной 2, 3, 4, 5, 6, 7?

30. По окружности написано 2002 единицы. Два игрока по очереди стирают два соседних числа и записывают их сумму. Выигрывает тот, кто своим ходом запишет число 4. Если останется одно число, не равное 4, игра заканчивается вничью. Каков будет результат при правильной игре?

Диофантовы уравнения
09 июля

Рассмотрим уравнение ax+by =c, где a, b, c – данные целые числа 
(x, y — неизвестные).

31. Если c не делится на НОД(a,b), то уравнение ax+by =c не имеет решений.

Замечание. Если c делится на НОД(a,b), то мы можем разделить обе части уравнения на НОД(a,b) и искать решение уже этого уравнения. Поэтому можно считать, что НОД(a,b) = 1.

32. Рассмотрим уравнение ax+by = c. Докажите, что если НОД( a, b) = 1 и (x0,y0) — решение уравнения, то пары (x0 + b, y0 –a); (x0+2b, y0–2a); (x0+3b, y0–3a); …, а также пары (x0–b, y0+a); (x0–2b, y0+2a); (x0–3b, y0+3a); … являются решениями нашего уравнения. 

33. Докажите, что если НОД(a, b)= 1 и (x0,y0) — решение уравнения ax+by = с, то любое его решение имеет вид (x0+kb, y0–ka) при каком-то целом k.

34. Докажите, что, если уравнение ax+by = с имеет решение в целых числах, а b – положительно, то ровно одно из значений  x = 0, 1, 2, …; b–2; b–1; является решением уравнения. (Если для данного c решить уравнение сразу не удается, то можно попробовать отыскать одно решение ax+by=1 и умножить его на c).

Задачи

35.  Решите в целых числах уравнения:  а) 5х – 4у = 1;
 б) 9х + 15у = 4; 
 в) 1500х + 501у = 2001;
г) –27х + 12у = 15;
д) 14х – 68у = 8.

36. В бесконечной колоде сколько угодно тузов и королей. Как известно, при игре в «Очко» туз оценивается в 11 очков, а король – в 4. Сколькими способами можно набрать ровно 121 очко одними тузами и королями? Какой из этих способов достигается наименьшим количеством карт? А наибольшим?

37. На складе имеется тушенка в банках по 350 г и по 425 г. Для проведения операции «Буря в стакане» требуется 15 кг тушенки. Подскажите главному интенданту, сколько и каких банок заказать на складе.

38. Школьники ходили купаться на реку через большой песчаный пляж. Шедший последним Степа аккуратно провел на песке две черты, перпендикулярных направлению движения ребят, на расстоянии 10 метров друг от друга, и насчитал между ними ровно 559 следов. Сколько семиклассников ходило на реку, если известно, что длина шага каждого из них составляет 55 см?

39. Остап Бендер организовал раздачу слонов населению. На раздачу явилось 11 членов профсоюза и 15 не-членов, причем Остап раздавал слонов поровну всем членам профсоюза и поровну не-членам (всем хотя бы по одному слону!). Оказалось, что существует лишь один способ такой раздачи (так, чтобы раздать всех слонов). Какое наибольшее число слонов могло быть у O.Бендера? 

40. Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде отношения 7-й степени какого-то числа и 5-й степени какого-то числа. 

Задачи для самостоятельного решения

41. Решите в целых числах уравнения: а) 2005х –2004у = –1;
 б) 2005х + 4у = 3; в) 2005х + 2009у = 3;
г*) 2005х + 2009у = 2003.

42. Решите в целых числах уравнение 6х+10у+15z = 7.

43. Все натуральные числа поделены на хорошие и плохие. Известно, что если  число А хорошее, то и число А+6 тоже хорошее, а если число В плохое, то и число В+15 тоже плохое. Когда взяли N первых чисел, оказалось, что среди них плохих чисел в три раза меньше, чем хороших. Чему равно N?

Графы-2 (деревья и скелеты)
09 июля

Деревья

Деревом называется связный граф без циклов. Вершина степени 1 называется висячей. Вершина степени 0 называется изолированной.
· Докажите, что если в графе существует единственный маршрут из любой вершины в любую другую, то этот граф — дерево. 

· Докажите, что в любом дереве есть висячая вершина.

· Докажите, что таких вершин по крайней мере две.

· Докажите, что в дереве вершин на одну больше, чем ребер. 

44. Система станций метро устроена таким образом, что с каждой станции на каждую можно проехать единственным образом. Доказать, что одну из станций можно закрыть (без права проезда через нее) так, что это свойство сохранится.

45. Нарисуйте всевозможные деревья с шестью вершинами.

46. Все города Трапезундии (в том числе столица) соединены кольцевой железной дорогой. Кроме того, столица соединена отдельными линиями с каждым из городов, кроме соседей по кольцу. Правительство решило разделить железнодорожную сеть между двумя компаниями так, чтобы, пользуясь дорогами любой из компаний, можно было доехать от любого города до любого другого. Можно ли выполнить это решение?

47. На каждую общую сторону двух клеток шахматной доски положена спичка. Какое минимальное количество спичек придется убрать, чтобы из каждой клетки можно было дойти до каждой,  не перепрыгивая через спички? 

48. В дереве есть 10 вершин степени 3, 15 вершин степени 4, а все остальные вершины — висячие. Сколько их?

49. Пиранья считается сытой, если съест трех других пираний. В пруд выпустили несколько пираний. Через день осталась только одна сытая рыбка, причем ровно 100 пираний погибли сытыми. Какое наименьшее число рыб могло быть выпущено в пруд вначале?

50. Ребра графа, степени всех вершин которого равны 5, раскрасили в три цвета так, что по ребрам каждого цвета можно от любой вершины дойти до любой другой. Каким могло быть число вершин этого графа?

Скелеты

Скелетом (или остовом) графа называется подграф (часть графа), содержащий все его вершины и являющийся деревом.

Процесс построения скелета: вершины — резервуары, ребра — трубы, пошагово исследуем протекание воды по трубам, закрывая те трубы, которые нам оказались не нужны (подали воду в уже заполненные резервуары).

· Докажите, что если в связном  графе есть цикл, то при удалении любого ребра, входящего в этот цикл, граф останется связным.

· Докажите, что если граф имеет единственный скелет, то он — дерево.

· Докажите, что если в связном графе вершин на 1 больше, чем ребер, то этот граф — дерево.

· Докажите, что если из скелета удалить ребро, он перестанет быть скелетом.

51. В связном графе 5 вершин и 10 ребер. Сколько ребер можно удалить так. чтобы граф остался связным?

52.  В связном графе В вершин и Р ребер. Сколько ребер надо удалить, чтобы получить скелет этого графа?

53. Можно ли раскрасить ребра куба в два цвета так, чтобы по ребрам каждого цвета можно было добраться из любой вершины в любую? 

54. Волейбольная сетка имеет размер 20 ячеек в высоту и 300 ячеек в длину. Хулиган Артем по одной разрезает веревочки сетки. Какое наибольшее число веревочек ему удастся разрезать до того,  как сетка распадется на 2 куска?

55. Могут ли два различных скелета одного графа не иметь общих ребер?

56. Система станций метро устроена таким образом, что из каждой станции в каждую можно проехать. Доказать, что одну из станций можно закрыть так, что это свойство сохранится.

57. Каждая грань кубика разбита на 4 квадрата. Некоторые стороны этих квадратов покрасили в красный цвет — всего 26 сторон. Докажите, что на поверхности кубика найдется замкнутая ломаная из красных отрезков.

Графы-3 (двудольные)
10 июля
Определение. Граф называется двудольным, если его вершины можно раскрасить в два цвета так, что не будет ребер с концами одинакового цвета.
· В двудольном графе сумма степеней вершин одного цвета равна сумме степеней вершин другого цвета. Если в двудольном графе степени всех вершин одинаковы, то вершин каждого цвета поровну.

· Дерево – двудольный граф.

58. Докажите критерий двудольности графа: граф является двудольным тогда и только тогда, когда в нем нет нечетных циклов.

59. Катя, Лена, Маша и Настя перепробовали все мороженое, продававшееся в киоске. Каждый сорт мороженого попробовали 3 девочки. Катя съела больше всех различных сортов – 8, а Настя меньше всех – 5. Сколько сортов мороженого продается в киоске?

60. На спартакиаде проводились соревнования по бегу на 60 метров, метанию мяча, и бегу на 400 метров. Каждый из семиклассников принял участие в соревнованиях либо по одному, либо по трем видам спорта, причем в каждом из видов число принимавших участие было нечетным. Докажите, что кто-то прогулял спартакиаду, если известно, что всего в отряде 58 семиклассников.

61. У куба отмечены вершины и центры граней, а также проведены диагонали всех граней. Можно ли по отрезкам этих диагоналей обойти все отмеченные точки, побывав в каждой из них ровно по одному разу?

62. В прямоугольной таблице некоторые клетки отмечены звездочкой. Известно, что для любой отмеченной клетки число звездочек в ее столбце равно числу звездочек в ее строке. Докажите, что число столбцов, в которых есть хотя бы одна звездочка, равно числу строк, в которых есть хотя бы одна звездочка. 

63. Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе с b белыми и r черными вершинами?

64. Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе с 2n вершинами? Указание: пусть количество белых вершин равно n–k.

65. Пусть каждая пара одноклассников либо дружит, либо враждует. При этом неукоснительно соблюдаются правила: «Друг моего друга – мой друг», «Враг моего врага – мой друг», «Друг моего врага – мой враг». Известно, что в классе 20 учеников, и каждый послал по одной открытке всем своим друзьям. Какое наименьшее число открыток могло быть отправлено?

Задачи для самостоятельного решения

66. В куче лежат п  камней. Её делят на две части, затем одну из частей опять делят надвое и т. д., пока не получат п отдельно лежащих камней. При каждом делении одной из куч на две части на доску записывается произведение количеств камней в этих частях. Какие значения может принимать сумма всех чисел, записанных на доске?

67.  При каких n можно расставить в вершинах n-угольника натуральные числа так, чтобы на каждой стороне одно число делилось на другое, а для всех остальных пар чисел такого не было?

68. В связном двудольном графе степени всех вершин равны k. Докажите, что при удалении любого ребра граф по-прежнему останется связным. 

Алгоритм Евклида и линейное представление НОД
10 июля

Решим в целых числах уравнение 1028x+1051y =1. Для этого надо найти НОД(1028, 1051). Как?

На доске написаны числа a и b. Ваня заменяет одно из чисел на сумму или разность имеющихся чисел. Какое минимальное натуральное число он может получить такими операциями, если a=100, b=255?

· Если 
[image: image6.wmf]b

a

³

, то НОД (a, b) = НОД (b, a – b)
· Если a = kb + r , то НОД (a, b) = НОД (b, r). 

· Если 
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Алгоритм Евклида: для того, чтобы найти НОД двух чисел a и b, нужно выполнить последовательно несколько делений с остатком:

a   = b q1+r1
b   = r1q2+r2
r1  = r2q3+r3
r2  = r3q4+r4
…………

rn–2= rn–1qn+rn
rn–1= rn qn+1
На каждом шаге предыдущий делитель делится с остатком на предыдущий остаток. Так продолжается до тех пор, пока на каком-то шаге остаток не станет равен 0. Последний ненулевой остаток равен НОД(a,b).

69. Найдите с помощью алгоритма Евклида: а) НОД (26, 124); б) НОД(2005, 20052006); в) НОД(2n+13, n+7), где n — целое

70. Сократима ли при каком-то целом n дробь (12n + 1)/(30n + 2)?

71. Какие значения может принимать НОД (3n + 2, 10n + 23)?

72. Найдите НОД(11! – 20; 10! – 20)

73. Найдите НОД (2100– 1, 260–1).
74. Найдите НОД(111...111, 1111...1111) (в записи первого числа 60 единиц, в записи второго — 100).
75. Найдите НОД а) всех шестизначных чисел, составленных из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 без повторений; б) всех чисел, состоящих из 5 единиц и 7 двоек.

76. Докажите, что 
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77. Найдите пару чисел, не больших 1000, для которых алгоритм Евклида заканчивает работу (получает два равных числа) только через 14 шагов.

Линейное представление НОД

Теорема. НОД любых двух чисел a и b можно представить в виде НОД(a,b) = ax+by, где x и y – целые числа.

Рассмотрим  последовательность действий алгоритма Евклида: 

a   = b q1+r1


перепишем в виде: 
r1  = a  -  b q1
b   = r1q2+r2






r2  = b  -  r1q2
r1  = r2q3+r3






r3 = r1  -  r2q3
r2  = r3q4+r4






r4 = r2  - r3q4
…………






…………

 rn–2= rn–1qn+ НОД(a,b)




НОД(a,b)  = rn–2  -  rn–1qn

rn–1= НОД(a,b) qn+1



1. Найдите хотя бы одно линейное представление: а) НОД (9,10);
б) НОД (9,15);
в) НОД (9,11)

2. С помощью алгоритма Евклида найдите линейное представление:

а) НОД (15,19);
б) НОД (180,161).

3. Решите в целых числах уравнения:

а) 180x+161y = 1;
б) 625x+135y = 5;
в) 15х+84у = 39.

4. Найдите наименьшее натуральное число, которое при делении на 232 дает остаток 17, а при делении на 193 – остаток 10. 

Комбинаторная драка
10 июля
78. Павел Анатольевич знает 100 упражнений. Завтра на зарядке он предложит вам сделать всего 8 из них. Сколько у него есть вариантов проведения завтрашней зарядки? 

79. Имеется 34 ежика и 2 дикобраза. Сколько существует способов отправить по одному зверьку в 36 зоопарков? 

80. На окружности отмечены 5 красных и 7 синих точек. Рассмотрим всевозможные отрезки (хорды) с концами в отмеченных точках. У скольких отрезков концы одинакового цвета? 
81. Сколько существует двузначных чисел, в записи которых есть четная цифра? 

82. Замок сейфа состоит из четырех дисков, на каждый из которых нанесено по 12 букв. Сколько неудачных попыток может сделать очень невезучий вор, прежде чем сейф откроется? 

83. В обычном домино на половинках доминошек бывает от 0 до 6 точек. Всего в комплекте 28 доминошек. А сколько доминошек будет в комплекте, где на половинке возможно от 0 до 13 точек? 

84. Есть 6 видов конфет, по мешку каждого вида. Сколько существует способов угостить ими 6 девочек так, чтобы каждой хоть что-то досталось, но ни одной не попалось двух одинаковых конфет? 

85. В магазине продаются чашки 6 видов и блюдца 6 видов. Сколькими способами можно выбрать 2 различных набора из чашки и блюдца? 

86. Назовем число плохим, если сумма любых двух соседних его цифр делится на 3. Сколько плохих семизначных чисел оканчиваются на 7? 

87. В колоде 32 карты. Сколькими способами можно раздать по 10 карт трем игрокам при игре в преферанс?
88. Профессор Снегг в наказание Гарри Поттеру велел каждый день варить 4 зелья из пяти трав каждое так, чтобы не оказалось двух дней с одинаковым набором приготовленных зелий (каждый день Снегг выдавал один и тот же набор из 20 трав). Как долго может длиться его наказание? 

89. Сколькими способами можно на доске 8×8 расставить 4 одинаковых ладьи не бьющих друг друга.

90. Сколько различных делителей у числа 36?
91. Сколько различных делителей у числа 3500?

92. Сколькими способами можно составить команду в 6 человек из 18 профей, если Саша и Наташа не должны входить в команду одновременно? 
93. Сколькими способами из 52-карточной колоды можно выбрать 4 карты разных мастей и достоинств? 
94. Кубик бросают три раза подряд. Среди возможных последовательностей результатов есть такие, в которых хотя бы раз встречается шестерка. Сколько их? 

95. Сколькими способами можно разбить 20 человек на пары? 
Треугольник Паскаля и бином Ньютона
11 июля

96. Сколькими способами шашка может пройти из угла в дамки, не «съев» по пути ни одной шашки противника? 

97. Сколькими способами можно прочитать слово «треугольник» сверху вниз?
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98. Раскройте скобки в выражениях (х+1)2, (х+1)3, (х+1)4, (х+1)5.

99. В выражении (х+1)10 раскрыли скобки. Сколько получится слагаемых:
а) до приведения подобных? б) после приведения подобных слагаемых? 

в) Определите коэффициент перед х в полученном многочлене.

г) Определите коэффициенты перед х2, х3, х6, х9, х10 в полученном многочлене.

100. Запишите общую формулу для (х+1)n и (a+b)n.

Ниже перечислены некоторые свойства биномиальных коэффициентов. Попробуйте каждое из них доказать четырьмя способами: с помощью (1) треугольника Паскаля, (2) бинома Ньютона, (3) комбинаторного смысла числа сочетаний и (4) формулы числа сочетаний.

101. Докажите, что 
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102. Докажите, что 
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103. Докажите, что 
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104. Найдите сумму чисел n-й строки треугольника Паскаля.

(1, 2, 3)

105. Сложите несколько первых чисел вдоль одной из диагоналей треугольника Паскаля (например, 1+4+10+20+35). Обобщите результат, докажите полученное тождество




(1)

Задачи для самостоятельного решения

106. Чему равна знакопеременная сумма чисел в строке треугольника Паскаля? Запишите и докажите полученное тождество.

107. Докажите, что произведение n последовательных чисел делится на n!

108. Сложите все числа, записанные в квадрате 6×6, соответствующем слову «треугольник». Кому лень считать «в лоб», придумайте разумный способ подсчета.

Внутренний матбой
11 июля

109. Белоснежка попросила семерых гномов построиться по росту. Но они построились так, что пятеро действительно стояли за тем, кто выше его, но один стоял за тем, кто ниже его. Сколькими способами они могли это сделать.

110. Когда–то давным давно на ЛМШ обрушилась эпидемия. В один и тот же день простудились сразу несколько ЛМШат, и хотя потом уже никто не простужался, здоровые ЛМШата, навещая своих больных друзей, заболевали на следующий день после посещения. Известно, что каждый ЛМШонок болел ровно один день, причем после этого у него еще один день был иммунитет, то есть он здоров и заразиться  в этот день не может. Несмотря на эпидемию, каждый ЛМШонок ежедневно навещал всех своих больных друзей. Докажите, что рано или поздно такая эпидемия должна закончиться.

111. Все десятизначные числа, запись которых состоит только из цифр 1,2,3, покрасили в красный, синий и зеленый цвета. Каждые два числа, различающиеся во всех десяти разрядах, раскрашены в разный цвет. Известно, что число 1111111111 — красное, а 1112111111 и 2222222222 — синие. Какой цвет имеет число 1231231231?

112. Компьютер Незнайки умеет выполнять с натуральными числами лишь две операции: заменять четное число n на число n/2, а нечетное n — на (n+2005)/2. Правда ли, что начав с n = 1, Незнайка сможет получить на своем компьютере любое натуральное число, меньшее 2005? 

113. В клетках квадратной таблицы 6×6 расставлены числа от 1 до 36 (каждое число использовано только один раз). Докажите, что в таблице существуют три клетки, сумма в которых не превышает 55, а центры образуют равнобедренный прямоугольный треугольник.

114. Известно, что числа m, n и n2/(m+n) — целые. Докажите, что число m3/(m+n) — тоже целое.

115. Найдите наименьшее число, делящееся на все натуральные числа от 1 до 9 и начинающееся с последовательности цифр 2003.

116. Биссектрисы углов А и В треугольника АВС разбили этот треугольник на три малых треугольника и один четырёхугольник. Оказалось, что у одного из полученных треугольников углы такие же, как и у исходного. Найти углы исходного треугольника. 

Геометрическое место точек
13 июля
Определение. Геометрическим местом точек называется совокупность точек, обладающих свойствами, исключительно им принадлежащими.

Примеры

1) Геометрическим местом точек, отстоящих на расстоянии r от данной точки M, является окружность радиуса r с центром M. 

2)  Геометрическим местом точек, равноудаленных от двух  данных точек M и N, является перпендикуляр к отрезку MN, проведенный через его середину. 

3) Геометрическим местом точек, находящимся на расстоянии r от данной прямой l, является пара параллельных прямых, находящихся на расстоянии r от прямой l. 

4) Пусть дан угол KLM. Геометрическим местом точек, равноудаленных от сторон угла и расположенных внутри него, является биссектриса (KLM.

Задачи

117. Даны две прямые k и l. Найдите геометрическое место точек, равноудаленных от этих прямых.

118. Даны две параллельные прямые a и b и перпендикулярная к ним прямая с. Найдите геометрическое место точек, равноудаленных от прямых a, b и c.
119. Даны две точки A и B. Найти геометрическое место точек M, таких, что 

а) АМ+МВ = АВ;
б) АМ+МВ < АВ;
в) АМ+МВ > АВ;
г) АМ < АВ и ВМ ≥ АВ.

120. Найдите ГМТ центров окружностей, проходящих через две данные точки А и В.
121. Найдите ГМТ, равноудаленных от прямых, содержащих стороны треугольника.
122. Найдите ГМТ, равноудаленных от точек А, В и С, не лежащих на одной прямой.
123. Даны две параллельные прямые а и b. Найдите геометрическое место точек М, для которых расстояние от М до а вдвое меньше расстояния до b.
124. Пусть А, В и С – точки, не лежащие на одной прямой. Найдите ГМТ М таких, что ближайшей к М точкой среди точек А, В и С является А.
125. Дан квадрат ABCD. Найдите ГМТ таких, что сумма расстояний от каждой из них до прямых АВ и СD равна сумме расстояний до прямых ВС и AD.
Задачи для самостоятельного решения

126. Найдите геометрическое место центров всевозможных окружностей, которые пересекают данный отрезок ровно в двух точках.
127. Дан прямоугольник ABCD. Найдите ГМТ, сумма расстояний от каждой из которых до прямых АВ и СD равна сумме расстояний до прямых ВС и AD.
128. Даны горизонтальная прямая l и точки А и В по одну сторону от нее. Найдите ГМТ М таких, что прямая АМ пересекает прямую l левее, чем прямая ВМ.
Комбинаторика - 3
13 июля
129. Сколько различных чисел можно составить из 6 единиц и 24 двоек?

130. Доктор Ватсон должен отдежурить в больнице 6 дней в месяц. Сколько для него возможно различных вариантов расписания дежурств на июнь (в котором, как известно, 30 дней)?

131. В конце весны Шерлок Холмс подарил доктору Ватсону две дюжины яблок. Сколькими способами доктор сможет распределить их по 7 полкам холодильника (некоторые из полок могут остаться пустыми)? Указание: Этих яблок доктору как раз хватит на июнь по одному в те дни, когда он не дежурит.

132. Сколько различных чисел можно составить из 6 единиц и 31 двойки, если единицы не должны стоять ни на первом месте, ни на последнем, ни две подряд? Указание: начните с двоек.

133. Сколькими способами можно разложить 31 яблоко по 7 одинаковым пакетам (пустых быть не должно)?

134. Заполните пропуски: 

	Натуральное число n можно представить в виде суммы k натуральных

слагаемых __________ способами
	Натуральное число n можно представить в виде суммы k неотрицательных целых

слагаемых _________способами


(представления, отличающиеся порядком слагаемых, считаются различными).

135. Сколькими способами можно разрезать ожерелье, состоящее из 30 различных бусин, на 8 частей (резать можно только между бусинами)?

136. Сколькими способами можно разрезать ожерелье, состоящее из 30 различных бусин, на 8 частей (резать можно только между бусинами)?

137. Бабушка купила для троих внуков 10 одинаковых апельсинов и хочет раздать их так, чтобы младшему досталось не меньше, чем среднему, среднему – не меньше, чем старшему, а старшему досталось хоть что-нибудь. Сколько вариантов дележа возможно?

Задачи для самостоятельного решения

138. Поезду, в котором находится 100 пассажиров, предстоит сделать 5 остановок.

а) Сколькими способами могут выйти пассажиры на этих остановках?

б) Решите ту же задачу, если учитывается лишь количество пассажиров, вышедших на каждой остановке.

139. а) Сколькими способами мама может раздать четырем детям 20 разных конфет?

б) Сколькими способами мама может раздать четырем детям 20 разных конфет так, чтобы каждому хоть что-то досталось?

в) Сколькими способами мама может разделить между четырьмя детьми 20 одинаковых конфет?

г) Сколькими способами мама может разделить между четырьмя детьми 20 одинаковых конфет так, чтобы каждому хоть что-то досталось?

140. Доктор Ватсон 31 июня подарил Шерлоку Холмсу две дюжины романов Дарьи Донцовой. Сколькими способами сыщик может расставить их на имеющихся у него семи книжных полках (возможно, некоторые полки останутся пустыми, порядок книг на полке роли не играет)?

141. Малыш способен съесть не более 10 тефтелек, Бимбо – не более 20, а Карлсон – не более 50. Сколькими способами они могут поделить по-братски 70 тефтелек? (По-братски – значит, чтобы каждому хоть что-то досталось).

Разнобой
13 июля

142. В ряд выписаны цифры: 1234567890. Вставим между ними (в некоторых местах) знаки «+» и «–» так, чтобы в сумме получилось трехзначное число. Какое наибольшее трехзначное число может получиться?

143. Одним пакетиком чая можно заварить два или три стакана чая. Наташа и Галя разделили коробку чайных пакетиков поровну. Наташа заварила 57 стаканов чая, а Галя — 83 стакана. Сколько пакетиков могло быть в коробке?

144. На электронных часах высвечиваются 4 цифры — часы (от 0 до 23) и минуты. Сколько времени в сутки хотя бы на одном из мест горит цифра 2? 

145. Даны 16 чисел: 1, 11, 21, 31 и т.д. (каждое следующее на 10 больше предыдущего). Можно ли расставить их в таблице 4×4 так, чтобы разность любых двух чисел, стоящих в соседних по стороне клетках, не делилась на 4? 

146. Соревнования по плаванию в ЛМШ проводились на реке Вятке и плыть пришлось против течения. Максим проплыл 50 метров между двумя буйками за 2 минуты, а Денис, который плавает в полтора раза медленнее — за 4 минуты. За какое время проплыл дистанцию Степа, который плавает в два раза медленнее Дениса? 

147. В однокруговом футбольном турнире за победу давали 2 очка, за ничью 1 очко, за поражение 0 очков. «Ювентус» одержал больше всех побед. Мог ли он набрать меньше всех очков? 

148. В записи натурального числа используются цифры 3 и 7 (каждая встречается хотя бы один раз), причем это число делится как на 3, так и на 7. Найдите наименьшее такое число. 

149. Есть три одинаковых бочонка мёда, а Винни-Пух, Пятачок и Кролик едят из них мёд: Винни-Пух может есть из первого и второго бочонка, Пятачок — из второго и третьего, а Кролик — из третьего и первого. Едят по очереди. За один присест можно съесть одну или две полных ложки. Проигрывает тот, кто не может зачерпнуть полной ложки. Докажите, что Винни-Пух и Пятачок могут обыграть Кролика. 

Малая Теорема Ферма
14 июля
· Составьте таблицу умножения ненулевых остатков по модулю 4, 5, 6, 7.   Почему в одних таблицах встречаются нули, а в других – нет?

· Докажите, что если модуль – простой, то в каждой строке и в каждом столбце таблицы умножения остатков все числа различны. ( То есть каждая строка таблицы содержит все ненулевые остатки,  переставленные в другом порядке.)

· Докажите, что если р – простое число, и p > а > 0 , то: 
[image: image12.wmf])!
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· (Малая Теорема Ферма)   Докажите, что если  р – простое число и а  не делится на р, то 
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·  Пусть р – простое число.

· а) Сколькими способами можно покрасить вершины правильного p-угольника в n  цветов?

· б) А если способы, отличающиеся друг от друга поворотом многоугольника вокруг его центра, считаются одинаковыми?

· в) Выведите из пункта б) малую теорему Ферма.

· Графом умножения на остаток n по модулю m называется ориентированный граф, вершинами которого служат остатки от деления на m, а из каждой вершины k единственное ребро ведет в вершину kn.

· а) Постройте графы умножения на 2, 3 и 5 по модулю 10, на 3 по модулю 9, на 1, 2, 3, 4, 5, 6 по модулю 7 [эту работу можно сделать коллективной].

· б) Докажите, что граф умножения на ненулевой остаток по простому модулю распадается на циклы равной длины.

· в) Используя результат п. б), докажите малую теорему Ферма.

150. Найдите остаток от деления а) 2100 на 101; б) 7102 на 101; в) 8900 на 29.

151. Докажите, что 162п+1 +(2п+1)16 делится на 17, если  (2п+1)  на 17 не делится. 

152. Докажите, чт
[image: image14.emf]   

о число 30123+12330 делится на 31.

153. Докажите, что если п – натуральное число не кратное 17, то одно из чисел 
(п8  +1), (п4  +1), (п2  +1), (п  +1), (п  - 1) делится на 17.

154. Докажите, что (17120 - 1)  делится на 143

155. Докажите, что 33000 – 1 делится на 1001

156. Математические хулиганы Гриша и Вова катаются на лифте 17-этажного дома. Они садятся в лифт на этаже с номером n,
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 и едут на этаж, номер которого равен остатку от деления 
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на 17. После этого  они умножают на n номер этажа, на котором оказались, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления на 17 полученного произведения. На каком этаже может закончиться пятнадцатая  поездка?

157. Вове и Грише надоело вспоминать, с какого этажа они начали путешествие, и теперь они просто возводят в квадрат номер этажа, на котором находятся, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления результата на 17. Какое максимальное количество поездок удастся им совершить таким способом?

158. p – простое число большее 5. Докажите, что 11111…11 ( р-1  единица ) делится на р. 

Геометрические построения
14 июля

Основные примеры (то, что учили делать школе)

159. Разделите отрезок пополам.

160. Отложите данный угол от данного луча в данную полуплоскость.

161. Опустите перпендикуляр из данной точки на данную прямую (два случая).

162. Постройте прямую, параллельную данной и проходящую через данную точку.

163. а) Проведите биссектрису данного угла. б) Разделите угол на 2, 4, 8, … равных частей.

164. Постройте треугольник по ССС, СУС, УСУ.

Задачи

165. Через данную точку проведите прямую, равноудаленную от двух данных точек.

166. Разделите прямой угол на три равные части.

167. Постройте прямоугольный треугольник по: а) гипотенузе и катету; б) гипотенузе и острому углу.

168. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, проведенной к третьей.

169. Постройте равнобедренный треугольник, если заданы высота, опущенная на основание, и угол при вершине. 

170. Дана прямая и точка А вне ее. Опустите из А перпендикуляр к данной прямой, проведя не более трех линий (т.е. третья проведенная линия и должна быть искомым перпендикуляром).

171. Постройте треугольник по стороне, прилежащему углу и сумме двух других сторон.

Задачи для самостоятельного решения

172.  Постройте треугольник по стороне и опущенным на нее высоте и медиане.

173. Постройте четырехугольник по четырем углам и длинам двух противоположных сторон. 

174. Постройте прямую, проходящую через данную точку и параллельную данной прямой, проведя не более трех линий (т.е. третья проведенная линия и должна быть искомой параллельной).

Разнобой
14 июля
175. На столе лежит кучка из 2005 камней. Из неё делают много кучек по следующим правилам. Разрешается выкинуть камень из любой кучки, содержащей  более одного камня, а затем любую из кучек разделить на две. Можно ли, действуя так много раз, оставить на столе только кучки из трёх камней?

176. [image: image30.emf] 
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Внутреннюю точку O треугольника ABC соединили с вершинами треугольника. Оказалось, что (AOB=90( и OB=OC. Найти величину угла OAB, если (AСB=45(.

177. При каком наибольшем n по кругу можно расставить n различных чисел так, чтобы каждое из них равнялось произведению двух соседних. 

178. Для постройки дома не хватало места, поэтому архитектор убрал 2 подъезда и добавил 3 этажа. При этом количество квартир возросло. На радостях он убрал еще 2 подъезда и добавил еще 3 этажа. Могло ли при этом квартир стать меньше, чем в исходном проекте? (Во всех подъездах поровну этажей, на всех этажах поровну квартир.) 
179. На заседании каждый член парламента дал пощечину ровно одному своему коллеге. Докажите, что парламент можно разбить на три фракции так, что члены одной фракции пощечин друг другу не давали.

180. [image: image31.jpg]Внутри квадрата отметим две точки и соединим их отрезками со всеми вершинами (см. рисунок). Могут ли все девять полученных частей иметь одинаковую площадь?

Подсчет сумм и произведений
14 июля

181. Докажите, что 1 + 2 + 3 + ... + n = n(n + 1)/2.

182. На сколько частей делят плоскость n прямых, среди которых нет параллельных и никакие три не пересекаются в одной точке? (Такие прямые называют прямыми общего положения)

183. Докажите, что 1 + 3 + 5 + 7 + … + (2n-1) = n2.

184. Чему равно произведение 
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Задачи для самостоятельного решения

185. Вычислите сумму 12 + 22 +32 + … + n2. 

Указание: Упростите выражение (n+1)3 - n3, примените полученную формулу к разностям кубов последовательных чисел: 13 - 23, 23 - 33 и т. д. и просуммируйте их, а затем используйте результат, полученный в первой задаче.

186. Вычислите сумму 13 + 23 +33 + … +n3
187. В цирке перед представлением передрались все коты и собаки. Перед тем как их разняли, каждый кот успел поцарапать ровно по одному разу каждого участника драки, а каждая собака укусила ровно по одному разу каждого участника драки (и котов, и собак, исключая себя). При этом оказалось, что количество царапин у котов вместе с укусами у собак равно количеству царапин у собак и укусов у котов (тоже у всех вместе). Доказать, что дрессировщик может выстроить из всех собак и котов пирамиду, на вершине которой будет старый заслуженный кот Патрон (который тоже участвовал в драке), а в каждом следующем ярусе будет на два животных больше, чем в предыдущем.

Метод математической индукции-1
15 июля

188. Приведите пример натурального числа, которое равно сумме а) трёх своих различных делителей; б) ста своих различных делителей.

189. Из квадрата клетчатой бумаги со стороной 1024 клетки вырезали одну клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на «уголки» из трёх клеток

190. Докажите, что при каждом натуральном n, начиная с 3, существует выпуклый n-угольник, имеющий ровно три острых угла.

191. У бородатого многоугольника во внешнюю сторону растет щетина. Его пересекает несколько прямых общего положения, на каждой из которых с одной из сторон растут волосы. В результате многоугольник оказался разбитым на некоторое число частей. Докажите, что хотя бы одна из частей окажется волосатой снаружи.

192. Игра «Ханойская башня». Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров (внизу — самое большое) и еще два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что а) можно переложить все кольца с первого стержня на один из пустых стержней;
б) это можно сделать не более, чем за 2n–1 перекладываний. 

193. Докажите, что любую сумму, начиная с 8 тугриков, можно выплатить купюрами по 3 тугрика и 5 тугриков.

Задачи для самостоятельного решения

194. В прямоугольнике 3×n (3 строки, n столбцов) расставлены фишки трёх цветов по n штук каждого цвета. Докажите, что, переставляя фишки в строчках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки всех трёх цветов.

195.  Плоскость поделена на области несколькими прямыми и окружностями. Докажите, что эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета. (Соседними считаются области, имеющие общий участок границы.)

196. В трех бочках содержится в сумме 128 литров воды, причем в каждой – целое число литров. Разрешается выбрать две бочки и перелить из одной в другую столько воды, сколько там уже есть. Докажите, что можно собрать всю воду в одной бочке (если бочки достаточно большие).

Полуинвариант
15 июля
197. Петя умножает число 2005 на правильную дробь так, чтобы результат оказался снова натуральным числом. С результатом он проделывает то же самое, и так далее. а) Докажите, что рано или поздно ему придется прервать свое занятие. б) Какое наибольшее количество умножений он сможет проделать?

198. Четверку неотрицательных чисел a, b, c, d каждую минуту заменяют на четверку a+b, b+c, c+d, d+a. Через несколько таких операций четверка чисел оказалась такой же, как вначале. Докажите, что все числа равны 0.

199. Таблица 2005(2005 заполнена плюсами и минусами. Разрешается выбрать любую строку или любой столбец и поменять все стоящие там знаки на противоположные. Докажите, что несколькими такими операциями можно добиться того, чтобы в каждой строке и в каждом столбце плюсов было больше, чем минусов. 

200. В колонию из 2005 бактерий попадает вирус. Каждую секунду каждый вирус уничтожает одну бактерию, после чего все бактерии и все вирусы делятся надвое. Докажите, что рано или поздно все бактерии будут уничтожены, и выясните, в какой момент это произойдет. 
201. Вокруг поляны стоят 12 домиков, покрашенные в белый и красный цвет, в которых поселились 12 гномов. У каждого гнома нечетное число друзей. В январе первый гном красит свой дом в тот цвет, в который окрашены дома большинства его друзей. В феврале это же делает второй гном и т.д. Докажите, что наступит момент, после которого цвет дома у каждого гнома перестанет меняться.

202. Фирма «Веников Н. Вяжетт» плодит монстров. Каждый день монстры мутируют. Если сегодня монстр имеет m ручек и n ножек, то назавтра он будет иметь 2m–n ручек и 2n–m ножек. Монстр погибает, если число ручек или ножек становится отрицательным. Докажите, что монстр может жить вечно, только если у него число ручек равно числу ножек.

203. На шести гранях кубика написано 6 чисел, среди которых есть 0 и 1. Каждое из шести чисел заменили средним арифметическим четырех чисел, стоящих на соседних гранях. С новыми числами проделали то же самое и т.д. В результате на каждой грани оказалось то же самое число, что было вначале. Докажите, что в вычислениях была допущена ошибка.

204. На плоскости дано N точек общего положения (т.е. никакие три из них не лежат на одной прямой). Некоторые из них соединены отрезками. Известно, что из любой точки выходит не более 11 отрезков. Докажите, что эти точки можно раскрасить в четыре цвета так, чтобы отрезков с одноцветными концами было не более N.

Задачи для самостоятельного решения

205. По окружности выписаны несколько натуральных чисел. Между каждыми двумя выписывается их НОД, затем прежние числа стираются. Докажите, что через некоторое время все числа на окружности будут равны.

206. По окружности расставлены п чисел. Если подряд стоят числа a, b, c, d и при этом (a–d)(b–c)>0, то числа b и c разрешается поменять местами. Докажите, что рано или поздно перестановки прекратятся.

Тест по комбинаторике
15 июля
207. Сколько существует 5-значных чисел, все цифры которых имеют одинаковую четность?
208. Шесть преподавателей должны подготовить занятия по 8 темам. Сколькими способами они могут распределить работу, если каждую тему должен готовить кто-то один?
209. Шесть преподавателей должны подготовить занятия по 8 темам. Сколькими способами они могут распределить работу (не обязательно честно), если в подготовке каждой темы должны участвовать три человека? 
210. В группах АБВ 6 преподавателей. Каждое занятие они готовят в новом составе (от одного до шести человек). На сколько занятий нас хватит?

211. Шесть преподавателей должны подготовить занятия по 8 темам. Сколькими способами они могут распределить работу, если каждую тему может готовить сколько угодно из нас?
212. Сколькими способами можно выбрать 3 колдунов из 16 играющих?

213. По столовой дежурят 14 человек. Трое ставят стаканы, двое – тарелки, пятеро разносят второе, остальные ждут указаний. Сколькими способами можно распределить обязанности?
214. 15 ребят получили от Константина Александровича мешок с 80 конфетами. Сколькими способами они могут разделить конфеты, чтобы никто не остался голодным?

215. 15 ребят получили от Константина Александровича мешок с 80 конфетами. Сколькими способами они могут разделить конфеты, чтобы каждый получил не менее двух конфет?

216. В команде на матбое 8 человек, они решили только 5 задач. Сколькими способами они могут распределить их, если у каждого только один выход?

217. Кубик бросают три раза подряд. Среди возможных последовательностей результатов есть такие, в которых хотя бы раз встречается четная цифра. Сколько их?
218. Сколькими способами можно составить команду в 6 человек из 18 профей, если Саша и Наташа не должны входить в команду одновременно?
219. Сколькими способами можно на доске 8×8 расставить 4 одинаковых ладьи не бьющих друг друга?
220. Найдите коэффициент при х7 после раскрытия скобок в выражении (1+х)15.

221. Найдите коэффициент при х7 после раскрытия скобок в выражении (1+2х)15.

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


222. Сколькими способами можно пройти из правого нижнего в левый верхний угол таблицы, двигаясь только влево или вверх по линиям сетки?

223. В кафе продается мороженое 4 сортов: клубничное, сливочное, ванильное и шоколадное. К приходу гостей Аня решила купить 12 порций мороженого. Сколькими способами она может сделать эту покупку?
Метод математической индукции-2
16 июля 

Примеры

224. Докажите, что 1·1! + 2·2!+ … + n·n!= (n +1)! – 1.

225. Докажите, что при каждом натуральном n число 9n+1+8n+7 делится на 16.

226. Докажите, что n! > 2n при всех натуральных n ≥ 4.

Задачи

227. Докажите, что 1·2 + 2·3+ … + (n–1) · n= (n – 1) · n · (n+1) / 3.

228. Докажите, что 4n–3n  ≡ 1 (mod 9) при всех натуральных n.

229. Докажите, что а) 2n > 2n + 1 при всех натуральных n > 2.

230. Докажите, что число, состоящее из 243 единиц, делится на 243.

231. Докажите, что для любого n≥3 число n! можно разложить на два сомножителя, отношение которых не меньше 2/3 и не больше 3/2.

Задачи для самостоятельного решения

232. Докажите, что 2n > 8n – 17 при всех натуральных n.

233.  Сказал Кощей Ивану-Царевичу: «Вот тебе два одинаковых треугольных листа — правильные треугольники со стороной 8, разбитые на 64 единичных равносторонних треугольничка. Сначала ты вырежешь из одного листа несколько фигур общей площадью в 63 треугольничка. Потом я отмечу один из треугольничков второго листа, а ты должен будешь наложить свои фигуры на него так, чтобы они полностью закрывали все его треугольнички, кроме отмеченного. Обойдешься четырьмя фигурками — отпущу с миром. Обойдешься пятью — будешь у меня свинопасом. А ежели и пятью не обойдешься — голова с плеч!» Сможет ли Иван наверняка остаться в живых? А уйти с миром? Если да, то покажите, как Иван должен вырезать фигуры и пользоваться ими. Если нет, то объясните, почему.

234.  22–1=3 делится на 3. 26–1=63 делится на 9. 218–1=(29–1)(29+1)=511·513 делится на 27 (513=27·19). Обобщите эти свойства и докажите, что для любого n существует такая степень двойки, которая при делении на 3n дает остаток 1.

Матбой М6 — М7
16 июля
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 У Славы и Ани на двоих 100 тугриков. Они  играют в такую игру. Фишка стоит на поле 1 (см. рисунок). Поле А принадлежит Ане, а поле В – Славе. Перед каждым ходом оба игрока делают в секрете друг от друга ставки. Тот, чья ставка оказалась больше, двигает фишку на соседнее поле, а обе ставки достаются другому игроку (при равенстве ставок фишку двигает Слава). Тот, кому удастся поставить фишку на свое поле, выигрывает игру. При каком минимальном количестве тугриков у Ани она наверняка сможет выиграть? 

236. Имеются девять гирь весом 1, 2, …, 9 граммов. Какое наибольшее количество гирь можно взять из этого набора так, чтобы среди выбранных гирь вес любой пары отличался от веса любой другой пары?

237. Можно ли, используя каждую из 10 цифр ровно по одному разу, записать число и его квадрат?

238. Врач дал больному пакетик с таблетками и велел принимать ежедневно по четверти таблетки. Тот так и сделал, причем каждый раз он вынимал из пакетика наугад что попадется. Если попадалась целая таблетка, он разламывал ее на 4 части, одну из которых съедал, а остальные возвращал обратно; если же попадалась ранее отломленная четвертинка, он ее просто проглатывал. После месяца такого лечения в пакетике осталось в 8 раз больше четвертинок, чем целых таблеток, а еще через три месяца осталось лишь 5 целых таблеток. Сколько осталось четвертинок?

239. Вдоль прямого шоссе расставлены светофоры. На каждом попеременно минуту горит красный свет, минуту — зеленый (момент переключения считается началом минуты, а не концом предыдущей). По шоссе со скоростью 60 км/ч едут в одном направлении две машины. На красный свет машина мгновенно останавливается, на зеленый — мгновенно возобновляет движение с той же скоростью. Докажите, что, если в некоторый момент расстояние между машинами больше 2000 м, то они никогда не встретятся.

240. В выпуклом 100-угольнике сумма углов в любых семи подряд идущих вершинах кратна семи градусам. Обязательно ли все углы этого 100-угольника кратны семи градусам?

241. Из 9 единичных квадратов сложили большой квадрат 3(3. Какое максимальное число точек можно выбрать среди 16 вершин маленьких квадратов, чтобы никакие три точки не были бы вершинами равнобедренного прямоугольного треугольника?

242. У Васи есть карточки, на которых написаны единицы, двойки, тройки и четверки, а у Пети – неограниченный запас карточек со знаками сложения, вычитания, умножения, деления и скобками. Вася составил из своих карточек 16-значное число. Пете разрешается вставлять свои карточки между Васиными, перед ними или после них, но не разрешается менять порядок, в котором идут Васины карточки. Докажите, что Петя сможет составить выражение, значение которого равно 0. 

243. Капитан Кук попал на остров, где живут лжецы и рыцари. Кук точно знает, что среди туземцев есть хотя бы один лжец. Оказалось, что каких 50 жителей ни собери вместе, имеющиеся среди них лжецы могут сговориться лгать таким образом, что на вопрос «Сколько рыцарей среди собранных здесь туземцев?» Кук всегда получает один и тот же набор из 50 ответов. Какое наибольшее число рыцарей могло быть на острове?

244. В каждой вершине каркаса куба сделанного из проволоки, сидит муравей. Муравьи собрались в одной точке на некотором ребре. Каждый из них дополз до этой точки по ребрам, используя наименьший из возможных путей. Сумма расстояний, которые проползли все муравьи,  равна 240 см. Найдите длину ребра куба.

Внутренний бой
16 июля

245. В белой таблице 5×5 одну клетку закрасили в черный цвет. За один ход разрешается поменять цвет любых трех клеток, образующих полоску 1×3, на противоположный. Укажите все возможные варианты расположения черной клетки, при которых можно за несколько ходов сделать всю таблицу одноцветной.
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У Славы и Ани на двоих 100 тугриков. Они  играют в такую игру. Фишка стоит на поле 1 (см. рисунок). Поле А принадлежит Ане, а поле В – Славе. Перед каждым ходом оба игрока делают в секрете друг от друга ставки. Тот, чья ставка оказалась больше, двигает фишку на соседнее поле, а обе ставки достаются другому игроку (при равенстве ставок фишку двигает Слава). Тот, кому удастся поставить фишку на свое поле, выигрывает игру. При каком минимальном количестве тугриков у Ани она наверняка сможет выиграть? 

247. a, b и с – три различных числа. Известно, что а2 + а = b2 – b = c2 – c. Докажите, что среди трех данных чисел найдутся два, сумма которых равна нулю. 

248. В поле проходит прямая дорога, по ней со скоростью 10 км/ч едет автобус. Укажите все точки поля, из которых можно догнать автобус, если бежать с той же скоростью.
249. Вдоль прямого шоссе расставлены светофоры. На каждом попеременно минуту горит красный свет, минуту — зеленый (момент переключения считается началом минуты, а не концом предыдущей). По шоссе со скоростью 60 км/ч едут в одном направлении две машины. На красный свет машина мгновенно останавливается, на зеленый — мгновенно возобновляет движение с той же скоростью. Докажите, что, если в некоторый момент расстояние между машинами больше 2000 м, то они никогда не встретятся.

250. В выпуклом 100-угольнике сумма углов в любых семи подряд идущих вершинах кратна семи градусам. Обязательно ли все углы этого 100-угольника кратны семи градусам? 

251. На танцевальном вечере в школе ни один мальчик не танцевал со всеми девочками, но каждая девочка танцевала по крайней мере с одним мальчиком. Докажите, что найдутся две такие пары M1, D1 и M2, D2, что мальчик M1 танцевал с девочкой D1, а мальчик M2 – с девочкой D2, но M1 не танцевал с D2, а M2 не танцевал с D1.

252. На прямой отмечено несколько отрезков (может быть, пересекающихся). Левую половину каждого отрезка покрасили в красный цвет. Оказалось, что закрашенные точки образовали сплошной красный отрезок. Если бы вместо этого правую половину каждого из исходных отрезков покрасили в синий цвет, то синие точки образовали бы сплошной синий отрезок, длина которого была бы на 20 см короче длины красного. Докажите, что среди исходных отмеченных отрезков найдутся два отрезка, длины которых отличаются не менее, чем на 40 см. 

Матбой М7 — М8
16 июля

253. Из разных вершин треугольника проведены высота, медиана и биссектриса. Могут ли содержащие их прямые образовывать при пересечении правильный треугольник?

254. Некоторые ступеньки серой лестницы выкрашены в желтый цвет. Поднимаясь, каждый раз можно наступить на следующую ступеньку или переступить через одну. Наступив на желтую ступеньку, игрок получает одно очко, а перешагнув через нее — 2 очка. Наступив на серую ступеньку, игрок теряет два очка, а перешагнув через нее, теряет  одно очко. Первый шаг игрок делает на первую или вторую ступеньку, а последним ходом должен наступить на последнюю. Митя, поднявшись по лестнице, набрал 2003 очка. Докажите, что можно было набрать и больше. 

255. Известно, что НОД(a;b;c) = 1 и 1/a – 1/b = 1/c.  Докажите, что abс – полный квадрат.

256. Дана бесконечная последовательность чисел {an}, в которой для всех натуральных n выполняется соотношение an+2 = НОД(an, an+1) + 1. Может ли эта последовательность содержать более 2005 различных чисел?

257. Вася рисует на каждом ребре каждого из двух одинаковых кубов стрелки, после чего Петя совмещает кубы друг с другом. Если количество пар совмещенных ребер, на которых стрелки совпали, больше половины, выигрывает Вася, если меньше половины — Петя. Может ли кто-нибудь из них обеспечить себе выигрыш?

258. Улицы города Решетова представляют собой прямоугольную сетку 100×60. Центральный квадрат 2×2 — это парк (границы парка — улицы, но по центру парка двигаться нельзя). Найдите количество кратчайших маршрутов, идущих от левого нижнего перекрестка города в правый верхний перекресток.

259. Решите систему уравнений [x]+2y = 2005; [y]+2x = 3 ([n] — целая часть числа n)

260. Первый член последовательности равен 10. Каждый следующий член получается так: предыдущий член возводится в квадрат, а затем из него вычитается наибольшая степень двойки, меньшая полученного числа (например, 23 ( 232 – 29 = 529 – 512 = 17). Найдите цифру единиц 98-го члена.

261. Капитан Кук попал на остров, где живут лжецы и рыцари. Кук точно знает, что среди туземцев есть хотя бы один лжец. Оказалось, что каких 50 жителей ни собери вместе, имеющиеся среди них лжецы могут сговориться лгать таким образом, что на вопрос «Сколько рыцарей среди собранных здесь туземцев?» Кук всегда получает один и тот же набор из 50 ответов. Какое наибольшее число рыцарей могло быть на острове?

262. BD – биссектриса угла B треугольника ABC. Точка E выбрана так, что (EAB=(ACB, AE=DC, и при этом отрезок ED пересекает отрезок AB в точке K. Докажите, что KE=KD.

Решение уравнений в целых числах
18 июля
Идея №1: перебор остатков, подбор модуля.

263. Какие остатки может иметь квадрат натурального числа при делении на 3, 4, 5? Куб натурального числа при делении на 7, 9?

264. Доказать неразрешимость в целых числах уравнений:

а) х2–45у=107;

б) х2+у2=2003

в) х2+у2+z2=8t–1; 
г) х3+у3+z3=100003 

Идея №2: преобразование выражений, разложение на множители.
265. Решите в целых числах уравнения: 

а) х2=2006+у2; 

б) х+у+1=ху; 

в) x2+y2+2 = 2(x+y).

Идея №3: метод спуска.
266. Докажите неразрешимость в натуральных числах уравнения: 

а) x2=2y2;

б) 8х4+4у4+2z4=t4.

267. Решите уравнение в целых числах: 2x3=3y2.

Задачи для самостоятельного решения

268. Решите в целых числах уравнения: а) а3+7а2–5=0; б) 2х–1=2у+ху.

269. Может ли сумма квадратов а) трех, б) четырех, в) пяти; г) шести; д) семи; е) восьми; ж) девяти з) десяти; и) одиннадцати; к) двенадцати последовательных целых чисел быть квадратом целого числа?

270. Докажите неразрешимость в целых числах уравнения а) х3+3у3+9z3=0; 
б) х2+у2+z2 =2хуz
Медиана
15 июля
271. Докажите, что медиана прямоугольного треугольника, проведенная к гипотенузе, равна ее половине.

272. Очень ленивый котенок сидит на середине лестницы, которая приставлена к стене. Лестница начинает скользить по полу от стены, а котенок сидит на прежнем месте. Найдите траекторию котенка. 

273. Докажите, что медиана, проведенная к стороне треугольника, меньше полусуммы двух других его сторон.

274. Выведите из предыдущей задачи, что сумма длин медиан треугольника не больше его периметра.

275. Докажите, что если биссектриса треугольника совпадает с его медианой, то треугольник равнобедренный.

276. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей.

Задачи для самостоятельного решения

277. Дан угол и точка внутри него. Постройте отрезок с концами на сторонах угла и серединой в этой точке.

278. Докажите, что если медиана АМ треугольника АВС меньше половины стороны ВС, то угол А тупой, если больше – то острый, а если равна – то прямой. 

279. В треугольнике АВС проведены медианы АА1, ВВ1 и СС1 и высоты АА2, ВВ2 и СС2. Докажите, что длина ломаной А1В2С1А2В1С2А1 равна периметру треугольника АВС.

Разнобой
18 июля
280. Лёлек и Болек играют с пуговицами. Вначале перед ними лежат 10 кучек по одной пуговице в каждой. Своим ходом Лелек выбирает 4 кучки и объединяет первую со второй, а третью — с четвертой. Затем Болек разделяет самую большую кучку на несколько кучек по одной пуговице в каждой. Потом снова ходит Лёлек и так далее. Какое наибольшее число пуговиц может оказаться в кучке после какого-нибудь хода Болека?

281. Среди 25 внешне одинаковых монет — 3 фальшивых и 22 настоящих. Все настоящие монеты имеют равные веса. Все фальшивые монеты также имеют равные веса, причем фальшивая монета легче настоящей. Как с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь найти 8 настоящих монет?

282. Илья Муромец помнит, что для усмирения 10-голового огнедышащего дракона потребуется 4 огнетушителя, а для 16-голового дракона нужно 7 огнетушителей. Какое наименьшее количество огнетушителей требуется, чтобы усмирить 
19-голового дракона?

283. Паша замостил доску 8×8 доминошками 2×1. Костя хочет разрезать доску одним прямолинейным горизонтальным или вертикальным разрезом, проходящим по границам клеток, на две части так, чтобы при этом как можно больше доминошек оказались разрезанными пополам. Какое наибольшее количество доминошек ему заведомо удастся разрезать?

284. Постройте треугольник АВС, если даны две его вершины А и В и прямая, содержащая биссектрису угла С.

285. В каждой из трех школ учится по 300 человек. Любой ученик имеет в сумме 301 знакомого из двух других школ. Докажите, что можно выбрать по одному ученику из каждой школы так, чтобы выбранные ученики были знакомы между собой.

Дискретная непрерывность
19 июля
Медленным шагом, робким зигзагом

Марш, марш вперед, рабочий народ!

286. Известно, что существуют 100 последовательных натуральных чисел, среди которых нет ни одного простого числа (например, 101! + 2, 101! + 3, ..., 101! + 101). Существуют ли 100 последовательных натуральных чисел, среди которых ровно 5 простых чисел?

287. Денис выписал на доске несколько чисел так, что любые два соседних отличаются не больше, чем на 1. Самое маленькое из выписанных чисел равно   -5, самое большое 100,25. Докажите, что одно из выписанных чисел отличается от нуля не больше, чем на 0,5.

288. Белка прятала орехи. Известно, что от каждого тайника к следующему она пробегала не больше 3 м. Оказалось, что расстояние от первого тайника до последнего равно 100 м. Докажите, что найдутся два тайника, расстояние между которыми не меньше 22 метров и не больше 25 метров.

289. В некоторых клетках квадрата 10(10 стоят +1 и -1, причем сумма всех чисел не больше 20 и не меньше -20. Докажите, что есть квадрат 5(5, абсолютная величина суммы чисел в котором не превосходит 5.

290. К автомату с газировкой стояла очередь из 100 гномов. Газировка бывает двух сортов: с сиропом – за 3 копейки и без сиропа – за 1 копейку. Самый первый гном купил газировку с сиропом. Второй – без сиропа. Верно ли, что в некоторый момент гномов, уже купивших газировку с сиропом было столько же, сколько гномов, собиравшихся купить газировку без сиропа? 

Указание: В самом начале, пока никто еще ничего не купил, купивших газировку с сиропом было меньше, чем собирающихся купить газировку без сиропа. Что происходило дальше?

291. На плоскости отмечено 100 точек. а) Всегда ли можно провести прямую так, чтобы с каждой стороны от нее находилось ровно 50 точек? б) А можно ли провести такую прямую, если дополнительно потребовать, чтобы она проходила через наперед заданную точку (отличную от всех отмеченных и даже не лежащую ни с какими двумя из них на одной прямой)? в) Почему важно уточнение в скобках?

292. В зале находится n юношей и n девушек. Всегда ли можно провести по полу прямую черту так, чтобы количество юношей с одной стороны от черты равнялось количеству девушек с другой стороны от этой черты?

293. За круглым столом сидит четное количество гномов в колпаках с помпонами, причем у любых двух рядом сидящих гномов количество помпонов отличается не больше, чем на 1. Докажите, что найдется пара гномов, сидящих друг напротив друга, у которых количество помпонов на колпаках отличается не больше, чем на 1.

Задачи для самостоятельного решения

294. Хоккейный матч Динамо – Спартак закончился со счетом 8:5 в пользу Динамо. Верно ли, что в ходе матча был момент, когда команда Динамо уже забросила столько шайб, сколько еще оставалось забросить Спартаку до конца матча.

295. По краю круглого торта с одинаковыми промежутками выложены красные и белые мармеладинки. Известно, что красных мармеладинок столько же, сколько и белых. Докажите, что торт можно разрезать пополам так, чтобы в каждой половине красных и белых мармеладинок было поровну.

296. В клетках квадрата 10(10 стоят +1 и -1, причем сумма всех чисел не больше 27 и не меньше -27. Докажите, что есть квадрат 5(5, абсолютная величина суммы чисел в котором не превосходит 5.

Графы-4 (обходы)
19 июля

Примеры

1. (Задача Эйлера о кенигсбергских мостах). На реке два острова ― Большой и Малый. Большой соединен с каждым берегом двумя мостами, а также соединен одним мостом с Малым. Малый, помимо Большого, соединен с каждым берегом одним мостом. Докажите, что нельзя обойти все мосты, пройдя каждый мост ровно один раз.
2. Все острова в любимой луже Пятачка соединены мостами так, что от каждого острова можно добраться до любого другого. Пятачок обошел все острова, пройдя по каждому мосту ровно один раз. На острове Биологов побывал ровно 6 раз. Сколько мостов ведет с острова Биологов, если Пятачок 

а) не с него начал и не на нем закончил;

б) с него начал, но не на нем закончил;

в) с него начал и на нем закончил?

3. а) Докажите, что в этой луже не более двух островов, с которых ведет нечетное число мостов.

б) Может ли там быть ровно один нечетный остров?

в) Комиссия СЭС обошла все острова, пройдя по каждому мосту ровно один раз. Инспекция закончилась на том же острове, с которого и началась. Докажите, что в таком случае с каждого острова ведет четное число мостов.

Задачи

297. На плоскости нарисованы несколько окружностей так, что с любой можно перейти на любую, не сходя с этих окружностей. Докажите, что тогда существует замкнутый путь, проходящий по всем участкам всех окружностей ровно по разу.
Определение. Путь, проходящий по всем ребрам графа ровно один раз, называется эйлеровым путем. Эйлеров путь, начало и конец которого совпадают, называется эйлеровым циклом.

298. Докажите, что если все вершины связного графа четные, то в нем существует эйлеров цикл (докажите сначала, что в нем есть хоть какой-нибудь цикл); 

299. Докажите, что связный граф с двумя нечетными вершинами имеет эйлеров путь.

300. Город в плане выглядит как квадрат 3(3, каждая сторона квартала-квадратика – участок улицы длиной 100м (включая внешний контур квадрата). Какой наименьший путь придется проделать паровому катку, чтобы заасфальтировать все улицы?

301. В стране ОЗ пять городов. Каждые два города соединены друг с другом либо красной, либо синей дорогой так, что никакие три дороги не образуют треугольник одного цвета с вершинами в городах. Докажите, что можно, находясь в любой точке, обойти по красным дорогам все города и вернуться  обратно, не проходя два раза по одной и той же дороге. Докажите, что то же самое справедливо для синих дорог. 

Задачи для самостоятельного решения

302. В Зеленом городе (см. карту) решили пустить автобус.  По решению мэрии по каждой улице, за исключением набереж​ной, должен проходить автобусный маршрут и притом только один. Определите наименьшее число маршрутов, удовлетворяющих этому условию. Найдите сами маршруты.
303. Ожидая поезда в Ижевск, Аря и Ксюша вышли с вокзала, погуляли по Кирову, потом пообедали в кафе «Карабас-Барабас», после чего решили вернуться на вокзал, проходя только по тем улицам, по которым до этого уже проходили нечетное число раз. Докажите, что им это удастся.

Числа Фибоначчи
20 июля

304. У Димы есть квадратик 1×1. Каждый раз к большей стороне имеющейся у него фигуры Дима пририсовывает квадрат, сторона которого равна этой стороне. После 11 таких пририсовываний получился прямоугольник. Найдите его стороны.

305. Бесконечная дорожка разрезана на квадратики. Перед первым из квадратиков стоит лягушка, которая умеет прыгать прыжками двух типов – длинным и коротким. Коротким прыжком лягушка перепрыгивает на соседний квадратик, длинным — перепрыгивает через квадратик. Найдите число различных маршрутов, которыми лягушка может допрыгать до одиннадцатого квадрата, прыгая все время в одну сторону.

306. Сережа нанизывает на нитку мух и слепней. Двух слепней подряд нанизывать нельзя. Найдите число различных вариантов, которыми Сережа может нанизать 11 насекомых. 

Определение. Последовательность, задаваемая формулами 
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, называется последовательностью Фибоначчи.

307. Фибоначчи приобрел пару новорожденных кроликов. Каждая пара кроликов раз в месяц производит на свет еще пару кроликов, а новорожденные приносят первое потомство уже через два месяца после рождения. Сколько пар кроликов будет у Фибоначчи через год?

308. Чему равен а) остаток от деления F100 на F99; б) НОД(F100 , F99)?

309. Могут ли два соседних числа Фибоначчи делиться на 2005? 

310. Докажите, что среди чисел Фибоначчи найдется бесконечно много а) четных; б) кратных 7. Указание. Будем для удобства считать, что F0 = 0. Поэтому F0 кратно 7. Подумайте, от чего зависит остаток от деления Fn на 7 и почему он рано или поздно повторится.

311. Докажите по индукции, что F1+ F2 +F3+…+ Fn= Fn+2–1

312. Докажите, что а) F2+ F4 +F6+…+ F2n= F2n+1–1; б) F1+ F3 +F5+…+ F2n–1= F2n.; 

	1
	
	
	
	
	

	1
	1
	
	
	
	

	1
	2
	1
	
	
	

	1
	3
	3
	1
	
	

	1
	4
	6
	4
	1
	

	1
	5
	10
	10
	5 
	1

	(
	(
	(
	(
	(
	(


313. Докажите, что (n+1)-е число Фибоначчи не больше 2n.

Задачи для самостоятельного решения

314. Сколькими способами можно уложить 11 домино 1×2 в прямоугольник 2×11?

315. Треугольник Паскаля записан в в виде прямоугольной таблицы (см. рисунок). Докажите, что суммы чисел на диагоналях снизу вверх направо равны числам Фибоначчи.

316. Докажите, что Fn+m= Fn–1 Fm +Fn Fm+1.

317. Есть набор гирь веса 1 г, 2 г, 4 г, 8 г, …, 256 г. Груз разрешается взвешивать с помощью этого набора, кладя гири на обе чашки весов. а) Докажите, что никакой груз нельзя взвесить более, чем 55 способами; б) Приведите пример груза, который можно взвесить 55 способами.

Тест по делимости
20 июля

Найдите остаток при делении

318. 3200 на 7;

319. 79100 на 80;

320. 516 на 53;

321. [2 очка] 9121 + 13121 на 11.

Найдите наибольший общий делитель

322. НОД (123, 321);

323. НОД (210, 102);

324. НОД (1615, 1516);

325. [2 очка] НОД (100! + 50, 101! – 50).

Найдите линейное разложение НОД (a,b)

326. a = 17, b = 12;

327. a = 5002, b = 2005;

328. [2 очка] a = n3, b = n + 1.

Решите диофантово уравнение
329. 13x + 7y = 1;

330. 13x + 8y = 1;

331. 59x + 13y = 0;

332. 24x + 16y = 28;

333. 13x + 8y =  –3.

Решите в целых числах уравнение

334. x3 + y3 + z3 = 4 000 000
Найдите хотя бы одно решение уравнения в целых числах 

335. x3 + 2y3 + 4z3 = 82005
Найдите хотя бы одно решение уравнения в натуральных числах
336. [3 очка] x3 + y5 = z11.
Разнобой
19 июля
337. У каждого числа от 1 до 1 000 000 подсчитывается его сумма цифр, у каждого из получившегося миллиарда чисел снова подсчитывается его сумма цифр и т.д. до тех пор, пока не получится миллиард однозначных чисел. Каких чисел больше: 1 или 2?

338. В песочнице лежит кучка из 123456789 песчинок. Дима и Катя играют в такую игру. За один ход можно взять из любой кучки любое число песчинок, большее 1, которое является делителем числа песчинок в этой кучке, и создать из них отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход. Первый ход делает Катя. Кто выиграет при правильной игре?
339. В парламенте у каждого депутата не более трех врагов. Докажите, что парламент можно разделить на две палаты так, что у каждого парламентария в своей палате будет не более одного врага.

340. Мышка грызет куб сыра с ребром 3, разбитый на 27 единичных кубиков. Когда мышка съедает какой-либо кубик, она переходит к другому, который имеет с предыдущим общую грань. Может ли мышка съесть все кубики, кроме среднего?

341. Найдите сумму пяти углов при вершинах пятиконечной звезды.

342. На кольцевом шоссе стоят несколько автомобилей с общим запасом бензина, достаточным, чтобы объехать весь круг. Докажите, что можно сесть в одну машину и объехать все кольцо, забирая по дороге бензин у остальных автомобилей.

Индукция на графах и формула Эйлера
21 июля

343. Конструирование по индукции. Докажите, что существует граф с 2n вершинами, степени которых равны 1, 1, 2, 2, …, n, n. 

344. Докажите по индукции, что в графе с n вершинами число вершин с нечётной степенью — четно. 

345. В некоторой стране каждый город соединён с каждым дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдется город, из которого можно добраться в любой другой не более чем с одной пересадкой. 

346. В некоторой стране каждый город соединён с каждым дорогой. Правительство хочет ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы выехав из любого города, в него нельзя было вернуться. а) Докажите, что это возможно; б) Сколькими способами это можно сделать?

347. Усадьбы любых двух джентльменов в графстве Вишкиль соединены либо водным (лодка), либо сухопутным (карета) сообщением. Докажите, что можно закрыть один из видов транспорта так, чтобы любой джентльмен мог по-прежнему добраться до любого другого.  
348. Дан граф, содержащий 2n вершин и n2+1 ребро. Докажите, что в нем есть три вершины, попарно соединённые ребрами. 

349. Пусть в графе с n вершинами имеется единственный цикл. Докажите, что в этом графе n ребер.

Определения. Граф называется планарным, если его можно нарисовать на плоскости так, чтобы его ребра не пересекались. Граф называется плоским, если он нарисован на плоскости без пересечения ребер. Плоский граф делит плоскость на области, которые называются гранями. Число вершин планарного графа обычно обозначают буквой В, число ребер — Р, число граней — Г.

350. Пусть в планарном графе с В вершинами имеются а) три; б) четыре грани. Сколько в нем ребер?

351. Формула Эйлера. Докажите, что для любого планарного графа справедлива формула В – Р + Г = 2.

352. Выведите из формулы Эйлера, что полный граф с пятью вершинами — не планарный.

353. Можно ли построить три дома, вырыть три колодца и соединить тропинками каждый дом с каждым колодцем так, чтобы тропинки не пересекались?

Задачи для самостоятельного решения

354. В стране любые два города соединены дорогой с односторонним движением. Доказать, что можно проехать по всем городам, побывав в каждом по одному разу. 

355. В компании из n человек среди любых четверых есть знакомый с остальными тремя. Доказать, что есть человек, который знает всех остальных. 

Принцип узких мест
21 июля

Примеры

356. Где-то на поле 10(10 для игры в "Морской бой" стоит корабль 1(4. За какое наименьшее число выстрелов можно в него наверняка попасть?

Задачи

357. а) Можно ли натуральные числа от 1 до 99 выписать в строку так, чтобы разность любых двух соседних (из большего вычитается меньшее) была не меньше 50? 

б) Тот же вопрос для чисел от 1 до 100?

358. а) Легко распилить кубик 3(3(3 на 27 кубиков шестью распилами. Можно ли уменьшить число распилов, если части разрешается перекладывать и пилить по несколько частей сразу? 

б) За какое наименьшее количество распилов можно распилить  кубик 4(4(4?

359. Куб размером 3(3(3, склеенный из 27 единичных кубиков, снаружи окрашен в черный цвет. Требуется разрезать его на несколько частей, не повредив ни одного единичного кубика, и сложить из всех получившихся частей куб, все грани которого не покрашены. При каком наименьшем количестве частей это можно сделать?

360. а) Найдутся ли два последовательных шестизначных номера, сумма цифр каждого из которых делится на 11? б) Найдите наименьшую пару последовательных натуральных чисел, чтобы сумма цифр каждого делилась на 11?

361. Верно ли, что среди любых 10 отрезков найдутся три, из которых можно составить треугольник?

362. Выпуклый n-угольный торт разрезан диагоналями на части. Докажите, что в каждом получившемся куске не более n сторон.

363.  В противоположных углах квадратного пруда со стороной 10 м сидели два гуся. Поплавав по пруду, они оказались в двух других противоположных углах. Докажите, что в некоторый момент расстояние между кончиками их клювов было ровно 12 м.

Подсчет углов

364. Можно ли разрезать квадрат на равнобедренные треугольники с углом 40( при основании?

365. Можно ли разрезать квадрат на прямоугольники так, чтобы каждый граничил (по отрезку) не менее чем с шестью другими?

366. В треугольник накидали 2005 точек. Затем провели отрезки, соединяющие некоторые из этих точек и вершины исходного треугольника так, что треугольник распался на треугольники. Сколько треугольников получилось?

367. Можно ли так расположить на плоскости четыре точки, чтобы они не лежали на одной прямой, и любой треугольник с вершинами в этих точках был остроугольным?

368. Можно ли разрезать квадрат на равнобедренные треугольники с углом 75( при основании?

Заключительная олимпиада

369. Можно ли покрасить несколько клеток доски 6×6 так, чтобы для каждой клетки доски ровно одна из соседних с ней (по стороне) клеток была окрашенной?

Можно. Например, так, как показано на рисунке.

370. Найдите все степени двойки, сумма цифр десятичной записи которых равна 4.

Ответ: 4.  Используем признаки делимости на 4 и 8.

Очевидно, что последняя цифра может быть только 2 или 4. Если это 4, то никаких других цифр нет. Если  последняя цифра 2, то по признаку делимости на 4 цифра десятков равна 1. По признаку делимости на 8 цифра сотен может быть равна только 1. Других цифр в числе нет, а 112 — не степень двойки.

371. Дан треугольник ABC, D и E — середины сторон AB и BC. Точка M лежит на AC, ME > EC. Докажите, что MD < AD.

Предположим, что MD ≥ AD = DB. Тогда по неравенству треугольника (7≥(8 и (5≥(6. Т.к. ME > EC = BE, то (1>(2 и (3>(4. Найдем сумму углов треугольника ABC: (7+(5+(3+(1>(8+(6+(4+(2=180(. Противоречие.
372. В компанию из 2005 человек пришел журналист. Ему известно, что в этой компании есть человек, который знает всех, но которого не знает никто. Журналист может задавать вопросы вида «знаете ли Вы такого-то» любому человеку. При этом одному человеку можно задавать несколько вопросов, и все ответы правдивы. Можно ли за 2004 вопроса узнать, кто этот человек?  

Заметим, что каждой команде осталось сыграть не более одной игры, значит, команды можно разбить на пары не сыгравших друг с другом и оставшихся произвольным образом. Первые шесть пар разбиваем на группы 1–2 (одного человека в паре определяем в первую группу, второго – во вторую), вторые — на группы 2–3, третьи – на 3–1.

373. Расстояние AB равно 100 км. Из A и B одновременно выезжают навстречу друг другу велосипедисты со скоростями 20 км/ч и 30 км/ч соответственно. Вместе с первым из A вылетает муха со скоростью 50 км/ч, она летит до встречи с велосипедистом из B, после чего разворачивается и летит обратно до встречи с велосипедистом из A, после чего разворачивается и т.д. Сколько километров пролетит муха в направлении от A к B до момента встречи велосипедистов?

Муха пролетела 2×50=100 км и оказалась в 40 км от пункта А (место встречи велосипедистов). Значит, в направлении от А к В муха пролетела  на 40 км больше, чем в направлении от В к А. Отсюда находим ответ 70 км.

374. По окружности выписано 100 целых чисел, сумма которых равна 1. Цепочкой назовем несколько чисел, стоящих подряд. Найдите количество цепочек, сумма чисел в которых положительна.

Рассмотрим произвольную цепочку чисел (длиной менее 100). Если сумма чисел в ней больше нуля, то оставшиеся числа образуют цепочку, сумма чисел в которой не положительна. И наоборот. Т.о. все такие цепочки (длиной менее 100) разбиваются на пары. Всего цепочек 100×99, искомых 50×99+1=4951.

375. Дана последовательность из k натуральных чисел. Разрешается любое число заменить на сумму чисел, стоящих справа от него. Докажите, что если эту операцию проделать достаточно много раз, то какая-нибудь последовательность повторится два раза подряд.

Последнее число никогда не меняется. Если, начиная с некоторого момента t, не меняются последние k чисел, то либо с k+1-м числом после момента t операция не производится ни разу (т.е. после момента t оно уже никогда не изменится), либо оно заменяется на сумму стоящих справа от него и после этого уже не может измениться. 

376. В данную окружность впишите прямоугольник, зная разность между 4/5 одной его стороны и 1/5 другой его стороны.

Указание: построить вспомогательный прямоугольный треугольник, один катет которого в 4 раза короче другого. Отложить этот угол от одного из концов отрезка, равного 5/4 данного. Построить окружность с центром в другом конце этого отрезка и радиусом, равным радиусу данной окружности.

377. Постройте такую последовательность натуральных чисел, что среди разностей между ее членами встречаются все натуральные числа ровно по одному разу.

Пусть в некоторый момент выписана такая конечная последовательность a1, a2, … , ak что среди разностей между ее членами встречаются все натуральные числа от 1 до n, число n+1 не встречается, и при этом среди разностей нет двух одинаковых. Добавим два новых члена ak+1 и ak+2 последовательности: первый из них равен удвоенной сумме всех предыдущих, а второй на n+1 больше первого.
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