Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс

Программа зачета. 26 июля
Билет №1.

1. Прямая и обратная теоремы о большей стороне и большем угле треугольника. Неравенство треугольника. Применение к решению задач.

2. Примеры комбинаторных задач, решаемых с помощью деления. Сочетания.
3. Из доски 1024×1024 вырезали а) кусок 256×256 из угла. Докажите, что оставшуюся часть доски можно разрезать на «уголки» из трёх клеток.

4. Клетки таблицы 12345(12345 покрашены в красный и синий цвета. Разрешается выбрать любую строку или любой столбец и перекрасить все ее красные клетки в синий цвет, а все синие – в красный. Докажите, что несколькими такими операциями можно добиться того, чтобы в каждой строке и в каждом столбце красных клеток было больше, чем синих. 
5. Решите в натуральных числах уравнение x! + y! = z!.
Билет №2.

6. Определение деления с остатком. Признаки равноостаточности по модулям 3 и 9. Применение к решению задач.
7. Решение задач с помощью идеи дискретной непрерывности (маленькими шагами пропасть не перепрыгнуть)
8. Дан треугольник АВС. Найдите геометрическое место таких точек Х, что треугольники АВС и АВХ равновелики. 
9. Лестница состоит из 7 ступенек, не считая верхней и нижней площадок. Спускаясь, можно перепрыгивать через некоторые ступеньки (можно даже через все семь). Сколькими способами можно спуститься по этой лестнице?
10. В теннисном турнире каждый игрок команды "синих" встречается с каждым игроком команды "красных". Число игроков в командах одинаково и не больше восьми. "Синие" выиграли в четыре раза больше встреч, чем "красные". Сколько человек могло быть в каждой из команд?
Билет №3.

11. Теорема об объемлющей ломаной. а) Внутри треугольника АВС отмечена точка О. Докажите, что АО + ОС < АВ + ВС. б) Обобщите теорему на случай двух ломаных. Применение к решению задач.
12. Примеры комбинаторных задач, решаемых с помощью умножения, сложения и вычитания. Размещения.
13. Можно ли, переставив цифры ненулевой степени двойки, получить степень тройки?
14.  Плоскость поделена на области несколькими прямыми и окружностями. Докажите, что эти области можно раскрасить в два цвета так, чтобы любые две соседние области были раскрашены в различные цвета. (Соседними считаются области, имеющие общий участок границы.)
15. Есть бактерия, которая делится на 3 бактерии. В дальнейшем появляющиеся бактерии могут делиться на 4 бактерии, могут делиться на две, а могут и не делиться. Образовалось 102 бактерии. Определите число делений, если известно, что число бактерий, разделившихся на две, в 6 раз больше, чем число бактерий, разделившихся на четыре.
Билет №4.

16. Комбинаторные решения задач теории чисел (на примере малой теоремы Ферма).
17. Нахождение кратчайших путей с помощью осевой симметрии и параллельного переноса. Закон отражения света.
18. Докажите, что при каждом натуральном n, начиная с 3, существует выпуклый n-угольник, имеющий ровно три острых угла. 
19. Докажите, что p2-q2 делится на 24 для любых простых p > 3 и q > 3.
20. На международную конференцию приехало 102 человека. Любые трое участников могут общаться друг с другом (при этом, возможно, одному придется переводить разговор двух других). Докажите, что их можно расселить в двухместные номера так, чтобы соседи понимали друг друга.
Билет №5.

21. Площадь треугольника, параллелограмма и трапеции. Задачи, основанные на равновеликости треугольников с равными основаниями и высотами.
22. Доказательство формул 
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 и  с помощью треугольника Паскаля, комбинаторного смысла числа сочетаний и формулы числа сочетаний.
23. Решите в целых числах уравнение х2-4у2=29.
24. Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде суммы нескольких попарно различных чисел Фибоначчи.
25. 20 гномов жили в 20 домах. Однажды они все одновременно переехали. Требуется покрасить дома в несколько цветов так, чтобы цвет дома каждого дома изменился после переезда. Каким наименьшим числом цветов удастся обойтись?
Билет №6.

26. Линейное представление НОД. Пример отыскания линейного представления с помощью алгоритма Евклида.
27. Метод математической индукции. Задачи с геометрическим содержанием.
28. В изолятор доставили 20 школьников. Сколькими способами можно распределить их по четырем трехместным и двум четырехместным палатам?
29. При каких n можно расставить в вершинах n-угольника натуральные числа так, чтобы на каждой стороне одно число делилось на другое, а для всех остальных пар чисел такого не было?
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Площадь A1B1C1D1=S. Найти площадь ABCD, если известно, что A1, B1, C1, D1 середины отрезков DD1, AA1, ВВ1, СС1 соответственно (см. рисунок).
Билет №7.

31. Основные ГМТ: серединный перпендикуляр, биссектриса угла. ГМТ, равноудаленных от прямых, содержащих стороны треугольника. ГМТ, равноудаленных от точек А, В и С, не лежащих на одной прямой.
32. а) Складываем несколько первых чисел вдоль одной из диагоналей треугольника Паскаля (например, 1+4+10+20+35). Обобщите результат, докажите полученное тождество по индукции. б) Складываем все числа, записанные в верхнем квадрате n×n треугольника Паскаля. В каком месте треугольника записана сумма?
33. Одиннадцать школьников, уезжая на каникулы, договорились, что каждый из них пошлет открытки трем из остальных. Может ли оказаться так, что каждый получит открытки именно от тех, кому напишет сам.
34. У Пети есть набор палочек, каждая из которых не длиннее 10 см. Он строит из них ломаную, прикладывая каждую следующую палочку к концу предыдущей. В итоге расстояние между началом и концом ломаной оказалось больше, чем 1м. Докажите, что в какой-то момент (когда ломаная еще не была достроена до конца) расстояние между ее началом и концом было меньше чем 53 см, но больше, чем 42 см.
35. Решите в целых числах уравнение 3х+5у+12z = 10
Билет №8.

36. Определение и свойства сравнений. Признак равноостаточности по модулю 11. Применение к решению задач.
37. Примеры задач на построение, имеющих различное число решений в зависимости от исходных данных.

38. Докажите, что 12+32+52+…+(2n-1)2=n(4n2-1)/3
39. В поселок ежедневно приходит не менее двух писем и не более трех телеграмм. За январь прошлого года писем пришло больше, чем телеграмм, а за весь прошлый год в целом – наоборот. Докажите, что в прошлом году был день, в который количества писем и телеграмм, пришедших в поселок с начала года совпадали.
40. Сколько различных делителей у числа 3500?
Билет №9.

41. Свойство медианы прямоугольного треугольника и обратная теорема. Решение задач с помощью продления медианы треугольника.
42. Метод математической индукции. Задачи на графах
43. Докажите, что число 5819+1958 делится на 59.
44. Профессор Снегг в наказание Гарри Поттеру велел каждый день варить 4 зелья из пяти трав каждое так, чтобы не оказалось двух дней с одинаковым набором приготовленных зелий (каждый день Снегг выдавал один и тот же набор из 20 трав). Как долго может длиться его наказание?
45. Можно ли разрезать квадрат на равнобедренные треугольники с углом 75( при основании?
Билет №10.

46. Докажите малую теорему Ферма. Применение м.т.Ф. к решению задач.

47. Задачи, решаемые с помощью подсчета углов.
48. Для каких натуральных n выполняется неравенство 2n>n4?
49. У Марии Васильевны на складе есть картошка, морковка, лук, свекла, молоко и огурцы. Она хочет сварить суп, используя либо 3, либо 4 из указанных продуктов. Сколько есть таких рецептов супа, в которые не входят одновременно огурцы и молоко?

50. Найти геометрическое место четвертых вершин квадратов таких, что остальные три вершины лежат на двух данных перпендикулярных прямых.
Билет №11.

51. Алгоритм Евклида. Примеры чисел, НОД которых следует искать именно с его помощью.
52. Теорема о четности нечетных вершин графа. Примеры ее применения.
53.  Между двумя деревнями расположены две реки. Где надо построить мосты, чтобы дорога между деревнями оказалась кратчайшей? Два берега одной реки будем считать параллельными.
54.  Сколькими способами можно разбить отряд из 15 человек на три группы по пять человек в каждой?
55. Докажите, что для любого числа x≥-1 справедливо неравенство Бернулли: 
(1+x)n≥1 + nx
Билет №12.

56. Деревья: определение, признаки (единственность маршрута из любой вершины в любую, единственность скелета), наличие висячих вершин.
57. Метод математической индукции. Доказательство неравенств.
58. Сколько существует 7-значных чисел, в записи которых встречается по крайней мере одна из цифр 0, 1, 2?
59. В треугольнике АВС найдите ГМТ Р, для которых выполняется равенство: SAPB + SBPC = SCPA.
60. Докажите, что если 100a+99b–1 делится на 101, то 98a+95b–3 делится на 101.
Билет №13.

61. Формула Эйлера, связывающая число вершин, ребер и граней плоского графа.
62. Решение неопределенных уравнений высоких степеней с помощью подбора подходящего модуля.

63. Какую градусную меру может иметь средний по величине угол треугольника?
64. Докажите по индукции, что правильный треугольник можно разрезать на n правильных треугольников для любого n, начиная с шести.
65. На складе есть в достаточном количестве яблоки, груши, бананы, киви и апельсины. Из них требуется выбрать 30 фруктов. Сколькими способами можно это сделать?
Билет №14.

66. Связь количества ребер и вершин дерева (доказательство в обе стороны). Применение к решению задач.
67. Принцип узких мест. Примеры задач.

68. Решите в целых числах уравнение 16х+84y = 88
69. Докажите, что 
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70. Имеются карточки с цифрами: 1, 2, 2, 3, 3, 3. Сколько различных четырехзначных чисел можно составить с помощью этих карточек?
Билет №15.

71. Решение уравнений в целых числах с помощью разложения на множители и метода спуска.
72. Докажите хотя бы двумя (а лучше тремя) способами, что 
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73. Петя пишет на доске числа. Если он написал число А, то следующим ходом он может написать любое из чисел A+1, А+2, A-6. Вначале он написал 5, а последнее, написанное им число было 600. Докажите, что на доске написано хотя бы одно из чисел: 100, 101.
74. Найдите угол между биссектрисами АН и СМ треугольника АВС, если (АВС=(.
75. Каждая грань кубика 3см×3см×3см разбита на 9 квадратов. Некоторые стороны этих квадратов (на свой выбор) хитрый маляр покрасит в красный цвет, взяв по 10 рублей за каждый окрашенный сантиметр. Требуется, чтобы в результате на поверхности кубика нашлась замкнутая ломаная из красных отрезков. Какую сумму достаточно заплатить маляру?
Билет №16.

76. Двудольные графы. Критерий двудольности графа.
77. Докажите, что расстояние между двумя произвольными точками внутри треугольника не превосходит наибольшей стороны этого треугольника.

78. Сколькими способами можно уложить 8 домино 1×2 в прямоугольник 2×8?
79. Докажите, что число 2140 - 1 кратно 205
80. Докажите, что 
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 при n>1.
Билет №17.

81. Решение линейных диофантовых уравнений.
82. Задачи, решаемые с помощью подсчета степеней вершин двудольного графа.
83. Докажите, что n3+(n+1)3+(n+2)3 делится на 9.
84. В группе из 13 детей 5 приехали из Ижевска, 2 из Сарова и 2 из Набережных Челнов. Сколькими способами можно выбрать из них четверых так, чтобы среди них оказались уроженцы всех трех названных городов?
85. Докажите, что медиана, выходящая из острого угла треугольника больше половины стороны, к которой она проведена.
Билет №18.

86. Обходы графов: критерии существования эйлерова цикла и эйлерова пути.
87. Решение задач с помощью полуинвариантов.

88. Сколько существует 5-значных чисел, делящихся на 4, в записи которых не используются цифры 0, 4, 6, 8?
89. Известно, что a+b+c делится на 6. Докажите, что a3+b3+c3 тоже делится на 6.
90. Докажите, что сумма диагоналей выпуклого пятиугольника больше его периметра, но меньше удвоенного периметра.
Билет №19.

91. Скелеты графов: определение, конструктивное доказательство существования. Докажите, что дерево – двудольный граф.
92. Свойства, связанные с делимостью чисел Фибоначчи. Суммирование чисел Фибоначчи.
93.  Найдите линейное разложение НОД(12, 40) 
94.  Можно ли построить выпуклый пятиугольник, в котором есть три стороны, каждая из которых больше всех диагоналей?
95. В ряд выложены 100 черных и 100 красных шаров, причем самый левый и самый правый шары – черные. Докажите, что можно выбрать слева подряд несколько шаров (но не все!) так, чтобы среди них количество красных равнялось количеству черных.
Билет №20.

96. Бином Ньютона. Доказательство с его помощью формулы 
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. Нахождение суммы элементов n-ой строки треугольника Паскаля и знакопеременной суммы этих же элементов. 

97. «Теория голодной козы»: примеры фигур, которые выест коза при надлежащем использовании колышков, веревок и собак.

98. [image: image7.emf] 
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Разумные муравьи с планеты Тямти-Лямти живут в колониях. Колонии состоят из ячеек, которые муравьи строят из палочек. В одной ячейке живет один муравей. Каждая ячейка представляет собой многоугольник (см рисунок). Палочки соединяются между собой с помощью специального раствора, причем можно соединять только концы палочек. Известно, что для создания колонии муравьи использовали 58 палочек, которые скрепили в 30 местах. Сколько муравьев живет в колонии? 
99. Докажите, что (n+1)(n+2)…(n+n)=2n(1(3(5(…( (2n-1)  для любого натурального n.
100. Имеется n целых чисел (n>1). Известно, что каждое из них отличается от произведения всех остальных на число, кратное n. Докажите, что сумма квадратов этих чисел делится на n. 
Билет №21.

101. Треугольник Паскаля. Почему в его строках находятся биномиальные коэффициенты?
102. Метод математической индукции. Доказательство тождеств.
103. [image: image8.emf] 
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Докажите, что для любых двух натуральных чисел a и b хотя бы одно из четырех чисел a, b, a+b, a-b делится на 3.
104.  На рисунке изображен первый этаж дома. Можно ли составить маршрут обхода этого этажа так, чтобы он проходил через каждую дверь ровно один раз?  
105. На плоскости дано N точек общего положения (т.е. никакие три из них не лежат на одной прямой). Некоторые из них соединены отрезками. Известно, что из любой точки выходит не более 11 отрезков. Докажите, что эти точки можно раскрасить в четыре цвета так, чтобы отрезков с одноцветными концами было не более N.
Билет №22.

106. «Шары и перегородки». Сколькими способами можно представить натуральное число n в виде суммы k а) натуральных; б) целых неотрицательных слагаемых? Представления, отличающиеся порядком слагаемых, считаются различными. Примеры задач.
107. Числа Фибоначчи. Задачи, в которых они возникают. Реккурентное соотношение.

108. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит по 7 дорог, быть ровно 340 дорог между городами?
109. Докажите, что при нечётных n и m число 1n+2n + …+(m-1)n делится на m.
110. Внутри квадрата выбрана произвольная точка. Доказать, что расстояние от этой точки до любой из вершин меньше суммы расстояний до трех других вершин.
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