Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс

Дискретная непрерывность. 19 июля.
Медленным шагом, робким зигзагом

Марш, марш вперед, рабочий народ!

1. Известно, что существуют 100 последовательных натуральных чисел, среди которых нет ни одного простого числа (например, 101! + 2, 101! + 3, ..., 101! + 101). Существуют ли 100 последовательных натуральных чисел, среди которых ровно 5 простых чисел?

2. Денис выписал на доске несколько чисел так, что любые два соседних отличаются не больше, чем на 1. Самое маленькое из выписанных чисел равно   -5, самое большое 100,25. Докажите, что одно из выписанных чисел отличается от нуля не больше, чем на 0,5.
3. Белка прятала орехи. Известно, что от каждого тайника к следующему она пробегала не больше 3 м. Оказалось, что расстояние от первого тайника до последнего равно 100 м. Докажите, что найдутся два тайника, расстояние между которыми не меньше 22 метров и не больше 25 метров.

4. В некоторых клетках квадрата 10(10 стоят +1 и -1, причем сумма всех чисел не больше 20 и не меньше -20. Докажите, что есть квадрат 5(5, абсолютная величина суммы чисел в котором не превосходит 5.

5. К автомату с газировкой стояла очередь из 100 гномов. Газировка бывает двух сортов: с сиропом – за 3 копейки и без сиропа – за 1 копейку. Самый первый гном купил газировку с сиропом. Второй – без сиропа. Верно ли, что в некоторый момент гномов, уже купивших газировку с сиропом было столько же, сколько гномов, собиравшихся купить газировку без сиропа? 
Указание: В самом начале, пока никто еще ничего не купил, купивших газировку с сиропом было меньше, чем собирающихся купить газировку без сиропа. Что происходило дальше?
6. На плоскости отмечено 100 точек. а) Всегда ли можно провести прямую так, чтобы с каждой стороны от нее находилось ровно 50 точек? б) А можно ли провести такую прямую, если дополнительно потребовать, чтобы она проходила через наперед заданную точку (отличную от всех отмеченных и даже не лежащую ни с какими двумя из них на одной прямой)? в) Почему важно уточнение в скобках?

7. В зале находится n юношей и n девушек. Всегда ли можно провести по полу прямую черту так, чтобы количество юношей с одной стороны от черты равнялось количеству девушек с другой стороны от этой черты?

8. За круглым столом сидит четное количество гномов в колпаках с помпонами, причем у любых двух рядом сидящих гномов количество помпонов отличается не больше, чем на 1. Докажите, что найдется пара гномов, сидящих друг напротив друга, у которых количество помпонов на колпаках отличается не больше, чем на 1.


Задачи для самостоятельного решения

9. Хоккейный матч Динамо – Спартак закончился со счетом 8:5 в пользу Динамо. Верно ли, что в ходе матча был момент, когда команда Динамо уже забросила столько шайб, сколько еще оставалось забросить Спартаку до конца матча.
10. По краю круглого торта с одинаковыми промежутками выложены красные и белые мармеладинки. Известно, что красных мармеладинок столько же, сколько и белых. Докажите, что торт можно разрезать пополам так, чтобы в каждой половине красных и белых мармеладинок было поровну.
11. В клетках квадрата 10(10 стоят +1 и -1, причем сумма всех чисел не больше 27 и не меньше -27. Докажите, что есть квадрат 5(5, абсолютная величина суммы чисел в котором не превосходит 5.

Задачи по теме, не вошедшие в занятие. Кто хочет править, может их отсюда брать.

1. ??? На доске написано число 1. За один ход можно имеющееся на доске число умножить на любое однозначное число, а затем увеличить на любое двузначное число. Через некоторое время на доске оказалось написано стозначное число. а) Верно ли, что на доске в какой-то момент было написано 30-значное число? б) Тот же самый вопрос, но прибавлять разрешается не двузначные, а однозначные числа.

· .

· В ряд выложены 100 черных и 100 красных шаров, причем самый левый и самый правый шары – черные. Докажите, что можно выбрать слева подряд несколько шаров (но не все!) так, чтобы среди них количество красных равнялось количеству черных.

· На доске написано некоторое число, в записи которого есть и нули и единицы. Докажите, что между какими-то цифрами этого числа можно провести черту так, что среди цифр, написанных до черты нулей столько же, сколько единиц среди цифр написанных после черты.

1. Грани восьми единичных кубиков окрашены в черный белый цвета так, что черных и белых граней поровну. Докажите, что из этих кубиков можно сложить куб 2x2x2, на поверхности которого черных и белых квадратиков поровну.

Домашние задачи

· В поселок ежедневно приходит не менее двух писем и не более трех телеграмм. За январь прошлого года писем пришло больше, чем телеграмм, а за весь прошлый год в целом – наоборот. Докажите, что в прошлом году был день, в который количества писем и телеграмм, пришедших в поселок с начала года совпадали.

· В зале находится n юношей и n девушек, все они не стоят в ряд. Всегда ли можно провести по полу прямую черту так, чтобы в каждой из образовавшихся частей зала юношей и девушек было поровну (но не ноль)?

Задачи на зачет

1. Шеренга новобранцев стояла лицом к сержанту. По команде "налево" некоторые повернулись налево, некоторые - направо, а остальные - кругом. Всегда ли сержант сможет встать в строй так (возможно с краю), чтобы с обеих сторон от него оказалось поровну новобранцев, стоящих к нему лицом? 

2. В поселок ежедневно приходит не менее двух писем и не более трех телеграмм. За январь прошлого года писем пришло больше, чем телеграмм, а за весь прошлый год в целом – наоборот. Докажите, что в прошлом году был день, в который количества писем и телеграмм, пришедших в поселок с начала года совпадали.

3. Найдется ли 5000 идущих подряд натуральных чисел, среди которых ровно 10 являются точными квадратами?

4. Петя пишет на доске числа. Если он написал число А, то следующим ходом он может написать любое из чисел A+1, А+2, A-6. Вначале он написал 5, а последнее, написанное им число было 600. Докажите, что на доске написано хотя бы одно из чисел: 100, 101. 

5. У Пети есть набор палочек, каждая из которых не длиннее 10 см. Он строит из них ломаную, прикладывая каждую следующую палочку к концу предыдущей. В итоге расстояние между началом и концом ломаной оказалось больше, чем 1м. Докажите, что в какой-то момент (когда ломаная еще не была достроена до конца) расстояние между ее началом и концом было меньше чем 53 см, но больше, чем 42 см.

6. В зале находится n юношей и n девушек, все они не стоят в ряд. Всегда ли можно провести по полу прямую черту так, чтобы в каждой из образовавшихся частей зала юношей и девушек было поровну (но не ноль)?

· Докажите, что в шестизначном числе цифры можно переставить так, чтобы разность между суммой трех первых и трех последних цифр находилась бы в промежутке от 0 до 9.

�Это сразу разбирается, еще до выдачи листочка. Вместо «известно, что…» говорится «верно ли, что..?» Заодно вспомним построение примера.


�Рассмотрим последовательность расстояний от первого тайника до следующего. По неравенству треугольника ее соседние члены отличаются не более, чем на 3.


�Разобьем таблицу на четыре равных квадрата 5х5. Если суммы чисел в них одного знака, все доказано. Если нет, то один из двух соседних положительный, другой – отрицательный. Сдвигаясь на одну строку 5 раз, изменяя при этом сумму не более чем на 10, мы дошли от отрицательных чисел до положительных, проскочив промежуток от -6 до 6.


�Разобрать. а) Двигаем прямую, сохраняя направление. б) Поворачиваем прямую, проходящую через данную точку. После поворота на 180 градусов ситуация изменилась. Точки в выделенную полуплоскость добавлялись по одной. 


�Поворачиваем прямую вокруг точки.


�Проведем прямую через двух супротивных гномов и начнем ее поворачивать. Когда повернем не 180 градусов, разность числа помпонов изменится на противоположную. Каждый раз она менялась не более, чем на 2. Поэтому нельзя проскочить и -1, и 0, и 1.


�Можно и убрать. От задачи в занятии отличается лишь пониманием того, что сумма чисел в квадрате 5х5 нечетна, и поэтому она не равна 6. Поэтому больше 5 означает хотя бы 7.






