Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.  7 класс. Профи.

18 июля. Китайская теорема об остатках.

Пусть числа m1,m2,…,ms попарно взаимно просты. Китайская теорема об остатках утверждает, что для любых натуральных a1,a2,…,an существует натуральное число x, такое что  x≡ ai (mod mi) для всех i. Более того, x определен с точностью до прибавления кратного M=m1m2…ms.
1. а) Докажите, что требуемое число x единственно с точностью до прибавления кратного M, то есть система сравнений имеет не более одного решения по модулю M.
б) Выведите из пункта а) китайскую теорему об остатках.

2. а) Докажите, что система сравнений x≡0 (mod m1), x≡0 (mod m2)…

x≡0 (mod ms-1) , x=1 (mod ms) имеет решение в случае НОД(m1m2…ms-1, ms)=1.
б) Выведите из пункта а) китайскую теорему об остатках.
3. Костя задумал натуральное число и нашел его остатки от деления на 3, на 6 и на 9. Сумма остатков оказалась равна 15. Найдите остаток от деления задуманного числа на 18. 

4. Найти остаток от деления натурального числа на 30, если известно, что остаток от деления его на 15 равен 7, а остаток от деления на 6 равен 4.
5. Генерал построил солдат в колонну по 4, но при этом солдат Иванов остался лишним. Тогда генерал построил солдат в колонну по 5. И снова Иванов остался лишним. Когда же и в колонне по 6 Иванов оказался лишним, генерал посулил ему наряд вне очереди, после чего в колонне по 7 Иванов нашел себе место и никого лишнего не осталось. Сколько солдат могло быть у генерала?

6. При каких натуральных n существует число, которое    при делении на числа 1, 2,…, n  дает ровно n-3 различных остатка?
7. Докажите теорему Редеи: nm ≡ nm-φ(m) (mod m) при натуральных m,n больших единицы. 
Для самостоятельного решения

8. Докажите, что существуют 18 последовательных натуральных чисел, среди которых нет числа, взаимно простого с остальными.
9. Можно ли расставить на доске 17(101 натуральные числа так, чтобы сумма чисел в любом прямоугольнике 1Ч2 делилась либо на 17 либо на 101?

10. Число называется плохим, если не делится на 2,3,5,7,11,13,17. Число называется хорошим, если делится на 2 или больше из этих чисел. Какое наибольшее количество плохих чисел можно выбрать так, чтобы сумма любых двух их них была хорошим числом?





























































