Девятнадцатая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2003 г.  7 класс

6 июля Основная теорема арифметики. Профи

Во всех задачах этой серии можно пользоваться следующим фактом: если произведение двух натуральных чисел делится на данное простое ,  то и один из сомножителей на него делится.

1. а) Докажите, что у любого натурального числа (кроме 1) есть простой делитель.

б) Докажите, что любое натуральное число представимо в виде 
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 , где pi – простые, а  ki – натуральные.


в) Докажите, что представление, указанное в пункте б) единственно с точностью до порядка сомножителей.

Утверждение пунктов б) и в) предыдущей задачи называется основной теоремой арифметики.
2. Найдите наименьшее натуральное число, которое является одновременно удвоенным точным квадратом и утроенным точным кубом.  

3. Можно ли все натуральные числа от 1 до 32 разбить на две группы с одинаковыми произведениями?

4. Докажите, что любое натуральное число можно представить в виде a4/b5, где a и b - натуральные числа.

5. Докажите, что не существует таких натуральных a и b, что 
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6. Докажите, что степень, в которой простое  число p входит в  n!, равна  
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7. В ряд выписаны 10 различных натуральных чисел. Произведение любых двух чисел, стоящих подряд, является квадратом натурального числа. Первое число равно 42. Докажите, что хотя бы одно из чисел больше 4000.

8. Натуральные числа a, b, c, d, e нечетны и не являются точными квадратами. Может ли произведение ab×bc×cd×de×ea быть точным квадратом?

Для самостоятельного решения
9. У натурального числа n есть такие два различных натуральных делителя a и b,  что (a-1)(b+2)=n-2. Докажите, что 2n – точный квадрат.
10.  a и b - натуральные числа, большие 1. Известно, что a2+b делится на b2+a. Докажите, что   b2+a - составное число.

11.  Можно ли в произведении 1!×2!×…×99!×100! вычеркнуть один из сомножителей так, чтобы оставшееся число было точным квадратом?
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