Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области
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Графы-4 (обходы). 19 июля
Примеры
1. (Задача Эйлера о кенигсбергских мостах). На реке два острова ― Большой и Малый. Большой соединен с каждым берегом двумя мостами, а также соединен одним мостом с Малым. Малый, помимо Большого, соединен с каждым берегом одним мостом. Докажите, что нельзя обойти все мосты, пройдя каждый мост ровно один раз.
2. Все острова в любимой луже Пятачка соединены мостами так, что от каждого острова можно добраться до любого другого. Пятачок обошел все острова, пройдя по каждому мосту ровно один раз. На острове Биологов побывал ровно 6 раз. Сколько мостов ведет с острова Биологов, если Пятачок 
а) не с него начал и не на нем закончил;

б) с него начал, но не на нем закончил;

в) с него начал и на нем закончил?
3. а) Докажите, что в этой луже не более двух островов, с которых ведет нечетное число мостов.

б) Может ли там быть ровно один нечетный остров?

в) Комиссия СЭС обошла все острова, пройдя по каждому мосту ровно один раз. Инспекция закончилась на том же острове, с которого и началась. Докажите, что в таком случае с каждого острова ведет четное число мостов.

Задачи
1. На плоскости нарисованы несколько окружностей так, что с любой можно перейти на любую, не сходя с этих окружностей. Докажите, что тогда существует замкнутый путь, проходящий по всем участкам всех окружностей ровно по разу.
Определение. Путь, проходящий по всем ребрам графа ровно один раз, называется эйлеровым путем. Эйлеров путь, начало и конец которого совпадают, называется эйлеровым циклом.
2. Докажите, что если все вершины связного графа четные, то в нем существует эйлеров цикл (докажите сначала, что в нем есть хоть какой-нибудь цикл); 
3. Докажите, что связный граф с двумя нечетными вершинами имеет эйлеров путь.

4. Город в плане выглядит как квадрат 3(3, каждая сторона квартала-квадратика – участок улицы длиной 100м (включая внешний контур квадрата). Какой наименьший путь придется проделать паровому катку, чтобы заасфальтировать все улицы?

5. В стране ОЗ пять городов. Каждые два города соединены друг с другом либо красной, либо синей дорогой так, что никакие три дороги не образуют треугольник одного цвета с вершинами в городах. Докажите, что можно, находясь в любой точке, обойти по красным дорогам все города и вернуться  обратно, не проходя два раза по одной и той же дороге. Докажите, что то же самое справедливо для синих дорог. 
Задачи для самостоятельного решения
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В Зеленом городе (см. карту) решили пустить автобус.  По решению мэрии по каждой улице, за исключением набереж​ной, должен проходить автобусный маршрут и притом только один. Определите наименьшее число маршрутов, удовлетворяющих этому условию. Найдите сами маршруты.
7. Ожидая поезда в Ижевск, Аря и Ксюша вышли с вокзала, погуляли по Кирову, потом пообедали в кафе «Карабас-Барабас», после чего решили вернуться на вокзал, проходя только по тем улицам, по которым до этого уже проходили нечетное число раз. Докажите, что им это удастся.
