Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс. Профи

20 Июля. Алгоритм Евклида и линейное представление.
Пусть требуется найти НОД двух натуральных чисел r0 и r1. Произведем несколько делений с остатком: r0=q1r1+r2; r1=q2r2+r3; … rn=qn+1rn+1+rn+2 где rn+2=0. Тогда НОД(r0,r1)=rn+1.
1. а) Докажите, что алгоритм Евклида работает (то есть содержит конечное число шагов и выдает требуемый ответ).
б) Продолжая цепочку равенств rn+1=rn-1-qnrn=rn-1-qn(rn-2-qn-1rn-1)=… докажите, что существуют такие целые числа a и b, что ar0+br1=(r0,r1).

2. Найдите с помощью алгоритма Евклида НОД(142, 112) и его линейное представление.

3. Числа Фибоначчи определяются так: F1=F2=1, Fn+2=Fn+1+Fn. Докажите, что
(Fn, Fn-1)=1.
4. Рассмотрим множество всех чисел вида {ax+by,




 x, y — целые}. Докажите (не используя первую задачу), что минимальное положительное число в этом множестве есть НОД(a,b), а все остальные числа – его целые кратные.
5. а) Натуральные числа a и b записываются одними единицами (такие числа называются репьюнитами). Докажите, что НОД(a, b) тоже записывается одними единицами. 
б)Докажите, что для натуральных m и n НОД(3m-1,3n-1)=3НОД(m,n)-1.
6.  В начале игры на доске написаны различные натуральные числа a и b. Двое ходят по очереди. За ход можно дописать на доску положительную разность любых двух уже написанных чисел, если она еще не написана. Проигрывает тот, кто не может сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре: начинающий или его противник? Дайте ответ в зависимости от a и b.
7. Докажите, что дробь 
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 несократима при всех натуральных n.
8. Докажите, что сравнение ax(b (mod m) относительно неизвестного x имеет решение тогда и только тогда, когда b делится на НОД(a,m).
Для самостоятельного решения.

9. Остап Бендер организовал раздачу слонов населению. На раздачу явилось 28 членов профсоюза и 37 не членов профсоюза, причем Остап раздавал слонов поровну всем членам профсоюза и поровну не членам (всем хотя бы по одному слону!). Oказалось, что существует лишь один способ такой раздачи (так, чтобы раздать всех слонов). Какое наибольшее число слонов могло быть у O. Бендера?
10.  Верно ли, что для любых натуральных a и b найдутся такие натуральные p и q, что при любом натуральном n числа p+an и q+bn взаимно просты?
_1183321340.unknown

