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Полуинвариант. 15 июля.

1. Петя умножает число 2005 на правильную дробь так, чтобы результат оказался снова натуральным числом. С результатом он проделывает то же самое, и так далее. а) Докажите, что рано или поздно ему придется прервать свое занятие. б) Какое наибольшее количество умножений он сможет проделать?
2. Четверку неотрицательных чисел a, b, c, d каждую минуту заменяют на четверку a+b, b+c, c+d, d+a. Через несколько таких операций четверка чисел оказалась такой же, как вначале. Докажите, что все числа равны 0.
3. Таблица 2005(2005 заполнена плюсами и минусами. Разрешается выбрать любую строку или любой столбец и поменять все стоящие там знаки на противоположные. Докажите, что несколькими такими операциями можно добиться того, чтобы в каждой строке и в каждом столбце плюсов было больше, чем минусов. 
4. В колонию из 2005 бактерий попадает вирус. Каждую секунду каждый вирус уничтожает одну бактерию, после чего все бактерии и все вирусы делятся надвое. Докажите, что рано или поздно все бактерии будут уничтожены, и выясните, в какой момент это произойдет. 

5. Вокруг поляны стоят 12 домиков, покрашенные в белый и красный цвет, в которых поселились 12 гномов. У каждого гнома нечетное число друзей. В январе первый гном красит свой дом в тот цвет, в который окрашены дома большинства его друзей. В феврале это же делает второй гном и т.д. Докажите, что наступит момент, после которого цвет дома у каждого гнома перестанет меняться.

6. Фирма «Веников Н. Вяжетт» плодит монстров. Каждый день монстры мутируют. Если сегодня монстр имеет m ручек и n ножек, то назавтра он будет иметь 2m–n ручек и 2n–m ножек. Монстр погибает, если число ручек или ножек становится отрицательным. Докажите, что монстр может жить вечно, только если у него число ручек равно числу ножек.

7. На шести гранях кубика написано 6 чисел, среди которых есть 0 и 1. Каждое из шести чисел заменили средним арифметическим четырех чисел, стоящих на соседних гранях. С новыми числами проделали то же самое и т.д. В результате на каждой грани оказалось то же самое число, что было вначале. Докажите, что в вычислениях была допущена ошибка.

8. На плоскости дано N точек общего положения (т.е. никакие три из них не лежат на одной прямой). Некоторые из них соединены отрезками. Известно, что из любой точки выходит не более 11 отрезков. Докажите, что эти точки можно раскрасить в четыре цвета так, чтобы отрезков с одноцветными концами было не более N.

Задачи для самостоятельного решения

9. По окружности выписаны несколько натуральных чисел. Между каждыми двумя выписывается их НОД, затем прежние числа стираются. Докажите, что через некоторое время все числа на окружности будут равны.

10. По окружности расставлены п чисел. Если подряд стоят числа a, b, c, d и при этом (a–d)(b–c)>0, то числа b и c разрешается поменять местами. Докажите, что рано или поздно перестановки прекратятся.

�Будем после деления пополам отсаживать в отдельные банки новые вирусы и бактерии, то число вирусов остается неизменным в банках, а число бактерий уменьшается





�Количество «одноцветных» друзей не при покраске увеличивается


�Разность между количеством ручек и ножек изменяется в одну сторону 


�максимальные числа не увеличиваются, минимальные – не уменьшаются


�Красим произвольным образом, затем точку перекрашиваем в тот цвет, который имеют наименьшее число ее «соседей» – наименьшее число не превосходит 2. Т.о. количество одноцветных отрезков не увеличивается и становится не более 2п:2=п


�Если есть неравные числа, то общая сумма чисел уменьшается


�Полуинвариант – сумма попарных произведений уменьшается






