Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс

Двудольные графы 10 июля.
Определение. Граф называется двудольным, если его вершины можно раскрасить в два цвета так, что не будет ребер с концами одинакового цвета.
· В двудольном графе сумма степеней вершин одного цвета равна сумме степеней вершин другого цвета. Если в двудольном графе степени всех вершин одинаковы, то вершин каждого цвета поровну.

· Дерево – двудольный граф.

1. Докажите критерий двудольности графа: граф является двудольным тогда и только тогда, когда в нем нет нечетных циклов.

2. Катя, Лена, Маша и Настя перепробовали все мороженое, продававшееся в киоске. Каждый сорт мороженого попробовали 3 девочки. Катя съела больше всех различных сортов – 8, а Настя меньше всех – 5. Сколько сортов мороженого продается в киоске?

3. На спартакиаде проводились соревнования по бегу на 60 метров, метанию мяча, и бегу на 400 метров. Каждый из семиклассников принял участие в соревнованиях либо по одному, либо по трем видам спорта, причем в каждом из видов число принимавших участие было нечетным. Докажите, что кто-то прогулял спартакиаду, если известно, что всего в отряде 58 семиклассников.

4. У куба отмечены вершины и центры граней, а также проведены диагонали всех граней. Можно ли по отрезкам этих диагоналей обойти все отмеченные точки, побывав в каждой из них ровно по одному разу?

5. В прямоугольной таблице некоторые клетки отмечены звездочкой. Известно, что для любой отмеченной клетки число звездочек в ее столбце равно числу звездочек в ее строке. Докажите, что число столбцов, в которых есть хотя бы одна звездочка, равно числу строк, в которых есть хотя бы одна звездочка. 

6. Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе с b белыми и r черными вершинами?

7. Какое наибольшее число ребер может быть в двудольном графе с 2n вершинами? Указание: пусть количество белых вершин равно n–k.

8. Пусть каждая пара одноклассников либо дружит, либо враждует. При этом неукоснительно соблюдаются правила: «Друг моего друга – мой друг», «Враг моего врага – мой друг», «Друг моего врага – мой враг». Известно, что в классе 20 учеников, и каждый послал по одной открытке всем своим друзьям. Какое наименьшее число открыток могло быть отправлено?

Задачи для самостоятельного решения

9. В куче лежат п  камней. Её делят на две части, затем одну из частей опять делят надвое и т. д., пока не получат п отдельно лежащих камней. При каждом делении одной из куч на две части на доску записывается произведение количеств камней в этих частях. Какие значения может принимать сумма всех чисел, записанных на доске
?

10.  При каких n можно расставить в вершинах n-угольника натуральные числа так, чтобы на каждой стороне одно число делилось на другое, а для всех остальных пар чисел такого не было?

11. В связном двудольном графе степени всех вершин равны k. Докажите, что при удалении любого ребра граф по-прежнему останется связным. 
�Заливка труб
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