Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс

Решения задач заключительной олимпиады
1. [image: image1.emf] 

Можно ли покрасить несколько клеток доски 6×6 так, чтобы для каждой клетки доски ровно одна из соседних с ней (по стороне) клеток была окрашенной?

Можно. Например, так, как показано на рисунке.
2. Найдите все степени двойки, сумма цифр десятичной записи которых равна 4.

Ответ: 4.  Используем признаки делимости на 4 и 8.

Очевидно, что последняя цифра может быть только 2 или 4. Если это 4, то никаких других цифр нет.. Если  последняя цифра 2, то по признаку делимости на 4 цифра десятков равна 1. По признаку делимости на 8 цифра сотен может быть равна только 1. Других цифр в числе нет, а 112 — не степень двойки.
3. Дан треугольник ABC, D и E — середины сторон AB и BC. Точка M лежит на AC, 
ME > EC. Докажите, что MD < AD.

[image: image2.emf] 

D  

E  

A  

B  

C  

M  Н  

D   E  

A  

B  

C  

M  

Н  

Опустим на АС высоту ВН. Поскольку ЕМ>EC, то точка М лежит на отрезке АН. А это значит, что MD < HD=AD.
Комментарии. Угол ВАС тупым быть не может.
4. В компанию из 2005 человек пришел журналист. Ему известно, что в этой компании есть человек, который знает всех, но которого не знает никто. Журналист может задавать вопросы вида «знаете ли Вы такого-то» любому человеку. При этом одному человеку можно задавать несколько вопросов, и все ответы правдивы. Можно ли за 2004 вопроса узнать, кто этот человек?  

Да. Заметим, что если человек А отвечает отрицательно на вопрос: «Знаете ли Вы человека В?», то А не может знать всех, если ответ положительный, то человек В не может знать всех. 
5. Расстояние AB равно 100 км. Из A и B одновременно выезжают навстречу друг другу велосипедисты со скоростями 20 км/ч и 30 км/ч соответственно. Вместе с первым из A вылетает муха со скоростью 50 км/ч, она летит до встречи с велосипедистом из B, после чего разворачивается и летит обратно до встречи с велосипедистом из A, после чего разворачивается и т.д. Сколько километров пролетит муха в направлении от A к B до момента встречи велосипедистов?

Муха пролетела 2×50=100 км и оказалась в 40 км от пункта А (место встречи велосипедистов). Значит, в направлении от А к В муха пролетела  на 40 км больше, чем в направлении от В к А. Отсюда находим ответ 70 км.
По окружности выписано 100 целых чисел, сумма которых равна 1. Цепочкой назовем несколько чисел, стоящих подряд. Найдите количество цепочек, сумма чисел в которых положительна.

Рассмотрим произвольную цепочку чисел (длиной менее 100). Если сумма чисел в ней больше нуля, то оставшиеся числа образуют цепочку, сумма чисел в которой не положительна. И наоборот. Т.о. все такие цепочки (длиной менее 100) разбиваются на пары. Всего цепочек 100×99, искомых 50×99+1=4951.
6. Дана последовательность из k натуральных чисел. Разрешается любое число заменить на сумму чисел, стоящих справа от него. Докажите, что если эту операцию проделать достаточно много раз, то какая-нибудь последовательность повторится два раза подряд.

Последнее число никогда не меняется. Если, начиная с некоторого момента t, не меняются последние k чисел, то либо с k+1-м числом после момента t операция не производится ни разу (т.е. после момента t оно уже никогда не изменится), либо оно заменяется на сумму стоящих справа от него и после этого уже не может измениться. 

7. В данную окружность впишите прямоугольник, зная разность между 4/5 одной его стороны и 1/5 другой его стороны.
Указание: построить вспомогательный прямоугольный треугольник, один катет которого в 4 раза короче другого. Отложить этот угол от одного из концов отрезка, равного 5/4 данного. Построить окружность с центром в другом конце этого отрезка и радиусом, равным радиусу данной окружности.
8. Постройте такую последовательность натуральных чисел, что среди разностей между ее членами встречаются все натуральные числа ровно по одному разу.

Пусть в некоторый момент выписана такая конечная последовательность a1, a2, … , ak что среди разностей между ее членами встречаются все натуральные числа от 1 до n, число n+1 не встречается, и при этом среди разностей нет двух одинаковых. Добавим два новых члена ak+1 и ak+2 последовательности: первый из них равен сумме всех предыдущих, а второй на n+1 больше первого.
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