Двадцать первая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.  7 класс. Профи.

13 июля. Великие математики прошлого и их великие теоремы
Определение. Функцией Эйлера φ(n) называется количество натуральных чисел не больших n и взаимно простых с ним.

1. а) Даны натуральные числа a и n, (a,n)=1. Докажите, что всевозможные произведения a на взаимно простые с n числа попарно несравнимы по модулю n.
б) Докажите теорему Эйлера: если (a,n)=1, то aφ(n)-1 делится на n.
в) Докажите малую теорему Ферма: если p – простое число, то ap-a делится на p.

2. Докажите, что a561( a (mod 561).

3. Простое число p больше пяти. Докажите, что число из p-1 единицы делится на p.

4. а) Докажите, что для любого остатка x по модулю p (кроме нулевого) существует обратный y, то есть такой, что xy( 1(mod p).
б) Найдите все остатки, обратные самим себе.
в) Докажите теорему Вильсона: (p-1)!+1 делится на p.
5. Докажите, что (2p-1)!-p делится на p2.
6. а) Докажите лемму об уточнении: если a≡b (mod p), то ap≡bp (mod p2).
б) Докажите, что если ap≡1 (mod p), то ap≡1 (mod p2) (здесь a — натуральное, p — простое).
7. Докажите, что для любого натурального n выполнено n20≡n4 (mod 4080).
8. Число n нечетно. Докажите, что 2n!-1 делится на n.
Для самостоятельного решения.

9. Дано натуральное число a. Докажите, что среди чисел вида 2n-a найдутся числа а) со сколь угодно большими простыми делителями; б) со сколь угодно большим числом простых делителей.





























































