Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс

Программа зачета. 26 июля
Геометрия

1. Прямая и обратная теоремы о большей стороне и большем угле треугольника. Неравенство треугольника. Применение к решению задач. 
2. Докажите, что расстояние между двумя произвольными точками внутри треугольника не превосходит наибольшей стороны этого треугольника.
3. Теорема об объемлющей ломаной. а) Внутри треугольника АВС отмечена точка О. Докажите, что АО + ОС < АВ + ВС. б) Обобщите теорему на случай двух ломаных. Применение к решению задач.
4. Нахождение кратчайших путей с помощью осевой симметрии и параллельного переноса. Закон отражения света.
5. Площадь треугольника, параллелограмма и трапеции. Задачи, основанные на равновеликости треугольников с равными основаниями и высотами.

6. «Теория голодной козы»: примеры фигур, которые выест коза при надлежащем использовании колышков, веревок и собак.

7. Основные ГМТ: серединный перпендикуляр, биссектриса угла. ГМТ, равноудаленных от прямых, содержащих стороны треугольника. ГМТ, равноудаленных от точек А, В и С, не лежащих на одной прямой.
8. Примеры задач на построение, имеющих различное число решений в зависимости от исходных данных.
9. Свойство медианы прямоугольного треугольника и обратная теорема. Решение задач с помощью продления медианы треугольника.
10. Задачи, решаемые с помощью подсчета углов.
Делимость

11. Определение деления с остатком. Признаки равноостаточности по модулям 3 и 9. Применение к решению задач.
12. Определение и свойства сравнений. Признак равноостаточности по модулю 11. Применение к решению задач.
13. Решение неопределенных уравнений высоких степеней с помощью подбора подходящего модуля. 

14. Алгоритм Евклида. Примеры чисел, НОД которых следует искать именно с его помощью.

15. Линейное представление НОД. Пример отыскания линейного представления с помощью алгоритма Евклида.

16. Решение линейных диофантовых уравнений.

17. Докажите малую теорему Ферма хотя бы двумя способами. Применение м.т.Ф. к решению задач.

18. Решение уравнений в целых числах с помощью разложения на множители и метода спуска.
Графы
19. Теорема о четности нечетных вершин графа. Примеры ее применения.
20. Деревья: определение, признаки (единственность маршрута из любой вершины в любую, единственность скелета), наличие висячих вершин.
21. Связь количества ребер и вершин дерева (доказательство в обе стороны). Применение к решению задач.
22. Скелеты графов: определение, конструктивное доказательство существования. Докажите, что дерево – двудольный граф.
23. Двудольные графы. Критерий двудольности графа. 

24. Задачи, решаемые с помощью подсчета степеней вершин двудольного графа.

25. Обходы графов: критерии существования эйлерова цикла и эйлерова пути.
26. Формула Эйлера, связывающая число вершин, ребер и граней плоского графа.

Комбинаторика
27. Примеры комбинаторных задач, решаемых с помощью умножения, сложения и вычитания. Размещения.

28. Примеры комбинаторных задач, решаемых с помощью деления. Сочетания.

29. Треугольник Паскаля. Почему в его строках находятся биномиальные коэффициенты?
30. Бином Ньютона. Доказательство с его помощью формулы 
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. Нахождение суммы элементов n-ой строки треугольника Паскаля и знакопеременной суммы этих же элементов.
31. Доказательство формул 
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 с помощью треугольника Паскаля, комбинаторного смысла числа сочетаний и формулы числа сочетаний.

32. Докажите хотя бы двумя (а лучше тремя) способами, что 
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33. а) Складываем несколько первых чисел вдоль одной из диагоналей треугольника Паскаля (например, 1+4+10+20+35). Обобщите результат, докажите полученное тождество по индукции. б) Складываем все числа, записанные в верхнем квадрате n×n треугольника Паскаля. В каком месте треугольника записана сумма?
34. «Шары и перегородки». Сколькими способами можно представить натуральное число n в виде суммы k а) натуральных; б) целых неотрицательных слагаемых? Представления, отличающиеся порядком слагаемых, считаются различными. Примеры задач.
35. Комбинаторные решения задач теории чисел (на примере малой теоремы Ферма).
Индукция
36. Метод математической индукции. Задачи с геометрическим содержанием.
37. Метод математической индукции. Доказательство тождеств.
38. Метод математической индукции. Доказательство неравенств.

39. Метод математической индукции. Задачи на графах.
Разное
40. Решение задач с помощью поиска инвариантов и полуинвариантов.
41. Решение задач с помощью идеи дискретной непрерывности (маленькими шагами пропасть не перепрыгнуть)
42. Числа Фибоначчи. Задачи, в которых они возникают. Реккурентное соотношение. 

43. Свойства, связанные с делимостью чисел Фибоначчи. Суммирование чисел Фибоначчи.
44. Принцип узких мест. Примеры задач.
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