Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г.

Матбой М7 — М8. 16 июля
1. Из разных вершин треугольника проведены высота, медиана и биссектриса. Могут ли содержащие их прямые образовывать при пересечении правильный треугольник?

2. Некоторые ступеньки серой лестницы выкрашены в желтый цвет. Поднимаясь, каждый раз можно наступить на следующую ступеньку или переступить через одну. Наступив на желтую ступеньку, игрок получает одно очко, а перешагнув через нее — 2 очка. Наступив на серую ступеньку, игрок теряет два очка, а перешагнув через нее, теряет  одно очко. Первый шаг игрок делает на первую или вторую ступеньку, а последним ходом должен наступить на последнюю. Митя, поднявшись по лестнице, набрал 2003 очка. Докажите, что можно было набрать и больше.
 

3. Известно, что НОД(a;b;c) = 1 и 1/a – 1/b = 1/c.  Докажите, что abс – полный квадрат.

4. Дана бесконечная последовательность чисел {an}, в которой для всех натуральных n выполняется соотношение an+2 = НОД(an, an+1) + 1. Может ли эта последовательность содержать более 2005 различных чисел?
5. Вася рисует на каждом ребре каждого из двух одинаковых кубов стрелки, после чего Петя совмещает кубы друг с другом. Если количество пар совмещенных ребер, на которых стрелки совпали, больше половины, выигрывает Вася, если меньше половины — Петя. Может ли кто-нибудь из них обеспечить себе выигрыш?

6. Улицы города Решетова представляют собой прямоугольную сетку 100×60. Центральный квадрат 2×2 — это парк (границы парка — улицы, но по центру парка двигаться нельзя). Найдите количество кратчайших маршрутов, идущих от левого нижнего перекрестка города в правый верхний перекресток.
7. Решите систему уравнений [x]+2y = 2005; [y]+2x = 3 ([n] — целая часть числа n)
8. Первый член последовательности равен 10. Каждый следующий член получается так: предыдущий член возводится в квадрат, а затем из него вычитается наибольшая степень двойки, меньшая полученного числа (например, 23 ( 232 – 29 = 529 – 512 = 17). Найдите цифру единиц 98-го члена.
9. Капитан Кук попал на остров, где живут лжецы и рыцари. Кук точно знает, что среди туземцев есть хотя бы один лжец. Оказалось, что каких 50 жителей ни собери вместе, имеющиеся среди них лжецы могут сговориться лгать таким образом, что на вопрос «Сколько рыцарей среди собранных здесь туземцев?» Кук всегда получает один и тот же набор из 50 ответов. Какое наибольшее число рыцарей могло быть на острове?

10. BD – биссектриса угла B треугольника ABC. Точка E выбрана так, что (EAB=(ACB, AE=DC, и при этом отрезок ED пересекает отрезок AB в точке K. Докажите, что KE=KD.
�Докажем, что наибольшее число очков, которое можно набрать на любой лестнице, может давать при делении на 3 только остатки 0 и 1. Рассмотрим полностью желтую лестницу с п ступеньками. Наибольшее количество очков, которое на ней можно набрать равно: 3((п/2) при четном n ; 3((п-1)/2+1 при нечетном п. Пусть теперь имеется некоторая лестница, и способ прохождения ее, при котором набирается Р очков. Тогда после перекрашивания любой одной ступеньки в серый цвет при этом способе прохождения  будет набираться на 3 очка меньше.





�Пусть a=kx, b=lx. Тогда (k-l)c=klx и НОД(x,c)=1. Отсюда k-l=x и c=kl.





