Двадцать первая Летняя Многопредметная Школа Кировской области

Вишкиль. 2-27.VII.2005 г. 7 класс

Внутренний матбой. 11 июля
1. Белоснежка попросила семерых гномов построиться по росту. Но они построились так, что пятеро действительно стояли за тем, кто выше его, но один стоял за тем, кто ниже его. Сколькими способами они могли это сделать.

2. Когда–то давным давно на ЛМШ обрушилась эпидемия. В один и тот же день простудились сразу несколько ЛМШат, и хотя потом уже никто не простужался, здоровые ЛМШата, навещая своих больных друзей, заболевали на следующий день после посещения. Известно, что каждый ЛМШонок болел ровно один день, причем после этого у него еще один день был иммунитет, то есть он здоров и заразиться  в этот день не может. Несмотря на эпидемию, каждый ЛМШонок ежедневно навещал всех своих больных друзей. Докажите, что рано или поздно такая эпидемия должна закончиться.
3. Все десятизначные числа, запись которых состоит только из цифр 1,2,3, покрасили в красный, синий и зеленый цвета. Каждые два числа, различающиеся во всех десяти разрядах, раскрашены в разный цвет. Известно, что число 1111111111 — красное, а 1112111111 и 2222222222 — синие. Какой цвет имеет число 1231231231?
4. Компьютер Незнайки умеет выполнять с натуральными числами лишь две операции: заменять четное число n на число n/2, а нечетное n — на (n+2005)/2. Правда ли, что начав с n = 1, Незнайка сможет получить на своем компьютере любое натуральное число, меньшее 2005? 

5. В клетках квадратной таблицы 6×6 расставлены числа от 1 до 36 (каждое число использовано только один раз). Докажите, что в таблице существуют три клетки, сумма в которых не превышает 55, а центры образуют равнобедренный прямоугольный треугольник.
6. Известно, что числа m, n и n2/(m+n) — целые. Докажите, что число m3/(m+n) — тоже целое.
7. Найдите наименьшее число, делящееся на все натуральные числа от 1 до 9 и начинающееся с последовательности цифр 2003.

8. Биссектрисы углов А и В треугольника АВС разбили этот треугольник на три малых треугольника и один четырёхугольник. Оказалось, что у одного из полученных треугольников углы такие же, как и у исходного. Найти углы исходного треугольника. 

9. (граф, оценка + пример. Средняя) Каждое ребро полного графа окрашено в красный, желтый или зеленый цвет так, что вершины не образуют ни одного одноцветного треугольника, и ни из одной вершины не выходят ребра всех трех цветов. Каким может быть максимальное число вершин в таком графе?

10.  (составление и решение уравнений. Средняя.) В вершинах треугольника записано по натуральному числу, на каждой стороне – произведение чисел, записанных в ее концах, а внутри треугольника – произведение чисел, записанных в его вершинах. Сумма всех семи чисел равна 1000. Какие числа записаны в вершинах треугольника?
11. На столе лежат карточки, на которых по порядку написаны числа от 1 до 2005. Две карточки разрешается поменять местами, если число, написанное на одной из этих карточек, делится на число, написанное на другой. Можно ли, делая так много раз, переложить карточки в обратном порядке: 2005, 2002, …, 2, 1?

12. (Геометрия, легкая) В треугольнике самый большой внешний угол в два раза больше самого маленького внутреннего угла. Найти отношение величины самого большого внутреннего угла этого треугольника к самому маленькому внешнему углу.

13. (конструктив+оценка, средняя) Какое наибольшее число полей можно отметить на шахматной доске так, чтобы с любого из них на любое другое отмеченное поле можно было пройти ровно двумя ходами коня?

14. (графы или полуинвариант, средне-легкая) На заседании каждый член парламента дал пощечину ровно одному своему коллеге. Докажите, что парламент можно разбить на три фракции так, что члены одной фракции пощечин друг другу не давали. 

15. (Конструктив, возможна индукция. Средне-трудная) Клетки доски 2005×2005 покрашены в шахматном порядке так, что угловые клетки имеют черный цвет. Паук, сидящий в одной из черных клеток, за один ход может переползти в любую из соседних по стороне клеток. Докажите, что паук всегда может добраться до мухи, сидящей неподвижно в какой-то другой черной клетке, побывав при этом во всех клетках доски по одному разу.

16. (Делимость, средняя) Существует ли такой точный квадрат, десятичная запись которого состоит из 2005 цифр, 2004 из которых — пятерки?

17. (конструктив + оценка. Средняя) Имеются 300 яблок, любые два из которых различаются по весу не более чем в 2 раза. Докажите, что их можно разложить в пакеты по два яблока в каждом так, чтобы любые два пакета отличались по весу не более чем в полтора раза. 

