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Îò àâòîðîâ
Ñàìûé áîëüøîé ãðåõ ïî îòíîøåíèþ ê áëèæíåìó �
ãîâîðèòü åìó òî, ÷òî îí ïîéìåò ñ ïåðâîãî ðàçà.

Âåíåäèêò Åðîôååâ. Èç çàïèñíûõ êíèæåê

Ýòà áðîøþðà íàïèñàíà ïî ìàòåðèàëàì íàøåé ðàáîòû ñ ïðîôè-ãðóïïîé
ñåäüìîãî êëàññà Ëåòíåé ìíîãîïðåäìåòíîé øêîëû Êèðîâñêîé îáëàñòè 2007
ãîäà. Â íåé � êðàòêèé êîíñïåêò çàíÿòèé, ñîäåðæàùèé âûäàâàâøèåñÿ ó÷à-
ùèìñÿ çàäà÷è. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ýòîé áðîøþðå íèêàê íå îò-
ðàæåíû îáñóæäåíèÿ è áåñåäû ñ ó÷åíèêàìè, êàê ïðàâèëî, ñîñòàâëÿâøèå
îñíîâíîå ñîäåðæàíèå çàíÿòèé. Ê ñîæàëåíèþ, çàïèñàòü ýòîò æèâîé äèàëîã
ñî øêîëüíèêàìè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â íåêîòîðûå ëèñòêè ìû
ñîçíàòåëüíî âêëþ÷èëè âåñüìà ñëîæíûå äëÿ ñåìèêëàññíèêîâ çàäà÷è, íàäå-
ÿñü, ÷òî â óþòíîé äîìàøíåé îáñòàíîâêå ïîâçðîñëåâøèå øêîëüíèêè åùå íå
ðàç âåðíóòñÿ ê ýòèì çàäà÷àì è ðåøàò íåñêîëüêî íàèáîëåå ñëîæíûõ è èíòå-
ðåñíûõ èç íèõ. Òàêèå çàäà÷è ñîçíàòåëüíî íå áûëè ðàçîáðàíû íà çàíÿòèÿõ
è êîíñóëüòàöèÿõ.
Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü ìû õîòåëè áû âûðàçèòü âñåì ó÷åíèêàì ïðîôè-
ãðóïïû. Îáùåíèå ñ íèìè äîñòàâèëî íàì ìíîãî èíòåðåñíûõ, ïðèÿòíûõ è
çàïîìèíàþùèõñÿ ìèíóò.



4 èþëÿ
Çàòðóäíèòåëüíûå ñèòóàöèè

1 (Ìàíüÿê-ïàðàëèòèê). Òþðüìà èìååò âèä êâàäðàòà 4× 4, ðàçáèòîãî íà êàìåðû-îäèíî÷êè �
åäèíè÷íûå êâàäðàòèêè. Âñå âíóòðåííèå ñòåíêè êàìåð � äâåðè. Â êàìåðå, íàõîäÿùåéñÿ â ëåâîì
íèæíåì óãëó, íàõîäèòñÿ ìàíüÿê-ïàðàëèòèê, êîòîðûé ïðè âèäå æèâîãî ÷åëîâåêà íåìåäëåííî íàáðà-
ñûâàåòñÿ íà íåãî, óáèâàåò åãî è óáåãàåò, îäíàêî íåìåäëåííî âïàäàåò â ïàðàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå,
åñëè îêàçûâàåòñÿ â îäíîì ïîìåùåíèè ñ ìåðòâûì. Âûõîä èç òþðüìû ðîâíî îäèí � èç ïðàâîé âåðõ-
íåé êàìåðû. Îäíàæäû â ðàñïîðÿæåíèè ìàíüÿêà îêàçàëñÿ êëþ÷, îòêðûâàþùèé ëþáóþ äâåðü, â
òîì ÷èñëå è íàðóæíóþ äâåðü òþðüìû. Â ðåçóëüòàòå íàóòðî â 15 êàìåðàõ áûëè îáíàðóæåíû òðóïû
çàêëþ÷åííûõ, à ìàíüÿê ñáåæàë. Êàê ýòî åìó óäàëîñü?

2 (Ëàìïà). Â äåòñêîì îçäîðîâèòåëüíîì öåíòðå �Þíûé óãîëîâíèê� ïðîõîäÿò ëåòíèé îòäûõ è
îáó÷åíèå 43 ñåìèêëàññíèêà. Îäíàæäû íà óòðåííåé ïîâåðêå èì çà÷èòàëè ñëåäóþùèé ïðèêàç: �×åðåç
÷àñ êàæäîãî èç âàñ ïîñàäÿò â îäèíî÷íóþ êàìåðó. Çàòåì êîíâîé áóäåò îòâîäèòü âàñ ïî îäíîìó â
êàðöåð, ãäå íàõîäèòñÿ ëàìïà. Ñåé÷àñ ëàìïà âûêëþ÷åíà. Åå íåëüçÿ òðîãàòü, à ìîæíî âêëþ÷àòü èëè
âûêëþ÷àòü. Â êàðöåð ñ ëàìïîé âàñ áóäóò êîíâîèðîâàòü íå ïî î÷åðåäè, à â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.
Îáåùàåì ëèøü, ÷òî íèêàêàÿ ïîáûâêà â êàðöåðå íå áóäåò íè äëÿ êîãî èç âàñ ïîñëåäíåé. Êàê òîëüêî
êòî-òî èç ñåìèêëàññíèêîâ ñêàæåò, ÷òî âñå 43 þíûõ çàêëþ÷åííûõ óæå ïîáûâàëè â êàðöåðå ñ ëàìïîé,
âàø ñðîê çàêîí÷èòñÿ: åñëè ñêàçàííîå áóäåò ïðàâäîé, òî âñå âûéäóò íà ñâîáîäó, à â ñëó÷àå îøèáêè
ïîïàäóò íà çîíó îñîáî ñòðîãîãî ðåæèìà.� Î ÷åì äîëæíû äîãîâîðèòüñÿ çà ÷àñ ñåìèêëàññíèêè, ÷òîáû
ðàíî èëè ïîçäíî âûéòè íà ñâîáîäó?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
3 (Äåìîêðàòèÿ â îòðÿäå). Â îòðÿäå ñîðîê òðè ñåìèêëàññíèêà è äåñÿòü ïðåïîäàâàòåëåé. Íàè-

áîëåå âàæíûå ðåøåíèÿ â æèçíè îòðÿäà ïðèíèìàþòñÿ íà âå÷åðíåé ëèíåéêå áîëüøèíñòâîì ãîëîñîâ
íà âñåîáùåì ãîëîñîâàíèè. Ïðè ãîëîñîâàíèè íèêòî íå âîçäåðæèâàåòñÿ, è êàæäûé ñåìèêëàññíèê è
ïðåïîäàâàòåëü ãîëîñóåò â ñòðîãîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè óáåæäåíèÿìè, íå ìåíÿÿ èõ â òå÷åíèå
ñìåíû. Íèêòî íå ãîëîñóåò çà ïðîòèâîðå÷èâóþ ñèñòåìó óòâåðæäåíèé, è êàæäûé ïîääåðæèâàåò âñå
ëîãè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ òîãî, çà ÷òî ãîëîñóåò.

Îäíàæäû íåïîíÿòëèâûé îòðîê Äåìåíòèé äîëãî íå îòáèâàëñÿ. Ïðåïîäàâàòåëè ñ÷èòàþò, ÷òî îí
íàðóøèë Èíñòðóêöèþ è åãî ñëåäóåò íàêàçàòü ïÿòüþ íàðÿäàìè. Äâàäöàòü òðè øêîëüíèêà ñ÷èòàþò,
÷òî íàðóøåíèÿ Èíñòðóêöèè íå áûëî è íàêàçûâàòü Äåìåíòèÿ íå ñëåäóåò. Îñòàâøèåñÿ äâàäöàòü
øêîëüíèêîâ ñ÷èòàþò, ÷òî íàðóøåíèå Èíñòðóêöèè áûëî, íî ñëåäóåò îãðàíè÷èòüñÿ íðàâîó÷èòåëüíîé
áåñåäîé ñ ïðîâèíèâøèìñÿ.

Êàê ïðåïîäàâàòåëÿì ïîñòàâèòü ïîî÷åðåäíî äâà âîïðîñà íà ãîëîñîâàíèå òàê, ÷òîáû íà îñíîâàíèè
ïðèíÿòûõ ïîñòàíîâëåíèé Äåìåíòèé ïîëó÷èë ïÿòü ïîëüçèòåëüíûõ íàðÿäîâ?

4 (Ëàìïà íàíîñèò îòâåòíûé óäàð). Êàê ñïðàâèòüñÿ ñ çàäà÷åé 2, åñëè þíûì óãîëîâíèêàì íå
èçâåñòíî, â êàêîì ñîñòîÿíèè áóäåò íàõîäèòüñÿ ëàìïà â ïåðâûé äåíü?

5 (Ðîâ). Èç ÄÎÎÖ �Þíûé óãîëîâíèê� ñáåæàë îçäîðàâëèâàþùèéñÿ. Îí ïðèõâàòèë ñ ñîáîé
âåðåâî÷íóþ ëåñòíèöó äëèíîé 30 ìåòðîâ è íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ âåðåâêè. Ïåðåä íèì ðîâ äëèíîé
2 êèëîìåòðà, øèðèíîé 40 ìåòðîâ, ãëóáèíîé 50 ìåòðîâ. Îáîéòè ðîâ íåëüçÿ (ïî êðàÿì � îòâåñíûå
ñêàëû). Íèêàêèõ ïðèñïîñîáëåíèé äëÿ êðåïëåíèÿ ëåñòíèöû è âåðåâêè ó þíîãî óãîëîâíèêà íåò. Êàê
åìó ïåðåïðàâèòüñÿ íà äðóãóþ ñòîðîíó?

5 èþëÿ
Ãðàôû



Óïð1. Â ãîðîäå ïðîâîäèëîñü ñîâåùàíèå âðà÷åé. Îò êàæäîé ïîëèêëèíèêè íà ñîâåùàíèå áûëî
ïðèãëàøåíî ïî ïÿòü âðà÷åé. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èç ïðèãëàøåííûõ ðàáîòàë â äâóõ ïîëèêëèíè-
êàõ, ïîýòîìó íà ñîâåùàíèè ïðåäñòàâëÿë îáå ïîëèêëèíèêè. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëèêëèíèê
ãîðîäà ñðåäè ó÷àñòíèêîâ ñîâåùàíèÿ íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé âðà÷, êîòîðûé â íèõ ðàáîòàåò. Ñêîëüêî
â ãîðîäå ïîëèêëèíèê è ñêîëüêî âðà÷åé ïðèíèìàëî ó÷àñòèå â ñîâåùàíèè?

Óïð2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïî èòîãàì îäíîêðóãîâîãî òóðíèðà âñåãäà íàéäóòñÿ äâå êîìàíäû, ñûã-
ðàâøèå îäèíàêîâîå ÷èñëî èãð âíè÷üþ.

á) Äîêàæèòå, ÷òî â Àôðèêå åñòü äâå ñòðàíû, ó êîòîðûõ ïîðîâíó ñîñåäåé.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîãî ìíîãîãðàííèêà íàéäóòñÿ äâå ãðàíè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòîðîí.
Îïð. Ãðàô. Âåðøèíû è ðåáðà ãðàôà. Ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Ñòåïåíü âåðøèí. Ñâÿç-

íûé ãðàô. Öèêë. Ïîëíûé ãðàô. Èçîìîðôíûå(=ðàâíûå) ãðàôû. Âèñÿ÷àÿ âåðøèíà.
Â äàëüíåéøåì ïîä ãðàôîì áóäåì ïîíèìàòü ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð.

Óïð3. Êàê ñâÿçàíà ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí ãðàôà ñ ÷èñëîì åãî ðåáåð?
Óïð4. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè 9 êëÿêñ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ êëÿêñà ïåðåñåêàëàñü èëè

ñ òðåìÿ, èëè ñ ïÿòüþ äðóãèìè êëÿêñàìè?
Óïð5 (Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ). Â ãðàôå ÷èñëî íå÷åòíûõ âåðøèí ÷åòíî.
Óïð6. Ñóùåñòâóåò ëè 8-âåðøèííûé ãðàô, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû
à) 8, 6, 6, 5, 3, 2, 1, 1;
á) 7, 7, 5, 4, 4, 2, 2, 1;
â) 7, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 1;
ã) 7, 6, 4, 3, 4, 4, 1, 2?

Çàäà÷è
1. Ïî óçêîìó êàíàëó ïëûâóò äâà êîðàáëèêà, à íàâñòðå÷ó èì äðóãèå äâà êîðàáëèêà. Øèðèíû

êàíàëà íå õâàòàåò äëÿ òîãî, ÷òîáû îíè ñìîãëè ðàçîéòèñü, íî íà êàíàëå èìååòñÿ çàëèâ, êóäà ìîæåò
çàéòè îäèí êîðàáëü. Êàê èì ïðîïëûòü ìèìî äðóã äðóãà?

2. Íà íàðèñîâàííîé ñïðàâà äîñêå ðàñïîëîæåíû äâà áåëûõ è äâà
÷åðíûõ êîíÿ. Êîíåé ðàçðåøàåòñÿ ïåðåñòàâëÿòü ïî ïðàâèëàì øàõìàò-
íîé èãðû. Ìîæíî ëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè áåëûõ êîíåé ñ ÷åðíûìè?

3. Ïðèäóìàéòå 7 ñëîâ, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò ðîâíî äâå îáùèå áóêâû ðîâíî ñ 3 äðóãèìè
ñëîâàìè.

4. Â ñòðàíå 25 ãîðîäîâ, êàæäûé ãîðîä ñîåäèíåí äîðîãîé íå ìåíåå ÷åì ñ 12 äðóãèìè ãîðîäàìè.
Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Îáîáùèòå ýòó çàäà÷ó íà
ñëó÷àé n ãîðîäîâ.

5. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â êîìïàíèè èç 11 äåâî÷åê è 10 ìàëü÷èêîâ âñå äåâî÷êè çíàêîìû ñ
ðàçíûì ÷èñëîì ìàëü÷èêîâ, à âñå ìàëü÷èêè � ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì äåâî÷åê? À åñëè äåâî÷åê
10, à ìàëü÷èêîâ 9?

6. Êàæäûé äåïóòàò èìååò õîòÿ áû îäíîãî âðàãà, ëþáàÿ âðàæäà âçàèìíà. Äîêàæèòå, ÷òî äåïóòà-
òîâ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ôðàêöèè òàê, ÷òîáû êàæäûé èìåë âðàãà â ïðîòèâîïîëîæíîé ôðàêöèè.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
7. Êàæäûé èç 102 ÷åëîâåê èìååò íå ìåíåå 68 çíàêîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòâåðî, èìå-

þùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî çíàêîìûõ.
8. Â îòðÿäå 40 ÷åëîâåê, ó êàæäîãî íå ìåíåå 20 äðóçåé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî óñàäèòü ÷åòâåðûõ

÷åëîâåê çà êðóãëûé ñòîë òàê, ÷òîáû êàæäûé ñèäåë ðÿäîì ñ äâóìÿ äðóçüÿìè.



9. Â ËÌØ 2n + 1 ó÷åíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ òðåõ ó÷åíèêîâ íàéäóòñÿ äâîå, êîòîðûå
äðóæàò ìåæäó ñîáîé. Äîêàæèòå, ÷òî â ËÌØ åñòü ó÷åíèê, ó êîòîðîãî íå ìåíåå n äðóçåé.

5 èþëÿ
Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ: çàäà÷è

1. Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öèôðó ÷èñëà à) 7777; á) 777777 .
2. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà 199200.
3. Èçâåñòíî, ÷òî a + 2c è b + 3d äåëÿòñÿ íà 7. Äîêàæèòå, ÷òî ab− 6cd äåëèòñÿ íà 7.
4. Äîêàæèòå, ÷òî à) ÷èñëî äàåò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9, ÷òî è åãî ñóììà öèôð;
á) ÷èñëî äàåò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 11, ÷òî è åãî çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà öèôð (çíà-

êîïåðåìåííàÿ ñóììà öèôð ÷èñëà 2007 � ýòî −2 + 0− 0 + 7 = 5).
5. Äîêàæèòå, ÷òî 2343 + 4323 äåëèòñÿ íà 66.
6. Äîêàæèòå ÷òî 3100 − 2100 äåëèòñÿ íà 210 + 310.
7. Äîêàæèòå, ÷òî (3n + 1)n − 2 äåëèòñÿ íà 3n − 2.
8. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 3x2 + 1 = 5y íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
9. Â íàòóðàëüíîì ÷èñëå A ïåðåñòàâèëè öèôðû, ïîëó÷èâ ÷èñëî B. Èçâåñòíî, ÷òî A−B = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

N åäèíèö
.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N .
10. Íåñêîëüêî ñåìèêëàññíèêîâ ñîáðàëè ïîðîâíó øèøåê. Âðåìÿ îò âðåìåíè êàêèå-òî ñåìèêëàññ-

íèêè ðàçäàþò êàæäîìó èç îñòàëüíûõ ïîðîâíó èç ñâîèõ øèøåê. Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ
òàêîé ïðîöåäóðû ó Äåìåíòèÿ îñòàëîñü 23 øèøêè, à ó Àáäóëëû � 6 øèøåê. Ñêîëüêî áûëî ñåìè-
êëàññíèêîâ?

11. Øàéêà ðàçáîéíèêîâ îòîáðàëà ó êóïöà ìåøîê ñ ìîíåòàìè. Êàæäàÿ ìîíåòà ñòîèò öåëîå ÷èñ-
ëî ãðîøåé. Îêàçàëîñü, ÷òî êàêóþ ìîíåòó íè îòëîæè, îñòàâøèåñÿ ìîíåòû ìîæíî ïîäåëèòü ìåæäó
ðàçáîéíèêàìè òàê, ÷òî êàæäûé ïîëó÷èò îäèíàêîâóþ ñóììó. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ìîíåò áåç îäíîé
äåëèòñÿ íà ÷èñëî ðàçáîéíèêîâ â øàéêå.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
12. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷åòíûõ m è n ÷èñëî 1n + 2n + · · ·+ (m− 1)n äåëèòñÿ íà m.
13. Äîêàæèòå, ÷òî 2007!!− 2008!! äåëèòñÿ íà 2009 (n!! = n(n− 2)(n− 4) . . . ).
14. a è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî a2n+1 + (a− 1)n+2 äåëèòñÿ íà a2 − a + 1.

6 èþëÿ
ÃÌÒ

Îïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê (ÃÌÒ), îáëàäàþùèõ äàííûì ñâîéñòâîì � ýòî
ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê, êîòîðûå îáëàäàþò ýòèì ñâîéñòâîì.

Óïð1. ÃÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííûõ òî÷åê A è B, åñòü ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó
AB.

Óïð2. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è
ýòî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Óïð3. ÃÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò ñòîðîí äàííîãî óãëà è ëåæàùèõ âíóòðè äàííîãî óãëà, åñòü
áèññåêòðèñà äàííîãî óãëà.



Óïð4. Áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è ýòî öåíòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè.

Óïð5. Ó òðåóãîëüíèêà åñòü òðè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòè.
Óïð6. Íàéäèòå ÃÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò òðåõ äàííûõ ïðÿìûõ.
Óïð7. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Íàéäèòå ÃÌÒ, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ïåðâîé ïðÿìîé

â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì äî âòîðîé.
Óïð8. Äàí îòðåçîê AB. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî à) AM + MB = AB; á) AM −MB = AB.
Óïð9. Îòðîê Äåìåíòèé ðåøèë çàáðàòüñÿ íà ëåñòíèöó, ïðèñòàâëåííóþ ê ñòåíå. Åäâà îí óñïåë

äîáðàòüñÿ äî ñåðåäèíû, ëåñòíèöà ñúåõàëà íà ïîë. Êàêîâà òðàåêòîðèÿ Äåìåíòèÿ äî óäàðà îá ïîë?
Óïð10. Ïóñòü O ëåæèò íà îòðåçêå AB. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî ∠MOB = 2∠MAB.
1. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå íà ðàññòîÿíèè d äðóã îò äðóãà. Íàéòè ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñ-

êîñòè à) ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî ýòèõ ïðÿìûõ ðàâíà ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå c; á) ðàçíîñòü
ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî ýòèõ ïðÿìûõ ðàâíà ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå c.

2. Íàéäèòå ÃÌÒ ñåðåäèí õîðä äàííîé äëèíû â äàííîé îêðóæíîñòè,
3. Íàéäèòå âñå òî÷êè âíóòðè äàííîé îêðóæíîñòè, ÷åðåç êîòîðûå ìîæíî ïðîâåñòè õîðäó äàííîé

äëèíû.
4. Çàãîí äëÿ êîçëà èìååò ôîðìó êâàäðàòà. Èç êàêèõ òî÷åê ïëîñêîñòè êîçåë óâèäèò ìåíüøå

ïîëîâèíû çàãîíà?
5. Äàí êâàäðàò. Íàéäèòå âñå òî÷êè òàêèå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò êàæäîé èç íèõ äî äâóõ

ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí êâàäðàòà ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé äî äâóõ äðóãèõ ñòîðîí (ïîä ðàññòîÿ-
íèåì îò òî÷êè äî ñòîðîíû êâàäðàòà â ýòîé çàäà÷å ïîíèìàåòñÿ ðàññòîÿíèå äî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé
ñòîðîíó).

6. Òóðèñò ïðîøåë êèëîìåòð íà ñåâåð, ïîòîì êèëîìåòð íà âîñòîê, à ïîòîì êèëîìåòð íà þã, è â
ðåçóëüòàòå ïîïàë â òó æå òî÷êó, îòêóäà íà÷èíàë äâèæåíèå. Íàéäèòå âñå òî÷êè íà çåìíîì øàðå,
îòêóäà ìîã ñòàðòîâàòü òóðèñò.

6 èþëÿ
Êîìáèíàòîðèêà

1. Â êëàññå 14 ìàëü÷èêîâ è 3 äåâî÷êè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî íàçíà÷èòü íà îäèí äåíü
äåæóðñòâà à) îäíîãî ó÷åíèêà; á) áðèãàäó èç ìàëü÷èêà è äåâî÷êè;

2. Â êëàññå 14 ìàëü÷èêîâ è 3 äåâî÷êè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî íàçíà÷èòü íà äâà äíÿ
äåæóðñòâà à) ìàëü÷èêà â ïåðâûé äåíü, à äåâî÷êó � âî âòîðîé äåíü; á) ìàëü÷èêà â îäèí äåíü, à
äåâî÷êó � â äðóãîé äåíü? â) äâóõ ðàçíûõ ìàëü÷èêîâ?

3. Â êëàññå 14 ìàëü÷èêîâ è 3 äåâî÷êè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî íàçíà÷èòü òðîèõ ìàëü÷èêîâ
à) íà òðè äíÿ äåæóðñòâà (ïî îäíîìó â äåíü); á) íà îäèí äåíü äåæóðñòâà?

Ïðàâèëî ñóììû. Åñëè ýëåìåíò a ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, à ýëåìåíò b ìîæíî âûáðàòü
n ñïîñîáàìè, òî ýëåìåíò �èëè a, èëè b� ìîæíî âûáðàòü m + n ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ýëåìåíò a ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, à ýëåìåíò b ìîæíî
âûáðàòü n ñïîñîáàìè, òî ïàðó (a, b) èç ýëåìåíòà a è ýëåìåíòà b ìîæíî âûáðàòü mn ñïîñîáàìè.

4. Ó ñêîëüêèõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë âñå öèôðû îäíîé ÷åòíîñòè?
5. Ìàðüâàííà ïðîâåðèëà äåñÿòü ñî÷èíåíèé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò ïîñòàâèòü ïÿòè-

áàëëüíûå îöåíêè, åñëè åé õî÷åòñÿ ïîñòàâèòü õîòÿ áû îäèí êîë?
6. Èç êîëîäû â 36 êàðò íàäî âûíóòü ñåìü êàðò è âûëîæèòü èõ â ðÿä. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî

ìîæíî ñäåëàòü?



Îïðåäåëåíèå. ×èñëîì ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âû-
ëîæèòü â ðÿä k ðàçíûõ ïðåäìåòîâ èç äàííûõ n. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ Ak

n.
7. Äîêàæèòå, ÷òî Ak

n = n(n− 1) . . . (n− k + 1) (âñåãî k ñîìíîæèòåëåé).
8. Â êîìíàòå æèâåò øåñòü ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ìîãóò ïîìåíÿòüñÿ êðîâàòÿìè áîëåå, ÷åì

500 ñïîñîáàìè.
9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè n ÷åëîâåê ìîãóò âûñòðîèòüñÿ â êîëîííó?
10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâå à) ÏÐÈÂÅÒ; á) ÏÐÅÂÅÄ; â) ÌÀ-

ÒÅÌÀÒÈÒÈÊÀ; ã) â ïðîèçâîëüíîì ñëîâå?
Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

11. Ñêîëüêî âñåãî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ à) åñòü åäèíèöà â çàïèñè; á) âñå öèôðû ðàçíûå;
â) ëþáûå äâå ñîñåäíèå öèôðû ðàçíûå; ã) åñòü äâå îäèíàêîâûõ öèôðû?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâå ÎÃÎÐÎÄ òàê, ÷òîáû òðè áóêâû Î
íå øëè ïîäðÿä?

13. Ñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàññàäèòü 5 ìóæ÷èí è 5 æåíùèí çà êðóãëûì ñòîëîì òàê, ÷òîáû ìóæ÷èíû
è æåíùèíû ÷åðåäîâàëèñü?

14. Íà äåæóðñòâå â ñòîëîâîé äâà øêîëüíèêà äîëæíû ðàçíîñèòü ñòàêàíû, òðîå � ðàçëèâàòü
êîìïîò, ïÿòåðî � ðàçíîñèòü âòîðîå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè äåñÿòü øêîëüíèêîâ ìîãóò ðàçäåëèòüñÿ
íà äåæóðñòâå?

15. Íà ñòîðîíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà îòìåòèëè ïî ïÿòü òî÷åê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ?

16. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü à) ïîäìíîæåñòâî; á)
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A è B; â) ïîäìíîæåñòâà A è B òàêèå, ÷òî A ñîäåðæèòñÿ â B?

17. Â êëàññå n ìàëü÷èêîâ è n äåâî÷åê. Íà óðîêå àíãëèéñêîãî ÿçûêà äåòè äîëæíû ðàçáèòüñÿ íà
ïàðû. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ýòî ñäåëàòü, åñëè à) â êàæäîé ïàðå äîëæíû áûòü ìàëü÷èê
è äåâî÷êà; á) ïàðû ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè?

18. Íà îëèìïèàäå êàæäûé èç n øêîëüíèêîâ ðåøèë îò 0 äî 5 çàäà÷, ïðè÷åì îáùåå êîëè÷åñòâî
ñäàííûõ ðåøåíèé êðàòíî òðåì. Ðåçóëüòàòû îëèìïèàäû ïîäâîäÿòñÿ ïî êîëè÷åñòâó ðåøåííûõ çàäà÷.
Ñêîëüêî âîçìîæíî ðåçóëüòàòîâ?

19. Äîñòóï ê ñåéôó èìåþò 11 ÷ëåíîâ êîìèññèè. Êàêèì íàèìåíüøèì ÷èñëîì çàìêîâ ìîæíî ñíàá-
äèòü ñåéô äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè îïðåäåëåííîì íàáîðå êëþ÷åé ëþáûå øåñòåðî, ñîáðàâøèñü âìåñòå,
ìîãëè åãî îòêðûòü, à ëþáûõ ïÿòè áûëî áû íåäîñòàòî÷íî?

6 èþëÿ
Çàöèêëèâàíèå

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 2007 ñòåïåíåé ÷èñëà 7 ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ, ïðè÷åì äëèíà ïåðèîäà íå áîëüøå 2007.

2. Íàéäèòå ñîòóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé ÷èñëà 28/270.
3. Êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî

òàê: ÷èñëî âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò, è èç íåãî âû÷åðêèâàþòñÿ âñå öèôðû, êðîìå ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ, è äëèíà ïåðèîäà íå áîëüøå 10000.

Ïðîñòîé ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ. Åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå
ñîñòîÿíèé, è êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðåäûäóùåìó, òî ñèñòåìà
ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà çàöèêëèòñÿ.



4. Îäèí ïðåïîäàâàòåëü îñòàâèë íà äâåðÿõ âñåõ êîìíàò çàïèñêè ñëåäóþùåãî ñîäåðæàíèÿ: �ß â
êîìíàòå íîìåð . . . � è èñ÷åç â íåèçâåñòíîì íàïðàâëåíèè. (Ðàçíûå çàïèñêè ìîãóò ñîîáùàòü ðàçíóþ
èíôîðìàöèþ). Íåêîòîðûé øêîëüíèê íà÷àë ïîèñêè ïðåïîäàâàòåëÿ, ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèìè óêàçàíè-
ÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà îí íà÷íåò äâèãàòüñÿ ïî öèêëó.

5. Æèòåëè ñòðàíû Ïóï Ìèðà î÷åíü ãîðäÿòñÿ òåì, ÷òî ó íèõ ïðåçèäåíòñêàÿ ôîðìà ïðàâëå-
íèÿ: êàæäûå 4 ãîäà ïðåçèäåíòîì èçáèðàåòñÿ ëèáî ðåñïóáëèêàíåö, ëèáî äåìîêðàò. ÏóïÌèðîâñêèå
ñîöèîëîãè îáíàðóæèëè ñòðîãèé çàêîí, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ ïàðòèéíîñòü î÷åðåäíîãî ïðåçè-
äåíòà. Õîòÿ ýòîò çàêîí çàñåêðå÷åí "Àêòîì î äåìîêðàòèè", â ïå÷àòü ïðîñî÷èëèñü ñâåäåíèÿ, ÷òî
ïàðòèéíîñòü î÷åðåäíîãî ïðåçèäåíòà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðòèéíîñòüþ ïðåäûäóùèõ äåñÿòè.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðòèéíîñòåé ïðåçèäåíòîâ çàöèêëèòñÿ, è îöåíèòå êàê-íèáóäü
äëèíó ïåðèîäà.

Ñîñòàâíîé ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ. Åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå
ñîñòîÿíèé, è êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó
ïðåäûäóùèõ, òî ñèñòåìà ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà çàöèêëèòñÿ.

6. Â òðèäåñÿòîì êîðîëåâñòâå ó êàæäîãî çàìêà è êàæäîé ðàçâèëêè ñõîäÿòñÿ òðè äîðîãè. Ðûöàðü,
Ëþáÿùèé Ðàçíîîáðàçèå, âûåõàë èç ñâîåãî çàìêà è ïî î÷åðåäè ïîâîðà÷èâàåò òî íàïðàâî, òî íàëåâî.
Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìàðøðóò çàöèêëèòñÿ.

7. Ïåòÿ íàïèñàë ïðîãðàììó íà Ïàñêàëå äëÿ ñâîåãî êîìïüþòåðà, êîòîðàÿ äîëæíà ïå÷àòàòü íà
ïðèíòåðå öèôðû äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà

√
2. Äîêàæèòå, ÷òî õîòü Ïåòÿ è êðóòîé ïðîãðàììåð, íî

åãî ïðîãðàììà ðàíî èëè ïîçäíî íàïå÷àòàåò íå òî, ÷òî òðåáóåòñÿ.
Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâåí ïîñëåäíåé öèôðå ïðîèçâåäå-
íèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ. Äîêàæèòå ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü à) ïåðèîäè÷íà; á) ñ ïåðèîäîì äëèíû íå
áîëüøå 26; â) ìåíüøå 17.

9. Âîò óæå ìèëëèàðä ëåò ïîãîäà â Âèøêèëå â äàííûé äåíü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäûäóùåé
äåêàäîé. Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò äåâÿòü âàðèàíòîâ ïîãîäû (êàê òî: ìàãíèòíàÿ áóðÿ, ìåòåîðèòíûé
äîæäü, ïîëíûé äóáàê è ïðî÷åå). Âî âñå äíè ïîñëåäíåé íåäåëè ïîãîäà áûëà ðàçíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
åùå êîãäà-íèáóäü âñòðåòèòñÿ íåäåëÿ ñ òî÷íî òàêîé æå ðàçíîîáðàçíîé ïîãîäîé.
+ 10. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë xn îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè: xn+1 = 1 − |1 − 2xn|,
ïðè÷åì 0 ≤ x1 ≤ 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, ïåðèîäè÷åñêàÿ
à) â òîì á) è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè x1 ðàöèîíàëüíî.

7 èþëÿ
Àëãîðèòì Åâêëèäà è ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ

Çàäà÷à äëÿ îáñóæäåíèÿ
Êîëåñî äëèíû 19, â îáîä êîòîðîãî âáèò ãâîçäü, äîñòàòî÷íî äîëãî åäåò ïî êîëåñó äëèíû 102. Íà

ñêîëüêî ÷àñòåé ïîäåëÿò áîëüøåå êîëåñî îòìåòèíû îò ãâîçäÿ?
Òåîðèÿ

Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì (ÍÎÄ) ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî d òàêîå, ÷òî a è b äåëÿòñÿ íà d. Îáîçíà÷åíèå: d = (a, b).

Óïð1. Äîêàæèòå, ÷òî à) (a, b) = (a− b, b); á) (ac, bc) = c · (a, b).
Òåîðåìà î ëèíåéíîì ðàçëîæåíèè ÍÎÄ. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b íàéäóòñÿ x è y òàêèå, ÷òî

ax + by = (a, b)

Óïðàæíåíèÿ



1. Íàéäèòå à) (99! + 100!, 101!); á) (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
51

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
81

).

2. Íà êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæåò áûòü ñîêðàòèìà äðîáü 13n+8
8n+5

?
3. Íà ïðÿìîé ñèäèò áëîõà, êîòîðàÿ ìîæåò ïðûãàòü ëèáî íà 15 ñàíòèìåòðîâ âëåâî, ëèáî íà 21

ñàíòèìåòð âïðàâî. Â êàêèõ òî÷êàõ ïðÿìîé îíà ìîæåò ïîáûâàòü?
4. Íàéäèòå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ ÷èñåë 37 è 11.

Çàäà÷è
5. Äîêàæèòå, ÷òî (am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.
6. Ïî áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêå õîäèò (m,n)-ïåãàñ, êîòîðûé ìîæåò çà îäèí õîä ñäâèíóòüñÿ

íà m êëåòîê ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè, à çàòåì � íà n êëåòîê â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëå-
íèè. Ïðè êàêèõ m è n (m,n)-ïåãàñ ñìîæåò ïîïàñòü èç ëþáîé êëåòêè äîñêè íà ëþáóþ äðóãóþ?

7. Èçâåñòíî, ÷òî (m,n) = 1. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå (m + 2007n, n + 2007m)?
8. Ïëåìÿ Ìóìáî-Þìáî ðåøèëî âûïóñòèòü â îáðàùåíèå äåíåæíûå êóïþðû äîñòîèíñòâîì 65

ìóìáîâ è 999 ìóìáîâ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòèìè êóïþðàìè ìîæíî çàïëàòèòü ëþáóþ ñóììó äåíåã (âîçìîæíî, ñî ñäà÷åé).
á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ñóììó, áîëüøóþ 1000000 ìóìáîâ, ìîæíî çàïëàòèòü ýòèìè êóïþðàìè

áåç ñäà÷è.
9. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì m ÷èñëî 1978m − 1 íå äåëèòñÿ íà 1000m − 1.

Çàäà÷è äëÿ áåçäåëüíèêîâ
10. Äîêàæèòå, ÷òî à) (fm, fn) = 1, ãäå fk = 22k

+ 1 � ÷èñëà Ôåðìà; á) ÷èñëî 22n − 1 èìååò ïî
êðàéíåé ìåðå n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

11. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a è b âåðíî, ÷òî ÍÎÊ(a, a + 5) =

ÍÎÊ(b, b + 5), òî a = b.
á) Ìîæåò ëè ïðè íàòóðàëüíûõ a, b è c âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ÍÎÊ(a, b) = ÍÎÊ(a + c, b + c)?

7 èþëÿ
Ñâÿçíîñòü

Îáñóæäåíèå. ×òî òàêîå êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà?
1. Åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíû 4, òî ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîãî ðåáðà ãðàô

îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì.
Îïð. Ìîñò � ýòî òàêîå ðåáðî ãðàôà, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè.
Óïð. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðåáðî � ìîñò, òî ïîñëå åãî óäàëåíèÿ êîíöû ðåáðà áóäóò â ðàçíûõ

êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè.
á) Ìîæåò ëè ìîñò âõîäèòü â öèêë?
2. Ó êàæäîãî äåïóòàòà ðîâíî îäèí äðóã è ðîâíî îäèí âðàã. Äîêàæèòå, ÷òî äåïóòàòîâ ìîæíî

ðàçäåëèòü íà äâå íåéòðàëüíûå ïàëàòû.
3. Êàæäàÿ èç äåâî÷åê äî çàâòðàêà íå áîëåå äâóõ ðàç ïîáîëòàëà ïî òåëåôîíó. Äîêàæèòå, ÷òî èõ

ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû òàê, ÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå íå áûëî áîëòàâøèõ äåâî÷åê.
4. Â íåêîòîðîé ñòðàíå ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû ëèáî æåëåçíîé äîðîãîé, ëèáî àâèàëèíèåé.

Äîêàæèòå, ÷òî:
à) îäíèì èç ýòèõ äâóõ âèäîâ òðàíñïîðòà ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé;



á) äëÿ êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî âûáðàòü ñâîé âèä òðàíñïîðòà òàê, ÷òîáû ïðè ïîìîùè íåãî ìîæíî
áûëî áû äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî ãîðîäà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé ïåðåñàäêîé;

â) îäíèì èç ýòèõ äâóõ âèäîâ òðàíñïîðòà ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé,
ñäåëàâ íå áîëåå äâóõ ïåðåñàäîê

5. Â Ñòîëåíãðàä âåäóò 101 äîðîãà, èç Çàäâîðñêà � âñåãî òðè, à èç âñåõ îñòàëüíûõ ãîðîäîâ
âûõîäÿò 10 äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî èç Çàäâîðñêà ìîæíî äîåõàòü äî Ñòîëåíãðàäà.

6. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ñîåäèíåíû àâèàðåéñàìè îäíîé èç N àâèàêîìïàíèé
òàê, ÷òî èç êàæäîãî ãîðîäà âåäåò ðîâíî ïî îäíîìó ðåéñó êàæäîé èç àâèàêîìïàíèé. Èçâåñòíî, ÷òî èç
êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Îäíàæäû áûë çàêðûò ðîâíî N − 1 àâèàðåéñ,
íî íè â îäíîé èç àâèàêîìïàíèé íå çàêðûëè áîëåå îäíîãî ðåéñà. Äîêàæèòå, ÷òî ïî-ïðåæíåìó èç
êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
7. Â âîéñêå ãåðöîãà Èêòîðíà 1000 ãîáëèíîâ. Ëþáûå äâà ëèáî äðóæàò, ëèáî âðàæäóþò, ëèáî

íåçíàêîìû. Ãîáëèíû ðàçãîâàðèâàþò òîëüêî ñ äðóçüÿìè. Ê òîìó æå ó êàæäîãî ãîáëèíà ëþáûå äâà
äðóãà âðàæäóþò, à ëþáûå äâà âðàãà äðóæàò. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå âîéñêî óçíàëî î
ïðåäñòîÿùåì íàñòóïëåíèè, ãåðöîã äîëæåí ñîîáùèòü î íåì íå ìåíåå, ÷åì 200 ãîáëèíàì.

Çàäà÷è äëÿ áåçäåëüíèêîâ
8. Åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíû 3, òî ïîñëå óäàëåíèÿ íåêîòîðîé âåðøèíû

ãðàô ìîæåò ñòàòü íåñâÿçíûì...
9. Â ñòðàíå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ðåñïóáëèê, A è B, èç ãîðîäîâ ðåñïóáëèêè A ïðîâåëè íåñêîëüêî

äîðîã ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì â ãîðîäà ðåñïóáëèêè B òàê, ÷òî èç êàæäîãî ãîðîäà ðåñïóáëèêè
A âûõîäèò õîòÿ áû îäíà äîðîãà, à â êàæäûé ãîðîä ðåñïóáëèêè B âõîäèò õîòÿ áû îäíà äîðîãà.
Â ðåñïóáëèêàõ ïî 100 ãîðîäîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè íå áîëåå, ÷åì 100 íîâûõ äîðîã ñ
îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì òàê, ÷òîáû èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé, íå
íàðóøàÿ ïðàâèë. Ðàçðåøàåòñÿ ñîåäèíÿòü äâà ãîðîäà íåñêîëüêèìè äîðîãàìè.

9 èþëÿ
Äåðåâüÿ

Îïð1. Öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûé ïóòü ïî ðåáðàì ãðàôà áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð.
Îïð2. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ.
Îïð3. Âèñÿ÷àÿ âåðøèíà ãðàôà � ýòî âåðøèíà ñòåïåíè 1.
Óïð1. Â äåðåâå êàæäûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì ïóòåì. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè â

ãðàôå êàæäûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíîì ïóòåì, òî ýòî äåðåâî.
Ëåììà î âèñÿ÷åé âåðøèíå. Â äåðåâå, ÷èñëî âåðøèí êîòîðîãî áîëüøå 1, íàéäåòñÿ âèñÿ÷àÿ

âåðøèíà (è äàæå äâå!).
Òåîðåìà (ñâîéñòâà äåðåâüåâ). à) Â äåðåâå ñ n âåðøèíàìè n−1 ðåáðî. á) Ëþáîå ðåáðî äåðåâà

ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì.
Çàä1. Äàí ñâÿçíûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî à) â íåì íå ìåíåå ÷åì n− 1 ðåáðî;
á) åñëè ðåáåð n− 1, òî ýòî � äåðåâî.
Çàä2. Âñå ãðàíèöû êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè âûëîæèëè ñïè÷êàìè (äëèíà ñïè÷êè ðàâíû ðàçìåðó

êëåòêè). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ñïè÷åê íàäî óáðàòü, ÷òîáû ñ ëþáîãî ïîëÿ íà ëþáîå äðóãîå ìîæíî
áûëî ïðîéòè, íå ïåðåïðûãèâàÿ ÷åðåç ñïè÷êè?



Çàä3. Â íåêîé ñòðàíå ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî çà-
êðûòü íåñêîëüêî (≥ 0) äîðîã òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ãîðîäà îêàçàëèñü ñîåäèíåíû åäèíñòâåííûì
ïóòåì.

Îïð4. Îñòîâîì (îñòîâíûì äåðåâîì, ñêåëåòîì) ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå
âåðøèíû ãðàôà è ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.

Óïð2. à) Â êàæäîì ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî.
á) Ñóùåñòâóåò ëè ãðàô, ó êîòîðîãî åñòü äâà îñòîâíûõ äåðåâà áåç îáùèõ ðåáåð?
Çàä4. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîé ñåòè ìåòðî ìîæíî çàêðûòü îäíó ñòàíöèþ

âìåñòå ñî âñåìè âûõîäÿùèìè èç íåå ëèíèÿìè, ÷òîáû ñåòü îñòàëàñü ñâÿçíîé. á) Ìîæíî çàêðûòü
äåñÿòü ñòàíöèé, åñëè, êîíå÷íî, èçíà÷àëüíî èõ áîëüøå äåñÿòè.

Çàä5. Â ñòàäå 50 áû÷êîâ ïîïàðíî ðàçëè÷íîãî âåñà. Íà ìÿñîêîìáèíàòå èìåþòñÿ äâóõ÷àøå÷íûå
âåñû. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé ìîæíî âûÿâèòü ñàìîãî óïèòàííîãî áû÷êà?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Êàæäàÿ ãðàíü êóáèêà ðàçáèòà íà 4 êâàäðàòà. Íåêîòîðûå ñòîðîíû ýòèõ êâàäðàòîâ ðàñêðàñèëè

â êðàñíûé öâåò � âñåãî 26 ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè êóáèêà íàéäåòñÿ çàìêíóòàÿ
ëîìàíàÿ èç êðàñíûõ îòðåçêîâ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïÿòü îïðåäåëåíèé äåðåâà ðàâíîñèëüíû:
1) ãðàô ñâÿçåí è íå ñîäåðæèò öèêëîâ;
2) ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû åäèíñòâåííûì ïóòåì;
3) ãðàô ñâÿçåí è ëþáîå ðåáðî � ìîñò;
4) ãðàô ñâÿçåí, â íåì n âåðøèí è n− 1 ðåáðî;
5) ãðàô íå ñîäåðæèò öèêëîâ, èìååò n âåðøèí è n− 1 ðåáðî.
3. à) Â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè è k êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè íå ìåíåå n− k ðåáåð.
á) Êàê óñòðîåí ãðàô, â êîòîðîì ðîâíî n− k ðåáåð?
4. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ, èç êàæäîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ äî êàæäîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïî-

áûâàòü âî âñåõ ãîðîäàõ, ñîâåðøèâ à) íå áîëåå 198 ïîåçäîê; á) íå áîëåå 196 ïîåçäîê; â) ÷èñëî 196
èíîãäà óìåíüøèòü íåëüçÿ.

Çàäà÷à äëÿ áåçäåëüíèêîâ
5. Íà ðåáðàõ äåðåâà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàññòàâèëè ñòðåëêè. Â ñëó÷àå, êîãäà â íåêîòîðóþ

âåðøèíó âñå ñòðåëêè âõîäÿò, ðàçðåøàåòñÿ çàìåíèòü íàïðàâëåíèÿ âñåõ ýòèõ ñòðåëîê íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ çàäàííóþ ðàññòàíîâêó
ñòðåëîê.

9 èþëÿ
Âïèñàííûå óãëû

Òåîðåìà î âïèñàííîì óãëå. Âåëè÷èíà âïèñàííîãî óãëà ðàâíà ïîëîâèíå äóãè, íà êîòîðóþ îí
îïèðàåòñÿ.

Óïð1. Äîêàæèòå òåîðåìó î âïèñàííîì óãëå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà à) öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà
ñòîðîíå óãëà; á) öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò âíóòðè óãëà; â) öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò âíå óãëà.

Ñëåäñòâèÿ. à) Âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó, ðàâíû.
á) Âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà ðàâíûå äóãè, ðàâíû.
â) Âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà ðàâíûå õîðäû, ðàâíû èëè äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî 180◦.
Óïð2. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð, ïðÿìîé.



Óïð3. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà âïèñàííîãî óãëà äåëèò ñîîòâåòñòâóþùóþ äóãó ïîïîëàì.
Óïð4. Åñëè òðàïåöèÿ âïèñàíà â îêðóæíîñòü, òî óãëû ïðè åå îñíîâàíèè ðàâíû.
Òåîðåìà. Åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê âïèñàí â îêðóæíîñòü, òî ñóììà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ

ðàâíà 180◦.

Çàäà÷à (Óøè ×åáóðàøêè). Íàéäèòå ÃÌÒ, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê âèäåí ïîä äàííûì
óãëîì.

Óïð5. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî ñòîðîíå, ïðîòèâîëåæàùåìó åé óãëó è âûñîòå, ïðîâåäåííîé ê
ýòîé ñòîðîíå (ñ ïîëíûì èññëåäîâàíèåì!).

Çàäà÷è
1. Íà ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âíåøíèì îáðàçîì ïîñòðîåí êâàäðàò

ABDE. O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé. Äîêàæèòå, ÷òî ëó÷ CO � áèññåêòðèñà óãëà C.
2. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà óãëà A è ñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòî-

ðîíå BC ïåðåñåêàþòñÿ íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
3. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå áèññåêòðèñà ëåæèò ìåæäó ìåäèàíîé è âûñîòîé (âñå èç îäíîé

âåðøèíû).
4. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïðîäîëæåíèÿ õîðä AC è BD ïåðâîé îêðóæíî-

ñòè ïåðåñåêàþò âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ E è F . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå CD è EF ïàðàëëåëüíû.
5. Íà îäíîé èç ñòîðîí îñòðîãî óãëà ðàñïîëîæåí îòðåçîê AB. ×åðåç òî÷êè A è B ïðîâåäåíà

îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ äðóãîé ñòîðîíû óãëà â òî÷êå M . Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæíûå óãëû
AXB, ãäå òî÷êà X òàê æå ðàñïîëîæåíà íà äðóãîé ñòîðîíå óãëà. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ ýòèõ
óãëîâ óãîë AMB � íàèáîëüøèé.

6. Ê ñòåíå âåðòèêàëüíî ïðèñòàâëåíà ëåñòíèöà. Íà ëåñòíèöå ïîñòðîåí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-
íèê òàê, ÷òî ëåñòíèöà ÿâëÿåòñÿ åãî ãèïîòåíóçîé. Ëåñòíèöà íà÷èíàåò ñêîëüçèòü. Â âåðøèíå ïðÿìîãî
óãëà ñíîâà ñèäèò îòðîê Äåìåíòèé. Ïî êàêîé òðàåêòîðèè îí áóäåò äâèãàòüñÿ?

7. (Ëåììà î òðåçóáöå) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A è öåíòð O âïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC, âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå M .
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè BOM è COM ðàâíîáåäðåííûå.

10 èþëÿ
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Ïðîñòûå ÷èñëà íå íóæíî ñêëàäûâàòü. Ïðîñòûå ÷èñëà
íóæíî óìíîæàòü.

Ëåâ Ëàíäàó
Ëåììà. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî è ab ... p, òî ëèáî a ... p, ëèáî b ... p.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðî-

èçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé).
Çàäà÷à. à) Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ â òåîðåìå.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ëåììà ýêâèâàëåíòíà îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè.
â) Äîêàæèòå ëåììó, âîñïîëüçîâàâøèñü ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì ÍÎÄ.
1. Ïóñòü x = pk1

1 . . . pks
s , y = pl1

1 . . . pls
s , ãäå p1, . . . , ps � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà,

k1, . . . , ks, l1, . . . , ls � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(x, y) = pm1
1 . . . pms

s ,
ãäå mi = min(ki, li) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s; á) Ïðèäóìàéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ
ÍÎÊ(x, y). â) Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(a, b) ·ÍÎÊ(a, b) = ab.



2. Ðåøèòå óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ: ÍÎÊ(x, y)−ÍÎÄ(x, y) = xy
3
.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà, òî êàæäîå
èç íèõ � ñòåïåíü ýòîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ k-îé ñòåïåíüþ íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, òî êàæäîå èç íèõ � k-àÿ ñòåïåíü.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì è êóáîì, òî îíî ÿâëÿåòñÿ øåñòîé
ñòåïåíüþ.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ: 2x + 1 = y2.
6. Äîêàæèòå, ÷òî â âåðøèíàõ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíî ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê,

÷òîáû ÷èñëà â âåðøèíàõ, ñâÿçàííûõ ðåáðîì, èìåëè îáùèé äåëèòåëü áîëüøå 1, à â âåðøèíàõ, íå
ñâÿçàííûõ ðåáðîì � íå èìåëè.

7. ×åòíîå ÷èñëî u îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè îíî äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî u−1

äåëèòñÿ íà p− 1. Äîêàæèòå, ÷òî u � ñòåïåíü äâîéêè.
Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Èçâåñòíî, ÷òî (z + 1)x2 + x = zy2 + y. Äîêàæèòå, ÷òî y − x � êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.
9. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå x è y, äëÿ êîòîðûõ xy = yx.
10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåëûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî ab + bc + ca = 0, òî abc � ïðîèçâåäåíèå

êâàäðàòà íà êóá.

10 èþëÿ
Ïëîùàäü

Óòâåðæäåíèå. Êàæäîé ôèãóðå M íà ïëîñêîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷èñëî SM , íàçûâàåìîå
ïëîùàäüþ, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) SM ≥ 0;
2) Ïëîùàäè ðàâíûõ ôèãóð ðàâíû;
3) Åñëè ôèãóðà M ñîñòîèò èç ôèãóð A è B, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî SM =

SA + SB;
4) Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b ðàâíà ab.

1. Äîêàæèòå, ÷òî à) ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a è b ðàâíà ab

2
, á) ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a è îïóùåííîé íà íåå âûñîòîé ha ðàâíà aha

2
, â) ïëîùàäü òðàïåöèè

ñ îñíîâàíèÿìè a è b è âûñîòîé h ðàâíà (a + b)h

2
, ã) ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ

äëèí åãî äèàãîíàëåé.
2. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî AD ‖ BC

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà SABO = SCDO.
3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL. Äîêàæèòå î÷åíü âàæíóþ ôîðìóëó: AB :

AC = BL : CL.

4. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû B è D ïðÿìûå, à ñòîðîíû AB è BC ðàâíû. Äëèíà ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè B íà ñòîðîíó AD, ðàâíà 1. Íàéäèòå SABCD.

5. ABCD � êâàäðàò. Íà ñòîðîíå CD âçÿòà òî÷êà M , à íà ñòîðîíå AD � òî÷êà N . Îòðåçêè BM

è CN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, CN è AM � â òî÷êå F , BN è AM � â òî÷êå G. Äîêàæèòå, ÷òî
SAEFG = SCEM + SMDNF + SAGN .



6. Â ïðîèçâîëüíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå (a, b, c, d � ñòîðîíû ïî ïîðÿäêó) S ≤ ab + cd

2
.

7. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé òðåóãîëüíèê, ÷òî à) âñå åãî ñòîðîíû áîëüøå 1 êì, à ïëîùàäü ìåíü-
øå 1 ñì2; á) âñå åãî âûñîòû ìåíüøå 1 ñì, à ïëîùàäü áîëüøå 1 êì2; â) âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
ìåíüøå 1 ñì, à åãî ïëîùàäü áîëüøå 1 ñì2.

8. à) Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñîåäèíèëè ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, è ïîëó-
÷èâøèåñÿ ÷àñòè ðàñêðàñèëè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ÷åðíûõ ÷àñòåé
ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé áåëûõ. á) Êàæäóþ ñòîðîíó ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàçäåëèëè íà 4 ðàâíûå ÷àñòè,
ñîåäèíèëè ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ, è 16 ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé ðàñêðà-
ñèëè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ÷åðíûõ ÷àñòåé ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé
áåëûõ.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
9. Âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà âçÿòà òî÷êà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ýòîé

òî÷êè äî ñòîðîí íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè.
10. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âíåøíèì îáðàçîì ïîñòðîåíû ïàðàëëåëîãðàììû;

P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé èõ ñòîðîí, ïàðàëëåëüíûõ AB è BC. Íà ñòîðîíå AC ïîñòðîåí
ïàðàëëåëîãðàìì, âòîðàÿ ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà è ïàðàëëåëüíà BP . Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïëîùàäü
ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ïåðâûõ äâóõ ïàðàëëåëîãðàììîâ.

11. Êâàäðàò ðàçðåçàí ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî ñòîðîíàì, íà ïðÿìîóãîëüíèêè, êîòîðûå
ðàñêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî îáùàÿ ïëîùàäü
÷åðíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíà ïëîùàäè áåëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêè
ìîæíî ïåðåìåñòèòü òàê, ÷òî âñå ÷åðíûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñîñòàâÿò îäèí ïðÿìîóãîëüíèê.

12. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 6 äîêàæèòå, ÷òî S ≤ ac + bd

2
.

11 èþëÿ
Èãðû

Çàä1. Äâîå èãðàþùèõ íàïåðåãîíêè åäÿò ÿáëîêè. Âíà÷àëå ïåðâûé âûáèðàåò ÿáëîêî, çàòåì âòî-
ðîé � ëþáîå èç îñòàâøèõñÿ ÿáëîê, è îíè îäíîâðåìåííî íà÷èíàþò åñòü. Îíè åäÿò ñ îäèíàêîâîé
ñêîðîñòüþ, è òîò, êòî äîåë, áåðåò ñëåäóþùåå ÿáëîêî. Êòî èç íèõ ñìîæåò ñúåñòü áîëüøå è íà ñêîëü-
êî ïðè ëþáûõ äåéñòâèÿõ âòîðîãî, åñëè âíà÷àëå åñòü 3 ÿáëîêà âåñàìè 160 ã, 140 ã è 90 ã?

Çàä2 (Èãðà Áàøå). Èìååòñÿ 100 êàìíåé. Çà îäèí õîä ìîæíî áðàòü 2, 3 èëè 4 êàìíÿ. Ïðîèã-
ðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Çàä3 (Èíòåðåñíàÿ èãðà). Èìååòñÿ 100 êàìíåé. Çà îäèí õîä ìîæíî áðàòü 2, 3 èëè 4 êàìíÿ, íî
íå ñòîëüêî, ñêîëüêî âçÿë ïðåäûäóùèé. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? À åñëè êàìíåé n?

Îáñóæäåíèå. ×òî òàêîå ïîçèöèÿ? ×òî òàêîå ãðàô èãðû? ×òî òàêîå ïîçèöèÿ â øàõìàòàõ (ó÷åñòü
âçÿòèå íà ïðîõîäå, ðîêèðîâêó)? Îáñóæäàåì ñóùåñòâîâàíèå ñòðàòåãèè äëÿ èãðû íà ãðàôå.

1. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2. Çà õîä ìîæíî ê çàïèñàííîìó ÷èñëó ïðèáàâèòü îäèí èç åãî äåëèòå-
ëåé îòëè÷íûé îò ñàìîãî ýòîãî ÷èñëà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî ïîëó÷èò ÷èñëî áîëüøåå 1000. Äîêàæèòå,
÷òî ó ïåðâîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Ïåðåäà÷à õîäà: åñëè îäèí èç èãðîêîâ êàêèì-òî ñïîñîáîì ìîæåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòðàòåãèé
äðóãîãî, òî îí íå ïðîèãðàåò.

2. Èìååòñÿ êëåò÷àòàÿ øîêîëàäêà m × n. Çà õîä ìîæíî ñúåñòü äîëüêó è âñå äðóãèå äîëüêè,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íå âûøå è íå ëåâåå åå. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî îòêóñûâàåò ïîñëåäíþþ êëåòêó
(òàì ÿä). Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?



3. Èãðà â �äâîéíûå øàõìàòû� âåäåòñÿ òàêæå, êàê è â îáû÷íûå, òîëüêî èãðîêè äåëàþò ïî 2 õîäà
çà ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé èãðå ó âòîðîãî èãðîêà íå ìîæåò áûòü âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè.

4. 100 êàðòî÷åê â ñòîïêå ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 100 ñâåðõó âíèç. Äâîå èãðàþùèõ ïî
î÷åðåäè ñíèìàþò ñâåðõó ïî îäíîé èëè íåñêîëüêî êàðòî÷åê è îòäàþò ïðîòèâíèêó. Âûèãðûâàåò òîò,
ó êîãî ïåðâîãî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ ñòàíåò êðàòíî 1000000. Ìîæåò ëè êòî-òî èç
èãðîêîâ âñåãäà âûèãðûâàòü íåçàâèñèìî îò èãðû ïðîòèâíèêà?

5. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 2007. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âû÷åðêíóòü ëþáîå ÷èñëî âìåñòå ñî
âñåìè åãî äåëèòåëÿìè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå?

6. Îò êëåò÷àòîé äîñêè m×n (m > 2, n > 2) îñòàëàñü òîëüêî ðàìêà øèðèís 1. Çà îäèí õîä ìîæíî
âûïèëèòü îäíó èëè íåñêîëüêî êëåòîê, îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèê, ëèøü áû ïðè ýòîì îñòàâøàÿ
÷àñòü íå ðàñïàëàñü íà äâà êóñêà. Êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîäà � ïðîèãðûâàåò. Êòî èç èãðîêîâ ìîæåò
âûèãðûâàòü íåçàâèñèìî îò èãðû ïðîòèâíèêà?

7. Â ×åðíîìîðñêîì êàçèíî Îñòàï Áåíäåð èãðàåò ñ êðóïüå â ôèøêè. Èãðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
èãðîêè ïî î÷åðåäè (êðóïüå � ïåðâûì, Îñòàï � âòîðûì) ïåðåêëàäûâàþò ôèøêè ñ ÷åðíîãî ïîëÿ
ñòîëà íà êðàñíîå. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåëîæèòü íå ìåíüøå îäíîé ôèøêè è íå áîëüøå, ÷åì óæå
åñòü íà êðàñíîì ïîëå. Ïîáåæäàåò òîò, êòî ïîëîæèë íà êðàñíîå ïîëå ïîñëåäíþþ ôèøêó. Äî íà÷àëà
èãðû íà êðàñíîì ïîëå ëåæàò 10 ôèøåê, à íà ÷åðíîì � íåêîòîðîå èçâåñòíîå Îñòàïó êîëè÷åñòâî
(íî íå íîëü). Ó Îñòàïà â êàðìàíå ëåæàò 10 ôèøåê, êîòîðûå îí ìîæåò äî íà÷àëà èãðû íåçàìåòíî
ïîäáðîñèòü: íåêîòîðûå � íà êðàñíîå, à íåêîòîðûå � íà ÷åðíîå. Äîêàæèòå, ÷òî îí ñìîæåò âûèãðàòü.

8. Íà áåñêîíå÷íîé äîñêå äâîå èãðàþò â êðåñòèêè-íîëèêè. Êòî ïîñòàâèò ïÿòü ñâîèõ â ðÿä � ïî
âåðòèêàëè, ãîðèçîíòàëè èëè äèàãîíàëè � âûèãðûâàåò. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé èãðå ïåðâûé
íå ïðîèãðûâàåò.

11 èþëÿ
Êîìáèíàòîðèêà-2

Øèðîêàÿ ðàñïðîñòðàíåííîñòü íà ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàäàõ çàäà÷ ïî êîìáèíàòîðèêå âûçûâàåò íåäî-
âîëüñòâî ó÷àñòíèêîâ, äà è ïðîñòî õîðîøèõ ëþäåé.

Ôåäîð Ïåòðîâ
Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ýëåìåíòîâ k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ÷èñ-

ëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî k è îáîçíà÷àåòñÿ Ck
n èëè

(
n

k

)
.

Óïð1. Äîêàæèòå, ÷òî
Ck

n =
Ak

n

k!
=

n!

k!(n− k)!
.

Óïð2. Â îòðÿäå 10 ïðåïîäàâàòåëåé è 43 øêîëüíèêà. Äëÿ ñîðåâíîâàíèÿ ïî íàñòîëüíîìó òåííèñó
íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç ÷åòûðåõ øêîëüíèêîâ è ÷åòûðåõ ïðåïîäàâàòåëåé. Ñêîëüêî äëÿ
ýòîãî åñòü ñïîñîáîâ?

Óïð3. Ëåñòíèöà â äîìå Äåìåíòèÿ èìååò 20 ñòóïåíåê. Äåìåíòèé âçáèðàåòñÿ ïî ëåñòíèöå ïðûæ-
êàìè, äåëàÿ ðîâíî 7 ïðûæêîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îòðîê ìîæåò ïðåîäîëåòü ëåñòíèöó?

Ïðèìåð. Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî 10 òî÷åê, íà ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé � 15 òî÷åê. Ñêîëüêî ñó-
ùåñòâóåò òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ? à) Ïðèäóìàéòå ðåøåíèå ñ îòâåòîì
C2

10C
1
15 + C2

15C
1
10; á) ïðèäóìàéòå ðåøåíèå ñ îòâåòîì C3

25 − C3
10 − C3

15. Îòñþäà ïîëó÷àåì êîìáèíàòîð-
íîå äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà C2

10C
1
15 + C2

15C
1
10 = C3

25 − C3
10 − C3

15.



Óïð4. Êîìáèíàòîðíî äîêàæèòå òîæäåñòâà:
à) Ck

n = Cn−k
n ;

á) Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1.

Îïðåäåëåíèå. Âûïèñàíà áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, åäèíñòâåííûé íåíó-
ëåâîé ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí 1. Ïîä êàæäûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè ïèøåòñÿ èõ ñóììà, è ïî-
ëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü; ïîòîì ñ íåé ïðîäåëûâàþò òó æå îïåðàöèþ, è òàê äàëåå.
Íåíóëåâûå ÷èñëà îáðàçóþò òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ, åãî ðÿäû íàçûâàþòñÿ ñòðî÷êàìè è ïîñëåäîâà-
òåëüíî íóìåðóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ 0. Äîêàæèòå, ÷òî â n-îé ñòðî÷êå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ñòîÿò ÷èñëà
C0

n, C1
n, . . . , C

n
n .

1. Â âåðøèíå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ñèäèò æóê, êîòîðûé óìååò ïîëçòè òîëüêî âíèç-âëåâî è
âíèç-âïðàâî. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò äîïîëçòè äî ÷èñëà Ck

n?
2. Âû÷èñëèòå ñóììó

n∑

k=0

Ck
n = C0

n + C1
n + C2

n + · · ·+ Cn
n .

3. Äîêàæèòå òîæäåñòâà:
à) n · Ck−1

n−1 = k · Ck
n (Óêàçàíèå: Â êîìàíäå íóæåí êàïèòàí)

á) (òîæäåñòâî Âàíäåðìîíäà)
k∑

i=0

Ci
m · Ck−i

n = Ck
m+n (Óêàçàíèå: ëþäè áûâàþò ìóæ÷èíàìè è

æåíùèíàìè)
Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 20 öâåòîâ ìîæíî ñîñòàâèòü ÷åòûðå áóêåòà ïî à) 10, 5, 3, 2; á) 7, 7,
3, 3; â) 5, 5, 5, 5 öâåòîâ â áóêåòå?

5. Â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå ïðîâåëè âñå äèàãîíàëè (à ñêîëüêî èõ?), è íèêàêèå òðè íå ïåðåñåêëèñü
â îäíîé âíóòðåííåé òî÷êå. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé?

6. Äîêàæèòå, ÷òî
∑n

k=0

(
Ck

n

)2
= (C0

n)
2
+ (C1

n)
2
+ · · ·+ (Cn

n)2 = Cn
2n. (Óêàçàíèå: íå çàáûâàéòå ïðî

æóêà èç ïåðâîé çàäà÷è.)

7. Äîêàæèòå òîæäåñòâî
n∑

k=0

k · Ck
n = n2n−1.

12 èþëÿ
Áèíîì Íüþòîíà è ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà

(x + y)n = xn + C1
nx

n−1y + C2
nx

n−2y2 + · · ·+ Cn−1
n xyn−1 + yn =

n∑

k=0

Ck
nxn−kyk

Óïð1. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè x4 â âûðàæåíèè (x
3
− 3

x
)12 ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê.

Óïð2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî
√

10
(
(1 +

√
10)10 − (1−√10)10

)
� öåëîå.

Óïð3. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà èçâåñòíîå âàì òîæäåñòâî:

C0
n + C1

n + C2
n + · · ·+ Cn

n = 2n.

Óïð4. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî p è 0 < k < p âûïîëíåíî Ck
p
... p.



á) (a + b)p ≡ ap + bp (mod p) (âîçâîäèì â ñòåïåíü p ïî ìîäóëþ p êàê äâîå÷íèêè!).
â) (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà) Äëÿ ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî np − n ... p
(òî æå ñàìîå, np ≡ n (mod p)).
Óïð5 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Äëÿ ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî a, íå êðàòíîãî p,

ap−1 ≡ 1 (mod p), åñëè (a, p) = 1

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
Óïð6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 11100 − 1 äåëèòñÿ íà 1000.
Óïð7. Äîêàæèòå, ÷òî C0

n − C1
n + C2

n − C3
n + · · · + (−1)nCn

n = 0 à) ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà;
á) êîìáèíàòîðíî.

Çàäà÷è äëÿ áåçäåëüíèêîâ
1. Êàêèå òîæäåñòâà äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî âûâåñòè, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà

(x + y)m+n = (x + y)m · (x + y)n?
2. Íàéäèòå âñå òàêèå n, äëÿ êîòîðûõ âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû Ck

n íå÷åòíû.

12 èþëÿ
Ìàòáîé-ìåæäóñîáîé

1. Â ãîñóäàðñòâå ÷åòíîå ÷èñëî äîðîã è èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïî äîðîãàì ïðîåõàòü â ëþáîé
äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî âñå äîðîãè ìîæíî ïðîäàòü îëèãàðõàì òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëèñü ðîâíî
ïî äâå äîðîãè, âûõîäÿùèå èç îäíîãî ãîðîäà.

2. Â øàõìàòíîì òóðíèðå êàæäûé ñûãðàë ñ êàæäûì ðîâíî îäíó ïàðòèþ. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå,
êðîìå Äåìåíòèÿ, íàáðàëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî Äåìåíòèé ëèáî ó âñåõ
âûèãðàë, ëèáî âñåì ïðîèãðàë.

3. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD. Ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M äî âåðøèí A, B, C ðàâíû 3, 5, 4 ñîîò-
âåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé âûïóêëûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü ðîâíî íà n òðàïåöèé.
5. Íà ñòîëå ëåæàò 19 êàðòî÷åê, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äâîå èãðàþò

â ñëåäóþùóþ èãðó: ñâîèì õîäîì èãðîê áåðåò ñåáå îäíó èç êàðòî÷åê ñî ñòîëà. Âûèãðûâàåò òîò, êòî
ïåðâûé ñìîæåò âûáðàòü èç ñâîèõ êàðòî÷åê íåñêîëüêî, ñóììà ÷èñåë íà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 10. Êòî
âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîêðàøåíû â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà òàê, ÷òî ÷èñåë êàæäîãî öâåòà áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà íåêîòîðûõ 1000 ñèíèõ ÷èñåë ðàâíà ñóììå íåêîòîðûõ 1000
êðàñíûõ ÷èñåë.

7. Íåêîòîðûå ïðåïîäàâàòåëè � ðûöàðè, òî åñòü âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à íåêîòîðûå � õèòðåöû,
òî åñòü îíè èíîãäà âðóò. Èçâåñòíî, ÷òî ðûöàðåé áîëüøå, ÷åì õèòðåöîâ. Øêîëüíèêó ðàçðåøåíî
ñïðàøèâàòü ó ëþáîãî ïðåïîäàâàòåëÿ ïðî äðóãîãî ïðåïîäàâàòåëÿ, êòî îí. Êàê øêîëüíèêó óçíàòü
ïðî êàæäîãî ïðåïîäàâàòåëÿ, êòî åñòü êòî?

8. Ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê AMN (AM = MN) ðàñïîëîæåí â êâàäðàòå
ABCD òàê, ÷òî òî÷êà M ëåæèò âíóòðè êâàäðàòà, à òî÷êà N � íà ñòîðîíå CD. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êà M ëåæèò íà äèàãîíàëè BD.

9. Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ãàäàíèå. Äåâóøêà çàæèìàåò â ðóêàõ, ñêàæåì, 20 òðàâèíîê òàê, ÷òîáû
êîíöû òðàâèíîê òîð÷àëè ñâåðõó è ñíèçó. Ëó÷øàÿ ïîäðóãà ñâÿçûâàåò ïîïàðíî 20 êîíöîâ òðàâèíîê
ñâåðõó è ïîïàðíî 20 êîíöîâ òðàâèíîê ñíèçó. Åñëè ïðè ýòîì âñå òðàâèíêè îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè â



îäíî êîëüöî, òî äåâóøêà äîëæíà â ýòîì ãîäó íåïðåìåííî âûéòè çàìóæ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî äåâóøêà âûéäåò çàìóæ?

10. Òðåõçíà÷íîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà, îáðàçîâàííîãî åãî äâóìÿ ïîñëåäíèìè
öèôðàìè, è ÷èñëà, îáðàçîâàííîãî åãî ïîñëåäíåé öèôðîé. Íàéäèòå âñå òàêèå òðåõçíà÷íûå ÷èñëà.

14 èþëÿ
Ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

Òåîðèÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü a è b � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà óðàâíåíèå ax + by = c èìååò áåñêîíå÷íî

ìíîãî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïðè÷åì âñå îíè èìåþò âèä
{

x = x0 + bt,

y = y0 − at
, ãäå t � ïðîèçâîëüíîå

öåëîå ÷èñëî, à (x0, y0) � îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax + by = c.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ ëèíåéíîå óðàâíåíèå ax + by = c (a, b 6= 0), íåîáõîäèìî
äåéñòâîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:

1. Íàõîäèì d = ÍÎÄ(a, b).

2. Ïðîâåðÿåì, äåëèòñÿ ëè c íà d. Åñëè íåò, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé; åñëè äà, òî äåëèì îáå
÷àñòè íà d, ïåðåõîäÿ ê ðàâíîñèëüíîìó óðàâíåíèþ a′x + b′y = c′ ñî âçàèìíî ïðîñòûìè a′ =

a

d
,

è b′ =
b

d
è ïðàâîé ÷àñòüþ c′ =

c

d
.

3. Íàõîäèì ÷àñòíîå ðåøåíèå (x0, y0) óðàâíåíèÿ a′x + b′y = c′ (åñëè ïîëó÷àåòñÿ � ïîäáîðîì, åñëè
íåò � ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà).

4. Çàïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a′x + b′y = c′ â âèäå
{

x = x0 + b′t,
y = y0 − a′t

, t ∈ Z.

Óïðàæíåíèÿ
1. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: 7x− 5y = 6.
2. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: 234x + 432y = 180.

Çàäà÷è
3. Òðóäîëþáèâûé Äåìåíòèé çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óìíîæèë åãî íà 51, çàòåì ïîäåëèë ñ

îñòàòêîì íà 544 è ïîëó÷èë â îñòàòêå 13. Ìîãëî ëè òàêîå ïðîèçîéòè?
4. Íàéäèòå äâå îáûêíîâåííûå äðîáè � îäíó ñî çíàìåíàòåëåì 8, äðóãóþ ñî çíàìåíàòåëåì 13,

÷òîáû îíè íå áûëè ðàâíû, íî ðàçíîñòü ìåæäó áîëüøåé è ìåíüøåé èç íèõ áûëà êàê ìîæíî ìåíüøå.
5. a è b � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå ax+ by = ab íå èìååò

ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
6. Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå m×n ïðîâåëè äèàãîíàëü. Ñêîëüêî êëåòîê îíà ïåðåñåêëà à) åñëè

(m,n) = 1; á) â îáùåì ñëó÷àå?
7. 175 øàëòàåâ ñòîÿò äîðîæå, ÷åì 125 áîëòàåâ, íî äåøåâëå, ÷åì 126 áîëòàåâ. Äîêàæèòå, ÷òî íà

òðåõ øàëòàåâ è îäíîãî áîëòàÿ ðóáëÿ íå õâàòèò. (Îíè ñòîÿò öåëîå ÷èñëî êîïååê).
Çàäà÷è äëÿ áåçäåëüíèêîâ



8. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé: à) 2x + 3y + 5z = 11; á) 12x + 15y + 20z = 4.
9. Ñôîðìóëèðóéòå àëãîðèòì ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèé âèäà ax + by + cz = d.

14 èþëÿ
Øàðû è ïåðåãîðîäêè

Óòâ1. Óðàâíåíèå x1 + x2 + · · ·+ xk = n èìååò Ck−1
n−1 ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Óòâ2. Óðàâíåíèå x1 +x2 + · · ·+xk = n èìååò Ck−1
n+k−1 ðåøåíèé â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ.

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ áóêåòîâ èç 12 öâåòîâ, ñîñòàâëåííûõ èç àñòð, ãâîçäèê è ãëà-
äèîëóñîâ?

2. Ïðåïîäàâàòåëè ñòàâÿò îöåíêè îò 1 äî 5 øåñòíàäöàòè øêîëüíèêàì (êàæäûé äîëæåí ïîëó÷èòü
îäíó îöåíêó).

à) Çàòåì íà ñòåíå âûâåøèâàåòñÿ ñïèñîê ñ óêàçàíèåì âñåõ ôàìèëèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ îöåíîê.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ýòî ñäåëàòü?

á) Íà ñòåíå âûâåøèâàåòñÿ ëèñòîê ñ èíôîðìàöèåé, ñêîëüêî áûëî ïîñòàâëåíî åäèíèö, ñêîëüêî �
äâîåê è òàê äàëåå. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âàðèàíòîâ òàêèõ ëèñòêîâ?

3. Èìåþòñÿ áóñû èç n ðàçëè÷íûõ áóñèíîê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èõ ìîæíî ðàçðåçàòü íà k

÷àñòåé, åñëè à) â êàæäîé ÷àñòè äîëæíà áûòü õîòÿ áû îäíà áóñèíêà; á) íå îáÿçàòåëüíî?
4. Ñêîëüêî èìååòñÿ ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ x + y + z = 100 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ îò 1 äî 60?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïðåïîäàâàòåëè ïðîôè-ãðóïïû ìîãóò ðàçäàòü øåñòíàäöàòè øêîëüíè-

êàì ïÿòü ÿáëîê, äåñÿòü àïåëüñèíîâ è ñåìü íàðÿäîâ (íåêîòîðûå øêîëüíèêè ìîãóò ïîëó÷èòü ñðàçó
íåñêîëüêî ÿáëîê, àïåëüñèíîâ è íàðÿäîâ, à êòî-òî � íè÷åãî)?

6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûëîæèòü â ðÿä m ÷åðíûõ è n áåëûõ øàðîâ òàê, ÷òîáû íèêàêèå
äâà ÷åðíûõ øàðà íå ëåæàëè ðÿäîì?

15 èþëÿ
ÃÌÒ-2

1. à) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî SAMB = SAMC . á) Äîêàæèòå, ÷òî
ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

2. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ òðåóãîëüíèê AMB à) ïðÿìîóãîëü-
íûé; á) îñòðîóãîëüíûé; â) òóïîóãîëüíûé.

3. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî à) ∠BAM � íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà
ABM ; á) ∠AMB � ñðåäíèé ïî âåëè÷èíå óãîë òðåóãîëüíèê ABM ;

4. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ÷åòâåðòûõ âåðøèí êâàäðàòîâ òàêèõ, ÷òî îñòàâøèåñÿ òðè âåð-
øèíû ëåæàò íà äâóõ äàííûõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ.

5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íàéäèòå ÃÌÒ M òàêèõ, ÷òî à) ïðÿìàÿ CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB;
á) ëó÷ CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB; â) îòðåçîê CM ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB.

6. Äàíû ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ l è òî÷êè A è B ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå. Íàéäèòå ÃÌÒ M

òàêèõ, ÷òî ïðÿìàÿ AM ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ l ëåâåå, ÷åì ïðÿìàÿ BM .
7. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Âíóòðè íåãî âçÿëè òî÷êó M è ñîåäèíèëè åå ñî ñòîðîíàìè. Ïîëó÷èëîñü

òðè òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ÃÌÒ M , äëÿ êîòîðûõ ñóììà ïëîùàäåé äâóõ èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ
áóäåò ðàâíà ïëîùàäè òðåòüåãî.



8. Íà ïëîñêîñòè äàíû ÷åòûðå òî÷êè. Íàéäèòå ìíîæåñòâî öåíòðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îáðàçóåìûõ
÷åòûðüìÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç äàííûå òî÷êè.

9. Âíóòðè êâàäðàòà ðàñïîëîæåíû íåñêîëüêî ðàâíûõ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ. Ìîæíî
ëè ðàçðåçàòü ýòîò êâàäðàò íà âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû â êàæäîì èç íèõ íàõîäèëñÿ
ðîâíî îäèí êðóã?

10. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ABC ïî ñòîðîíàì AB, BC è ∠BAC.
×åòâåðòûé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Ïóñòü òðåóãîëüíèêè ABC è A′B′C ′ òàêîâû,

÷òî AB = A′B′, BC = B′C ′ è ∠BAC = ∠B′A′C ′. Òîãäà ëèáî ∠BCA = ∠B′C ′A′ (è òðåóãîëüíèêè
ABC è A′B′C ′ ðàâíû), ëèáî ∠BCA + ∠B′C ′A′ = 180◦.

11. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (AB = AC). Íàéäèòå ÃÌÒ M , èç êîòîðûõ îòðåçêè
AB è AC âèäíû ïîä ðàâíûìè óãëàìè.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
12. Íà áèññåêòðèñå BD òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà P òàêàÿ, ÷òî 2∠PCB = 3∠PCA. Ïðÿìàÿ

PC ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå E. Îêàçàëîñü, ÷òî PC = CD = DE. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà
ABC.

15 èþëÿ
Çàöèêëèâàíèå�2

Âñïîìíîì çàäà÷ó èç ïðîøëîãî ëèñòî÷êà: Îäèí ïðåïîäàâàòåëü îñòàâèë íà äâåðÿõ âñåõ êîìíàò
çàïèñêè ñëåäóþùåãî ñîäåðæàíèÿ: �ß â êîìíàòå íîìåð . . . � è èñ÷åç â íåèçâåñòíîì íàïðàâëåíèè.
(Ðàçíûå çàïèñêè ìîãóò ñîîáùàòü ðàçíóþ èíôîðìàöèþ). Íåêîòîðûé øêîëüíèê íà÷àë ïîèñêè ïðå-
ïîäàâàòåëÿ, ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèìè óêàçàíèÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà îí íà÷íåò
äâèãàòüñÿ ïî öèêëó.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûøåïðèâåäåííîé çàäà÷å âñå çàïèñêè óêàçûâàþò íà ðàçíûå êîìíàòû,
òî øêîëüíèê ðàíî èëè ïîçäíî âåðíåòñÿ â òó êîìíàòó, ñ êîòîðîé íà÷àë.

2. Êóáèê Ðóáèêà âûâåäåí èç ïåðâîíà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íåêîòîðîé êîìáèíàöèåé ïîâîðîòîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà ìîæíî âåðíóòü åãî â ïåðâîíà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, âûïîëíèâ ýòó êîìáèíàöèþ
åùå íåñêîëüêî ðàç.

Ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ. Åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå ñîñòîÿíèé,
è êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó ïðåäûäóùèõ,
òî ñèñòåìà ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà çàöèêëèòñÿ.

Ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ áåç ïðåäïåðèîäà. Åñëè âäîáàâîê êàæäîå ïðåäûäóùåå ñîñòîÿíèå îä-
íîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó ïîñëåäóþùèõ, òî ñèñòåìà çàöèêëèâàåòñÿ
áåç ïðåäïåðèîäà.

3. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 200796 . . . êàæäàÿ öèôðà, íà÷èíàÿ ñ ïÿòîé, ðàâíà ïîñëåäíåé öèôðå
ñóììû ÷åòûðåõ ïðåäøåñòâóþùèõ öèôð. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñíîâà âñòðåòèòñÿ
÷åòâåðêà 2007.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà 2007.
Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

5. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 7 îêàí÷èâàåòñÿ íà 000000000000000001. Íà ÷òî òóò
ìîæíî çàìåíèòü ÷èñëî 7?

6. Äîêàæèòå, ÷òî â ðÿäó Ôèáîíà÷÷è íàéäåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2007.



Çàäà÷à äëÿ áåçäåëüíèêîâ
7. Ìîæíî ëè ïðèäóìàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ ãðàíåé êóáèêà Ðóáèêà, ïîâòîðÿÿ êîòî-

ðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü âñå âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ êóáèêîâ?

16 èþëÿ
Òåîðåìà Ôåðìà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a �ôèêñèðîâàííûé îñòàòîê ïî ìîäóëþ m. Áóäåì
èçîáðàæàòü âñå îñòàòêè ïî ìîäóëþ m âåðøèíàìè ãðàôà, è èç êàæäîé âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé
îñòàòêó x, ïðîâîäèòü îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îñòàòêó xa. Ïîëó÷åííûé
ãðàô íàçûâàåòñÿ ãðàôîì óìíîæåíèÿ íà a ïî ìîäóëþ m.

1. Íàéäèòå îñòàòîê, îáðàòíûé ê îñòàòêó 12 ïî ìîäóëþ 101.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî èìååò îáðàòíûé.
3. Äîêàæèòå, ÷òî à) ãðàô óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîé îñòàòîê ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ ðàñïàäàåòñÿ

íà öèêëû; á) âñå òàêèå öèêëû, êðîìå îäíîãî, èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó.
4 (Òåîðåìà Ôåðìà, àêò âòîðîé). Ïóñòü p � ïðîñòîå, a � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ap − a ... p.
5 (Òåîðåìà Ôåðìà, àêò òðåòèé). Ïóñòü öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p. Äîêà-

æèòå, ÷òî òîãäà à) ÷èñëà a, 2a, 3a, . . . , (p − 1)a äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïî ìîäóëþ p; á)
÷èñëà (p− 1)! è ap−1(p− 1)! ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p; â) ap−1 ≡ 1 (mod p).

6 (Òåîðåìà Âèëüñîíà). Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p > 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà (p− 1)! + 1 ... p.

7. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 8900 íà 29.
8. Äîêàæèòå, ÷òî 3003000 − 1 äåëèòñÿ íà 1001.
9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 5 � ïðîñòîå, òî ÷èñëî 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸

p−1

äåëèòñÿ íà p.

10. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî pq + qp ≡ p + q (mod pq).
11. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íå äåëèòñÿ íà 17. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî n8 +1, ëèáî n8−1 äåëèòñÿ íà 17.
12. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 30239 + 23930 � ñîñòàâíîå.
13 (×èñëî Êàðìàéêëà). Äîêàæèòå, ÷òî a561 − a äåëèòñÿ íà 561 äëÿ ëþáîãî öåëîãî a.
14. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 + 5 = y3 íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

16 èþëÿ
Òåîðåìà Áîéÿè�Ãåðâèíà

Îïðåäåëåíèå. Äâà ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííûìè, åñëè îäèí èç íèõ
ìîæíî ïåðåêðîèòü â äðóãîé (òî åñòü ðàçðåçàòü íà ÷àñòè, ïåðåëîæèâ êîòîðûå, ìîæíî ïîëó÷èòü
äðóãîé).

Ëåììà. Âñÿêèé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðåóãîëüíèêè.
Òåîðåìà 1 (Áîéÿè�Ãåðâèíà). Âñÿêèå äâà ðàâíîâåëèêèõ ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîñîñòàâëåíû.

1. Åñëè ìíîãîóãîëüíèêè P è Q ðàâíîñîñòàâëåíû è ìíîãîóãîëüíèêè Q è R ðàâíîñîñòàâëåíû, òî
ìíîãîóãîëüíèêè P è R òîæå ðàâíîñîñòàâëåíû

2. Âñÿêèé òðåóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïàðàëëåëîãðàìì.



3. Âñÿêèé ïàðàëëåëîãðàìì ñ îñíîâàíèåì a ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì a.

4. Ïóñòü a > 0. Âñÿêèé ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äëèíà
îäíîé èç ñòîðîí áîëüøå a.

5. Ïóñòü a > 0. Âñÿêèé ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äëèíà îäíîé èç ñòîðîí áîëüøå a, ìîæíî
ïåðåêðîèòü â ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî äëèíû îäíîé èç ñòîðîí ðàâíà a.

6. Âñÿêèé ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.

7. Âñÿêèé òðåóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.

8. Âñÿêèé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.

9. Ëþáûå äâà ðàâíîâåëèêèõ ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîñîñòàâëåíû.

Îïðåäåëåíèå. Ôèãóðû íàçûâàþòñÿ ðàâíîäîïîëíÿåìûìè, åñëè èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, îòðåçàÿ
îò ðàâíûõ ôèãóð îäíó èëè íåñêîëüêî ðàâíûõ ÷àñòåé.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîäîïîëíÿåìûå ôèãóðû ðàâíîâåëèêè.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàëëåëîãðàìì ðàâíîäîïîëíÿåì íåêîòîðîìó ïðÿìîóãîëüíèêó.
3. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåëèêèå ìíîãîóãîëüíèêè ðàâíîäîïîëíÿåìû.
4. Ïðèäóìàéòå êàêîé-íèáóäü ñïîñîá ïåðåêðîèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 1 â êâàäðàò.
5. Ïåðåêðîèòå ïðÿìîóãîëüíèê 3× 4 â êâàäðàò, ðàçðåçàâ åãî âñåãî íà 3 ÷àñòè.
6. Ïåðåêðîèòå ïðÿìîóãîëüíèê 3× 1 â êâàäðàò, ðàçðåçàâ åãî íå áîëåå, ÷åì íà 6 ÷àñòåé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
7. Ïåðåêðîèòå êâàäðàò â ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê, ðàçðåçàâ åãî íå áîëåå, ÷åì íà à) 8 ÷àñòåé;

á)* 5 ÷àñòåé.
8. Ïåðåêðîèòå êâàäðàò â 3 ðàâíûõ êâàäðàòà, ðàçðåçàâ åãî íå áîëåå, ÷åì íà à) 10 ÷àñòåé; á) 7

÷àñòåé.
9. Ïåðåêðîèòå êâàäðàò â ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, ðàçðåçàâ åãî íå áîëåå, ÷åì íà à) 10 ÷àñòåé;

á)* 5 ÷àñòåé.
10. Ïóñòü a2 + b2 = c2. Ïåðåêðîèòå êâàäðàò ñî ñòîðîíîé c â äâà êâàäðàòà ñî ñòîðîíàìè a è b,

ðàçðåçàâ åãî íå áîëåå, ÷åì íà 5 ÷àñòåé (÷èñëî ÷àñòåé íå äîëæíî çàâèñåòü îò a è b).

17 èþëÿÏàðêåòû
Çàäà÷à. Äàííûì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì ïðîèçâîëüíîé ôîðìû íàñòëàòü ïàðêåò, ò.å. çàïîëíèòü âñþ

ïëîñêîñòü áåç ïðîïóñêîâ è ïåðåêðûòèé.
Íåêîòîðûå ôàêòû. Äîêàæèòå, ÷òî à) ïðè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè îòðåçîê ïåðåõîäèò â ðàâíûé

åìó îòðåçîê, ïðÿìàÿ � â ïàðàëëåëüíóþ åé ïðÿìóþ; á) òî æå ñàìîå ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå.
Óïð1. Èç áóìàãè èçãîòîâèëè äâà îäèíàêîâûõ âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Îäèí ðàçðåçàëè

ïî îäíîé äèàãîíàëè, âòîðîé � ïî äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî èç ÷åòûðåõ ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ
ìîæíî ñîñòàâèòü ïàðàëëåëîãðàìì.

Óïð2. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîâåäåíû ñðåäíèå ëèíèè, ò.å. îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷åòûðåõ ÷àñòåé ìîæíî ñîñòà-
âèòü ïàðàëëåëîãðàìì.

Óïð3. Ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, äåëÿùèå äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, ïðè÷åì âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ýòè ïðÿìûå íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè çàêëþ÷åíà òðåòüÿ ÷àñòü ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà.



Çàäà÷è
1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå îäíà èç ñðåäíèõ ëèíèé äåëèò åãî ïëîùàäü

ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � òðàïåöèÿ.
2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà äëèí ñðåäíèõ ëèíèé ðàâíà åãî

ïîëóïåðèìåòðó, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � ïàðàëëåëîãðàìì.
3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ñðåäíèõ ëèíèé äî âåðøèí ðàâíà ñóììå äëèí åãî äèàãîíàëåé, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � ïàðàëëå-
ëîãðàìì.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûõ øåñòèóãîëüíèêîâ ìîæíî çàñòåëèòü
ïàðêåòîì ïëîñêîñòü òàê, ÷òî ëþáûå äâà øåñòèóãîëüíèêà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì. Ïîëó÷èòå èç ýòîãî ïàðêåòà ïàðêåò äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.

5. Äàí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê è äâå òî÷êè âíóòðè íåãî. Ìîæíî ëè ïóñòèòü áèëüÿðäíûé
øàð èç îäíîé òî÷êè òàê, ÷òîáû îí ïîïàë â äðóãóþ, ðîâíî n ðàç óäàðèâøèñü îá ñòåíêè? (óãîë
ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ).

17 èþëÿ
Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé ïðîôè-7�ñáîðíàÿ-8

1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî ÷èñëî a + 1

b
+

b + 1

a
ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî

(a, b) ≤ √
a + b.

2. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî ∠ABK = ∠ACK. Ïóñòü E è F �
îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè K íà ñòîðîíû AB è AC, M � ñåðåäèíà ñòîðîíû
BC. Äîêàæèòå, ÷òî ME = MF .

3. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ñóùåñòâóåò âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê, êîòîðûé ìîæíî ðàçðåçàòü
íà n ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ)?

4. Ïðî âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b è c èçâåñòíî, ÷òî ñóììà äðîáåé a2 + b2 − c2

2ab
, a2 + c2 − b2

2ac
è

b2 + c2 − a2

2bc
ðàâíà åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî èç òðåõ äàííûõ äðîáåé äâå ðàâíû 1, à îäíà ðàâíà −1.

5. Íà êîëüöåâîé äîðîãå ðîâíî 1001 ñâåòîôîð. Êàæäóþ ìèíóòó îíè ìåíÿþò ñâîè ñèãíàëû ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â ïðåäûäóùèé ìîìåíò ó ñâåòîôîðîâ, ñîñåäíèõ ñ äàííûì, ãîðÿò ñèãíàëû
ðàçíûõ öâåòîâ, òî íà íåì çàãîðàåòñÿ ñèãíàë òðåòüåãî öâåòà, à åñëè ýòè ñèãíàëû áûëè îäíîãî öâåòà,
òî íà íåì çàãîðàåòñÿ ñèãíàë òîãî æå öâåòà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ó âñåõ ñâåòîôîðîâ ãîðåëè
òîëüêî êðàñíûå èëè çåëåíûå ñèãíàëû. Ìîæåò ëè ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ñèãíàëû
áóäóò æåëòûìè?

6. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 2007×2007 äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Õîä ñîñòîèò â çàêðàøèâàíèè
8 åùå íå çàêðàøåííûõ êëåòîê, îáðàçóþùèõ ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò
ñäåëàòü õîäà. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? (Ñâÿçíûì íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî êëåòîê,
÷òî èç ëþáîé åãî êëåòêè ìîæíî ïåðåéòè ïî êëåòêàì ýòîãî ìíîæåñòâà â ëþáóþ äðóãóþ, ïåðåõîäÿ
êàæäûé ðàç â ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå.)

7. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëà îò 1 äî n ìîæíî ðàçáèòü íà äâå íåïóñòûå ãðóïïû òàê, ÷òî
ñóììà ÷èñåë â îäíîé ãðóïïå ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â äðóãîé?

8. Åñëè íà äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî A, ê íåìó ìîæíî ïðèáàâèòü ëþáîé åãî äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò
1 è ñàìîãî A. Äîêàçàòü, ÷òî èç A = 4 ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ñîñòàâíîå ÷èñëî.



17 èþëÿ
Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé

1. Ïðóä ðàçáèò íà 2n ÷àñòåé (n ≥ 5) êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Äâå ÷àñòè áóäåì íàçûâàòü
ñîñåäíèìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó èëè äóãó. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ÷àñòè åñòü ðîâíî
òðè ñîñåäíèõ. Â ïðóäó ñèäèò 4n + 1 ëÿãóøåê. Åñëè òðè èëè áîëüøå ëÿãóøåê ñèäÿò â îäíîé ÷àñòè
ïðóäà, òî òðè èç íèõ ïåðåïðûãèâàþò â òðè ñîñåäíèå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ
ëÿãóøêè áóäóò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî ïðóäó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ÷àñòè ëèáî åñòü
ñèäÿùèå â íåé ëÿãóøêè, ëèáî åñòü ëÿãóøêè âî âñåõ ñîñåäíèõ ñ íåé ÷àñòÿõ.

2.Íà ïëàíåòå 10000 ãîðîäîâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ñòîëèöû ãîñóäàðñòâ. Íåêîòîðûå ãîðîäà ñâÿçàíû
äîðîãàìè òàê, ÷òî ëþáàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò ðîâíî äâà ãîðîäà, è îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî
ìîæíî äîáðàòüñÿ ïî äîðîãàì. Ïðè ýòîì, ÷òîáû ïîïàñòü èç îäíîé ñòîëèöû â äðóãóþ, íóæíî ïðîåõàòü
íå ìåíåå 200 äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëàíåòå ìåíüøå 100 ñòîëèö.

3. Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò d. Ïîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû
ìîæíî ïîêðàñèòü â d2 + d + 1 öâåò òàê, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, îêàæóòñÿ
ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

4. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî ÷èñëî a + 1

b
+

b + 1

a
ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Äîêàæèòå, ÷òî

(a, b) ≤ √
a + b.

5. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî ∠ABK = ∠ACK. E è F � îñíîâàíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè K íà ñòîðîíû AB è AC, M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC.
Äîêàæèòå, ÷òî ME = MF .

6. Ïðî âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b è c èçâåñòíî, ÷òî ñóììà äðîáåé a2 + b2 − c2

2ab
, a2 + c2 − b2

2ac
è

b2 + c2 − a2

2bc
ðàâíà åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî èç òðåõ äàííûõ äðîáåé äâå ðàâíû 1, à îäíà ðàâíà −1.

7. Íà êîëüöåâîé äîðîãå ðîâíî 2007 ñâåòîôîðîâ. Êàæäóþ ìèíóòó îíè ìåíÿþò ñâîè ñèãíàëû ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè â ïðåäûäóùèé ìîìåíò ó ñâåòîôîðîâ, ñîñåäíèõ ñ äàííûì, ãîðÿò ñèãíàëû
ðàçíûõ öâåòîâ, òî íà íåì çàãîðàåòñÿ ñèãíàë òðåòüåãî öâåòà, à åñëè ýòè ñèãíàëû áûëè îäíîãî öâåòà,
òî íà íåì çàãîðàåòñÿ ñèãíàë òîãî æå öâåòà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ó âñåõ ñâåòîôîðîâ ãîðåëè
òîëüêî êðàñíûå èëè çåëåíûå ñèãíàëû. Ìîæåò ëè ïîëó÷èòüñÿ, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ñèãíàëû
áóäóò æåëòûìè?

8. Òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîñòîðîííèé. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M òàêèõ, ÷òî
MA = MB + MC.

9. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå m, ïðè êîòîðûõ p4 = 23m + 22m + 1, åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî.
10. Â ðÿä ñòîÿò 14 ãíîìîâ, ó êàæäîãî íå ìåíåå 5 îðåõîâ. Êàæäóþ ìèíóòó îäèí èç ãíîìîâ ìîæåò

ïåðåäàòü îðåõ ãíîìó, ñòîÿùåìó ñïðàâà, åñëè ó òîãî áîëüøå îðåõîâ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå îðåõè
ñîáðàëèñü ó îäíîãî ãíîìà. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îðåõîâ ìîãëî áûòü ó ãíîìîâ?

11. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 2007×2007 äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Õîä ñîñòîèò â çàêðàøèâàíèè
8 åùå íå çàêðàøåííûõ êëåòîê, îáðàçóþùèõ ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò
ñäåëàòü õîäà. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? (Ñâÿçíûì íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî êëåòîê,
÷òî èç ëþáîé åãî êëåòêè ìîæíî ïåðåéòè ïî êëåòêàì ýòîãî ìíîæåñòâà â ëþáóþ äðóãóþ, ïåðåõîäÿ
êàæäûé ðàç â ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå.)

19 èþëÿ
Äâóäîëüíûå ãðàôû



Çàä0. Íà ñïàðòàêèàäå ïðîâîäèëèñü ñîðåâíîâàíèÿ ïî ïÿòè âèäàì ñïîðòà. Êàæäûé èç 30 ñåìè-
êëàññíèêîâ ïðèíÿë ó÷àñòèå â ñîðåâíîâàíèÿõ ëèáî ïî îäíîìó, ëèáî ïî òðåì âèäàì ñïîðòà, à â êàæäîì
èç âèäîâ ÷èñëî ïðèíèìàâøèõ ó÷àñòèå áûëî 15 èëè 25. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîãî áûòü íå ìîãëî.

Îïð. Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òî
íå áóäåò ðåáåð ñ êîíöàìè îäèíàêîâîãî öâåòà.

Óïð1. à) Â äâóäîëüíîì ãðàôå ñóììû ñòåïåíåé âåðøèí êàæäîãî öâåòà ðàâíû ìåæäó (çà ìåëêèì
èñêëþ÷åíèåì!).

á) Åñëè â äâóäîëüíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí îäèíàêîâû, òî âåðøèí êàæäîãî öâåòà ïîðîâíó
(çà ìåëêèì èñêëþ÷åíèåì!).

Çàä1. Îêðóæíîñòü íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû (íåâûïóêëîãî) 2007-óãîëüíèêà è íå êàñàåòñÿ åãî
ñòîðîí. Ìîæåò ëè îíà ïåðåñå÷ü âñå ñòîðîíû ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

Çàä2. Íà øàõìàòíîé äîñêå ñòîèò íåñêîëüêî êîíåé. Êàæäûé êîíü íà áåëîì ïîëå áüåò 3 êîíÿ, à
êàæäûé êîíü íà ÷åðíîì ïîëå áüåò 4 êîíÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îáùåå ÷èñëî êîíåé êðàòíî ñåìè.

Óïð2. Â äâóäîëüíîì ãðàôå íåò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.
Óïð3. Êîãäà äåðåâî ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì ãðàôîì?
Òåîðåìà (êðèòåðèé äâóäîëüíîñòè ãðàôà). Ãðàô � äâóäîëüíûé ⇐⇒ â íåì íåò öèêëîâ

íå÷åòíîé äëèíû.
Óïð4. à) Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð ìîæåò áûòü â äâóäîëüíîì ãðàôå ñ n áåëûìè è m

÷åðíûìè âåðøèíàìè? á) Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð ìîæåò áûòü â äâóäîëüíîì ãðàôå: ñ 2n

âåðøèíàìè; ñ 2n + 1 âåðøèíîé?

Çàäà÷è
1. Â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå íåêîòîðûå êëåòêè îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé

îòìå÷åííîé êëåòêè ÷èñëî çâåçäî÷åê â åå ñòîëáöå ðàâíî ÷èñëó çâåçäî÷åê â åå ñòðîêå. Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëî ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ åñòü õîòÿ áû îäíà çâåçäî÷êà, ðàâíî ÷èñëó ñòðîê, â êîòîðûõ åñòü õîòÿ
áû îäíà çâåçäî÷êà.

2. Ó êóáà îòìå÷åíû âåðøèíû è öåíòðû ãðàíåé, à òàêæå ïðîâåäåíû äèàãîíàëè âñåõ ãðàíåé.
Ìîæíî ëè ïî îòðåçêàì ýòèõ äèàãîíàëåé îáîéòè âñå îòìå÷åííûå òî÷êè, ïîáûâàâ â êàæäîé èç íèõ
ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó?

3. Êàæäàÿ ïàðà äåïóòàòîâ ïàðëàìåíòà ëèáî äðóæèò, ëèáî âðàæäóåò. Ïðè ýòîì íåóêîñíèòåëü-
íî ñîáëþäàþòñÿ ïðàâèëà: `Äðóã ìîåãî äðóãà � ìîé äðóã', `Âðàã ìîåãî âðàãà � ìîé äðóã', `Äðóã
ìîåãî âðàãà � ìîé âðàã'. Èçâåñòíî, ÷òî â ïàðëàìåíòå 50 äåïóòàòîâ, è êàæäûé ïîñëàë ïðèâåòñòâåí-
íûå îòêðûòêè âñåì ñâîèì äðóçüÿì è ãíåâíûå ïîñëàíèÿ � ñâîèì âðàãàì. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî
îòêðûòîê è êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîñëàíèé ìîãëî áûòü îòïðàâëåíî?

4. Â ñâÿçíîì äâóäîëüíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû k > 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óäàëåíèè
ëþáîãî ðåáðà ãðàô ïî-ïðåæíåìó îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì. Ðàíåå ìû âèäåëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ãðàôà ýòî ìîæåò áûòü íåâåðíûì.

5. Íåñêîëüêî ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè íå ïåðåêðûâàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî ðàñêðàñèòü èõ â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû òðåóãîëüíèêè ñ îáùèì îòðåçêîì ãðàíèöû áûëè ðàçíîãî
öâåòà.
+ 6. Â ñòðîêó âûïèñàíî 11 öåëûõ ÷èñåë. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ïîäñ÷èòàíà
åå ñóììà (ãðóïïû èç îäíîãî ÷èñëà òîæå ó÷èòûâàëèñü). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ñóìì ìîãëî
îêàçàòüñÿ íå÷åòíûìè?

19 èþëÿ



Ñ÷àñòëèâûå áèëåòû
Îïðåäåëåíèå. Áèëåò ñ øåñòèçíà÷íûì íîìåðîì îò 000000 äî 999999 íàçûâàåòñÿ ñ÷àñòëèâûì,

åñëè ñóììà åãî ïåðâûõ òðåõ öèôð ðàâíà ñóììå ïîñëåäíèõ òðåõ öèôð.
Óïð1. Íå ñ÷èòàÿ ÊÑÁ äîêàæèòå, ÷òî:
à) ÊÑÁ íå áîëåå 100000;
á) ÊÑÁ ÷åòíî;
â) ñóììà íîìåðîâ âñåõ ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ äåëèòñÿ íà íåñ÷àñòëèâîå ÷èñëî 13, à òàêæå íà ñ÷àñò-

ëèâîå ÷èñëî 7.
Îáîçíà÷åíèå. ak � êîëè÷åñòâî òðåõçíà÷íûõ íîìåðîâ ñ ñóììîé öèôð k.
Óïð2. Äîêàæèòå, ÷òî à) ÊÑÁ ñ ñóììîé öèôð 2k ðàâíî a2

k;
á) ÊÑÁ ðàâíî a2

0 + a2
1 + · · ·+ a2

27;
â) ak = a27−k;
ã) ÊÑÁ ðàâíî 2(a2

0 + a2
1 + · · ·+ a2

13).
Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì âñå òðîéêè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâ-

íåíèþ x + y + z = k. Íàçîâåì íàðóøåíèåì ñèòóàöèþ, êîãäà x, y èëè z áîëüøå 9. Íàçîâåì òðîéêó
õîðîøåé, åñëè â íåé íåò íàðóøåíèé è ïëîõîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Óïð3. à) Íàéäèòå a0, . . . , a9.
á) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïëîõèõ òðîåê äëÿ k = 10 è k = 11.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 10 ≤ k ≤ 19 êîëè÷åñòâî ïëîõèõ òðîåê ðàâíî 3ak−10.
ã) Íàéäèòå a10, . . . , a13.
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ÊÑÁ è âûÿñíèòå, êàêîâà `ïðèìåðíî' âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ñ÷àñòëèâûé

áèëåò.

Óïð4. Äîêàæèòå, ÷òî ÊÑÁ ðàâíî êîëè÷åñòâó øåñòèçíà÷íûõ íîìåðîâ ñ ñóììîé öèôð 27.
Îïðåäåëåíèå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì òåðìèí íàðóøåíèå äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x1 + x2 +

x3 + x4 + x5 + x6 = 27.
Óïð5. Äîêàæèòå, ÷òî à) ÊÑÁ< C5

32;
á) êîëè÷åñòâî ïëîõèõ øåñòåðîê ñ íàðóøåíèåì íà ôèêñèðîâàííîì ìåñòå ðàâíî C5

22;
â) ÊÑÁ> C5

32 − 6C5
22;

ã) êîëè÷åñòâî ïëîõèõ øåñòåðîê ñ äâóìÿ íàðóøåíèÿìè â äàííûõ ìåñòàõ ðàâíî C5
12.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå ÊÑÁ è âûÿñíèòå, êàêîâà `ïðèìåðíî' âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ñ÷àñòëèâûé
áèëåò.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
1. Áèëåò íàçûâàåòñÿ ñóïåðñ÷àñòëèâûì, åñëè îí ñ÷àñòëèâûé è ñóììà öèôð íà ÷åòíûõ ìåñòàõ

ðàâíà ñóììå öèôð íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ñóïåðñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ?
2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî âîñüìèçíà÷íûõ ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ.

20 èþëÿ
Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ



Îáñóæäåíèå. ×òî òàêîå ïëàíàðíûé ãðàô? ×òî òàêîå ãðàíü? Ýìïèðè÷åñêèé âûâîä ôîðìóëû
Ýéëåðà.

Ôîðìóëà Ýéëåðà. Íà ïëîñêîñòè èçîáðàæåí ñâÿçíûé ãðàô (ñ ïåòëÿìè è êðàòíûìè ðåáðàìè!)
ñ B âåðøèíàìè è P ðåáðàìè, ðàçáèâàþùèé ïëîñêîñòü íà Γ îáëàñòåé(ãðàíåé). Òîãäà B−P + Γ = 2.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî ãðàíåé Γ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðèñîâàíèÿ ãðàôà íà ïëîñêîñòè.
Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, íî, âîçìîæíî, íåñâÿçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå ðåáðà ìîæíî ñ÷èòàòü ïî âåðøèíàì (è òîãäà óäâîåííîå
÷èñëî ðåáåð ðàâíî ñóììå ñòåïåíåé âåðøèí). À â ïëàíàðíîì ãðàôå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
âîçìîæíîñòü ðåáðà ñ÷èòàòü ïî ãðàíÿì (è òîãäà óäâîåííîå ÷èñëî ðåáåð ðàâíî ñóììå ñòîðîí ãðàíåé,
çà íåêîòîðûìè èñêëþ÷åíèÿìè).

Çàä1. Â êâàäðàòå îòìåòèëè 10 òî÷åê (èëè n òî÷åê), à çàòåì ñîåäèíèëè èõ è âåðøèíû êâàäðàòà
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè òàê, ÷òî êâàäðàò ðàçáèëñÿ íà òðåóãîëüíèêè. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü
òðåóãîëüíèêîâ?

Óïð1. 2P ≥ 3Γ (ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ!).
Óïð2. P ≤ 3B − 6, â òîì ÷èñëå è äëÿ íåñâÿçíîãî ãðàôà (Íåôîðìàëüíûé ñìûñë: â ïëàíàðíîì

ãðàôå ìàëî ðåáåð).
Çàä2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô K5 íå ïëàíàðåí. Ïîëó÷àåòñÿ ëè òàê äîêàçàòü íåïëàíàðíîñòü K3,3?

Óïð3. Åñëè â ãðàôå íåò òðåóãîëüíûõ ãðàíåé, òî íåðàâåíñòâî èç óïð2 ìîæíî óñèëèòü. Ñäåëàéòå
ýòî. (Íåôîðìàëüíûé ñìûñë: â òàêîì ïëàíàðíîì ãðàôå ñîâñåì ìàëî ðåáåð).

Çàä3. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô K3,3 (òðè äîìèêà è òðè êîëîäöà) íå ïëàíàðåí.

Çàäà÷è
1. Êàæäîå ðåáðî ïîëíîãî ãðàôà íà 11 âåðøèíàõ ðàñêðàñèëè â ñèíèé èëè êðàñíûé öâåò. Ìîãóò

ëè è ñèíèé, è êðàñíûé ãðàôû îêàçàòüñÿ ïëàíàðíûìè?
2. Ïÿòèóãîëüíèê ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òî âñå ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà

îñòàëèñü íåðàçðåçàííûìè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ìíîãîóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå ïÿòè, òî â îäíîì
èç íèõ íàéäåòñÿ óãîë, êîòîðûé áîëüøå èëè ðàâåí 72◦.

3. Â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå âñå ãðàíè � ïÿòèóãîëüíèêè èëè øåñòèóãîëüíèêè. Â êàæäîé âåð-
øèíå ñõîäÿòñÿ 3 ðåáðà. Ñêîëüêî âñåãî ïÿòèóãîëüíûõ ãðàíåé?

4. Ó êàæäîãî ìíîãîãðàííèêà íàéäóòñÿ òðè ãðàíè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòîðîí. Äîêàæèòå ýòî
è ñðàâíèòå ñ óïð2. èç ëèñòî÷êà Ãðàôû.

5. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíî n òî÷åê. Äâîå ïî î÷åðåäè ñîåäèíÿþò èõ ëèíèÿìè òàê, ÷òîáû ëèíèè
íå ïåðåñåêàëèñü. Êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, òîò ïðîèãðàë. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

20 èþëÿ
Òåîðåìà Ôàëåñà

1. Òî÷êè A, C1 è C2 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî S(ABC1)

S(ABC2)
=

AC1

AC2

.

2. Â òðåóãîëüíèêàõ A1B1C1 è A2B2C2 óãëû A1 è A2 ðàâíû èëè äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî 180◦.
Äîêàæèòå, ÷òî S(A1B1C2)

S(A2B2C2)
=

A1B1 · A1C1

A2B2 · A2C2

.



3. Äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âûñåêàþò íà ñòîðîíàõ óãëà ñ âåðøèíîé O îòðåçêè A1A2 è B1B2.
Äîêàæèòå, ÷òî à) òðåóãîëüíèêè OA1B2 è OA2B1 ðàâíîâåëèêè; á) OA1

OB1

=
OA2

OB2

.

Òåîðåìà Ôàëåñà. Òðè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþò ñòîðîíû óãëà â òî÷êàõ A1, B1, C1 è
A2, B2, C2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî A1B1

B1C1

=
A2B2

B2C2

.

4. Äâå ïðÿìûå âûñåêàþò íà ñòîðîíàõ óãëà ñ âåðøèíîé O îòðåçêè A1A2 è B1B2. Ïðè ýòîì
OA1

OA2

=
OB1

OB2

= k. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû; á) íàéäèòå îòíîøåíèå S(OA1B1)

S(OA2B2)
.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè ìåäèàíó AM , à çàòåì � áèññåêòðèñû MK è ML ïîëó÷åííûõ
òðåóãîëüíèêîâ AMB è AMC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè KL è BC ïàðàëëåëüíû.

6. Äàíû îòðåçêè äëèí a, b è c. Öèðêóëåì è ëèíåéêîé ïîñòðîéòå îòðåçîê äëèíû ab

c
(ïîñòðîåíèå

÷åòâåðòîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî îòðåçêà).
7. Òî÷êà A ëåæèò íà îäíîé èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, à òî÷êà B � íà äðóãîé. Íàéäèòå

ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ñåðåäèí îòðåçêîâ AB.
8. Âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1 òàê, ÷òî òî÷-

êà A1 ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AB1, òî÷êà B1 ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà BC1, òî÷êà C1 ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà CD1, è òî÷êà D1 ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà DA1. Íàéäèòå îòíîøåíèå
ïëîùàäåé S(A1B1C1D1)

S(ABCD)
.

9. Äàíû óãîë ABC è òî÷êà M âíóòðè íåãî. Ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ ñòîðîí óãëà è
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M .

10. à) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî ÷åòâåðòûõ âåðøèí êâàäðàòîâ, ó êîòîðûõ òðè âåðøèíû
ëåæàò íà ñòîðîíàõ äàííîãî óãëà.

á) Âïèøèòå êâàäðàò â äàííûé òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû äâå âåðøèíû êâàäðàòà ïîïàëè íà äàííóþ
ñòîðîíó.

11. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC ñèäèò æóê Êèðþøà. Îí íà÷èíàåò ïîëçòè ïàðàëëåëüíî
ñòîðîíå BC äî ñòîðîíû AC, çàòåì ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå AB äî ñòîðîíû BC, çàòåì ïàðàëëåëüíî
ñòîðîíå AC äî ñòîðîíû AB, è òàê äàëåå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî øàãîâ Êèðþøà âåðíåòñÿ
â èñõîäíóþ òî÷êó, è íàéäèòå, ñêîëüêî øàãîâ åìó íà ýòî ïîòðåáóåòñÿ (îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò
èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ æóêà íà AB).

12. Íà îòðåçêå AB âçÿòà òî÷êà C. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó C, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè
ñ äèàìåòðàìè AC è BC â òî÷êàõ K è L, à òàêæå îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB � â òî÷êàõ M è N .
Äîêàæèòå, ÷òî KM = LN .

21 èþëÿ
Ðàñêðàñêè êàðò

Îáñóæäåíèå. ×òî òàêîå êàðòà íà ïëîñêîñòè (ñôåðå) è êàê åé ñîïîñòàâèòü ãðàô. Ïðàâèëüíûå
ðàñêðàñêè êàðò è ãðàôîâ.

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïëàíàðíîì ãðàôå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè ≤ 5.
á) Äîêàæèòå, ÷òî íà ëþáîé êàðòå íàéäåòñÿ ñòðàíà, ó êîòîðîé íå áîëåå ïÿòè ñîñåäåé.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ êàðòó ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â øåñòü öâåòîâ.
3. Äîêàæèòå, ÷òî íåëüçÿ íàðèñîâàòü êàðòó èç ïÿòè ñòðàí òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ñòðàíà ãðàíè÷èëà

ñ êàæäîé.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ êàðòó ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â ïÿòü öâåòîâ.



Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ
5. Êàðòà òàêîâà, ÷òî èç ëþáûõ äâóõ ãðàíè÷íûõ ñòðàí õîòÿ áû îäíà ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòó êàðòó ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 4 öâåòà.
6. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáóþ êàðòó èç êâàäðàòîâ ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â òðè öâåòà?
7. (Êðèòåðèé ðàñêðàñêè â äâà öâåòà) Íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé èçîáðàæåí ñâÿçíûé

ãðàô, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ÷åòíû. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ãðàíè ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü
â äâà öâåòà. Íàîáîðîò, åñëè ãðàíè ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà, òî â
êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ ÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð, áûòü ìîæåò çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèí âíåøíåé ãðàíè.

Çàäà÷à äëÿ áåçäåëüíèêîâ
8. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàðòû íå íà ñôåðå, à íà òîðå. Èçâåñòíî, ÷òî íà òîðå ëþáóþ êàðòó

ìîæíî ðàñêðàñèòü â ñåìü öâåòîâ, è ÷èñëî ñåìü óìåíüøèòü íåëüçÿ. Òî åñòü íà òîðå `ïðîáëåìà ñåìè
êðàñîê' ðåøåíà.

à) Ãäå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñôåðû î ðàñêðàñêå â 5 (èëè 6) öâåòîâ íå ïðîõîäèò äëÿ òîðà?
á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð êàðòû íà òîðå, êîòðóþ íåëüçÿ ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â øåñòü öâåòîâ.

21 èþëÿÇàäà÷è íà äâèæåíèå
1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå |x − 1| − |x − 3| = a èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî

ðåøåíèé?
2. Ãðàôèêè ëèíåéíûõ ôóíêöèé y = k1x+b1, y = k2x+b2, y = k3x+b3, y = k4x+b4 îãðàíè÷èâàþò

íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïàðàëëåëîãðàìì, âíóòðè êîòîðîãî ëåæèò íà÷àëî êîîðäèíàò. Èçâåñòíî,
÷òî íè îäèí èç ãðàôèêîâ íå ïàðàëëåëåí îñè àáñöèññ. Äîêàæèòå, ÷òî k1k2k3k4 > 0 è b1b2b3b4 > 0.

3. Ýëåêòðè÷êè èç ãîðîäà À â ãîðîä Á îòïðàâëÿþòñÿ â íà÷àëå êàæäîãî ÷àñà (â 6.00, 7.00 è ò.ä.,
äî 23.00), èç Á â À � â ñåðåäèíå êàæäîãî ÷àñà (â 6.30, 7.30 è ò.ä., äî 23.30). Ïóòü èç À â Á, êàê è
èç Á â À, êàæäàÿ ýëåêòðè÷êà ïðîõîäèò çà 3 ÷àñà. Ñêîëüêî ýëåêòðè÷åê, èäóùèõ èç Á â À, âñòðåòèò
ïî ïóòè â Á ýëåêòðè÷êà, âûøåäøàÿ èç À â 12.00?

4. Èäÿ íàâñòðå÷ó òðàìâàÿì, ïåøåõîä âñòðå÷àë èõ êàæäûå 5 ìèíóò, èäÿ â îäíó ñ íèìè ñòîðîíó �
êàæäûå 7. Êàê ÷àñòî îí áóäåò èõ âñòðå÷àòü, ñòîÿ íà ìåñòå? (Òðàìâàè äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ è ñ îäèíàêîâûìè èíòåðâàëàìè. Ñêîðîñòü ïåøåõîäà òàêæå ïîñòîÿííà.)

5. Äâà ïåøåõîäà âûøëè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó îäíîâðåìåííî èç ïóíêòîâ A è B. Êàæäûé èç íèõ
èäåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, è äîéäÿ äî êîíöà äîðîãè, ïîâîðà÷èâàåò îáðàòíî. Ïåðâûé ðàç îíè
âñòðåòèëèñü ÷åðåç ÷àñ ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ. Êîãäà îíè âñòðåòÿòñÿ âî âòîðîé ðàç?

6. Ñïóñêàÿñü â ìåòðî, Ïåòÿ è Âàñÿ áåæàëè ïî äâèæóùåìóñÿ ýñêàëàòîðó. Âàñÿ, ïîêà áåæàë,
íàñ÷èòàë 60 ñòóïåíåê. Ïåòÿ áåæàë âäâîå áûñòðåå Âàñè è íàñ÷èòàë 90 ñòóïåíåê. Ñêîëüêî ñòóïåíåê
íàñ÷èòàë áû êàæäûé èç íèõ, ñáåãàÿ ïî íåïîäâèæíîìó ýñêàëàòîðó?

7. Ïî óçêîìó êàíàëó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïëûâåò áàðæà. Êàïèòàí õîäèò ïî íåé (òîæå ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ) îò íîñà ê êîðìå è îáðàòíî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîåêöèÿ êàïèòàíà íà áåðåã
êàíàëà ïîáûâàåò â êàæäîé òî÷êå áåðåãà ðîâíî òðè ðàçà. Íàéäèòå îòíîøåíèå ñêîðîñòåé áàðæè è
êàïèòàíà.

8. Â ïÿòèäåñÿòèìåòðîâîì áàññåéíå òðåíèðóþòñÿ äâà ïëîâöà. Îíè ñòàðòóþò îäíîâðåìåííî ñ îä-
íîãî áîðòèêà è ïëûâóò ïî ñîñåäíèì äîðîæêàì ñ ïîñòîÿííûìè, íî ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè. Äîïëûâ
äî áîðòèêà, ïëîâåö íåìåäëåííî ïîâîðà÷èâàåò è ïëûâåò íàçàä, à ïðîïëûâ êèëîìåòð � çàêàí÷èâàåò
òðåíèðîâêó è óõîäèò â ðàçäåâàëêó. Èçâåñòíî, ÷òî çà âðåìÿ òðåíèðîâêè ïëîâöû âñòðå÷àëèñü 13 ðàç
(åñëè îäèí ïëîâåö äîãíàë äðóãîãî � ýòî òîæå âñòðå÷à; ìîìåíò ñòàðòà âñòðå÷åé íå ñ÷èòàåòñÿ). Âî
ñêîëüêî ðàç ½áûñòðûé“ ïëîâåö ïëûâåò áûñòðåå ½ìåäëåííîãî“? Íàéäèòå âñå âîçìîæíîñòè.



22 èþëÿ
Ïèôàãîðîâû òðîéêè è ðàöèîíàëüíûå

ïàðàìåòðèçàöèè
Íà çàíÿòèè îáñóæäàëèñü ïàðàìåòðèçàöèè êðèâûõ è ðåøàëèñü çàäà÷è, èõ èñïîëüçóþùèå. Â ÷àñò-

íîñòè, áûëè îïèñàíû âñå ïèôàãîðîâû òðîéêè.

24 èþëÿ
Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà

Äîâûâîä
1. Âàñÿ êóïèë â êèîñêå ëàïøè ½Äîøèðàê“ è ½Ðîëëòîí“, âñåãî äåñÿòü ïà÷åê. Åñëè áû âñå äåñÿòü

ïà÷åê áûëè ½Ðîëëòîíàìè“, òî îí çàïëàòèë áû íà äåâÿòü ðóáëåé ìåíüøå, à åñëè áû âñå ïà÷êè áûëè
½Äîøèðàêàìè“, òî íà äâàäöàòü îäèí ðóáëü áîëüøå. Íà ñêîëüêî ðóáëåé ïà÷êà ½Äîøèðàêà“ äîðîæå,
÷åì ïà÷êà ½Ðîëëòîíà“?

2. Íà ïîëêå ñòîÿò 100 êíèã ïî áåëîé è ÷eðíîé ìàãèè, ïðè÷eì íèêàêèå äâå êíèãè ïî áåëîé ìàãèè
íå ñòîÿò ÷åðåç 13 êíèã (ò.å. ìåæäó íèìè íå ñòîèò ðîâíî 13 êíèã). Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî
êíèã ïî áåëîé ìàãèè ìîãëî ñòîÿòü íà ïîëêå?

3. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè M è N ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî
BM = MN = NC. Îêàçàëîñü, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ BMN è MNC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæà-
ùåé íà ñòîðîíå BC. Äîêàæèòå, ÷òî ∠A = 60◦.

4. Åñòü òàáëèöà 8 × 8 è êàðòî÷êè ñ ÷èñëàìè îò 1 äî 64. Äâîå èãðîêîâ ïî î÷åðåäè êëàäóò ïî
îäíîé êàðòî÷êå íà ñâîáîäíûå êëåòêè òàáëèöû. Êîãäà âñå êàðòî÷êè ðàçëîæåíû, èãðîêè îòìå÷àþò â
êàæäîì ñòîëáöå íàèìåíüøåå ÷èñëî è íàõîäÿò ñóììó âñåõ îòìå÷åííûõ ÷èñåë. Åñëè ýòà ñóììà ÷åò-
íà � âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê, à åñëè íå÷åòíà � âòîðîé. Äîêàæèòå, ÷òî âòîðîé ñìîæåò âûèãðàòü
íåçàâèñèìî îò èãðû ñîïåðíèêà.

5. Â ðÿä ñòîÿò 2007 ãèðü, ïðè ýòîì ìàññû ëþáûõ ñîñåäíèõ ãèðü îòëè÷àþòñÿ íà 1 ãðàìì. Äîêà-
æèòå, ÷òî ìîæíî óáðàòü îäíó èç ãèðü è ðàçëîæèòü îñòàâøèåñÿ ãèðè íà äâå ÷àøè âåñîâ òàê, ÷òî
âåñû áóäóò â ðàâíîâåñèè.

Âûâîä
6. Òî÷êà E � ñåðåäèíà ñòîðîíû AD êâàäðàòà ABCD, DF � âûñîòà òðåóãîëüíèêà DEC. Äîêà-

æèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà BF ðàâíà ñòîðîíå êâàäðàòà.
7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî m2 +n2 +m äåëèòñÿ íà mn. Äîêàæèòå, ÷òî m ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
8. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå íåêîòîðûå ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Äëèíà êàæäîé äîðîãè ìåíü-

øå 500 êèëîìåòðîâ. Èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé ãîðîä, ïðîäåëàâ ïóòü ìåíüøå
500 êì (ïî îäíîé èëè íåñêîëüêèì äîðîãàì). Îäíó èç äîðîã çàêðûëè íà ðåìîíò, íî ïî-ïðåæíåìó èç
ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïðîåõàâ ìåíüøå
1500 êì.



Ïðîãðàììà çà÷åòà
Òåîðèÿ ÷èñåë. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ. Àëãîðèòì Åâêèäà. Íàõîæäåíèå

ÍÎÄ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà. Òåîðåìà î ëèíåéíîì ðàçëîæåíèè ÍÎÄ. Îáùàÿ ôîðìóëà
äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. Åå ýêâèâàëåíò-
íîñòü óòâåðæäåíèþ î äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàçàòåëüñòâî ÎÒÀ (ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà Åâêëèäà). Ñâÿçü ìåæäó ÍÎÄ è ÍÎÊ. Òåîðåìà Ôåðìà, âòîðîå (ãðàô óìíîæåíèé) è òðå-
òüå (ïåðåñòàíîâêà îñòàòêîâ) äîêàçàòåëüñòâà. Òåîðåìà Âèëüñîíà. Îïèñàíèå ïèôàãîðîâûõ òðîåê ñ
ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè îêðóæíîñòè.

Êîìáèíàòîðèêà. Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû è èõ ñâîéñòâà. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Êîìáè-
íàòîðíûå äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâ ñ áèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ôîðìóëà øàðîâ è ïåðåãî-
ðîäîê íà ïðÿìîé è íà îêðóæíîñòè (ïî äâå øòóêè). Áèíîì Íüþòîíà. Ïåðâîå (áèíîìèàëüíîå) äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåðìà. Âû÷èñëåíèå ñóìì áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ ïîìîùüþ áèíîìà
Íüþòîíà. Ñ÷àñòëèâûå áèëåòû, ïîäñ÷åò èõ êîëè÷åñòâà äâóìÿ ñïîñîáàìè. ×åòâåðòîå (êîìáèíàòîðíîå)
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåðìà

Ãðàôû. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà, ìîñò. Òåîðåìà î ñâÿçíîñòè ëèáî ãðàôà, ëèáî äâîéñòâåí-
íîãî ãðàôà. Äåðåâüÿ. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïÿòè îïðåäåëåíèé äåðåâà. Ñóùåñòâîâàíèå îñòîâíîãî äåðåâà
â ñâÿçíîì ãðàôå. Äâóäîëüíûå ãðàôû, êðèòåðèé äâóäîëüíîñòè. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð â
äâóäîëüíîì ãðàôå ñ k âåðøèíàìè. Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ, åå ñëåäñòâèÿ. Íåïëà-
íàðíîñòü ãðàôîâ K5 è K3,3. Ðàñêðàñêà êàðò íà ïëîñêîñòè â ïÿòü öâåòîâ.

Ãåîìåòðèÿ. Îñíîâíûå ÃÌÒ (áèññåêòðèñà, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð) è îïåðàöèè íàä íè-
ìè (îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàçíîñòü). Ñóùåñòâîâàíèå âïèñàííîé, îïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà, èõ åäèíñòâåííîñòü. Ïëîùàäü. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, òðàïåöèè, ïà-
ðàëëåëîãðàììà. Îòíîøåíèå îòðåçêîâ, íà êîòîðûå áèññåêòðèñà äåëèò ñòîðîíû. Äîêàçàòåëüñòâî òî-
ãî, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ñ ïîìîùüþ ÃÌÒ. ×åòâåðòûé ïðèçíàê
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Îïèñàíèå ÃÌÒ, èç êîòîðûõ áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà âèäíû ïîä ðàâíûìè óãëàìè. Òåîðåìà î âïèñàííîì óãëå è åå ñëåäñòâèÿ. Óøè ×åáóðàøêè.
Ëåììà î òðåçóáöå, êðèòåðèé âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Ëåììà î òðèàíãóëÿöèè ìíîãîóãîëü-
íèêà. Ðàâíîñîñòàâëåííîñòü è ðàâíîäîïîëíÿåìîñòü. Òåîðåìà Áîéÿè-Ãåðâèíà. Ðàâíîäîïîëíÿåìîñòü
ðàâíîâåëèêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Òåîðåìà Ôàëåñà, ïîñòðîåíèå ÷åòâåðòîãî ïðîïîðöèîíàëüíîãî îò-
ðåçêà. Çàìîùåíèå ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì. Ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷.
Ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè.




