Двадцать четвертая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2007 г.


Принцип Дирихле.
7 класс • 9 июля

1. Можно ли найти такие (разные) степени числа 7, у которых а) последняя цифра одинаковая? в) две последние цифры одинаковые; в) три последние цифры одинаковые?

2. Докажите, что среди любых 14 целых чисел найдутся два, разность которых делится на 13. 

3. Верно ли, что из пяти произвольных целых чисел всегда можно выбрать два таких, разность квадратов которых делится на 7? 

4. Докажите, что среди степеней семёрки найдутся две, разность которых делится на 13.

5. Доказать, что существует число вида 141414…14000…0, которое делится на 13.

6. а) Докажите, что из любых семи целых чисел можно выбрать три, сумма которых делится на 3.  б) То же для любых пяти целых чисел.

7.  В строку выписано 7 натуральных чисел. Докажите, что либо одно из них делится на 7, либо сумма нескольких рядом стоящих чисел делится на 7.

8. На клумбе размером 4
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4 метра растут 15 кустов роз. Докажите, что можно найти на клумбе круг радиуса 0,5 м, на котором не растет ни одного куста роз.

9. Внутри равностороннего треугольника со стороной 1 расположено 5 точек. Докажите, что какие-то две из них расположены на расстоянии не более 0,5. 

10. Прямая окрашена в два цвета. Докажите, что существует отрезок, оба конца и середина которого окрашены в один цвет.

11. В прямоугольник со сторонами 20 и 25 бросают 120 квадратов со стороной 1. Докажите, что в прямоугольник можно поместить круг диаметром 1, не пересекающийся ни с одним из квадратов.

12. * Внутри квадрата со стороной 1 расположено несколько окружностей, сумма длин которых равна 10. Доказать, что найдется прямая, пересекающая, по крайней мере, четыре из этих окружностей.

Для самостоятельного решения.

13. Из чисел 1, 2, 3, …, 98, 99, 100 выбрано 51 число. Докажите, что среди выбранных чисел всегда найдутся два числа, из которых одно делится на другое.

14. (Сдать письменно) Доказать, что существует число, делящееся на 2007 и записываемое с помощью нулей и семёрок.

15. Докажите, что из 65 целых чисел всегда можно  найти ровно 9 таких, сумма которых делится на 9.

16. В квадрате со стороной 3 см произвольным образом расположены 10 точек. Можно ли квадратиком со стороной 1 см покрыть хотя бы две точки?

17. Вершины замкнутой несамопересекающейся ломаной совпадают с вершинами куба. Доказать, что у этой ломаной существуют 4 звена одинаковой длины.
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