Двадцать четвёртая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2008 г.  7 класс. Профи.
Учебные материалы

группы профи-7
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Вступительная олимпиада.

7 класс 

1. После того, как туристы прошли 2 км, а затем половину оставшегося пути, им осталось пройти треть всего пути и 3 км. Чему равен весь путь?

2. Имеется 27 одинаковых кубиков размером 1×1×1. Можно ли покрасить их грани в 4 цвета так, что бы из них можно было бы сложить кубы 3×3×3 всех цветов?

3. В квадрате ABCD взята точка O – точка пересечения окружности с центром в A и радиусом AB и серединного перпендикуляра к BC. Найдите угол AOC.

4. В квадрате 4×4 в каждой клетке стоит либо «+», либо «–». За одну операцию можно заменить все знаки одной строки или одного столбца на противоположные. Докажите, что с помощью операций можно гарантированно оставить не более 6 минусов.

5. Имеется 9 горшочков с медом от 1 до 9 кг, причем на каждом написан вес меда. После этого в один из них добавили кило дегтя. За какое наименьшее количество взвешиваний можно определить испорченный горшок, если имеются чашечные весы без гирь позволяющие за одно взвешивание сравнить два горшка?

6. У двух хулиганов есть учебник, в котором 300 страниц, занумерованных по порядку от 1 до 300 (всего 150 листов). Они играют, по очереди вырывая из учебника по одному листу и беря их себе. Цель того, кто вырывает лист первым, – получить число 100 в виде суммы нечетных номеров всех или части взятых себе страниц. Цель второго игрока – получить число 100 в виде суммы четных номеров всех или части взятых себе страниц. Побеждает тот, кто первым достигнет своей цели. Кто из хулиганов может выиграть, как бы не играл противник?

Графы-1.
1. В деревне Вишкиль 9 домов. Известно, что у Петра соседи Иван и Антон, Максим сосед Ивану и Сергею, Виктор – Диме и Никите, а также по соседству живут Евгений с Никитой, Иван с Сергеем, Евгений с Димой, Сергей с Антоном и больше соседей в означенной деревне нет (соседними считаются дворы, у которых есть общий участок забора). Может ли Петр огородами пробраться к Никите за яблоками?

2. В трех вершинах правильного пятиугольника расположили по фишке. Разрешается двигать их по диагонали на свободное место. Можно ли такими действиями добиться, чтобы одна из фишек вернулась на первоначальное место, а две другие поменялись местами?

3. Из доски 4(4 вырезаны все угловые клетки. Может ли шахматный конь обойти всю доску и вернуться на исходную клетку, побывав в каждой клетке ровно один раз?

4. Петр, пробираясь огородами до Никиты, сделал себе москитную сетку, в которой ровно 100 узелков, и любые два узелка соединены ниточкой. Сколько ниточек потратил Петр на это бесполезное занятие? 

5. В городе проводилось совещание врачей. От каждой поликлиники на совещание было приглашено по пять врачей. Оказалось, что каждый из приглашенных работал в двух поликлиниках, поэтому на совещании представлял обе поликлиники. Кроме того, для любых двух поликлиник города среди участников совещания найдется врач, который в них работает. Сколько в городе поликлиник и сколько врачей принимало участие в совещании?

6. В деревне Вишкиль 9 домов. Из каждого дома тянется четыре шланга к четырем другим домам и каждый из этих шлангов имеет длину 178 метров 25 сантиметров. Найти общую длину шлангов в деревне Вишкиль.

7. Петр, пробираясь огородами до Никиты, решил прибрать несколько шлангов. В процессе расследования участковый записал в протоколе, что теперь из каждого дома выходит по 3 шланга длиной 150 метров. Чему равен «убыток», если метр шланга стоит 12 рублей?

8. В доме отдыха Вишкиль 57 корпусов. Электрик Вася решил соединить телефонными проводами каждый корпус ровно с пятью другими. Сможет ли он это сделать?

9. Докажите, что число людей, когда-либо живших на земле и сделавших нечетное число рукопожатий – четно!

Для самостоятельного решения

10. В верхних углах доски 3(3 стоят черные кони, а в нижних – белые. Как разместить коней одного цвета в противоположных клетках доски и сколько ходов для этого необходимо?

11. Можно ли на окружности расположить числа 0, 1, 2, …, 9 так, чтобы любые два соседних числа отличались на 3, 4 или 5?

12. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходит 3 дороги, быть ровно 100 дорог?

13. Можно ли нарисовать на плоскости 9 отрезков так, чтобы каждый пересекался ровно с тремя другими?

14. В графе каждая вершина покрашена в синий или зеленый цвет. При этом каждая синяя вершина связана с пятью синими и десятью зелеными, а каждая зеленая с девятью синими и шестью зелеными. Каких вершин больше – синих или зеленых?

15. На листе бумаги отмечена 2001 точка. Двое играют в следующую игру: каждый своим ходом соединяет две отмеченные точки линией. Запрещается соединять пару точек повторно. Проигрывает тот, после хода которого из любой точки можно пройти в любую другую, двигаясь от вершины к вершине по проведенным линиям. Кто выигрывает при правильной игре?

16. Докажите, что среди девяти человек найдутся либо трое попарно знакомых, либо четверо попарно незнакомых.
17. На плоскости отметили 5 точек. Можно ли соединить их непересекающимися линиями так, чтобы любые две точки были соединены ровно одной линией?

Графы – 2: определения, лемма о рукопожатиях, связность.

Определение 1. Скажем, что задан граф, если задано множество его вершин и про любую пару вершин сказано, связаны они ребром или нет (будем рассматривать только пары из двух различных вершин). Граф конечный, если число вершин в нем конечно. 

Упр1. Сколько всего ребер в графе ладьи?

Упр2. Каково наибольшее возможное число ребер в графе с n вершинами?

Определение 2. Степень вершины – это число выходящих из нее ребер.

Упр3. Какова наибольшая степень вершины в графах а) коня; б) ферзя?

Упр4. Сколько всего ребер в графе короля?

Лемма 1. Сумма степеней всех вершин равна удвоенному числу ребер.

Лемма 2 (о рукопожатиях). В конечном графе число вершин нечетной степени – четно.

Упр5. Верна ли лемма о рукопожатиях для бесконечного графа?

Определение 3. Граф называется связным, если между любыми двумя его вершинами есть путь по ребрам (как по дорогам).

Упр6. При каких n граф коня на доске n(n не связный?

Упр7. В стране 15 городов, каждый из которых соединен авиалиниями не менее, чем с 7 другими. Докажите, что из любого города можно самолетом добраться до любого другого (возможно, с пересадками).

Определение 4. Подграф, состоящий из всех вершин, связанных с данной маршрутом, и всех ребер, входящих в такие маршруты, называется компонентой связности. 

Упр8. На сколько компонент связности распадается граф слона?

Упр9. В стране из столицы выходит 99 дорог, из деревни Нью-Васюки – одна, а из всех остальных городов по 100 дорог. Докажите, что из столицы по дорогам можно попасть в Нью-Васюки.

Упр10. В связном графе степень каждой вершины четна. Одно ребро удалили (оставив, однако, вершины на его концах). Докажите, что  граф остался связным.

Зад1. У каждого депутата есть ровно один друг и ровно один враг. Докажите, что депутатов можно разделить на две нейтральные палаты (в каждой палате нет ни друзей, ни врагов).

Зад2. Каждая из девочек до завтрака не более двух раз поболтала по телефону. Докажите, что их можно разбить на три группы так, чтобы в каждой группе не было болтавших между собой девочек.

Зад3. В стране любые два города соединены либо железной дорогой, либо авиалинией. Докажите, что:

а) одним из этих видов транспорта можно добраться (напрямую или с пересадками)  из любого города в любой другой;

б) для каждого города можно выбрать свой вид транспорта так, чтобы при помощи него можно было бы добраться из этого города до любого другого, совершив не более одной пересадки;

в) одним из этих двух видов транспорта можно добраться из любого города в любой другой, совершив не более двух пересадок.

Для самостоятельного решения

Зад4. Верно ли, что если степени всех вершин связного графа равны 3, то после удаления любой вершины граф остается связным? 

Зад5. 15 команд играют турнир в один круг. Докажите, что в некотором матче встретятся команды, сыгравшие перед этим в сумме нечетное число матчей.

Зад6. Можно ли подобрать компанию, где у каждого было бы пять друзей, а у любых двух – ровно два общих друга?

Зад7. В войске герцога Икторна 1000 гоблинов. Любые два либо дружат, либо враждуют, либо незнакомы. К тому же у каждого гоблина любые два друга враждуют, а любые два врага дружат. Гоблины разговаривают только с друзьями. Докажите, что для того, чтобы все войско узнало о предстоящем наступлении, герцог должен сообщить о нем не менее, чем 200 гоблинам.

Графы – 3: Ребра и компоненты, циклы, деревья

Дирихле степеней

Зад1. Докажите, что по итогам однокругового турнира всегда найдутся две команды, сыгравшие одинаковое число игр вничью.

Зад2. Во дворе живут 4 песика: Бобик, Робик, Тобик и Толстолобик. Каждому из них случалось драться с кем-нибудь из остальных, причем у Бобика, Робика и Тобика число тех, с кем они дрались – разное. Со сколькими собаками двора дрался Толстолобик?

Зад3. Докажите, что у каждого многогранника найдутся две грани с одинаковым числом сторон.

Зад4. Степень каждой вершины связного графа – не менее 100. Одно ребро выкинули. Может ли получиться несвязный граф?

Определение. Ребро, при выкидывании которого граф перестает быть связным, называется мостом. Циклом называется замкнутый путь по ребрам графа без повторяющихся ребер.

Упр5. Докажите, что мост не входит ни в какой цикл.

Зад6. В Огогондии 2000 городов. Президент издал указ связать их железными дорогами в единую сеть. Каждая ветка связывает два города, не пересекаясь с другими ветками. Докажите, что всего понадобится не менее 1999 веток.

Определение. Деревом называется связный граф без циклов.

Теорема 7 (свойства деревьев). 
а) В дереве порядка n ровно n–1 ребро. 
б) Если в связном графе n–1 ребро, то это – дерево. 
в) Каждое ребро дерева – мост.

Зад8. Из спичек сложили квадрат, разбитый линиями из спичек на 64 квадратных поля со стороной в одну спичку. Какое наименьшее число спичек надо убрать, чтобы с любого поля на любое другое можно было пройти, не перепрыгивая через спички?

Теорема 9 (о числе ребер связного графа). В графе порядка n с k компонентами связности – не менее n–k ребер.

Зад10. Можно ли раскрасить ребра куба в два цвета так, чтобы по ребрам каждого цвета можно было пройти из любой вершины в любую?

Зад11. В связном графе между любыми двумя вершинами есть маршрут из не более чем трех ребер, а степень каждой вершины не более, чем 4. Докажите, что в графе не более 53-х вершин.

Зад12. Сеть дорог в графстве Вишкиль устроена так, что из любого города можно добраться в любой другой ровно одним способом. 
а) Докажите, что есть город, из которого выходит ровно одна дорога; 
б) Докажите, что таких городов по крайней мере два.

Зад13. В соседнем графстве Котельниче тоже можно добраться из любого города в любой, но, возможно, более чем одним способом. Докажите, что начальник ГАИ графства может (в целях экономии) закрыть несколько дорог так, чтобы любые два города оказались соединены единственным маршрутом.

Упр14. Докажите, что если в графе порядка n есть не менее n ребер, то в нем есть цикл.

Для самостоятельного решения

Гр8. Петя заметил, что у всех его 25 одноклассников различное число друзей в этом классе. Сколько друзей у Пети? (Укажите все решения)

Гр9. В Зурбагане любой город соединен авиалиниями не более, чем с тремя другими, и из любого города в любой другой можно проехать, сделав не более одной пересадки. Какое наибольшее число городов может быть в Зурбагане?

Гр10. Каждая грань кубика разбита на 4 квадрата. Некоторые стороны этих квадратов раскрасили в красный цвет – всего 26 сторон. Докажите, что на поверхности кубика найдется замкнутая ломаная из красных отрезков.

Гр11. В графе с 2n вершинами n2+1 ребро. Докажите, что в нем есть три вершины, попарно соединенные ребрами.

Гр12. В компании из k человек (k>3) каждый узнал по новому анекдоту. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им анекдоты. Пусть n – наименьшее число разговоров, за которые все могут узнать все анекдоты. Докажите, что: а) k–1(n(2k–3 б) n(2k–4 в)* n(1,5k–2 г)** n(2k–5 д)*** n=2k–4 .
Графы – 4: Двудольные графы

Подсчет ребер двумя способами

Зад1. В классе каждый мальчик дружит с тремя девочками, а каждая девочка – с пятью мальчиками. 17 из них любят играть в матбой, и в классе 15 парт. Сколько всего ребят в классе? 

Зад2. В прошлом учебном году в городе прошли такие мат.олимпиады: городская, областная, и турнир городов. В каждой из них участвовало нечетное число учеников маткласса, причем участник участвовал в нечетном числе олимпиад. Всего в матклассе 20 учеников. Докажите, что кое-кто из них не был ни на одной олимпиаде.

Определения. Граф – двудольный, если его вершины можно раскрасить в два цвета так, что не будет ребер с концами одинакового цвета.

3. Докажите, что в двудольном графе суммы степеней вершин каждого цвета равны между собой.

4. Докажите, что если в двудольном графе степени всех вершин равны, то вершин каждого цвета поровну.

Максимальное число ребер

5. Каково наибольшее число ребер в двудольном графе с b белыми и r черными вершинами?

Зад6. Каково наибольшее число ребер в двудольном графе а) с 2n вершинами; б) с 2n+1 вершиной?

Зад7. В строке из 11 целых чисел для каждой группы подряд идущих чисел (включая группы из одного числа тоже) подсчитана ее сумма. Каково наибольшее количество нечетных сумм?

Обходы,чередование
8. Может ли конь обойти шахматную доску 7(7 так, чтобы побывать на каждом поле ровно по одному разу и вернуться последним ходом на исходное поле?

9. Докажите, что в двудольном графе нет нечетных циклов.

Зад10. Отмечены вершины и центры граней куба и проведены диагонали всех граней. Можно ли по отрезкам этих диагоналей обойти все отмеченные точки, побывав в каждой из них ровно по одному разу?

Лемма 11. Пусть Г – двудольный граф с черными и белыми вершинами. 
а) Если в Г есть замкнутый цикл, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то вершин каждого цвета – поровну. 
б) Если в Г есть путь, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то что число белых вершин отличается от числа черных вершин не более чем на 1.

Зад12. Замок в форме треугольника со стороной 50 метров разбит на 100 треугольных залов со сторонами 5 м. В каждой стенке между залами есть дверь. Какое наибольшее число залов сможет обойти турист, не заходя ни в какой зал дважды?

Правильная раскраска в два цвета. Нечетные циклы.

Зад13. Несколько равносторонних треугольников на плоскости не перекрываются. Всегда ли можно раскрасить их в два цвета так, чтобы треугольники с общим отрезком границы были разного цвета?

Лемма 14. Дерево – двудольный граф.

Теорема 15. (критерий двудольного графа) Граф – двудольный ( в графе нет нечетных циклов.

Зад16. Для каких графов можно в вершинах  расставить натуральные числа так, чтобы на каждом ребре одно число делилось на другое, а для всех остальных пар чисел такого не было?

Для самостоятельного решения

Гр13. а) В клетки доски 8(8 записали числа 1,2,...,64 в неизвестном порядке. Разрешается узнать сумму чисел в любой паре клеток с общей стороной. Всегда ли можно узнать расположение всех чисел? 
б) Тот же вопрос для доски 9(9.

Гр15. Гриша записал в клетки шахматной доски числа 1,2,...,64 в неизвестном порядке. Он сообщил Леше сумму чисел в каждом прямоугольнике из двух клеток и добавил, что 1 и 64 лежат на одной диагонали. Докажите, что по этой информации Леша может точно определить, где какое число записано.

Гр16. Вершины конечного графа как-то пронумеровали от 1 до n, затем на каждом ребре записали сумму номеров в его концах, а номера в вершинах стерли. Докажите, что 

а) Если граф не двудольный, то нумерация однозначно восстанавливается.

б) Если нумерация однозначно не восстанавливается, то этот граф двудольный с равным количеством вершин обоих цветов.

Гр17. а) Найдется ли правильный треугольник с вершинами в узлах квадратной сетки?
б) Вершины графа – это узлы клетчатой бумаги, ребра – отрезки фиксированной длины L. Докажите, что получившийся граф – двудольный. 

Задача о короле и ладье

Клетки шахматной доски n(n раскрашены в синий и желтый цвета. Докажите, что либо ладья может пройти по синим клеткам с нижнего края на верхний, либо король может пройти с левого края на правый по желтым клеткам (то есть из двух возможностей всегда есть ровно одна!)

Пусть ладья не может пройти как требуется. Добавим снизу синюю горизонталь, перекрасим недостижимые с нее синие клетки в белый цвет, и сделаем жирными все стороны отрезков, отделяющие синюю клетку от желтой.

Лемма1. Из каждого внутреннего узла выходит четное число жирных отрезков.

Лемма2. На верхней и нижней границах нет концов жирных отрезков.

Лемма3. На правой и левой границе есть концы жирных отрезков.

Лемма4. Змейка может по жирным отрезкам проползти с левого края на правый.

Теорема5. Король может пройти по желтым клеткам с левого края на правый.

Лемма6. Если есть такая раскраска, что могут пройти и ладья, и король, то найдется раскраска для доски вдвое больших размеров, на которой ладья может пройти снизу вверх по синим и слева направо по желтым клеткам.

Клетки, которые не требуются для проходов ладьи, сделаем белыми (не цветными!). Назовем такую раскраску неожиданной.

Лемма7. В неожиданной раскраске нет целиком желтой горизонтали.

Занумеруем горизонтали снизу вверх, и номер горизонтали назовем высотой клетки. Выберем для доски данного размера минимальную неожиданную раскраску – то есть раскраску с наименьшей возможной суммой высот цветных клеток (почему такая найдется?).

Лемма8. На минимальной раскраске у каждой цветной клетки не более двух соседей ее цвета.

Ситуацию, когда в квадратике 2(2 ровно три клетки – цветные одного цвета, а оставшаяся клетка – нижняя, назовем уголком, при этом оставшуюся клетку квадратика назовем дополнением, а клетку по диагонали от нее – вершиной уголка.

Лемма9. В неожиданной раскраске есть уголок.

Упр10. Дополнение уголка либо белая клетка, либо крайняя клетка маршрута противоположного цвета, либо вершина уголка противоположного цвета.

Лемма11. Если дополнение уголка – белая клетка, то раскраска не минимальна.

Лемма12. Если дополнение уголка – крайняя клетка маршрута противоположного цвета, то раскраска не минимальна.

Лемма13. Дополнение уголка с минимальной суммой высот не является вершиной другого уголка.

Лемма14. Неожиданных раскрасок не существует.

Теорема15. При любой раскраске в два цвета верно ровно одно из двух: либо ладья может пройти по синим клеткам снизу вверх, либо король может пройти по желтым клеткам справа налево.

Лемма16. Если существуют две непересекающиеся ломаные внутри квадрата, одна из которых соединяет верхнюю сторону с нижней, а вторая – правую с левой, то существует неожиданная раскраска некоторой шахматной доски.

Теорема17. Если внутри квадрата проведены две ломаные, одна из которых соединяет верхнюю сторону с нижней, а вторая – правую с левой, то эти ломаные пересекаются.

Для самостоятельного решения

КЛ1. а) Электрическая схема имеет вид решетки 3(3: всего в схеме 16 узлов (вершины квадратиков решетки), которые соединены проводами (стороны квадратиков решетки). Возможно часть проводов перегорела. За одно измерение можно выбрать любую пару узлов схемы и проверить, проходит ли между ними ток (то есть проверить, существует ли цепочка неперегоревших проводов, соединяющих эти узлы). В действительности схема такова, что ток проходит от любого узла к любому. За какое наименьшее число измерений всегда можно в этом удостовериться?

б) Тот же вопрос для схемы, которая имеет вид решетки 7(7 (всего 64 узла).

КЛ2. Клетки шахматной доски n(n раскрашены в синий и желтый цвета. Докажите, что ферзь может выбрать цвет так, что он мог гулять по всем клеткам этого цвета, не наступая на клетки другого цвета (перепрыгивать можно!).

КЛ3. Шах разбил свой квадратный одноэтажный дворец на 64 одинаковые квадратные комнаты, разделил комнаты на квартиры (проделав двери в некоторых перегородках между комнатами) и в каждой квартире поселил по жене. Жены могут ходить по всем комнатам своей квартиры, не заходя к другим. Известно однако, что в каждой комнате есть стенка, общая с какой-нибудь другой квартирой. Какое наименьшее число жен может быть у шаха?

Геометрические неравенства

ГМТ = геометрическое место точек.

1. Заданы точки A и B. Найдите 
а) ГМТ, равноудаленных от A и B;
б) ГМТ, лежащих ближе к A чем к B.
2. Внутри прямоугольника ABCD найдите все такие точки X, что AX+CX = BX+DX.

3. Внутри треугольника ABC найдите ГМТ, для которых A будет ближайшей из всех вершин.

Теорема 4. В треугольнике против бóльшего угла лежит бóльшая сторона.

5. Докажите, что в треугольнике против бóльшей стороны лежит бóльший угол.

Аксиома (Неравенство треугольника). AB+BC(AC, причем равенство достигается только если точка B лежит на отрезке AC. 

Лемма 5. Внутри треугольника ABC дана точка O. Докажите, что 
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Теорема 6. Если один выпуклый многоугольник лежит внутри другого, то периметр внутреннего – меньше.

7. Докажите, что в четырехугольнике сумма длин сторон 

а) меньше удвоенной суммы длин диагоналей;

б) больше суммы длин диагоналей.

8. Докажите, что медиана треугольника меньше полусуммы его сторон, выходящих из той же вершины.

9. Три дома соединены дорожками. Внутри треугольника, образованного дорожками, построена беседка. От беседки к каждому из домов ведет прямая тропинка. Требуется заасфальтировать либо все дорожки, либо все тропинки. Докажите, что 
а) на тропинки уйдет меньше асфальта, 
б) а если их покрывать асфальтом в два слоя, то больше.

10. Дан угол и точка внутри него. Она отражается симметрично относительно сторон угла, и получившиеся точки соединяются отрезком. Докажите, что часть этого отрезка, высекаемая углом, составляет меньше половины его длины.

Для самостоятельного решения

Г4. Существует ли выпуклый многоугольник, в котором сумма длин диагоналей равна периметру?

Г5. Ковбой Джо стреляет без промаха. Точка, в которую он должен попасть, находится под листом газеты 1м(1м. Джо стреляет круглыми пулями диаметром 1 см. После каждого выстрела, начиная со второго, ему сообщают, каким из выстрелов – последним или предпоследним он попал ближе к нужной точке (сравниваются расстояния от точки до центра простреленного круга). Как Джо прострелить эту точку не позднее чем 17-м выстрелом?

Г6. На биссектрисе угла отмечена точка. Провести через нее отрезок минимальной длины с концами на сторонах угла.

Г7. Найти внутри остроугольного треугольника точку, сумма расстояний от которой до вершин минимальна.

ГМТ-2.
Определение. Описанная окружность треугольника – окружность, проходящая через все его вершины.

Упр1. Серединные перпендикуляры к сторонам треугольника пересекаются в одной точке, и эта точка – центр описанной окружности треугольника.

Упр2. ГМТ, равноудаленных от данного угла и лежащих внутри него, есть биссектриса этого угла.

Определение. Вписанная окружность треугольника – окружность, касающаяся всех трех его сторон.

Упр3. Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, и эта точка – центр вписанной окружности треугольника.

Упр4. Дан треугольник ABC. Найдите ГМТ M, таких, что 
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Упр5. Высоты треугольника пересекаются в одной точке.

Зад1. На высоте AH остроугольного треугольника ABC, в котором AB>AC, взята точка M. Докажите, что BM+AC>CM+AB.

Зад2. Найдите ГМТ, равноудаленных от трех данных прямых.

Зад3. Найдите все точки внутри данной окружности, через которые можно провести хорду данной длины.

Зад4. Найдите геометрическое место четвертых вершин квадратов, таких, что оставшиеся три вершины лежат на двух данных перпендикулярных прямых.

Задачи для самостоятельного решения.

Зад5. На плоскости даны два треугольника ABC и XYZ. Перпендикуляры, проведенные из точек A, B, C к сторонам YZ, ZX, XY соответственно, пересекаются в одной точке. Докажите, что перпендикуляры, проведенные из точек X, Y, Z к сторонам BC, CA, AB соответственно, также пересекаются в одной точке.

Зад6. Турист прошел километр на север, потом километр на восток, потом километр на юг и в результате попал в ту же точку, откуда начинал движение. Найдите все точки на земном шаре, откуда мог стартовать турист.

Зад7. Внутри квадрата расположены несколько равных попарно непересекающихся кругов. Можно ли разрезать этот квадрат на выпуклые многоугольники так, чтобы в каждом многоугольнике находился целиком ровно один круг?
ГМТ-3.

Упр1. Дан треугольник ABC. Найдите ГМТ M, таких, что 
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Упр2. Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке.

Упр3. Пусть А, В и С – точки, не лежащие на одной прямой. Найдите ГМТ М таких, что:

а) прямая СМ пересекает отрезок АВ;

б) луч СМ пересекает отрезок АВ;

в) отрезок СМ пересекает отрезок АВ;

Упр4. Точка O лежит на отрезке AB. Найдите ГМТ M, таких, что 
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Зад1. Даны точки A и B. Найдите ГМТ M, таких, что а)
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- наименьший угол треугольника ABM; б) 
[image: image6.wmf]AMB

Ð

– средний по величине угол треугольника ABM.

Зад2. Дан квадрат ABCD. Найдите ГМТ M, таких, что 
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Зад3.  Дан треугольник ABC. Найдите ГМТ M внутри него, таких, что 
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Задачи для самостоятельного решения.

Зад4. На плоскости даны четыре точки. Найдите множество центров прямоугольников, образуемых четырьмя прямыми, проходящими соответственно через данные точки.

Зад5. Дан четырехугольник ABCD. Найдите ГМТ M, таких, что 
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Построения.
Схема решения задач на построение.

1. Анализ. Предположив, что объект уже построен, выявите его свойства.

2. Построение. При построении используются (если не оговорено другое) циркуль и линейка (идеальные), результаты анализа, стандартные приемы построения.

3. Доказательство. Докажите, что построенный объект удовлетворяет условиям задачи.
4. Исследование. Исследуйте, сколько решений у задачи при разных исходных данных.
Упр1. Дан луч. Проведите из его вершины еще один луч, чтобы получился угол, равный данному.

Упр2. Постройте центр данной окружности.

Упр3. Даны отрезки длины a, b, c. Постройте отрезок длины 
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Зад1. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, проведенной к третьей стороне.

Зад2. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.

Зад3. Постройте треугольник ABC по сторонам AB, BC и углу при вершине A.

Зад4. Дан угол и точка внутри него. Построить отрезок с концами на сторонах угла и серединой в этой точке.

Зад5. Разделите отрезок на а) 3; б) на n равных частей.

Зад6. Постройте треугольник по трем медианам.

Зад7. Постройте через данную точку прямую, параллельную данной, проведя не более четырех линий (т.е. четвертая проведенная линия и должна быть искомой параллельной).

Зад8. Даны две точки A и B. С помощью только циркуля постройте две точки, удаленные друг от друга на расстояние а) 2AB; б) 3AB.

Для самостоятельного решения.

Зад9. Даны две параллельные прямые и отрезок на одной из них. С помощью линейки разделите его пополам.

Зад10. Постройте четырехугольник по четырем углам и длинам двух противоположных сторон.

Зад11. Постройте треугольник по высоте, медиане и биссектрисе, проведенным из одной вершины.

Построения-2.
Иногда есть смысл сначала построить что-нибудь похожее…

Зад1. Впишите квадрат в данный треугольник так, чтобы две вершины квадрата попали на данную сторону.

Зад2. Даны угол ABC и точка M внутри него. Постройте окружность, касающуюся сторон угла и проходящую через точку M.

Алгебра помогает геометрии.

Зад3. С помощью циркуля и линейки разделите угол 19° на 19 равных частей.

Зад4. Даны отрезки длиной a, b, c. Постройте отрезок длиной

а) 
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Зад5. На плоскости даны два треугольника. Постройте равнобедренный треугольник с данным основанием, площадь которого равна сумме площадей двух данных треугольников.

Задачи для самостоятельного решения.

Зад6. Постройте треугольник по двум углам и периметру.

Зад7. На клочке бумаги нарисованы две прямые, образующие угол, вершина которого лежит вне этого клочка. С помощью циркуля и линейки проведите ту часть биссектрисы угла, которая лежит на клочке бумаги.

Зад8. Докажите, что угол величиной 
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Зад9. Даны отрезки длиной a, b, c. Постройте отрезок длиной 
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Зад10. Постройте треугольник по стороне, проведенной к ней высоте и сумме двух других сторон.

Дополнительные построения.

Зад1. В треугольнике АВС (А = 3(С. Точка D на стороне BC обладает тем свойством, что (ADC = 2 (С. Доказать, что АВ + AD = ВС.
Зад2. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС взяты точки D и Е соответственно так, что АD/DВ = ВЕ/ЕС = 2 и (АСВ = 2(DЕВ. Докажите, что треугольник АВС равнобедренный.

Зад3. На стороне АС треугольника АВС взяты точки R и Т так, что BR = АВ/2, 

ВТ =ВС/2, ВМ = RT, где ВМ – медиана. Найти ( RBT, если (АВС = 150°.

Зад4. Точки D и E делят сторону АС треугольника АВС на три равные части. Докажите, что BD + BE < AB + BC.

Зад5. На основании AC равнобедренного треугольника ABC выбрали точку D, а на его продолжении за вершину C – точку E, причем AD=CE. Докажите, что BD+BE>AB+BC.

Метод спрямления.

Зад6. Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней углу и а) сумме двух других сторон; б) разности двух других сторон.

Зад7. На продолжении наибольшей стороны AB треугольника ABC отложен отрезок BD, равный стороне BC. Докажите, что угол ACD тупой.

Зад8. В треугольнике ABC проведена биссектриса BL. Известно, что BL=AB. На продолжении BL за точку L выбрана точка K так, что 
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. Докажите, что BK=BC.

Зад9. На сторонах BC и CD квадрата ABCD взяты точки M и N соответственно так, что BM+DN=MN. Найдите 
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Задачи для самостоятельного решения.

С1. Внутри острого угла лежит точка A. Постройте треугольник ABC наименьшего периметра с вершинами B и C на разных сторонах угла.

С2. Внутри прямого угла с вершиной O взята точка C, а на его сторонах – точки A и B. Докажите, что 
[image: image18.wmf]BC
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С3. В треугольнике АВС (А = 700, (В = 800. Внутри треугольника взята точка М такая, что (АСМ = 100, (МВС = 200. Докажите, что СМ = АВ.

С4. Угол при вершине А равнобедренного треугольника АВС равен 1000. На продолжении боковой стороны АВ за точку В взята точка D такая, что AD = BC. Найдите угол ADC.

Делимость и остатки – 1

1. Дождь над Вишкилем начался в полночь и лил ровно 10000 минут. Может ли случиться, что сразу после этого выглянуло солнце? 

2. Найдите последнюю цифру числа 
[image: image19.wmf]77
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3. Найдите две последние цифры числа а) 19992008; б) 162000.

4. Докажите, что Александр Владимирович должен отпраздновать свое 28-летие в такой же день недели, в какой он родился.

5. Пушкин родился 6 июня 1799 года (по новому стилю). Какой это день недели (учтите, что 1800-й и 1900-й годы не были високосными)?

6. Докажите, что среди любых 18 подряд идущих трехзначных чисел найдется число, делящееся на свою сумму цифр.

7. В последовательности цифр каждая цифра, начиная с пятой, равна последней цифре суммы четырех предыдущих. Последовательность начинается с цифр 1234096… Может ли в ней встретиться комбинация цифр 1999?

Для самостоятельного решения

Д1. Найдите последнюю ненулевую цифру числа 2008!

Д2. Назовем автобусный билет с шестизначным номером счастливым, если сумма цифр его номера делится на 7. Могут ли два билета подряд быть счастливыми?

Д3. Докажите, что из любых n целых чисел можно выбрать одно или несколько с суммой, кратной n.
Д4. Шайка разбойников отобрала у купца мешок с монетами. Каждая монета стоит целое число грошей. Оказалось, что какую монету не отложи, оставшиеся монеты можно поделить между разбойниками так, что каждый получит одинаковую сумму. Докажите, что число монет без одной делится на число разбойников в шайке.
Делимость и остатки – 2
Лемма 1. Пусть a – целое, b – натуральное число. Тогда a можно единственным образом представить в виде a=kb+r, где k и r – целые, 0(r<b.

Определение 1. Число k в лемме 1 называется (неполным) частным, а число r – остатком при делении a на b с остатком. Если остаток равен 0, то a делится на b (без остатка) (записывается 
[image: image20.wmf]b

a

M

).

Упр2. x=100k–16, k – целое. Чему равны частное и остаток при делении x 
а) на 100; 
б) на 5?

Упр3. Делимое и делитель увеличили в три раза. Как изменятся неполное частное и остаток?

Упр4. Разность двух чисел делится на b ( числа дают одинаковые остатки при делении на b.

Определение. В этом случае будем говорить, что числа равны по модулю b и писать 
[image: image21.wmf])
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Зад5. Докажите, что остаток от деления простого числа на 30 – простое число или 1.

Теорема 6 (действия с остатками). Пусть число a1 дает при делении на b остаток r1, число a2 – остаток r2. Тогда

а) (сложение остатков) Число a1+a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1+r2.

б) (вычитание остатков) Число a1–a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1–r2.

в) (умножение остатков) Число a1a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1r2.

Зад7. Докажите, что натуральное число сравнимо 
а) со своей суммой цифр по модулю 9; 
б) со своей знакочередующейся суммой цифр по модулю 11.

Зад8. а) Докажите, что произведение 4 последовательных целых чисел делится на 24. 
б) p, q простые числа, p>q>3. Докажите, что p2–q2 делится на 24.

Зад9. Числа x и y натуральны. Докажите, что
а) 
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Теорема 10 (правило сокращения).

Пусть m и b – взаимно просты. Тогда 
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Зад11. Найдите все такие x, что 19x оканчивается на 99.

Зад 12. Пусть m не делится на простое число p. Докажите, что 

а). Числа m, 2m, 3m, …, (p–1)m дают различные остатки по модулю p.

б) Числа (p–1)! и mp–1(p–1)! дают одинаковые остатки при делении на p.

в) (Малая теорема Ферма)
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Для самостоятельного решения

Д5. В прямоугольном треугольнике все стороны целые. Докажите, что его площадь делится на 6.

Д6. Можно ли клетчатый квадрат 1999(1999 разрезать по границам клеток на 10000 прямоугольников с равными диагоналями?

Д7. Может ли сумма 13 точных квадратов быть точным квадратом?

Д8. (Теорема Вильсона) Докажите, что ((p–1)!+1)
[image: image27.wmf]M

p ( p – простое число.

Основная теорема арифметики. НОД и НОК.

Лемма 1. У составного числа a найдется такой простой делитель p, что p2(a.

Упр2. Как проверить, что числа 1997 и 1999 – простые?

Упр3. Найдите НОД(99!+100!, 101!).

Теорема 4. Простых чисел бесконечно много.

Основные факты, следующие из единственности разложения на простые множители:

1. Если ab делится на простое число p, то одно из чисел a и b делится на p.

2. Если a делится на b и a делится на c, причем НОД(b,c)=1, то a делится на bc.

3. Если ab делится на c и НОД(a,c) =1, то b делится на c.

Зад5. а) Найдутся ли 3 натуральных числа такие, что ни одно из них не делится на другое, а произведение любых двух из них делится на третье? 
б) Тот же вопрос про 10 чисел?

Зад6. Докажите, что НОД (a,b)·НОК(a,b)=ab.

Зад7. Каким может при натуральных n быть НОД чисел 
а) 2n–17 и n–8 ; б) 13n+8 и 8n+5?

Алгоритм Евклида

Упр8. а) От прямоугольника 2008(24 отрезают прямым разрезом по квадрату, пока не останется квадрат. Найдите размер этого последнего квадрата. 

б) Тот же вопрос для прямоугольника m(n, где m и n – целые. 

Лемма 9. Если a=bq+r, то НОД (a,b) = НОД (b,r).

Упр10. Найдите а) НОД(1998, 8991); б) НОД(7387, 82861).

Зад11. Найдите а) НОД
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; б) НОД(2100–1, 2120–1); в) НОД(2m–1, 2n–1).

Зад12. В банке 500 долларов. Разрешаются две операции: взять из банка 300 долларов или положить в него 198 долларов. Эти операции можно проводить много раз, при этом, однако, никаких денег, кроме тех, что первоначально лежат в банке, нет. Какую максимальную сумму можно извлечь из банка и как это сделать?

Для самостоятельного решения

Н1. Числа a, b, c – целые. Докажите, что уравнение ax+by=c имеет решение в целых числах ( 
[image: image29.wmf])
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Н2. Докажите, что 
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Н3. При каких n можно найти n натуральных чисел, чья сумма равна их НОК?

ОТА. Докажите основную теорему арифметики (ОТА):

ОТА -1. Если r – остаток от деления a на b, то НОД(a,b) = НОД(b,r).

ОТА -2. Если d = НОД(a,b), то найдутся такие целые m и n, что d=ma+nb.

ОТА -3. Если a не делится на простое число p, то найдутся целые m и n, что 1=ma+np.

ОТА -4. Если 
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ОТА -5. Разложение натурального числа в произведение простых сомножителей единственно с точностью до порядка сомножителей.

Китайская теорема об остатках

1. Натуральное число при делении на 25 дает в остатке 24, а при делении на 4 дает в остатке 3.
а) Найдите наименьшее такое число.
б) Найдите все такие числа меньшие 1000.
в) Найдите общую формулу для таких чисел.

2. Найдите остаток от деления натурального числа на 30, если известно, что остаток от деления его на 15 равен 7, а остаток от деления на 6 равен 4.

3. а) Сколько различных пар остатков может получиться при делении чисел на 25 и на 4?
б) Найдите все пары остатков, которые дают числа от 1 до 20 при делении на 4 и на 5.

4. Числа a и b взаимно просты. 
а) Оказалось, что при делении на a чисел m и n остатки совпали, совпали и остатки от деления чисел m и n на b. Докажите, что m–n кратно ab.
б) Докажите, что при делении чисел от 1 до ab на a и на b получаются все возможные пары остатков.

5. Теорема. Для взаимно простых чисел а и b и любой пары неотрицательных остатков m<a и n<b  среди чисел от 1 до ab найдется ровно одно число c такое, что при делении на a с даёт в остатке  m, а при делении на b даёт в остатке n.

6. а) Решите в целых числах уравнение 10x+8=11y+10
б) Найдите все числа, дающие при делении на 10 остаток 8, а при делении на 11 остаток 10.
в) Найдите все числа, дающие при делении на 8 остаток 2, а при делении на 13 остаток 11.

7. Найдите все числа, которое при делении на 3 дает остаток 1, при делении на 4 – остаток 2 и при делении на 11 – остаток 3.

8. Генерал построил солдат в колонну по 4, но при этом солдат Иванов остался лишним. Тогда генерал построил солдат в колонну по 5. И снова Иванов остался лишним. Когда же и в колонне по 6 Иванов оказался лишним, генерал посулил ему наряд вне очереди, после чего в колонне по 7 Иванов нашел себе место и никого лишнего не осталось. Сколько солдат могло быть у генерала?

9. а) Максим загадал число от 0 до 60 и сказал, что при делении на 5 оно даёт остаток 3, при делении на 4 даёт 2 и делится на 3. Александр Владимирович уверен, что точно знает загаданное число. Прав ли он? 
б) А если задумано число от 1 до 180?

10. Китайская теорема об остатках. Пусть числа m1,m2,…,mn попарно взаимно просты. Тогда для любых натуральных a1,a2,…,an найдется натуральное число x, такое что  x
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11. Существует ли такое n кратное 4, что n+1 кратно 9, а n+2 кратно 25?

12. Докажите, что для любых попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn и остатков r1, r2, …, rn по модулям m1, m2, …, mn найдутся n последовательных чисел a, a+1, …, a+n–1 таких, что 
[image: image35.wmf])

(mod

1

1

m

r

a

º

, 
[image: image36.wmf])

(mod

1

2

2

m

r

a

º

+

, …, 
[image: image37.wmf])

(mod

1

n

n

m

r

n

a

º

-

+

.

13. Максим задумал натуральное число и нашел его остатки от деления на 3, на 6 и на 9. Сумма остатков оказалась равна 15. Найдите остаток от деления задуманного числа на 18.

14. Получив натуральное число N, Максим разделил его на 101 и получил в остатке m>0. Затем Максим разделил N на m и получил в остатке p. Найдите наибольшее значение p и наименьшее N при котором это значение достигается. 

Для самостоятельного решения

О1. Существует ли в сутках момент, когда расположенные на общей оси часовая, минутная и секундная стрелки правильно идущих часов образуют попарно углы в 120(?
О2. Назовем число хорошим, если оно делится на квадрат натурального числа >1. При каких N найдется N последовательных хороших чисел? (Пример для N=3: 48, 49, 50).

О3. Числа a и b взаимно просты. Докажите, что любую правильную дробь со знаменателем ab можно получить как алгебраическую сумму двух правильных дробей со знаменателями а и b (иначе говоря, для любого натурального k<ab найдутся такие целые неотрицательные m<a и n<b, что 
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О4. Для какого наибольшего N найдутся N последовательных натуральных чисел таких, что сумма цифр первого делится на 1, второго на 2, третьего на 3 и т.д.

О5. Докажите, что числа натурального ряда можно переставить местами так, чтобы для всех n сумма п первых чисел делилась на п
Узкие места в оценках и примерах

1. а) Можно ли расставить по кругу 99 натуральных чисел так, чтобы в каждой паре соседних чисел одно из чисел делилось на другое, а во всех остальных парах такого не было?
б) Можно ли расставить по кругу 100 натуральных чисел так, чтобы в каждой паре соседних чисел одно из чисел делилось на другое, а во всех остальных парах такого не было?

в) Можно ли в клетках таблицы 8(8 расставить натуральные числа так, чтобы в каждой паре чисел с общей стороной одно из чисел делилось на другое, а во всех остальных парах такого не было?

г) Можно ли в клетках таблицы 8(8 расставить натуральные числа так, чтобы в каждой паре чисел с общей стороной или вершиной одно из чисел делилось на другое, а во всех остальных парах такого не было?

2. а) Если на доске написана пара чисел а и b, то за одну операцию разрешается стереть одно из них и написать вместо него любое число с(a+b. Изначально на доске были числа 1 и 2. Докажите, что после 9 операций меньшее из чисел на доске будет меньше 100. 

б) За одну операцию разрешается в треугольнике изменить длину одной из сторон, сохраняя длины двух других (но так, чтоб он остался треугольником). За какое наименьшее число операций можно из  правильного треугольника со стороной 1 сделать правильный треугольник со стороной 100?

3. Можно ли оклеить куб (без наложений) 
а) тремя треугольниками?
б) шестью квадратам, среди которых имеются различные?
в) правильными треугольниками (не обязательно одинаковыми)?

4. Комплект из 28 доминошек положили на шахматную доску так, что каждая доминошка накрыла ровно 2 клетки, а 8 клеток остались непокрытыми. 
а) Докажите, что с каждой доминошкой граничит по стороне пустая клетка

б) Докажите, что рядом с недублем, который не примыкает длинной стороной к краю доски, есть две пустые клетки. 

с) Могло ли оказаться, что для каждой пары клеток с общей стороной, покрытых половинками разных доминошек, число точек на этих половинках было одинаково?

5. а) Можно ли какой-нибудь равнобедренный треугольника разрезать на два не равных равнобедренных треугольника?

b) На плоскости отмечены несколько (больше трех) точек. Известно, что если выкинуть любую точку, то оставшиеся будут симметричны относительно какой-нибудь прямой. Верно ли, что всё множество точек тоже симметрично относительно какой-нибудь прямой?

Площади.
Утверждение. Каждой фигуре M на плоскости можно сопоставить число 
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, называемое площадью, такое, что выполнены следующие свойства:

1) 
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2) Площади равных фигур равны;

3) Если фигура M состоит из фигур A и B, не имеющих общих внутренних точек, то 
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4) Площадь прямоугольника со сторонами a и b равна ab.

Теорема 1. Площадь параллелограмма ABCD равна произведению стороны AD на расстояние между прямыми AD и BC.

Теорема 2. Площадь треугольника равна половине произведения стороны на высоту, опущенную на эту сторону.

Теорема 3. Площадь трапеции равна произведению полусуммы оснований на высоту.

Упр1. Докажите, что а) медиана разбивает треугольник на два равновеликих треугольника; б) три медианы разбивают треугольник на шесть равновеликих треугольников.

Упр2. Докажите, что а) площадь треугольника со сторонами а, b, c не превосходит 
[image: image43.wmf]2

ab

; б) площадь четырехугольника с диагоналями p и q не превосходит 
[image: image44.wmf]2
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Упр3. Существует ли такой треугольник, что а) все его стороны больше 1 км, а площадь меньше 1 см2; б) все его высоты меньше 1 см, а площадь больше 1 км2; в) все стороны треугольника меньше 1 см, а его площадь больше 1 см2. 

Зад1.Середины соседних сторон выпуклого четырехугольника соединены отрезками. Докажите, что площадь полученного четырехугольника вдвое меньше площади данного.

Зад2. В четырехугольнике ABCD диагонали пересекаются в точке O. Докажите, что AD
[image: image45.wmf]P

BC ( треугольники ABO и CDO равновелики.

Теорема 4. а) Площадь треугольника равна половине произведения периметра на радиус вписанной окружности. 

б) Площадь описанного многоугольника равна половине произведения периметра на радиус вписанной окружности.

Зад3. а) Преподаватель и школьник делят квадратный пирог. Преподаватель отмечает внутри пирога точку, а школьник соединяет ее отрезками со всеми вершинами квадрата и забирает себе любые два куска, не имеющие общих сторон. Как должен действовать преподаватель, чтобы получить побольше пирога?

б) Внутри квадрата отметим две точки и соединим их отрезками со всеми вершинами (см. рис. 1). Могут ли все девять полученных частей иметь одинаковую площадь?

Зад4. Стороны прямоугольника на шахматной доске параллельны сторонам доски. Докажите, что разность суммарных площадей белых и черных частей прямоугольника не превосходит площади одной клетки.

Зад5. Докажите неравенство для площади четырехугольника (a,b,c,d – стороны по порядку): 
[image: image46.wmf]2

bd

ac

S

+

£

.

Задачи для самостоятельного решения.

Зад6. (Принцип Кавальери) а) На плоскости нарисованы два выпуклых многоугольника и прямая. Известно, что любая прямая, параллельная данной, пересекается с многоугольниками по отрезкам равной длины. Докажите, что эти многоугольники равновелики. б) Докажите, что два равновеликих прямоугольника можно расположить на плоскости так, что они будут пересекаться по равным отрезкам с любой прямой, параллельной данной.

Зад7. (Корректность площади: решать, не используя понятия площади) а) Прямоугольник разрезали на несколько меньших прямоугольников. Для каждого вычислили произведение длины на ширину. Докажите, что сумма этих чисел равна произведению длины на ширину исходного прямоугольника. 

б) Один прямоугольник лежит в другом (возможно, косо). Докажите, что у внутреннего произведение длины на ширину меньше.

Зад8. На сторонах AB и BC треугольника ABC внешним образом построены параллелограммы; P – точка пересечения продолжений их сторон, параллельных AB и BC. На стороне AC построен параллелограмм, вторая сторона которого равна и параллельна BP. Докажите, что его площадь равна сумме площадей первых двух параллелограммов.

Зад9*. Докажите, что в описанном четырехугольнике центр вписанной окружности лежит на прямой, проходящей через середины диагоналей.

Площади и отношения.

Символом S(...) будет обозначаться площадь фигуры, стоящей в скобках.

Упр1. а) Точка C1 лежит на отрезке AC2. Докажите, что 
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в) В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 (A1=(A2. Докажите, что 
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г) В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 (A1+(A2=180о. Докажите, что 
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Упр2. Докажите, что отношение двух сторон треугольника равно отношению отрезков, на которые биссектриса делит третью сторону.

Упр3. а) Две параллельные прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. Докажите, что треугольники OA1B2 и OA2B1 равновелики.

б) Две параллельные прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. Докажите, что 
[image: image51.wmf]2
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в) (Теорема Фалеса) Три параллельные прямые пересекают стороны угла в точках A1, B1, C1 и A2, B2, C2 соответственно. Докажите, что 
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Упр4. Две прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. При этом 
[image: image53.wmf]2
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Упр5. На сторонах угла с вершиной O отмечены точки A1, A2 и B1, B2. При этом 
[image: image54.wmf]k
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Зад1. На стороне AB треугольника ABC сидит киллер. Он начинает бежать параллельно стороне BC до стороны AC, затем параллельно стороне AB до стороны BC, затем параллельно стороне AC до стороны AB, и так далее. Докажите, что через несколько таких шагов киллер вернется в исходную точку, и найдите, сколько шагов ему на это потребуется (ответ может зависеть от исходного положения киллера на AB).

Зад2. Даны угол ABC и точка M внутри него. Постройте окружность, касающуюся сторон угла и проходящую через точку M.

Зад3. В треугольнике ABC провели медиану AM, а затем – биссектрисы MK и ML полученных треугольников AMB и AMC соответственно. Докажите, что отрезки KL и BC параллельны.

Зад4. На отрезке AB взята точка C. Прямая, проходящая через точку C, пересекает окружности с диаметрами AC и BC в точках K и L соответственно, а также окружность с диаметром AB – в точках M и N. Докажите, что KM=LN.

Для самостоятельного решения

Зад5. В треугольнике ABC проведены биссектрисы 
[image: image56.wmf]1
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 и 
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. Докажите, что расстояние от любой точки M отрезка 
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AB

 до прямой AB равно сумме расстояний от M до прямых AC и BC.

Зад6. На сторонах АВ, ВС, CD и DA выпуклого четырехугольника 

ABCD взяты точки Р, Q, R и S так, что ВР : АВ = CR : CD = AS : AD = BQ : ВС = 1:4. Докажите, что отрезки PR и QS делятся точкой их пересечения в отношении 1:3.

Теорема Бояйи-Гервина.

Определение. Два многоугольника равносоставлены, если один из них можно перекроить в другой (то есть разрезать на части, переложив которые, можно получить другой).

Ясно, что любые два равносоставленных многоугольника равновелики.

Теорема 1 (Бояйи-Гервина) Всякие два равновеликих многоугольника равносоставлены.

1.1. Если многоугольники P и Q равносоставлены и многоугольники Q и R равносоставлены, то многоугольники P и R – тоже равносоставлены.

1.2. Всякий треугольник можно перекроить а) в параллелограмм; б) в прямоугольник.

1.3. Пусть два равновеликих параллелограмма с равными основаниями ABCD и ABEF расположены так, что точки C, E, D, F лежат на одной прямой именно в указанном порядке. Тогда эти параллелограммы равносоставлены.

1.4. Два равновеликих параллелограмма с равными основаниями равносоставлены.

1.5. Если a больше какой-нибудь стороны прямоугольника, то прямоугольник можно перекроить в параллелограмм со стороной a.

1.6. Если a больше какой-нибудь стороны прямоугольника, то прямоугольник можно перекроить в прямоугольник со стороной a.

1.7. Любые два равновеликих прямоугольника равносоставлены.

1.8. Любой треугольник можно перекроить в прямоугольник со стороной 1.

1.9. Фигуру, разбиваемую на треугольники, можно перекроить в прямоугольник со стороной 1.

1.10. Любые два равновеликих многоугольника равносоставлены.

Определение. Фигуры называются равнодополняемыми, если их можно получить, отрезая от равных фигур одну или несколько равных частей.

Упр1. Докажите, что равнодополняемые фигуры равновелики.

Упр2. Докажите, что параллелограмм равнодополняем некоторому прямоугольнику.

Теорема 2. Равновеликие многоугольники равнодополняемы.

Зад1. Придумайте какой-нибудь способ перекроить прямоугольник 3(1 в квадрат.

Зад2. Перекроите прямоугольник 3(4 в квадрат, разрезав его всего на 3 части!

Зад3. Перекроите прямоугольник 3(1 в квадрат, разрезав его не более чем на 6 частей.

Для самостоятельного решения

Зад4. Перекроите квадрат в правильный шестиугольник, разрезав его не более чем на а) 8 частей; б)* 5 частей.

Зад5. Перекроите квадрат в 3 равных квадрата, разрезав его не более чем на а) 10 частей; б) 7 частей.

Зад6. Перекроите квадрат в правильный треугольник, разрезав его не более, чем на а) 10 частей; б)* 5 частей.

Зад7. Пусть 
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. Перекроите квадрат со стороной c в два квадрата со сторонами a и b, разрезав его не более, чем на 5 частей (число частей не должно зависеть от a и b).

Формула Пика.

Теорема (Формула Пика). Вершины многоугольника (не обязательно выпуклого) расположены в узлах клетчатой бумаги с клетками размера 1(1. Внутри его лежит n узлов, а на границе m узлов. Тогда площадь этого многоугольника равна 
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Упр1. Убедитесь в справедливости формулы Пика для многоугольников, изображенных на рисунке 1.

Зад1. Докажите формулу Пика, разбив доказательство на ряд шагов:

1.1. Проверьте формулу Пика для прямоугольника со сторонами, идущими по линиям сетки.

1.2. Докажите формулу Пика для прямоугольного треугольника с катетами, идущими по линиям сетки 

1.3. Докажите формулу Пика для многоугольника, составленного из двух многоугольников, для которых формула Пика уже доказана.

1.4. Пусть многоугольник, для которого формула Пика уже проверена, составлен из двух многоугольников. Докажите, что если формула Пика выполняется для одного из них, то она выполняется и для другого.

1.5. Докажите формулу Пика для произвольного треугольника с вершинами в узлах сетки (см намек на рис. 2).

1.6. Докажите формулу Пика для произвольного многоугольника с вершинами в узлах сетки.

Упр2. Нарисуйте треугольник площади ½, у которого все стороны больше 5, а вершины лежат в узлах сетки.

Упр3. Замкнутая несамопересекающаяся ломаная идет по линиям сетки и проходит по одному разу через все узлы клетчатого квадрата 7(7. Найдите площадь фигуры, ограниченной этой ломаной.

Упр4. Докажите, что для любого многоугольника с вершинами в узлах сетки отношение его площади к квадрату любой стороны рационально.

Зад2. Вершины треугольника расположены в узлах клетчатой бумаги, причем на его сторонах других узлов нет, а внутри есть ровно один узел О. Докажите, что О – точка пересечения медиан треугольника.

Зад3. Пусть А и В – два узла клетчатой бумаги, из которых второй на p клеток правее и на q клеток выше первого. Чему равно расстояние от прямой АВ до ближайшего к ней узла, не лежащего на этой прямой?

Зад4. Докажите, что найдется прямая, проходящая через два узла клетчатой бумаги, и не лежащий на этой прямой узел, такой, что расстояние между ними меньше 
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Зад5. Шахматный король обошел доску 8(8 клеток, побывав на каждом поле ровно 1 раз и последним ходом вернувшись на исходное поле. Ломаная, последовательно соединяющая центры полей, не имеет самопересечений. Найдите площадь, ограниченную этой ломаной.

Зад6. Внутри многоугольника с вершинами в узлах сетки лежит ровно n узлов. Докажите, что 
[image: image62.wmf]n

>S–p, где S – площадь многоугольника, а p – его полупериметр.

Задачи для самостоятельного решения.

ФП1. Найдется ли прямоугольный треугольник с целыми сторонами и вершинами в узлах сетки а) на сторонах которого нет узлов сетки, кроме вершин; б) ни одна из сторон которого не проходит по линиям сетки?

ФП2. Докажите, что если вершины выпуклого n-угольника лежат в узлах клетчатой бумаги, а внутри и на его сторонах других узлов нет, то n<5.

ФП3. На большой шахматной доске отметили 2n клеток так, что ладья может ходить по всем отмеченным клеткам, не перепрыгивая через неотмеченные. Докажите, что фигуру из отмеченных клеток можно разрезать на n прямоугольников.

ФП4*. Ладья, шагая по одной клетке, за 64 хода обошла все клетки шахматной доски и вернулась на исходную клетку. Докажите, что число ходов по вертикали не равно числу ходов по горизонтали.

Индукция

1. Из квадрата клетчатой бумаги размером 2n(2n вырезали одну клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на буквы Г из трех клеток.

2. Докажите, что число 11…1 (3n единиц) делится на 3n.

3. Докажите,  что 
а) каждое неоднозначное число больше произведения своих цифр.
б) 2n>n2 при всех натуральных n.

4. На сколько частей делят плоскость n прямых «общего положения» (то есть прямые, среди которых нет параллельных и никакие три не пересекаются в одной точке)?

«Широкий» шаг

5. Докажите, что любую сумму, начиная с 8 рублей, можно выплатить монетами по 3 рубля и 5 рублей.

Двойная индукция

6. Клетки доски 100(100 раскрашены в 4 цвета так, что в каждом квадратике 2(2 встречаются клетки всех цветов. Докажите, что в любой прямоугольной части доски с четным числом строк и столбцов угловые клетки раскрашены в 4 разных цвета.

Редукция и рекурсия

7. Докажите, что сумма углов в невыпуклом n-угольнике равна 180((n–2).

8. В прямоугольнике 3(n (3 строки, n столбцов) расставлены фишки трех цветов по n штук каждого цвета. Докажите, что переставляя фишки в строчках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки всех трех цветов.

9. 10 бандитов ограбили банк на миллион долларов и уселись в ряд за стол делить деньги. Сначала первый предлагает, кому сколько: мне столько-то, второму столько-то и т.д., и все 10 голосуют. Если «за» не менее половины, то предложение принимается, каждый получает предложенную долю, и все расходятся. Если более половины голосуют «против», первого убивают, и тогда уже второй бандит предлагает кому сколько на тех же условиях, и т.д.

Каждый бандит руководствуется в первую очередь желанием выжить, во вторую (если жизнь вне опасности) – получить побольше денег, в третью (если на жизнь и сумму это не влияет) – не убивать без необходимости (дело-то не последнее!). Как распределятся деньги, если все бандиты будут действовать и рассуждать абсолютно логически?

Задачи по индукции для самостоятельного решения

И1. Доказать тождества: 

а) 12+22+…+n2 == 
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в) 13+23+…+n3=(1+2+…+n)2.

И2. На плоскости расположено несколько прямых и окружностей. Докажите, что части, на которые они разбивают плоскость, можно покрасить в два цвета так, что любые две части, имеющие общий участок границы, покрашены в разные цвета.

И3. Отряд девочек отправился в поход. После того, как они вернулись, их родителям стало известно, что хотя бы одна из них искупалась в походе без разрешения, и каждый решил высечь свою дочь, если узнает о том, что она купалась. Каждое утро девочки ходят в школу и обмениваются слухами о том, кто искупался в походе и кого высекли родители, которые сообщают вечером родителям (исключая информацию о том, купались ли они сами). Через 13 дней несколько отцов, получив очередную порцию информацию, догадались о провинности их дочерей и высекли их. Сколько детей получило в этот вечер наказание?

И4. Можно ли отметить на плоскости несколько точек так, чтобы на расстоянии 1 от каждой отмеченной точки находилось ровно 10 отмеченных?
Количество информации

1. а) Есть 17 карт. Зритель загадывает одну из них. Фокусник раскладывает все карты на 4 стопки и узнает у зрителя, в какой стопке оказалась задуманная карта. Докажите, что он всегда может определить задуманную карту за 3 вопроса, а двух вопросов может и не хватить. 
б) При каком наибольшем количестве карт можно наверняка определить задуманную карту за 3 вопроса?

2. Среди 10 монет есть ровно одна фальшивая (легче остальных). За какое наименьшее число на чашечных весах без гирь ее можно наверняка выявить? 

3. а) В выпуклом пятиугольнике проведены все стороны и диагонали. Я загадал одну из этих отрезков. За какое наименьшее число вопросов можно наверняка угадать его при игре в "Данетки"?
б) Я загадал две вершины выпуклого пятиугольника. За какое наименьшее число вопросов можно наверняка угадать их обе  при игре в "Данетки"?
в) Я загадал троих из 7 присутствующих. За какое наименьшее число вопросов можно наверняка угадать обоих  при игре в "Данетки"? 

4. а) Каким наименьшим числом гирь можно набрать все веса 1г, 2г, 3г, …, 31г? (Гири можно класть только на одну чашку весов) 
б) Какое наименьшее число гирь должно быть в наборе, чтобы с его помощью можно было отвесить на чашечных весах веса 1г, 2г,…,13г ? (Гири можно класть на обе чашки весов)

5. Среди 5 монет – ровно одна фальшивая: она отличается по весу от остальных, но неизвестно – легче или тяжелее. Требуется выявить ее на чашечных весах без гирь и узнать, легче она или тяжелее настоящей. Какое наименьшее число взвешиваний для этого наверняка хватит?

6. Есть 27 монет: 9 копеек, 9 «двушек» и 9 «пятаков». Известно, что одна из них – фальшивая, легче настоящей (а настоящие весят соответственно 1, 2, и 5 г). За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно наверняка выявить фальшивую монету, если нельзя класть на весы заведомо настоящие монеты? 

7. Есть две золотые монеты и n серебряных. Известно, что среди золотых есть одна фальшивая, и среди серебряных есть одна фальшивая. Все настоящие монеты весят одинаково, все фальшивые ​​– тоже, но фальшивые легче настоящих. Есть чашечные весы без гирь. При каком наименьшем n можно наверняка выявить обе фальшивые монеты за два взвешивания?
б) за три взвешивания?

8. В гостиницу приехал путешественник. У него вместо денег нашлась лишь серебряная цепочка из 7 звеньев. Хозяин требует платить по одному звену в день без задержек,  готов давать сдачу ранее полученными кусками цепочки, но плату вперед брать отказывается. Какое наименьшее число звеньев придется распилить, чтобы можно расплачиваться все 7 дней? 

Для самостоятельного решения

КИ1. а) Я задумал три натуральных числа меньше 100. Своим запросом вы называете три числа, я умножаю мое первое на ваше первое, мое второе на ваше второе, мое третье на ваше третье, складываю эти три произведения и сообщаю вам результат. За какое наименьшее число запросов вы сможете наверняка отгадать все три числа? 
б) То же, но задуманы 3 произвольных натуральных числа.

КИ2. См задачу  8 для цепочки из 23 звеньев и 23 дней.

КИ3. Есть две золотые монеты и n серебряных. Известно, что среди всех монет есть две фальшивых , и среди золотых есть не менее одной настоящей. Все настоящие монеты весят одинаково, все фальшивые – тоже, но фальшивые легче настоящих. Есть чашечные весы без гирь. При каком наибольшем n можно наверняка выявить обе фальшивые монеты 
а) за два взвешивания?
б) за три взвешивания?

КИ4. На складе лежит N деталей, промаркированных первым или вторым сортом. Детали одинакового сорта весят одинаково, и каждая деталь второго сорта немного легче детали первого сорта. Известно, что ровно одна из деталей промаркирована неправильно. При каких N эту деталь можно наверняка выявить за 4 взвешивания на чашечных весах без гирь? 
Комбинаторика-1: основные формулы.

Упр1. Среди 12 школьников требуется выбрать дежурных на ближайшие шесть дней – на каждый день по дежурному. Сколько существует различных выборов?
Упр2. Сколькими способами можно выбрать из слова «лмышонок» пару из гласной и согласной букв?

Упр3. У скольких 10-значных чисел все цифры различны?

Упр4. Среди 12 школьников требуется выбрать шесть футболистов. Сколько существует различных выборов?

Обозначение. x в убывающей степени k
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Упр5. Вычислите или упростите: а) 
[image: image66.wmf]3

101

; б) 
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[image: image69.wmf]k

k

, где k – натурально.

Определение. Числом размещений из n элементов по k называется количество способов выписать в строчку k разных чисел из данных n (строчки, отличающиеся порядком, считаются разными). Оно обозначается 
[image: image70.wmf]k
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Теорема 6. 
[image: image71.wmf]k
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Определение. Числом сочетаний из n элементов по k называется количество способов выбрать k чисел из чисел от 1 до n (наборы, отличающиеся лишь порядком, считаются одинаковыми). Оно обозначается 
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Упр7. Сколько размещений можно сделать из одного сочетания по k элементов?

Теорема 8. 
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Упр9. На окружности отмечены 5 красных, 7 желтых и 9 зеленых точек. Сколько есть треугольников в этих точках, у которых все вершины а) зеленые; б) одноцветные; в) все разноцветные; г) не все одноцветные?

Зад10. Сколько различных строк можно получить, переставляя буквы в словах 
а) ПЕРЕГОРОДКА; б) МАТЕМАТИТИКА?

Зад11. Для проведения вступительной олимпиады преподаватели разбивают 70 школьников следующим образом: список в алфавитном порядке разбивается на 4 части, первая идет в первую аудиторию, вторая – во вторую и т. д. При этом в каждую аудиторию отправляется хотя бы один школьник. Сколькими способами можно произвести распределение? 

Зад12. Сколько решений имеет уравнение x+y+z=2008 
а) в натуральных числах; б) в целых неотрицательных числах? 

Зад13. Преподаватели снова делят 70 школьников на 4 аудитории, но в этот раз без учета алфавитного порядка. Найдите число способов.

Зад14. Хромая ладья ходит на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх. Занумеруем столбцы слева направо, а строки снизу вверх числами 0, 1, 2, 3. Найдите количество путей, ведущих из левой нижней клетки в клетку на пересечении m-го столбца и n-ной строки.

Зад15. Сколько решений в нечетных натуральных числах имеет уравнение x+y+z+t=2000?

Для самостоятельного решения

К1. Сколькими способами можно расставить k ладей на доске N(N так, чтобы они не били друг друга?

К2. Сколько есть решений уравнения x+y+z=100 в натуральных числах от 1 до 60?

К3. Сколькими способами можно расставить числа 1, 2, …, 20 в строку так, чтобы каждое число, кроме единицы, было больше по крайней мере одного из своих соседей?

К4. Сколькими способами можно разбить неподвижный клетчатый прямоугольник 2(N на двуклеточные доминошки? 

Счастливые билеты

Определение. Билет с шестизначным номером от 000000 до 999999 называется счастливым, если сумма его первых трех цифр равна сумме последних трех цифр.

Наша цель – найти количество счастливых билетов (КСБ).

Упр1. Докажите, что КСБ не более 100000.

Обозначение. ak – количество трехзначных номеров с суммой цифр k, 
bk – количество шестизначных номеров с суммой цифр k.

Зад2. Докажите, что КСБ с суммой цифр 2k равно 
[image: image74.wmf]2
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Упр3. Найдите a) a4; б) a9.

Зад4. Докажите, что КСБ равно 
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Зад5. Докажите, что ak= a27–k
Зад6. Докажите, что КСБ равно 
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Определение. Рассмотрим все тройки неотрицательных целых чисел, удовлетворяющих уравнению x+y+z=k. Назовем нарушением, если x, y или z больше 9. Назовем тройку хорошей, если в ней нет нарушений и плохой в противном случае. Аналогично определяются плохие и хорошие шестерки.

Упр7. Найдите количество плохих троек при k=10 и k=11.

Зад8. Докажите, что при 10(k(19 количество плохих троек равно 3ak–10
Упр9. Найдите все ak при k=0,1,2,…,12,13 и вычислите КСБ.

Зад10. Докажите, что КСБ равно количеству шестизначных номеров с суммой цифр 27.

Зад11. Докажите, что КСБ<
[image: image77.wmf]5
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Зад12. Докажите, что при 10(k количество плохих шестерок с одним нарушением равно 
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Зад13. Докажите, что КСБ > 
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Зад14. Докажите, что при данном k количество плохих шестерок с двумя нарушениями в данных местах равно 
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Зад15. Докажите, что КСБ=
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Для самостоятельного решения

СБ1. Найдите количество а) четырехзначных; б) восьмизначных счастливых билетов.

СБ2. Выведите формулу, как в задаче 14, для количества восьмизначных счастливых билетов.

Бином Ньютона и биномиальные коэффициенты

Упр1. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок, но до приведения подобных в а) (a+b+c+…+i+j)(k+l+…+y+z); б) (a+b)10?

Упр2. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок и приведения подобных в а) (x2+x+1)10; б) (a+b)n?

Теорема 3 (бином Ньютона)
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Упр4. Выпишите формулы для а) 
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Зад5. Докажите следующие свойства биномиальных коэффициентов двумя способами – алгебраически и комбинаторно:

а) 
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в) 
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г) 
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Упр6. Выведите формулу бинома Ньютона по индукции.

Зад7. Пусть p – простое. Докажите, что

а) если 1(k(p–1, то 
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г) (малая теорема Ферма) 
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Зад8. Докажите, что 
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Теорема 9.
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Для самостоятельного решения

БН1. Докажите, что произведение k последовательных целых чисел делится на k!

БН2. Докажите, что 
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БН3. Докажите, что 
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1

2

1

1

+

+

=

+

+

+

+

k

)

n

(

n

...

k

k

k

k

 при целых n, k(0

БН4. Докажите, что 
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Функция Эйлера. Формула включения-исключения

Определение. Пусть m – натуральное число. Количество чисел, взаимно простых с m и меньших m, обозначается ((m). Функция ((m) называется функцией Эйлера.

Упр1. Вычислите a) ((1); б) ((6); в) ((25).
Зад2. Докажите, что если p – простое число, то ((pn)=pn–1(p–1).
Зад3. Сколько чисел, меньших 300, делятся  а) на 2 и 3; б) на 2, 3 и 5?

Зад4. а) Пусть a чисел удовлетворяют какому-то свойству 1, b чисел удовлетворяют свойству 2, и c чисел удовлетворяют обоим свойствам сразу. Докажите, что количество чисел, удовлетворяющих хотя бы одному из этих свойств, равно a+b–c.

б) Пусть a1 чисел удовлетворяют первому свойству, a2 чисел удовлетворяют второму свойству, a3 чисел удовлетворяют третьему свойству, a12 удовлетворяют свойствам 1 и 2, a13 удовлетворяют свойствам 1 и 3, a23 удовлетворяют свойствам 2 и 3, и a123 удовлетворяют всем трем свойствам.  Докажите, что количество чисел, удовлетворяющих хотя бы одному из этих свойств, равно a1+a2+a3–a12–a13–a23+ a123.

Теорема 5. (Формула включения и исключения) Сформулируйте и докажите аналогичное утверждение для нахождения количества объектов, удовлетворяющих хотя бы одному из n свойств, если для каждого набора этих свойств известно количество объектов, удовлетворяющих одновременно всем свойствам из этого набора.

Зад6. а) Пусть n=pq, где p, q – различные простые числа. Докажите, что ((n)=
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б) Пусть n=pqr, где p, q, r – различные простые числа. Докажите, что ((n)=
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в) Упростите выражение для ((n) в пунктах а) и б).

Зад7. Докажите, что в условиях предыдущей задачи а) ((pq)=((p)((q); б) ((pqr)=((p)((q)((r). Верно ли это, если p, q, r – не простые, а попарно взаимно простые числа?

Зад8. а) Пусть даны n попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn; m=m1m2…mn. Докажите, что N взаимно просто с m ( N взаимно просто с mi для всех i = 1, 2, …, n.

б) Пусть числа a и b взаимно просты. Для каждого числа 1 до ab выпишем пару остатков: остаток при делении на a и остаток при делении на b. Докажите, что получаются все возможные пары остатков

Зад9. В условиях предыдущей задачи докажите, что 
а) ((ab)= ((a)((b)… б) ((m)= ((m1)((m2)… ((mn).

Теорема 10. Если m=
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Зад11. У скольких натуральных чисел от 1 до 2008 четность суммы цифр такая же, как и у предыдущего числа? 

Для самостоятельного решения

Ф1. Куб с ребром длины 20 разбит на 8000 единичных кубиков, и в каждом кубике записано число. Известно, что в каждом столбике из 20 кубиков, параллельном ребру куба, сумма чисел равна 1 (рассматриваются столбики всех трех направлений). В некотором кубике записано число 10. Через этот кубик проходит три слоя 1(20(20, параллельных граням куба. Найдите сумму всех чисел вне этих слоев.

Ф2. Пятнадцать простых чисел образуют арифметическую прогрессию с разностью d. Докажите, что d > 30000.

Ф3. Докажите, что среди 
а) любых десяти; б) любых шестнадцати последовательных натуральных чисел найдется число, взаимно простое с остальными.

Ф4. Докажите, что если a взаимно просто с n, то a((n)–1 кратно n.

Полуинвариант

1. На Архипелаге Сыщик гоняется за Шпионом. Оба используют только маршрутные корабли, которые курсируют ежедневно между некоторыми островами. Каждый корабль отплывает утром и приплывает на остров назначения к вечеру. С пересадками можно добраться с любого острова на любой. Сыщик всегда знает, где сейчас Шпион, и поймает его, если окажется с ним на одном осторове. Сыщик может плыть в любой день, Шпион не плавает по пятницам. Как Сыщику поймать Шпиона? 

2. На доске написаны несколько натуральных чисел. Каждую минуту выбирают какие-то два из них (x и y) и заменяют их на числа x–2 и y+1. Докажите, что рано или поздно на доске появится отрицательное число.

3. а) На шахматной доске 100×100 королю разрешено ходить вправо, вверх или вправо-вверх по диагонали. Какое наибольшее число ходов он может сделать?
b) Королю разрешили еще ходить вправо-вниз по диагонали. Докажите, что он может сделать лишь конечное число ходов. 

4. а) В клетках таблицы 99×99 расставлены плюсы и минусы. Если в каком-то ряду (строке или столбце) минусов больше чем плюсов, разрешается в этом ряду поменять все знаки на противоположные. Докажите, что через некоторое время и во всех строках, и во всех столбцах плюсов будет больше чем минусов. 
б) В клетках таблицы 99×99 расставлены целые числа. Если в каком-то ряду (строке или столбце) сумма отрицательна, разрешается в этом ряду поменять все знаки всех чисел на противоположные. Докажите, что через некоторое время сумма чисел в каждом из рядов будет неотрицательной. 
в) В клетках таблицы 99×99 расставлены числа (не обязательно целые). Если в каком-то ряду (строке или столбце) сумма отрицательна, разрешается в этом ряду поменять все знаки всех чисел на противоположные. Докажите, что через некоторое время сумма чисел в каждом из рядов будет неотрицательной. 

5. В строке в беспорядке записаны числа 1, 2,…, 100. Петя находит пару рядом стоящих чисел, где правое меньше левого, и меняет их местами. 
a) Докажите, что рано или поздно числа расположаться по порядку1, 2,…, 100.
б) Какое наибольшее число ходов могут продолжаться перестановки?

6. а) Докажите, что если отрезки AB и CD пересекаются, то AC+BD<AB+CD.
б) Из всех замкнутых ломаных с вершинами в данных точках выбрали самую короткую. Докажите, что эта ломаная несамопересекающаяся.

7. Есть куча из n камней. Разрешается заменять кучу на любое количество куч с меньшим количеством камней (возможно, различным в разных кучах). Докажите, что наступит момент, когда уже нельзя будет сделать ни одной такой операции. 

8. По окружности выписаны n натуральных чисел. Между каждыми двумя соседними числами вписывается их наибольший общий делитель. После этого прежние числа стирают, а с оставшимися проделывают ту же операцию. Докажите, что через несколько шагов все числа на окружности будут равны.

Для самостоятельного решения

П1. На плоскости дано 100 красных и 100 синих точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что можно провести 100 непересекающихся отрезков с разноцветными концами.
П2. В год выборов на Украине все города подняли над ратушами флаги – голубые либо оранжевые. Каждый день жители узнают цвета флагов у соседей в радиусе 100 км. Один из городов, где у большинства соседей флаги другого цвета, меняет свой флаг на этот другой цвет. Докажите, что со временем смены цвета флагов прекратятся.
П3. По одной стороне бесконечного коридора расположено бесконечное число комнат, занумерованных по порядку целыми числами, и в каждой стоит по роялю. В этих комнатах живет некоторое количество пианистов (в одной комнате могут жить несколько пианистов). Каждый день какие-то два пианиста, живущие в соседних комнатах – k-ой и (k+1)-ой, приходят к выводу, что они мешают друг другу и переселяются соответственно в (k–1)-ю и (k+2)-ю комнаты. Докажите, что через конечное число дней эти переселения прекратятся.
Принцип крайнего.

Идея 1. Нужным свойством часто обладает крайний (наибольший, наименьший) объект.

1. На шахм. доске стоят несколько ладей. Докажите, что некоторая ладья бьет не более двух других.

2. На листке написано несколько натуральных чисел. Известно, что для любых двух найдется на листке число кратное им обоим. Докажите, что на листке есть число кратное всем.

3. В порядке возрастания весов лежат несколько мешков. Есть чашечные весы без гирь. За какое наименьшее число взвешиваний кладовщик Васильич может проверить, что любая пара мешков тяжелее любого другого мешка?

Идея 2. Узкое место. Крайние свойства могут быть и у объекта, 
с виду расположенного где-то в середине.

4. a) Можно ли натуральные числа от 1 до 99 выписать в строку так, чтобы разность любых двух соседних (из большего вычитается меньшее) была не меньше 50? 
b) Тот же вопрос для чисел от 1 до 100?

5. Легко распилить кубик 3×3×3 на 27 кубиков шестью распилами. Можно ли уменьшить число распилов, если части разрешается перекладывать и пилить по несколько частей сразу?

Идея 3. Критический момент часто случается в конце процесса

6. Саша выставляет на пустую шахматную доску ладьи: первую – куда захочет, а каждую следующую ставит так, чтобы она побила (в этот момент) нечетное число ранее выставленных ладей. Какое наибольшее число ладей он сможет так выставить?

7. Маляр-хамелеон ходит на одну клетку как обычная ладья. Придя на клетку, он либо принимает ее цвет, либо перекрашивает ее в свой цвет. Белый маляр ставится на черную доску. a) Может ли он добиться шахматной раскраски? b)* Найдите все раскраски, которых он может добиться?

Идея 4. Цепочку рассуждений выгодно начать с края, с узкого места.
8. В 100-угольнике длина каждой стороны равна полусумме длин соседних сторон. Докажите, что длины всех сторон равны. 

9. На доске были написаны 5 чисел. Сложив их попарно, получили следующие 10 чисел : 0, 2, 4, 4, 6, 8, 9, 11, 13, 15. Какие числа были написаны?
Разнобой

10. В банке работают 2002 сотрудника. Все сотрудники пришли на юбилей, и их рассадили за один круглый стол. Известно, что зарплаты сидящих рядом различаются на 2 или 3 доллара. Какой наибольшей может быть разница двух зарплат сотрудников этого банка, если известно, что все зарплаты сотрудников различны?

11. На клетчатой доске 100×100 стоит несколько ладей. Докажите, что их можно раскрасить в 3 цвета так, чтобы ладьи одного цвета друг друга не били.

12. На столе лежат несколько круглых монет, касаясь, но не перекрывая друг друга. Докажите, что какая-то монета касается не более пяти других. (Размеры монет могут быть любыми).

Для самостоятельного решения

Кр1. На каждой клетке шахматной доски вначале стоит по ладье. Каждым ходом можно снять с доски ладью, которая бьет нечетное число ладей. Какое наибольшее число ладей можно снять? 

Кр2. По кругу записаны 30 чисел, каждое равное модулю разности двух следующих за ним по часовой стрелке (то есть разности с отброшенным знаком). Сумма всех чисел равна 300. Что это за числа и в каком порядке записаны?

Кр3. За день в библиотеке побывало 100 читателей, каждый по разу. Оказалось, что из любых трех по крайней мере двое там встретились. Докажите, что библиотекарь мог сделать важное объявление в такие два момента времени, чтоб все 100 читателей его услышали. 

Кр4. Были две палки одинаковой длины. Каждую из них распилили на 100 кусков (не обязательно одинаковых). Докажите, что можно выбрать 101 кусок и сложить из них всех 101-угольник.
Дискретная непрерывность

Если путь начинается на одном берегу, а заканчивается на другом, то неизбежно придется переправляться. В частности, если какая-то целочисленная величина в процессе меняется на каждом шаге не больше чем на 1 (в ту или другую сторону), то она обязательно проходит через все промежуточные значения между начальным и конечным. Такая величина называется дискретной, а прием – дискретной непрерывностью.

От меньше к больше через равно
1. В ряду из 100000 натуральных чисел первое число однозначно, а каждое следующее число получается прибавлением к предыдущему одной из его ненулевых цифр. Докажите, что в ряду есть число, начинающееся цифрами 2008.

От меньше к больше через поровну
2. На нижнем ряду шахматной доски стояли 8 слонов. После некоторого числа  ходов все они оказались в верхнем ряду. Докажите, что был момент, когда в верхней и нижней половине слонов было поровну.

3. Журнал «Юный диверсант» выходит нерегулярно – два или три раза в год. На обложке стоит номер журнала и год выпуска: №1 – 2001, №2 – 2001, №3 – 2002,... Докажите, что если редакцию не поймают, то рано или поздно выйдет номер, где два числа на обложке совпадут. 

4. Саша и Максим играли партию в шахматы. Максим пожертвовали ферзя и в итоге поставили мат одинокому Сашиному королю. Докажите,  что  в  партии был момент, когда число съеденных Сашиных фигур и пешек равнялось  числу Максимовых фигур и пешек на доске.
Организуй процесс

5. За круглом столом сидит 10 мальчиков и 10 девочек. Докажите, что найдется группа из 10 сидящих подряд детей, в которой девочек и мальчиков поровну.

6. На плоскости отмечены 10000 точек. Докажите, что найдется не проходящая через эти точки прямая, по одну сторону которой лежит ровно 2008 отмеченных точек.

7. На клетчатой доске 100(100 половина клеток белые, а половина – черные. Докажите, что можно разрезать ее по границам клеток на две части с равным числом черных клеток.

8. На столе лежат 15 кусков сыра разного веса. Докажите, что можно разрезать один из кусков на две части и разложить сыр на две кучки равного веса по 8 кусков в каждой. Показал решение, где куски кодируются дугами окружности.
Полезный эффект на переправе

9. а) На каждой клетке шахматной доски стоит по королю – белому либо черному, причем есть короли обоих цветов. Докажите, что есть белый король, который бьет черного.
б) На доске 4(4 расставляются 16 шахматных коней четырех мастей: вороные, гнедые, соловые и каурые. Существует ли такая расстановка, в которой вороные не бьют соловых, соловые – гнедых, гнедые – каурых, а каурые – вороных? 

10. Плоскость раскрашена в два цвета. Докажите, что найдутся точки разного цвета на расстоянии 1. 

11. За круглым столом сидит 100 дедов, причем у любых двух соседей число волос в бороде отличается не больше чем на 100. Докажите, что найдется пара дедов, сидящих друг напротив друга, у которых число волос в бородах тоже отличается не больше, чем на 100.

12. Аня, Боря и Витя сидят по кругу за столом и едят орехи. Сначала все орехи у Ани. Она делит их поровну между Борей и Витей, а остаток (если он есть) съедает. Затем все повторяется: каждый следующий (по часовой стрелке) делит имеющиеся у него орехи поровну между соседями, а остаток съедает. Орехов много (больше трех). Докажите, что не все орехи будут съедены.

Для самостоятельного решения.

ДН1. Существуют 1000 последовательных натуральных чисел, среди которых нет ни одного простого числа (например, 1001! + 2 , 1001! + 3 , ... , 1001! + 1001). А существуют ли 1000 последовательных натуральных чисел, среди которых ровно 5 простых чисел?

ДН2. В бесконечной последовательности натуральных чисел каждое следующее число получается прибавлением к предыдущему одной из его ненулевых цифр. Докажите, что в этой последовательности найдется четное число.

ДН3. Правильный 1001-угольник разбили непересекающимися диагоналями на 999 треугольников. Докажите, что среди этих треугольников по крайней мере три равнобедренных.

ДН4. 2n радиусов разделили круг на 2n равных секторов: n синих и n красных, чередующихся в произвольном порядке. В синие сектора, начиная с некоторого, записывают против хода часовой стрелки числа от 1 до n по порядку. В красные сектора, начиная с некоторого, записывают те же числа, но по ходу часовой стрелки. Докажите, что найдется полукруг, в котором записаны все числа от 1 до n.
Относительное и круговое движение. Дополнительный участник

1. Пароход и плот вышли одновременно из Нижнего Новгорода вниз по Волге. Пароход дошел до Астрахани 5 суток, и сразу же поплыл обратно. Через сколько суток он встретит плот?

2. Колонна спортсменов длиной 50 м бежит по дороге со скоростью 20 км/ч, а навстечу им идет тренер со скоростью 5 км/ч. Добежав до тренера, спортсмен разворачивается и бежит назад с той же скоростью. Какова будет длина колонны, когда все спортсмены развернутся?

3. По прямой в одном направлении на некотором расстоянии друг от друга движутся 5 одинаковых шариков, а навстречу им движутся 5 других таких же шариков. Скорости всех шариков одинаковы. При столкновении любых двух шариков они разлетаются в противоположные стороны с той же скоростью, с какой двигались до столкновения. Сколько всего столкновений произойдет между шариками?

4. Отец и сын катаются на коньках по кругу. Время от времени отец обгоняет сына. После того, как сын переменил направление своего движения на противоположное, они стали встречаться в пять раз чаще. Во сколько раз отец бегает быстрее сына?

5. Одновременно из деревень A и Б навстречу друг другу вышли Аня и Боря (их скорости постоянны, но не обязательно одинаковы). Если бы Аня вышла на 30 минут раньше, то они встретились бы на 2 км ближе к деревне Б. Если бы Боря вышел на 30 минут раньше, то встреча состоялась бы ближе к деревне A. На сколько?

6. На циферблате правильно идущих часов барона Мюнхгаузена есть только часовая, минутная и секундная стрелки, а все цифры и деления стерты. Барон утверждает, что может определять время по этим часам, поскольку, по его наблюдению, на них в течение дня (с 8.00 до 19.59) не повторяется два раза одно и то же расположение стрелок. Верно ли наблюдение барона? (Стрелки имеют различную длину, движутся равномерно.)

7. Пловец плыл против течения и под мостом потерял мяч. Через 20 минут он заметил это, развернулся, и, плывя с той же скоростью, догнал мяч в 2 км от моста. Найдите скорость течения.

8. а) Три велогонщика ездят по кругу с различными постоянными скоростями. У них на троих есть одна фляжка с водой. Тот у кого фляжка, при встрече или обгоне другого гонщика передает ему фляжку. Может ли случиться, что как бы долго гонщики не ездили, к одному из них фляжка так никогда и не попадет?
б) Четыре велогонщика ездят по кругу с различными постоянными скоростями. У них на четверых есть одна фляжка с водой. Тот у кого фляжка, при встрече или обгоне другого гонщика передает ему фляжку. Может ли случиться, что как бы долго гонщики не ездили, к двум из них фляжка так никогда и не попадет?

9. На часовую, минутную и секундную стрелки часов в полночь сели три мухи. Если одна стрелка обгоняет другую, мухи меняются местами. Как известно, с полуночи до полудня тройных совпадений стрелок больше не случается. Сколько оборотов сделает муха, севшая первоначально на минутную стрелку?
10. Дорожки парка идут вдоль краев двух квадратных газонов с одной общей стороной. Вокруг газонов (каждый вокруг своего) против часовой стрелки гуляют с постоянными скоростями Ватсон и на 20% быстрее него Холмс. Время от времени они встречаются на общей дорожке. Во второй раз они встретились через 10 минут после первого, а в третий – через 10 минут после второго. Через какое время они встретятся в 4-й раз?
Для самостоятельного решения

Дв1. Александр Васильевич, идя домой вверх вдоль ручья со скоростью, в полтора раза большей скорости течения, по рассеянности бросил в ручей шляпу. Вскоре он заметил ошибку, бросил в ручей палку и побежал назад со скоростью вдвое большей, чем шёл вперед. Догнав плывущую шляпу, он схватил её, повернулся и пошёл вверх с первоначальной скоростью. Через 10 минут после этого он встретил плывущую по ручью палку. Насколько раньше он пришёл бы домой, если бы не заметил ошибку?

Дв2. В Италии выпускают часы, в которых часовая стрелка делает в сутки один оборот, а минутная – 24 оборота, причем, как обычно, минутная стрелка длиннее часовой (в обычных часах часовая стрелка делает в сутки два оборота, а минутная – 24). Рассмотрим все положения двух стрелок и нулевого деления, которые встречаются и на итальянских часах, и на обычных. Сколько существует таких положений? (Нулевое деление отмечает 24 часа в итальянских часах и 12 часов в обычных часах).

Дв3. По неподвижному эскалатору человек спускается быстрее, чем поднимается. Что быстрее: спуститься и подняться по поднимающемуся эскалатору или спуститься и подняться по спускающемуся эскалатору? (Предполагается, что все скорости, о которых идет речь, постоянны, причём скорости эскалатора при движении вверх и вниз одинаковы, а скорость человека относительно эскалатора всегда больше скорости эскалатора.)

Дв4. Автобус, едущий по маршруту длиной 100 км, снабжен компьютером, показывающим, сколько времени осталось до прибытия в конечный пункт. Это время рассчитывается исходя из предположения, что средняя скорость автобуса на оставшемся участке маршрута будет такой же, как и на уже пройденной его части. Спустя 40 минут после начала движения ожидаемое время до прибытия составило 1 час и оставалось таким еще в течение пяти часов. Могло ли такое быть? Если да, то сколько километров проехал автобус к окончанию этих пяти часов? 
Игры на графах. Стратегия. Передача хода

Составление дерева игры.

Зад. Двое играющих наперегонки едят яблоки. Вначале первый выбирает  яблоко, затем второй – любое из оставшихся яблок, и они одновременно начинают есть. Они едят с одинаковой скоростью, и тот, кто доел, берет следующее яблоко. Кто из них сможет съесть больше и на сколько при любых действиях второго, если вначале есть а) 3 яблока весами 160 г, 140 г и 90 г б) 4 яблока весами 200 г, 150 г, 100 г и 80 г?

Зад. – пример с деревом.

Зад. 20 спичек. Можно брать 2, 3, или 4 , но нельзя столько, сколько предыдущий. Кто не может сходить – проигрывает. Кто выигрывает?

Вопросы.

Как перечислить позиции?

Что такое стратегия?

Как полностью проанализировать, когда позиций много (примеры: ладья на доске 100 на 100, поедание пешек 7 на 8). Достижимые позиции.

Для каких игр можно составить граф? (Обсудить шахматы ​– проблема рокировки, взятие на проходе).

Теорема о существовании стратегии для игр на графе.

Задачи на передачу хода:

Крестики-нолики, Гекс, Щелк, двойные шахматы.

Задачи для самостоятельного решения (передача хода и др.)

Зад1. 100 карточек в стопке пронумерованы числами от 1 до  100  сверху вниз. Двое играющих по очереди снимают сверху по одной или  несколько карточек и отдают  противнику. Выигрывает  тот, у  кого первого произведение всех чисел на карточках станет кратно 1000000. Может ли кто-то из игроков всегда выигрывать независимо от игры противника?

Зад2. От клетчатой доски m(n (m>2, n>2) осталась только рамка шириной 1. За один ход можно выпилить одну или несколько клеток, образующих прямоугольник, лишь бы при этом оставшая часть не распалась на два куска. Кто не может сделать хода – проигрывает. Кто из игроков может выигрывать независимо от игры противника?

Зад3. В Черноморском казино Остап Бендер играет с крупье в фишки. Игра состоит в том, что игроки по очереди (крупье – первым, Остап – вторым) перекладывают фишки с черного поля стола на красное. За один ход можно переложить не меньше одной фишки и не больше, чем уже есть на красном поле. Побеждает тот, кто положил на красное поле последнюю фишку. До начала игры на красном поле лежат 10 фишек, а на черном – некоторое известное Остапу количество (но не ноль). У Остапа в кармане лежат 10 фишек, которые он может до начала игры незаметно подбросить: некоторые – на красное, а некоторые – на черное. Докажите, что он сможет выиграть.

Зад4. Двое игроков по очереди выписывают натуральные числа. Первое число должно быть однозначным, каждое следующее – кратно предыдущему, больше него, но менее чем в 10 раз. Проигрывает тот, кто первым напишет число больше триллиона. Кто из игроков может выигрывать независимо от игры противника?

Внутренний математический бой 

1. Для натуральных чисел a, b, c известно, что 
[image: image108.wmf].
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2. Первоначально на доске написано число 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход разрешается имеющееся число увеличить на любой его делитель, не равный самому числу. Проигрывает тот, кто первым получит число больше тысячи. Кто из игроков может выигрывать, как бы хорошо не играл противник?

3. Существует ли тупоугольный треугольник, который можно разрезать на конечное число остроугольных треугольников?

4. Рассматриваются все промежутки времени в июне, состоящие из целого числа дней. Найдите наибольшее возможное число промежутков, в течение каждого из которых случилось нечетное число дождливых дней.

5. Назовем человека необщительным, если у него не более пяти друзей. Назовем человека чудаком, если все его друзья необщительны. Докажите, что чудаков не больше, чем необщительных.

6. Что больше: 200! или 100200?

7. Найдите все решения в целых числах уравнения 
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8. В треугольнике ABC провели медиану AM, а в треугольниках AMB и AMC биссектрисы MD и ME соответственно. Оказалось, что треугольники AЕМ и BDM равновелики. Найдите (A. 
9. Есть 9 одинаковых с виду монет. Известно, что 8 из них весят одинаково, а 9-я фальшивая – легче настоящей. Есть двое одинаковых с виду чашечных весов. Известно, что одни из них обычные, а другие – грубые: показывают равновесие, если на чашах монет поровну. За какое наименьшее число взвешиваний можно наверняка выявить фальшивую монету?
10. 100 кровожадных отморозков ограбили банк на миллион долларов и уселись в ряд за стол делить деньги. Сначала первый предлагает, кому сколько: мне столько-то, второму столько-то и т.д. (каждому – целое число долларов), и все 100 голосуют. Если «за» не менее половины, то предложение принимается, каждый получает предложенную долю, и все расходятся. Если более половины голосуют «против», первого убивают, и тогда уже второй отморозок предлагает на тех же условиях кому сколько, и т.д. Каждый отморозок руководствуется в первую очередь желанием выжить, во вторую (если жизнь вне опасности) – получить побольше денег, в третью (если на жизнь и сумму это не влияет) – убить как можно больше (а то ведь подстерегут в темном переулке!). Как распределятся деньги, если все отморозки будут действовать и рассуждать абсолютно логически?
Математический бой Профи 7 – Профи 8.

1. В однокруговом волейбольном турнире участвовали 14 команд. Интересной назовем команду, выигравшую нечетное число матчей, а особенной – команду, выигравшую нечетное число матчей у интересных. Докажите, что число особенных команд четно. (Напомним, что в волейболе ничьих не бывает).

Решение: Поскольку каждая из команд-участниц сыграла 13 (нечетное число) матчей, то число поражений каждой интересной команды, а также суммарное число поражений всех интересных команд четно. Рассматривая для каждой из 14 команд число ее побед над интересными, видим, что сумма этих 14 целых чисел четна. Следовательно, количество нечетных среди них (то есть количество особенных команд) четно.
2. Найдите все решения в натуральных числах уравнения НОК(x, y)=x+y+24.
Ответ. (16, 40), (48,72), и симметричные им. 
Решение. Пусть d=НОД(x,y). Положив x=du, y=dv, видим что НОД(u,v)=1, НОК(x,y)=duv и d|24. Разделим на d: uv=u+v+24/d, uv–u–v+1=24/d + 1, (u–1)(v–1)=24/d +1. Так как u и v взаимно просты, то оба не могут быть четными, значит, (u–1)(v–1) – четно, и 24/d – нечетно. Это возможно только при d=8 или d=24. Если d=8, то (u–1)(v–1)=4. Вариант разложения на множители 2(2 дает u=v=3 – не взаимно просты, вариант 1(4 дает ответ (16, 40). Если d=24, то (u–1)(v–1)=2. Единственный вариант разложения на множители 1(2 дает ответ (48,72).

3. Точка D лежит на основании AC равнобедренного треугольника ABC. Точки E и F таковы, что середина отрезка DE лежит на отрезке AB, середина отрезка DF лежит на отрезке BC и (EDA=( FDC. Середина отрезка EF точка K лежит внутри треугольника ABC. Докажите, что  (ABD=(CBK.

Решение. Обозначим M и N середины отрезков DE и DF соответственно. KM и KN – средние линии в треугольнике DEF, поэтому DMKN – параллелограмм. Треугольники AMD и CND подобны по двум углам, поэтому (AMD=(CND. Кроме того, равны противоположные углы параллелограмма (DMK=(DNK. Значит, равны и третьи углы с вершинами M и N: (KMB=(KNB. Проведем через точку K прямую параллельно AC, и пусть она пересекает отрезки AB, AD и BC в точках A’, D’ и C’ соответственно. Треугольники A’MK и C’NK подобны по двум углам, поэтому 
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. Значит, A’D’=KC’, треугольники A’D’B и C’KB равны, поэтому и (ABD=(A’BD’=(CBK. 

4. Дорожки парка идут вдоль краев двух квадратных газонов с одной общей стороной. Вокруг газонов (каждый вокруг своего) против часовой стрелки гуляют с постоянными скоростями Ватсон и на 20% быстрее него Холмс. Время от времени они встречаются на общей дорожке. Во второй раз они встретились через 10 минут после первого, а в третий – через 10 минут после второго. Через какое время они встретятся в 4-й раз?
Ответ. Через 35 минут.

Решение. Попросим садовника гулять вокруг газона Холмса симметрично Ватсону относительно общей стороны, то есть против часовой стрелки. Ватсон встречается с Холмсом тогда и только тогда, когда садовник встречается с Холмсом на общей дорожке. Вообще же между очередными встречами с садовником Холмс успевает пройти 6/11 периметра квадрата, а садовник 5/11. Отметим точку P1  какой-нибудь их встречи и еще 10 точек P2,...,P11 по часовой стрелке, разбив круг Холмса на 11 равных частей. Понятно, что на общей дорожке лежат какие-то три последовательные точки (пусть P1, P2 и P3), а четыре уже не помещаются, так как расстояние между крайними 3/11>1/4.  Встречи Холмса и садовника происходят через равные промежутки времени T последовательно в точках P1, P7, P2, P8, P3, P9, P6, P10, P7, P11, P8, P1 и т.д. При этом встречи на общей дорожке (а, значит, и с Ватсоном) происходят через промежутки времени 2T, 2T, 7T, 2T, 2T, 7T. Поэтому 2T=10 мин, и следующая встреча случится через 5T=35 минут.

5. Многоугольник (не обязательно выпуклый) удалось разрезать на 20 меньших равных многоугольников, подобных исходному. Обязательно ли исходный многоугольник – параллелограмм?
Решение. Не обязательно. Это может быть, например, Г-образный шестиугольник, составленный из 10 кирпичей: прямоугольников размера 1((5 высотой 9 и шириной верхней перекладины 2(5. 

Заметим, что из двух таких Г составляется большой прямоугольник размера 10(2(5, подобный кирпичу (с коэффициентом 2(5). Значит, каждый кирпич разрезается на 2 шестиугольника, подобных Г. Итого, Г можно разрезать на 20 многоугольников, подобных исходному Г. 

6. Назовем кирпичом прямоугольный параллелепипед, у которого длина, ширина и высота различны. Можно ли поверхность какого-нибудь кирпича оклеить без перекрытий пятью бумажными квадратами? (Квадраты можно перегибать через ребра, размеры их не обязательно одинаковы).

Решение. Да, например кирпич 1(2(6. Грани 1(2 оклеиваются двумя квадратами каждая, остальные 4 грани оклеиваются квадратом 6(6.

7. Число N равно произведению первых k простых чисел. Докажите, что любое натуральное число, меньшее N может быть представлено как сумма нескольких различных натуральных делителей N.
Решение: пусть мы хотим представить число m < N = p1p2… pk pk+1. Докажем по индукции. База: N=2 очевидна. Переход от N1 = p1p2… pk к N= p1p2… pk pk+1.Если m < N1, то число можно представить в виде суммы делителей N1 (являющихся так же и делителями числа N) по предположению индукции. Если m > N1, то m = pk+1s + d, где d < pk+1, s < p1p2… pk. Докажем, что числа s и d мы можем представить в нужном виде. Для этого достаточно доказать pk+1< p1p2… pk.и применить предположение индукции. Рассмотрим число p1p2… pk –1. Оно взаимно просто с p1p2… pk. Поэтому оно либо простое, либо раскладывается на простые делители меньшие p1p2… pk т.е. существует простое число p<p1p2… pk не равное ни одному из чисел p1, p2, … , pk . А pk+1< p. 

8. На клетчатой доске 8×8, вначале пустой, Ося и Киса ходят по очереди. Своим ходом Ося отмечает от 1 до 9 полей крестиками. Киса своим ходом выбирает любой составленный из отмеченных полей прямоугольник, и стирает в нем все крестики.  Ося выиграет, если в какой-то момент будет отмечено крестиками N полей.  При каком наибольшем N Киса не сможет ему помешать?

Решение.  a) Пример для 7 клеток – на левом рисунке. Если отмечено не более 6 клеток, то выделив 6 прямоугольников как на среднем рисунке видим, что должно быть отмечено по клетке в каждом прямоугольнике, поэтому оставшиеся клетки с нулями не отмечены. Аналогично, разбиение на правом рисунке дает нам еще 6 неотмеченных клеток (с нулями), и закрашенный прямоугольник состоит из 10 неотмеченных клеток. 

b) Ося может постепенно отметить 57 клеток, ставя крестики в незакрашенные клетки левого рисунка. Действительно, каждым ходом он отмечает 9 клеток, а Киса может стереть максимум 8. По достижении 57 после ответного хода Кисы останется не менее 49 отмеченных клеток, и следующим ходом Ося достигнет 58 клеток.
А вот 59 клеток Киса может не позволить, оставляя после своего хода не более 49 крестиков. Если на доске 49+k крестиков, где 1≤k≤8, то не отмечено 15–k клеток.  Нетрудно видеть, что на доске можно разместить 16–k неперекрывающихся прямоугольников размера 1×k , а именно  8 вертикальных в k нижних горизонталях, и 8–k горизонтальных в 8–k верхних горизонталях. Хотя бы в одном из этих прямоугольников нет неотмеченных клеток, там то Киса крестики и сотрет. 

Наконец, если Ося отметил 58 клеток, то согласно пункту (a) найдется прямоугольник из 9 или 10 крестиков, там Киса крестики и сотрет.

9. Даны 9 чисел a1, a2, …, a9. Известно, что среди попарных сумм ai +aj (i(j) как минимум 29 целых. Докажите, что все числа 2a1, 2a2, …, 2a9 – целые.
Решение. Рассмотрим граф: вершины – данные 9 чисел, ребра соединяют пары с целой суммой. Если граф несвязен, то  из полного графа пропадает как мимимум k(9–k)≥8 ребер (где k – число вершин в какой-то компоненте связности), и остается не более 36–8=28 ребер – противоречие.

Пусть граф связен, и есть не целое и не полуцелое число, то есть с ненулевой дробной частью b(0,5. Пусть k  – количество чисел с дробной частью b. Тогда у чисел, смежных c ними, дробная часть равна 1–b(b, а у смежных с этими – снова b. Значит, есть 9–k чисел с дробной частью 1–b. Ребра могут соединять лишь числа с разными дробными частями, но k(9–k)≤20. Опять противоречие.
10. Разложите на два непостоянных множителя:1 + x10 + (1 + x)10.

Заключительная олимпиада

Довывод
1. У Саши есть 24 гирьки весами 1 г, 2г, …, 24 г. На какое наибольшее число кучек равного веса Саша их может разложить? 

2. К углам прямоугольного бассейна периметром 200 м подошли 4 ученика. Тренер подплыл куда-то к краю бассейна и пригласил учеников подойти. Все пошли кратчайшими путями. Ваня прошел 30 м, Максим – 60 м, Маша – 40 м. Сколько метров пришлось пройти четвертому ученику?
3. Можно ли разрезать квадрат на равные треугольники и сложить из них два меньших квадрата неодинакового размера? 
4. Перед вами три человека: двое нормальных, один – идиот. На вопрос, требующий ответа «Да» или «Нет» нормальные отвечают честно. Идиот же в смысл вопроса не вникает, а отвечает «Да» или «Нет» наугад. Как за два таких вопроса определить про всех кто есть кто? (Разумеется, после ответа на первый вопрос можно второй вопрос задать тому же или другому).

5. Высотой пятиугольника назовем отрезок перпендикуляра, опущенного из вершины на противоположную сторону, а медианой – отрезок, соединяющий вершину с серединой противоположной стороны. Известно, что в некотором пятиугольнике равны 10 длин – длины всех высот и всех медиан. Докажите, что этот пятиугольник правильный (то есть со всеми равными углами и равными сторонами).
Вывод
6.  Положительные числа x, y, z таковы, что x+y=(y+z)2, y+z =(x+z)2, x+z=(x+y)2. Найдите эти числа.
7. На сторонах прямоугольника как на гипотенузах построены прямоугольные 
треугольники, A, B, C и D – вершины прямых углов этих треугольников, причем треугольники с вершинами A и C примыкают к противоположным сторонам прямоугольника. Докажите, что сумма длин AC+BD не превосходит периметра исходного прямоугольника.  
8. При игре в столбики на некоторых полях шахматной доски стоят столбики из шашек. За один ход разрешается переставить любой столбик на столько клеток по вертикали или горизонтали, сколько в нем шашек; если столбик  попал на непустую клетку, он ставится на верх  стоящего  там  столбика  и объединяется с ним.

     Вначале на каждой клетке стоит по столбику из одной шашки. Можно ли за  63 хода собрать их все на одной клетке?

Послевывод

9. Несколько точек разбивают окружность на дуги. По окружности прыгает блоха. Перед каждым своим прыжком она вычисляет длину дуги,  на  которой находится, а затем прыгает так, чтобы сместиться по часовой  стрелке  на дугу вычисленной длины. Докажите, что блоха сможет побывать на всех дугах. (Считается, что точка на  границе двух дуг принадлежит дуге по ходу часовой стрелки от этой точки)

Программа зачета

Разрезания и площади

Площади, их свойства. Формулы площадей параллелограмма, треугольника, трапеции. Неравенства с площадями. Отношения площадей и отрезков. Теорема Фалеса. Свойство биссектрисы треугольника.

Формула Пика. Перекройка площадей. Теорема Бойяи-Гервина. Равнодополняемость.

Геометрические неравенства

Неравенство треугольника. Соотношения между углами и сторонами. Сравнение периметров выпуклых многоугольников.

ГМТ и построения

Основные ГМТ. Замечательные точки треугольника. Пересечение и объединение ГМТ.

Построения циркулем и линейкой (4 ступени). Алгебра помогает геометрии.

Задачи на дополнительные построения. Метод спрямления.

Комбинаторика

Правило умножения. Перестановки без повторений и  с повторениями. Убывающая степень. Формулы для размещений и сочетаний. 

Метод шаров и перегородок. Бином Ньютона. Свойства биномиальных коэффициентов (алгебраические и комбинаторные доказательства). Малая теорема Ферма. Формула включения-исключения. Задача о счастливых билетах: два решения. 

Общие методы

Оценки и примеры. Испытания и количество информации. Индукция. Дискретная непрерывность. Принцип крайнего. Полуинвариант. Принцип узких мест. Задачи на относительное движение.

Графы

Подсчет числа ребер. Лемма о рукопожатиях. Связность, компоненты связности.

Ребра, циклы, мосты, деревья. Теорема о числе ребер связного графа. Маршрут между двумя нечетными вершинами.

Двудольные графы. Максимальное число ребер в двудольном графе, критерий двудольного графа. Правильная раскраска в два цвета. Обходы и чередования.

Задача о пересечении путей короля и ладьи.

Делимость

Делимость и остатки. Сравнения по модулю. Действия с остатками. Правило сокращения. Малая теорема Ферма. Разложение на простые множители. Счет степеней простых делителей. НОД и НОК, их связь, алгоритм Евклида. Китайская теорема об остатках. Нахождение числа по остаткам. Функция Эйлера и ее свойства.
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