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Индукция-1. 4.07.2009

1. а) Из квадрата клетчатой бумаги размером 4(4 вырезали угловую клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на уголки из трех клеток. б) То же для квадрата 8(8. в) То же для квадрата 16(16. г) То же для квадрата 2n (2n.

2. Несколько прямых делят плоскость на части. У каждой прямой с одной из сторон растёт борода. Докажите, что существует такая часть, у которой все бороды растут внутрь.

3. Игра «Ханойская башня». Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров (внизу — самое большое) и еще два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. Докажите, что можно переложить все кольца с первого стержня на один из пустых стержней.

Прямые общего положения – такие, среди которых нет параллельных и никакие три не пересекаются в одной точке.

4. Несколько (не меньше трех) прямых общего положения делят плоскость на части. Докажите, что хотя бы одна из этих частей – треугольник. 

5. На сколько частей делят плоскость 2009 прямых общего положения?

6. Для каких n верно неравенство 
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7. Докажите, что любую сумму, начиная с 8 тугриков, можно выплатить купюрами по 3 тугрика и 5 тугриков.

8. Простые числа, начиная с 5, пронумеровали: число 5 получило первый номер, число 7 – номер 2, и т.д. Докажите, что каждое число больше своего утроенного номера.

Для самостоятельного решения

9. Докажите, что

а) число 111…1 (81 единиц) делится на 81;

б) число 111…1 (3n единиц) делится на 3n.

10. Плоскость поделена на части несколькими прямыми. Докажите, что эти части можно раскрасить в черный и белый цвет так, чтобы любые две соседние части были раскрашены в различные цвета (соседние части – это те, которые имеют общий участок границы).

11. Докажите, что правильный треугольник можно разрезать на n правильных треугольников для любого n ≥ 6.
12. В прямоугольнике 3n (3 строки, n столбцов) расставлены фишки трех цветов по n штук каждого цвета. Докажите, что переставляя фишки в строчках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки всех трех цветов.

Индукция-2. 5.07.2009

1. Верно ли, что число n2–n+41 является простым для всех натуральных n?

2. Объясните, где ошибка в рассуждении.

Докажем, что все лошади одной масти. Будем доказывать по индукции, что в табуне из n лошадей все лошади одной масти. 

База: n=1 одна лошадь одной масти (очевидно). 

Переход: Пусть в табуне из k лошадей все лошади одной масти. Докажем, что в любом табуне из k+1 лошади, все лошади одной масти. Пусть есть произвольный табун из k+1 лошади. Посмотрим на первые k лошадей этого табуна — по предположению они все одной масти. Посмотрим на последние k лошадей (без первой) — они тоже одной масти, поэтому все лошади одной масти.

Вывод: все лошади одной масти. 

3. Из квадрата 2n ×2n удалена одна клетка. Докажите, что получившуюся фигуру можно разрезать на n уголков различных размеров. (Уголок размера k  – фигура, полученная из квадрата со стороной 2k вырезанием углового квадрата со стороной k.)
4. Докажите тождество: 3·(1+4+16+...+4n)=4n+1–1
5. Докажите, что в игре «Ханойская башня» с n кольцами достаточно 2n–1 перекладываний колец. 
6. Докажите тождество: 
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7. Докажите тождество: 12+22+…+n2 = 
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8.  (Неравенство Бернулли) Докажите, что при всех натуральных n (1+x)n(1+nx, для всех x>–1.
9. Докажите, что если 
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 – целое число, то и число 
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 тоже является целым при любом натуральном n.
Для самостоятельного решения

10. Какой остаток дает (3n)! при делении на 6n·n! ?
11. У каждого целого числа от n+1 до 2n включительно (где n ​​​– натуральное) возьмем наибольший нечетный делитель и сложим все эти делители. Какое число получится?
12. Клетки доски 100×100 раскрашены в 4 цвета так, что в каждом квадратике 2×2 встречаются клетки всех цветов. Докажите, что в любой прямоугольной части доски с четным числом строк и столбцов угловые клетки раскрашены в 4 разных цвета.
13. В компании из k человек (k>3) у каждого появилась новость, известная ему одному. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им новости. Докажите, что за 2k–4 разговора все они могут узнать все новости.
Тест по индукции. 8.07.2009

1. Пронумеруйте предложения так, чтобы получилось решение. 

Задача: На сколько частей делят плоскость 2009 прямых общего положения?
Решение: 

A: Так как 
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B: По предположению, частей   
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 C: Утверждение доказано, и отсюда можно сделать вывод, что 2009 прямых 
общего положения делят плоскость на 
[image: image9.wmf]1

2

2010

2009

+

×

 частей.

D: Будем решать задачу в общем случае: на сколько частей делят плоскость n прямых общего положения? 

E: Пусть есть n прямых общего положения, уберем одну (любую) из них.
F: Она пересечёт каждую из n–1 старой прямой ровно один раз.
G: База индукции: n=1. 

H: Перед первым пересечением появится одна новая часть, между пересечениями со 2-ой и 3-ей прямой – тоже одна новая часть, и т.д.…, между n–2 и n–1  пересечением – одна новая часть. 
I: Докажем по индукции, что количество частей равно 
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J: Нарисуем опять n-ую прямую. 
K: Предположим, что n–1 прямая общего положения делят плоскость на 
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 частей. 
L: Так как одна прямая действительно делит плоскость на 2 части, база индукции доказана. 
M: И ещё одна новая часть появится после пересечения с n–1 прямой, следовательно, появится n новых частей. 

2. Последовательность an  задана правилом: a1=1, a2=7, а каждый член, начиная с третьего, вычисляется по формуле an+1=3an+4. Докажите, что an=3n–2.
3. Для каких n надо проверить утверждение, чтобы доказать базу индукции в следующих задачах (если их решать по индукции):

а) Докажите, что квадрат можно разрезать на любое, большее пяти, число квадратов (не обязательно одинаковых).  

б) Докажите, что сумма углов в выпуклом n-угольнике равна (n–2)(180(.
в) При каких n выполняется неравенство 3n>10n-8?
Комбинаторика-1. 5.07.2009

Количество способов выбрать k предметов из n различных предметов 
равно 
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1. На окружности отмечены 10 точек. Сколько существует треугольников с вершинами в этих точках?

2. У семиклассника Лени есть 7 детективов, а у восьмиклассника Бори – 8 книг по математике. Сколькими способами они могут обменять три книги одного на три книги другого?

3. Для борьбы со Злом 12 эльфов и 10 гномов решили создать «Братство Кольца». Но оружия хватало только на пятерых из них. Сколькими способами можно выбрать пятерых членов «Братства» так, чтобы в него вошло не более трех гномов?

4. Как известно, для участия в лотерее «Спортлото» нужно отметить шесть номеров из имеющихся на карточке 45 номеров. 

а) Сколькими способами можно заполнить карточку «Спортлото»?
б) После тиража организаторы лотереи решили подсчитать, каково число возможных вариантов заполнения карточки, при которых могло быть угадано ровно три номера. Помогите им в этом подсчете.

5. Сколькими способами можно выстроить 10 преподавателей М7 в ряд? В скольких из этих способов Константин Александрович стоит раньше Андрея Григорьевича? А в скольких наоборот?

6. У Нины есть 13 разноцветных кружек.

а) Сколько существует способов расставить кружки в ряд, так, чтобы красная стояла и раньше синей, и раньше зеленой?

б) Сколько существует способов расставить кружки в ряд, так, чтобы красная стояла раньше синей, а желтая – раньше зеленой?

7. У цветика-семицветика семь лепестков цвета радуги. Сколько всего может существовать различных цветиков-семицветиков?

8. Каким количеством способов можно раскрасить вершины правильного пятиугольника в n цветов, если способы, отличающиеся поворотом, мы считаем одинаковыми?

9. а) Сколькими способами можно расставить на первой горизонтали шахматной доски комплект белых фигур (король, ферзь, два слона, два коня, две ладьи)?

б) Тот же вопрос, если слоны должны стоять на клетках разного цвета.
Для самостоятельного решения
10. На доске выписаны все возможные 9-значные числа, начинающиеся с 9, в которых каждая следующая цифра либо совпадает с предыдущей, либо меньше ее на 1. Сколько чисел заканчиваются на 3?

11. Найдите среднее арифметическое всех девятизначных чисел составленных из 3 троек и 6 шестерок. 

12. [image: image1.emf]

Муха должна проползти из нижнего левого угла квадратной доски в правый верхний, побывав по пути в отмеченной на диагонали клетке (см. рис.). 
а) Докажите, что количество способов, которым она может это сделать – квадрат некоторого целого числа. 
б) Сколькими способами она может это сделать?

(За один ход муха может сместиться на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх)

13. Докажите, что 
[image: image14.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

23

46

2

23

23

2

2

23

2

1

23

2

0

23

C

C

C

C

C

=

+

+

+

+

K


Комбинаторика-2. 6.07.2009

1. ЛМШ-нок Глебушка узнал, что 13 мальчиков из его отряда сегодня идут в баню. 
а) Сколько существует способов составить группу для помывки, если всего в отряде 47 мальчиков? 

б) В скольких из этих групп присутствует Глебушка, а в скольких – нет?
в) Докажите, что 
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2. а) Имеется 15 выключателей, каждый зажигает свою лампочку. Сколькими способами этими лампочками можно осветить комнату? 

б) Сколькими способами можно зажечь пять лампочек?

в) Докажите, что 
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3. (Треугольник Паскаля) Возьмем строчку, состоящую из единицы, обрамленной с обеих сторон бесконечным количеством нулей. Каждую следующую строчку будем строить так: под двумя уже написанными числами пишем их сумму.

а) Сколько ненулевых элементов в k-й строке?

б) Чему равна сумма чисел k-й строки?

4. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок в выражении
а) (a+b+c+…+i+j)(k+l+…+y+z); 
б) (1+a)(1+b)...(1+h);
в) (a+b)10 ;
г) Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок и приведения подобных в выражении (a+b)n?

5.  (бином Ньютона) Докажите, что 
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6. а) Требуется выбрать команду на матбой и назначить в ней капитана. Есть два способа это сделать:

1) можно выбрать капитана, а он уже выберет себе остальных 5 членов  команды. 
2) можно выбрать 6 членов команды, а они уже выберут себе капитана.
В классе 14 человек. Сколькими способами может быть выбрана команда с капитаном, если действовать по первому алгоритму? А если по второму?
б) Докажите, что 
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Для самостоятельного решения

7. Докажите, что 
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 комбинаторно.

8. Докажите, что число способов выбрать четное число предметов из n предметов равно количеству способов выбрать из этих n предметов нечетное число предметов.

9. В каких строчках в треугольнике Паскаля все числа нечетны?

Комбинаторика-3. Шары и перегородки. 8.07.2009

1. Для проведения вступительной олимпиады преподаватели разбивают 65 школьников следующим образом: список в алфавитном порядке разбивается на 4 части, первая идет в первую аудиторию, вторая – во вторую и т.д. При этом в каждую аудиторию отправляется хотя бы один школьник. Сколькими способами можно произвести распределение? 
2. За булочками в столовой выстроилась очередь из 15 человек. Тут прибежали четверо мальчиков из М7 и влезли в некоторые промежутки между стоящими. Сколько очередей могло получиться, если а) ни в один промежуток не влезло больше одного человека б) в промежуток могло влезть и больше одного человека.

3. В ряд стоят пять ящиков. Сколькими способами можно разложить по этим ящикам одиннадцать одинаковых шаров так, чтобы ни один ящик не оказался пустым?
1. 
[image: image20.emf] 


4. В ряд стоят шесть ящиков. Сколькими способами можно разложить по этим ящикам десять одинаковых шаров, если разрешается, чтобы ящики оставались пустыми?
2. 
[image: image21.emf] 


5. Сколько решений имеет уравнение x+y+z+t=11 

а) в натуральных числах? 

б) в целых неотрицательных числах?
6. Сколькими способами можно разрезать ожерелье, состоящее из 30 различных бусин, на 8 частей (резать можно только между бусинами)?

7. Сколько есть способов переплести 12 одинаковых книг в красные, зеленые или синие переплеты, если а) обязательно б) не обязательно использовать все цвета?
8. Есть предметы n различных сортов. Сколько способов выбрать k предметов, если учитывается только число предметов того или иного сорта?
9. Сколько есть способов  разложить 7 белых и 4 черных шара по 11 различным ящикам?
Для самостоятельного решения

10. Преподаватели снова делят 70 школьников на 4 аудитории, но в этот раз без учета алфавитного порядка. Найдите число способов.

11. Сколько есть решений уравнения x+y+z=100 в натуральных числах от 1 до 60? 
12. Сколько решений в нечетных натуральных числах имеет уравнение x+y+z+t=1000?
Тест по комбинаторике. 10.07.2009

1. (1 балл) Сколькими способами из 17 человек можно выбрать шестерых для мытья зеркала в холле 17 корпуса?

2. (1 балл) В кружке занимаются 10 девочек и 7 мальчиков. Сколько есть способов послать на конкурс команду из 7 человек, если в ней обязательно должны быть 3 девочки и 4 мальчика?

3. (2+2 балла) Сколькими способами 15 семиклассников могут выстроиться в ряд, если а) Глеб хочет стоять раньше Ярослава? б) Глеб хочет стоять раньше Ярослава, но не хочет стоять первым?

4. (1+1+1 балл) Заполните пробелы:

а) 
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5. (3 балла) Сколькими способами муха может добраться из левой нижней клетки квадрата 9(9 в правую верхнюю, если она обязательно хочет пройти через центральную клетку? (За один ход муха может сместиться на одну клетку вправо или на одну клетку вверх.)
6. (2 балла) Вычислите коэффициент при 
[image: image25.wmf]3
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 после раскрытия скобок и приведения подобных в выражении 
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7. (2 балла) Сколькими способами можно выложить в ряд 10 синих и 2 красных шара так, чтобы красные шары не лежали рядом?

8. (2 балла) Сколькими способами можно разложить 12 одинаковых яблок по пяти полкам холодильника так, так чтобы ни одна полка не осталась пустой?

9. (3 балла) Шесть ящиков занумерованы числами от 1 до 6. Сколькими способами можно разложить по этим ящикам 20 одинаковых шаров, если разрешается, чтобы некоторые ящики остались пустыми?

10. (4 балла) В почтовом отделении продаются открытки 10 видов. Сколькими способами можно купить в нем 12 открыток?

Зацикливание. Обратный ход. 9.07.2009

1. Один преподаватель оставил на дверях всех комнат записки следующего содержания: "Я в комнате номер…" и исчез в неизвестном направлении. (Разные записки могут сообщать разную информацию). Некоторый школьник начал поиски преподавателя, руководствуясь этими указаниями. а) Докажите, что с некоторого момента он начнет двигаться по циклу. б) Докажите, что если номер каждой комнаты написан на бумажках ровно по одному разу, школьник вернется в исходную комнату.

2. а) Найдите последнюю цифру числа 350. 

б) Число 3n заканчивается на 7 (n>500). На какую цифру заканчивается число 3n-111?
3. Имеется последовательность цифр, начинающаяся с девятки. Каждые две последовательные цифры образуют двузначное число, делящееся либо на 17, либо на 23. Какая цифра может стоять на 2009-м месте?

4. На доске написано число 76. Каждую минуту число стирают с доски и на его место записывают произведение его цифр, увеличенное на 12. Какое число окажется на доске через час?

5. Найдите сотую цифру после запятой числа 28/270.

6. В последовательности 100011248… каждая цифра, начиная с пятой, равна последней цифре суммы четырех предшествующих цифр. 

а) Может ли в этой последовательности встретиться четыре двойки подряд?
б) Докажите, что по любому куску этой последовательности, состоящему хотя бы из четырех цифр, можно однозначно восстановить предыдущую цифру.
в) Докажите, что в этой последовательности рано или поздно снова встретятся цифры 1000.

г) Докажите, что в этой последовательности встретится четверка цифр 2009.
7. Установлено, что погода в Вишкиле уже сто лет в данный день полностью определяется предыдущей неделей. Варианты погоды: магнитная буря, метеоритный дождь, штиль. Последнюю неделю шел метеоритный дождь. Докажите, что "дождливые" недели всегда были и будут.

8. В одной стране из каждого города выходят хотя бы две дороги. Докажите, что для нужд туристического бизнеса можно проложить замкнутый экскурсионный маршрут по некоторым дорогам этой страны.

Для самостоятельного решения

9. Докажите, что найдутся две различные степени 2, разность которых делится а) на 1000; б) на 2009.

10. Натуральное число заменяют суммой квадратов его цифр. Докажите, что для любого натурального числа после некоторого количества таких операций процесс зациклится.

11. В тридесятом царстве ни одна из дорог не заканчивается тупиком. Рыцарь, Любящий Постоянство, выезжает из своего замка и, доезжая до любого перекрестка, едет по самой левой дороге. Докажите, что в конце концов он попадет таким образом обратно в свой замок.

12. В тридесятом королевстве у каждого замка и каждой развилки сходятся три дороги. Рыцарь, Любящий Разнообразие, выехал из своего замка (который тоже находится на развилке) и по очереди поворачивает то направо, то налево. а) Докажите, что его маршрут зациклится. б) Обязательно ли он когда-нибудь вернётся в свой замок?

Количество информации. 11.07.2009
Сначала сосчитай, потом угадывай
1. Паша загадал натуральное число от 1 до 8. Витя хочет отгадать его, задавая Паше вопросы, на которые тот отвечает «да» либо «нет». Как должен действовать Витя, чтобы отгадать загаданное число за 3 вопроса?
2. Паша загадал число от 1 до 10. Докажите, что Вите не хватит трёх вопросов для того, чтобы угадать это число.
Решение первое, «последовательное». Проследим, сколько возможностей для загаданного числа остается после ответов Паши. Каким бы ни был первый вопрос Вити, до него всего 10 вариантов, поэтому после ответа может остаться не менее 5 вариантов. Каким бы ни был второй вопрос, после ответа на него может остаться не менее 
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 вариантов, а после третьего – не менее 
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. Но это и значит, что после трёх ответов Вите не удалось угадать число. 

Решение второе, «взгляд сверху». Предположим, что Вите как-то удалось составить набор вопросов, решающих задачу: для второго вопроса он, возможно, заготовил 2 варианта – для ответов «Да» и «Нет» на первый вопрос, для третьего – 4 варианта. Теперь есть 8 вариантов развития событий, которые мы для краткости назовем «наборами ответов». Например, набор ответов «да, нет, да» означает, что на первый вопрос был дан ответ «да». Далее Витя задал второй вопрос, приготовленный для случая ответа «да», получил ответ «нет», задал третий вопрос, приготовленный для случая ответов «да, нет» и получил на него ответ «да». Теперь он обязан назвать задуманное число, поэтому каждому набору ответов должно соответствовать не более одного числа (иначе мы с Витей не решили задачу). Но такое невозможно: чисел больше, чем наборов ответов. Противоречие.

3. а) В орфографическом словарике 128 страниц, на каждой из них по 64 слова. Паша открыл словарь на случайной странице и загадал случайное слово с этой страницы. Сможет ли Витя угадать его за 13 вопросов? б) В англо-русском словарике 80 страниц, на каждой из них по 50 слов. Паша открыл словарь на случайной странице и загадал случайное слово с этой страницы. За какое наименьшее число вопросов Витя сможет заведомо угадать его?
4. Паша загадал натуральное число A от 1 до 8. Витя называет любое натуральное число X, и Паша отвечает, верно ли, что X делится на A. Помогите Вите угадать A после трёх таких вопросов.
5. Есть колода из 36 карт, из которых задумана одна. Разрешается разложить карты на стопки с разным числом карт и спросить, в какой из стопок задуманная карта. Как найти задуманную карту за два таких вопроса?
Во всех следующих задачах используются чашечные весы с двумя чашками без стрелок. Они показывают, равны ли веса на разных чашках, и если нет, то какой больше.
6. Из 27 монет одна фальшивая. За какое минимальное число взвешиваний можно найти фальшивую монету, если известно, что она легче настоящих?
7. Решая предыдущую задачу, Паша положил в первом взвешивании на каждую чашу весов не по 9 монет. Докажите, что ему не хватит трех взвешиваний для определения фальшивой монеты.
8. Из девяти внешне одинаковых монет 7 весят по 2 г, одна – 1 г, и еще одна – 4 г. Как за 3 взвешивания на двухчашечных весах без гирь найти 4-граммовую монету?
9. В ряд лежат 8 монет, при этом из левых четырёх одна фальшивая и из правых четырех тоже одна фальшивая (обе фальшивые легче настоящих и равны по весу друг другу). За два взвешивания найдите, сколько настоящих монет лежит между парой фальшивых (сами фальшивые монеты определять не обязательно).
Для самостоятельного решения

10. В этой задаче Паша может отвечать на вопросы «да», «нет» или «не знаю». Он загадал число – 1, 2 или 3. Придумайте вопрос, ответ на который позволит Вите угадать это число.
11. а) Есть 6 монет, из них 2 фальшивых, которые весят легче. За какое наименьшее число взвешиваний можно с гарантией найти фальшивые монеты? б) Есть 6 монет, из которых две фальшивые, причем одна тяжелее настоящих, а другая легче. За какое наименьшее число взвешиваний можно найти обе фальшивые монеты и определить, какая из них легче, а какая – тяжелее? 
12. Есть 68 различных по весу монет. За 100 взвешиваний найдите самую тяжёлую и самую лёгкую монеты.
Раскраска 15.07.2009
1. Можно ли обойти хромой ладьей (хромая ладья может ходить только на одну клетку) все клетки доски 8
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8, начав в левом нижнем углу и закончив в правом верхнем углу?

2. Можно ли разрезать шахматную доску 8
[image: image30.wmf]´

8 без левой нижней и правой верхней угловых клеток на доминошки 1
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2? Можно ли разрезать доску с вырезанной правой верхней клеткой на триминошки 1
[image: image32.wmf]´

3?

3. На шахматной доске стоит несколько королей. Докажите, что их можно раскрасить в четыре цвета так, чтобы короли одного цвета не били друг друга.

4. Можно ли разрезать квадрат 10
[image: image33.wmf]´

10 на фигурки вида  
[image: image34]?

5. Можно ли разрезать квадрат 10
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10 на фигурки вида 
[image: image36]?

6. Можно ли разрезать квадрат 10
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10 на фигурки вида 
[image: image38]?

7. На каждой клетке доски 7
[image: image39.wmf]´

7 сидит жук. а) В некоторый момент времени все жуки переползают на соседние по стороне клетки. Докажите, что при этом окажется хотя бы одна пустая клетка.

б) В некоторый момент времени все жуки переползают на соседние по диагонали клетки. Докажите, что при этом найдется хотя бы 7 свободных клеток.

8. Пете подарили набор «Юный паркетчик», состоящий из 12 триминошек 1
[image: image40.wmf]´

3. Хулиган Вася заменил одну из них на уголок из трех клеток. Сможет ли Петя сложить квадрат 6
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6?

9. Из доски 8
[image: image42.wmf]´

8 вырезали одну клетку так, что остаток можно разрезать на прямоугольники 3
[image: image43.wmf]´

1. Укажите все клетки, которые могут быть вырезаны и докажите, что других нет.
10. Какое наименьшее количество выстрелов необходимо сделать в игре «Заморский бой» на доске 8(8, чтобы наверняка попасть в корабль 1(3?
11. Из доски 31(31 вырезано 99 квадратов 2(2. Докажите, что из оставшейся части можно вырезать еще один такой квадрат.

Для самостоятельного решения

12. Можно ли доску 75(75 разрезать на фигурки, каждая из которых является либо доминошкой, либо Х-пентамино.
13. На какое число прямоугольников, каждый из которых имеет размер 1(6 или 1(7, можно разрезать прямоугольник 11(12?

14. Дно прямоугольной коробки покрыто плитками 2(2 и 1(4. Одна плитка 2(2 потерялась. Можно ли вместо нее воспользоваться плиткой 1(4 для покрытия дна коробки?
Что больше. 16.07.2009

1. Что больше: а) 750 или 5025; б) 2300 или 3200; в) 9920 или 999910; г) 314 или 175; д) 2100 + 3100 или 4100?

2. Верно ли неравенство: а) 
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 б) 
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3. Докажите без громоздких вычислений неравенства: а) 
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4. Придумайте и докажите правильное обобщение неравенств задачи 3.

5. Площадь прямоугольника меньше 1 см2. Может ли его периметр быть больше 1 км?

6. Можно ли в квадрат со стороной 1 поместить несколько не перекрывающихся квадратов а) с суммой периметров 100 б) с суммой площадей 100?

7. Докажите, что 
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8. Докажите, что 32! > 2103.

9. Обозначим n!! произведение чисел, не больших n и имеющих ту же чётность, что и n. Например, 4!!=8, а 5!!=15. Докажите, что а) 
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Для самостоятельного решения

10. Докажите, что (2009!)2 > 20092009
11. Сравните 
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12. Сравните числа 
[image: image54.wmf](

)

1

21

n

n

+

+

 и 
[image: image55.wmf](

)

1

21

n

n

+

+

.

Разбиение на пары. 19.07.2009
1. Все натуральные числа от 1 до 1000 включительно разбиты на две группы: чётные и нечётные. В какой из групп сумма всех цифр, используемых для записи чисел, больше и на сколько?

2. Каких прямоугольников с целыми сторонами больше: с периметром 2008 или с периметром 2010?

3. В куче 2000 камней. Двое по очереди берут из кучи от 1 до 9 камней. Выигрывает тот. кто взял последний камень. Кто выиграет при правильной игре: тот, кто делает первый ход, или его партнёр?

4. Сколько решений имеет ребус АБВ+ГДЕ=999?

5. Билеты нумеруются от 000000 до 999999. Номер называется счастливым, если сумма первых трех цифр равна сумме последних трех цифр. Докажите, что счастливых билетов столько же, сколько билетов с суммой цифр 27.

6. Двое играют в игру в квадрате 8(8. Первый может своим ходом закрасить любую клетку квадрата. А второй может своим ходом любой уголок из трех клеток. Кто не может сделать ход – проиграл. Кто выигрывает при правильной игре?

7. Двое играют в игру. На доске 8(8 стоит фишка. За один ход ее можно передвинуть на соседнюю по стороне клетку, при этом нельзя ее ставить в клетки, где фишка уже побывала. Кто не может сделать ход – проиграл. Кто выигрывает при правильной игре?

8. Все 9-значные числа, десятичная запись которых содержит цифры 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 по одному разу, выписали в ряд в порядке возрастания. Каждую минуту стирают наибольшее и наименьшее из них. Какие два числа будут стерты последними?

Для самостоятельного решения

9. Десятизначное число назовем хорошим, если сумма его цифр, стоящих на нечетных местах, больше суммы цифр, стоящих на четных местах. Докажите, что хороших чисел столько же, сколько и нехороших.

10. Докажите, что 2n-значных чисел в которые состоят из n единиц и n двоек столько же, сколько n-значных чисел составленных из цифр 1, 2, 3, 4 в которых поровну цифр 1 и 4.

Глобальная величина. 20.07.2009
Иногда при решении задач полезно посчитать какую-то глобальную величину. Например, сумму всех чисел или количество ребер в графе, или общее число очков набранных командами в турнире.

1. В прямоугольной таблице 8 столбцов, сумма в каждом столбце – по 10, а в каждой строке – по 20. Сколько в таблице строк?

2. Можно ли вписать в клетки доски 8×8 различные числа от 1 до 64, так, чтобы в любом квадратике 2×2 сумма записанных чисел была равна 120?

3. Футбольный мяч сшит из 32 лоскутов – белых шестиугольников и черных пятиугольников. Каждый черный лоскут граничит только с белыми, а каждый белый – с тремя черными и тремя белыми. Сколько лоскутов каждого цвета?
4. Когда встречаются два коротышки из Цветочного города, один отдает другому монету в 10 копеек, а тот ему – 2 монеты по 5 копеек. Могло ли случиться так, что за день каждый из 100 жителей города отдал ровно 10 монет?

5. Можно ли раскрасить клетчатый квадрат 2009(2009 в два цвета так, чтобы каждая черная клетка имела двух белых соседей, а каждая белая – двух черных?

6. 2009-угольник разбили на несколько многоугольников так, что вершины образовавшихся многоугольников не лежат на сторонах исходного и друг друга. Докажите, что среди получившихся многоугольников нечетное число многоугольников с нечетным числом сторон.
7. Двадцать шахматистов сыграли турнир в один круг (каждый сыграл с каждым по одной партии). Корреспондент "Спортивной газеты" написал в своей заметке, что каждый участник этого турнира выиграл столько же партий, сколько и свёл вничью. Докажите, что корреспондент ошибся.

8. Задано несколько красных и несколько синих точек. Некоторые из них соединены отрезками. Назовём точку «особой», если более половины из соединённых с ней точек имеют цвет, отличный от её цвета. Если есть хотя бы одна особая точка, то выбираем любую особую точку и перекрашиваем в другой цвет. Докажите, что через конечное число шагов не останется ни одной особой точки.

9. Существует ли выпуклый 2009-угольник, все углы которого содержат целое число градусов?
Для самостоятельного решения.

10. Обозначим через cm количество жителей в m-ом по величине населения доме, а через dk – количество таких домов, в которых живет не меньше k жителей. Докажите равенства

а) c1 + c2 + c3 +... = d1 + d2 + d3 +....
б) 
[image: image56.wmf]...
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11. В строке в беспорядке записаны числа 1, 2,…, 100. За один ход Петя находит пару рядом стоящих чисел, где правое меньше левого, и меняет их местами.
a) Докажите, что рано или поздно числа расположатся по порядку: 
1, 2,…, 100.

б) Какое наибольшее число ходов могут продолжаться перестановки?

12. Может ли во время шахматной партии на каждой из 30 диагоналей оказаться нечетное число фигур?

13. На доске 
[image: image57.wmf]9
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 расставлены 9 ладей, не бьющих друг друга. Каждую из этих ладей передвинули ходом коня. Докажите, что теперь какие-то две ладьи бьют друг друга.
Конструкции и конструирование. 21.07.2009
1. Филя рвет каждый попадающий ему в руки кусок бумаги на 4 части, а Степашка – на 6. Докажите, что объединенными усилиями они могут разорвать газету на любое количество частей, начиная с девяти.

2. Двое мальчиков катались на лодке. К берегу подошел отряд солдат. Лодка так мала, что на ней могли переправиться двое мальчиков или только один солдат. Как солдатам переправиться через реку?

3. Существует ли такой набор из 10 натуральных чисел, что ни одно из них не делится ни на одно из остальных, а квадрат каждого из них делится на каждое из остальных?

4. Группа психологов разработала тест, пройдя который каждый человек получает оценку – показатель его умственных способностей. За рейтинг страны принимается среднее арифметическое значений показателей всех жителей этой страны.

а) Группа граждан страны А эмигрировала в страну Б. Покажите, что при этом у обеих стран мог вырасти рейтинг.

б) После этого группа граждан страны Б (в числе которых могут быть и бывшие эмигранты из А) эмигрировала в страну А. Возможно ли, что рейтинги обеих стран опять выросли?

5. Существуют ли такие натуральные числа a1 < a2 < a3 < ... < a100, что 
НОД(a1, a2) > НОД(a2, a3) > ... > НОД(a99, a100)?

6. В таблице 10(10 расставлены знаки “+” и “–”. За один ход разрешается поменять знаки на противоположные в любой строке или столбце. Докажите, что если таблица такими действиями не приводится к таблице из одних плюсов, то в ней есть квадрат 2(2, который тоже не приводится.

7. Кощей Бессмертный похитил у царя трёх дочерей. Отправился Иван-царевич их выручать. Приходит он к Кощею, а тот ему и говорит: «Завтра поутру увидишь пять заколдованных девушек. Три из них – царевы дочери, а ещё две – мои. Для тебя они будут неотличимы, а сами друг дружку различать смогут. Я подойду к одной из них и стану у неё спрашивать про каждую из пятерых: “Это царевна?”. Она может отвечать и правду, и неправду, но ей дозволено назвать царевнами ровно двоих (себя тоже можно называть). Потом я так же опрошу каждую из остальных девушек, и они тоже должны будут назвать царевнами ровно двоих. Если после этого угадаешь, кто из них и вправду царевны, отпущу тебя восвояси невредимым. А если ещё и догадаешься, которая царевна старшая, которая средняя, а которая младшая, то и их забирай с собой.»
Иван может передать царевнам записку, чтобы научить их, кого назвать царевнами. Может ли он независимо от ответов Кощеевых дочерей:

а) вернуться живым;  б) увезти царевен с собой? 

в) Решите задачу, если украдено 100 царевен, у Кощея 99 дочек, а на утреннем «испытании» каждой по-прежнему дозволено назвать царевнами только двух других.
Для самостоятельного решения

8. В ряд стоят 10 коробочек с шариками, причем для любого числа n от 1 до 10 есть коробочка, в которой ровно n шариков. За одну операцию можно переложить в любую коробочку еще столько же шариков, сколько в ней уже есть, из какой-нибудь другой коробочки, в которой шариков больше. Всегда ли можно такими операциями добиться, чтобы в первой коробочке оказался 1 шарик, во второй – 2 шарика, и так далее, в 10-й – 10 шариков?

9. Компания зрителей купила все билеты в один ряд, но села туда наугад, причем каждый оказался не на своем месте. Билетер может поменять местами любых двух соседей, сидящих не на своих местах, и так много раз (но не может пересаживать зрителя, уже попавшего на свое место). Верно ли, что при любой начальной рассадке билетер может действовать так, чтобы все расселись по своим местам?
Геометрические места точек (ГМТ) – 1. 4.07.2009
Геометрическое место точек (ГМТ) – множество, состоящее из тех и только тех точек, для которых выполняется требуемое свойство. Помните, что решение задачи на нахождение ГМТ должно включать в себя доказательство того, что 1) все найденные точки обладают нужным свойством, 2) никакие другие точки этим свойством не обладают.
Как правило, мы не будем строить ГМТ при помощи циркуля и линейки, но будем подразумевать возможность такой постановки задачи.

1. Дана точка А и число d>0. Найдите геометрическое место точек (ГМТ) а) удаленных от А на расстояние d, б) для которых расстояние от точки A больше d; в) для которых целая часть расстояния до A нечетна.

Расстоянием от точки А до прямой l называется длина перпендикуляра, опущенного из A на l.

2. Даны различные точки A и B и число d>0. Найдите ГМТ а) удаленных от прямой AB на расстояние d, б) для которых расстояние от этой прямой больше d; в) для которых целая часть расстояния до прямой AB нечётна.

3. Даны различные точки A и B. Найдите ГМТ а) равноудаленных от этих точек, б) для которых расстояние до A больше, чем до B; в)* для которых AB – наибольшая из трех сторон треугольника.

Геометрическое место точек, обладающих некоторым СПИСКОМ СВОЙСТВ, является пересечением ГМТ, обладающих отдельными из этих свойств.

4. Даны две параллельные прямые l и m. Найдите ГМТ, а) равноудаленных от l и m, б) для которых расстояние до l больше, чем до m; в) для которых расстояния до l и до m отличаются ровно в 2 раза; г) для которых отношение большего расстояния к меньшему не больше 2.

Геометрическое место точек, обладающих ХОТЯ БЫ ОДНИМ СВОЙСТВОМ из списка, является объединением ГМТ, обладающих этими свойствами.
5. Даны две пересекающиеся прямые l и m. Найдите ГМТ, а) равноудаленных от l и m, б) для которых расстояние до l больше, чем до m.

6. Даны две точки A и B и число d>0. Найти ГМТ, для которых а) наибольшее из расстояний до А и до B равно d; б) наименьшее из расстояний до А и до B равно d.

7. Дан треугольник АВС. Найдите ГМТ М таких, что: {отрезок/прямая/луч} СМ пересекает {отрезок/прямую/луч} АВ (здесь 9 различных задач!)
Для самостоятельного решения

Расстоянием от точки А до луча l называется наименьшее из возможных расстояний от A до точек этого луча.

8. Найдите ГМТ, равноудаленных от

а) двух сторон данного угла;

б) трех прямых, содержащих стороны данного треугольника;

в) трех данных прямых;

г) трех данных точек.

9. Даны точки А и В. Найдите ГМТ  М таких, что АМ < АВ ( ВМ.

10. Даны точки А и В. Найдите множество оснований перпендикуляров, опущенных из точки А на всевозможные прямые, проходящие через точку В.

11. Даны точки A и B. Найти ГМТ  C таких, что треугольник AВC – остроугольный.
ГМТ-2. 6.07.2009
1. Дан треугольник ABC. Найдите ГМТ  М таких, что четырехугольник с вершинами A, B, C, M выпуклый. 

2. Даны точки A и B. Найдите ГМТ  М таких, что треугольник AMB равнобедренный.

3. Даны точки А и В. Найдите ГМТ  М таких, что

а) (ВАМ – наименьший угол треугольника АВМ;

б) (АМВ – средний по величине угол треугольника АВМ;

в) (АВМ – наибольший угол треугольника АВМ.
4. Докажите, что в прямоугольном треугольнике длина медианы, проведенной к гипотенузе, равна половине гипотенузы.

5. а)Докажите, что в прямоугольном треугольнике длина медианы, проведенной к гипотенузе, равна половине гипотенузы.

Найдите ГМТ, из которых данный отрезок AB виден б) под прямым углом; в) под острым углом; г) под тупым углом.

6. Дан треугольник ABC. Найдите ГМТ  М таких, что площадь треугольника AMB равна а) площади треугольника ABC; б) половине площади треугольника ABC.

7. Дан треугольник ABC. Найдите ГМТ  М таких, что площадь треугольника AMB равна площади треугольника AMC.
Для самостоятельного решения

8. Дан треугольник ABC. Найдите ГМТ М таких, что а) AM2 – MB2 = AC2 – CB2; б) AM2 – MB2 > AC2 – CB2; в) AM2 – MB2 < AC2 – CB2.

9. Найдите ГМТ середин отрезков, концы которых лежат на двух данных параллельных прямых.

10. Дан треугольник ABC. Найдите ГМТ  М таких, что точки A, B, C и M образуют а) выпуклый четырехугольник с равными диагоналями; б) выпуклый четырехугольник с перпендикулярными диагоналями; в) выпуклый четырехугольник, диагонали которого равны и перпендикулярны.

Площади – 1. 9.07.2009
Площадь параллелограмма равна произведению его основания на высоту. 
Площадь треугольника равна половине произведения его основания на высоту. Площадь трапеции равна половине произведения суммы двух ее оснований на высоту.

Площадь объединения фигур не больше суммы их площадей. 

ГМТ М таких, что площадь треугольника ABM равна данной величине – две параллельные прямые.
1. Докажите, что медиана разбивает треугольник на два равновеликих треугольника.

2. а) Разделите треугольник на три равновеликие части двумя прямыми, выходящими из одной вершины. б) Докажите, что три медианы делят треугольник на шесть равновеликих треугольников.
3. [image: image92.wmf] 

Диагонали делят трапецию на четыре треугольника. Докажите, что площади треугольников, прилегающих к боковым сторонам, равны[image: image93.emf] 

.
4. Найдите площадь большого треугольника, если площадь закрашенного треугольника равна 1.

5. [image: image94.wmf] 

Андрей Григорьевич и Татьяна Васильевна играют на квадратном пироге в следующую игру: А.Г. выбирает точку внутри пирога, соединяет ее с вершинами квадрата и разрезает пирог на четыре получившихся треугольника. Т.В. выбирает себе пару кусков, не имеющих общих сторон. Найдите ГМТ, которые может выбирать А.Г., чтобы сумма кусков Т.В. была не больше половины пирога? 

6. На острове, имеющем форму равностороннего треугольника, построен маяк. Докажите, где бы он ни находился, сумма расстояний от него до трех берегов постоянна. 
7. Дан квадрат ABCD, на двух его сторонах отметили по точке. Какая часть площади квадрата больше: серая или черная?

8. Докажите, что если одна из диагоналей четырехугольника ABCD делит другую диагональ пополам, то внутри четырехугольника найдется точка O такая, что треугольники OAB, OBC, OCD и ODA равновелики.

Для самостоятельного решения
9. Известно, что отрезок, соединяющий середины двух противоположных сторон  выпуклого четырехугольника, делит его на два равновеликих четырехугольника. Докажите, что эти стороны параллельны.
10. Найдите ГМТ М, лежащих внутри трапеции ABCD (BC и AD параллельны) или на её границе так, что площади MAB и MCD равны.
11. Найти ГМТ М, сумма расстояний от которых до двух заданных прямых равна заданному значению h.
Площади – 2. 10.07.2009

1. В треугольнике соединили середины сторон. Докажите, что все получившиеся треугольники равновелики. Докажите, что отрезок, соединяющие середины сторон b и c параллелен стороне a и равен a/2. 

2. BL – биссектриса угла B треугольника ABC. Докажите, что AB:ВC=АL:LC.

3. Точка D делит сторону AB треугольника ABC в отношении 2:3 (считая от вершины A). Точка E делит отрезок CD в отношении 3:1 (считая от вершины C). Какую часть площади треугольника ABC составляет площадь треугольника ADE?

4. Докажите, что радиус окружности, вписанной в треугольник, равен отношению его площади к его полупериметру.

5. Докажите, что биссектриса прямого угла прямоугольного треугольника делит пополам квадрат, построенный на его гипотенузе.

Два многоугольника называются равносоставленными, если один из них можно перекроить в другой (то есть разрезать на части, переложив которые, можно получить другой). Любые два равносоставленных многоугольника равновелики.
6. В четырехугольнике ABCD углы B и D прямые, а стороны AB и BC равны. Длина перпендикуляра, опущенного из точки B на сторону AD, равна 1. Найдите площадь ABCD.

7. Докажите, что площадь правильного восьмиугольника равна произведению длин наибольшей и наименьшей его диагоналей.

8. В выпуклом четырехугольнике соединили середины противоположных сторон, и получившиеся части раскрасили в шахматном порядке. Докажите, что сумма площадей черных частей равна сумме площадей белых. 

9. [image: image95.emf] 

а) Четыре вершины правильного двенадцатиугольника расположены в серединах сторон квадрата (см. рис.). Докажите, что площадь заштрихованной части в 12 раз меньше площади двенадцатиугольника.

б) Докажите, что площадь двенадцатиугольника, вписанного в окружность радиуса 1, равна 3.

Для самостоятельного решения

10. В выпуклом четырехугольнике середину диагонали соединили с серединами сторон. Докажите, что длины получившихся отрезков вдвое меньше сторон четырёхугольника.

11. Точка O, лежащая внутри правильного шестиугольника, соединена с вершинами. Возникшие при этом шесть треугольников раскрашены попеременно в красный и синий цвет. Докажите, что сумма площадей красных треугольников равна сумме площадей синих.

12. Внутри выпуклого четырёхугольника ABCD существует такая точка O, что площади треугольников OAB, OBC, OCD и ODA равны. Докажите, что одна из диагоналей четырёхугольника делит другую пополам.

Теоремы Чевы и Менелая. 18.07.2009
1. В треугольнике АВС точка М принадлежит стороне АВ, точка К – отрезку СМ, причём АМ : МВ = n : m. Найдите отношение площадей: 

а) SACM : SBCM; б) SAKM : SBKM; в) SACK : SBCK.

Медиана BK ​ ГМТ M таких, что SMBC = SMAB и точка М лежит внутри треугольника АВС
2. Дан треугольник АВС. Найдите ГМТ M таких, что SMBC = SMAB = SMAC, и точка М лежит внутри треугольника АВС.

3. Найдите ГМТ М внутри данного треугольника АВС таких, для которых SABM / SCBM = k (k – фиксированное положительное число).

4. Точка O лежит внутри треугольника ABC. Лучи AO, BO и CO пересекают стороны BC, AC и AB в точках A1, B1 и C1, причём 
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5. Теорема Чевы. Если на сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС взяты соответственно точки С1, А1, В1, то отрезки АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
[image: image64.wmf].
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6.  Используя теорему Чевы докажите, что в произвольном треугольнике пересекаются в одной точке

а) медианы;

б) биссектрисы;

в) отрезки, соединяющие вершины треугольника с точками касания вписанной окружности;

г) прямые, проходящие через вершины и делящие периметр треугольника пополам.

7. Теорема Менелая. Дан треугольник ABC. На прямых АВ, ВС и СА взяты точки С1, А1 и В1, причём а) одна из них лежит на стороне, а остальные на продолжениях сторон; б) все три лежат на продолжениях сторон. Докажите, что точки А1, В1 и С1 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда 
[image: image65.wmf].
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Для самостоятельного решения.

8. Теорема Чевы для случая, когда точка С1 лежит на стороне АВ, а точки А1 и В1 лежат соответственно на продолжениях сторон ВС и СА. Докажите, что прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке или параллельны тогда и только тогда, когда 
[image: image66.wmf].
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9. Теорема Ван-Обеля. На сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС взяты соответственно точки С1, А1, В1. Отрезки AA1, BB1 и CC1 пересекаются в точке K. Докажите, что 
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10. [image: image96.emf] 

Существуют ли такие точки M, лежащие вне треугольника АВС, что SMBC = SMAB = SMAC?
11. Найдите отношение площади закрашенного треугольника к площади всего треугольника.

12. Докажите, что высоты в остроугольном треугольнике пересекаются в одной точке.

Геометрические неравенства. 20.07.2009
1. [image: image97.png]


Рассмотрим квадрат со стороной, равной 1. Соединим последовательно середины сторон квадрата. У получившегося квадрата снова соединим середины сторон и т.д. Докажите, что сумма площадей 2009 получившихся таким образом квадратов меньше 1.

2. На рисунке изображён график функции у = х2. Докажите, что для площади S закрашенной фигуры выполняется неравенство

а) 14 < S < 29;

б) 17,375 < S < 24,875;

в) S < 21,5 (замените прямоугольники на трапеции).

3. [image: image98.png]


Докажите, что площадь закрашенной фигуры на втором рисунке больше 20. 

4. Докажите с помощью площадей и прямоугольного треугольника с катетами 1 и n, где n – натуральное, что 
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[image: image69.emf] 


5. Рассмотрим равносторонний треугольник с площадью, равной 1. Проведём все средние линии в треугольнике. В полученном центральном треугольнике снова проведём все средние линии, и т.д. Докажите, что сумма площадей 1000 таких уменьшающихся треугольников, образованных средними линиями, не превышает 1/3.


[image: image70.emf] 


6. Рассмотрим все прямоугольные треугольники с гипотенузой 2009, один из катетов которых равен натуральному числу.

а) Докажите, что сумма всех вторых катетов этих треугольников меньше 
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б) Докажите, что сумма всех вторых катетов этих треугольников больше 
[image: image72.wmf].
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(можно использовать формулу площади круга S = (R2)

Графы-1. Вводное занятие. 8.07.2009

1. а) В верхних углах доски 3×3 стоят чёрные кони, а в нижних – белые. Можно ли  поменять их местами и сколько ходов для этого необходимо?

б) В верхних углах доски 3×3 стоят чёрные кони, а в нижних – белые.  Можно ли разместить коней одного цвета в противоположных клетках доски и сколько ходов для этого необходимо?
2. В маленьком детском лагере  всего 5 корпусов, некоторые из них соединены дорогами. Известно, что любые две дороги имеют общий конец. Докажите, что найдутся три корпуса, никакие два из которых не соединены  дорогой.
3. Можно ли записать по кругу числа от 1 до 9 так, чтобы сумма двух соседних не делилась ни на 3, ни на 5, ни на 7?

4. Усадьбы некоторых джентльменов, проживающих в графстве Вишкильшир, соединены между собой дорогами. Заезжий путешественник обнаружил, что из усадьбы его друга лорда Коннекта можно доехать до любого другого джентльмена (быть может, заезжая по дороге к кому-нибудь еще). Докажите, что из любой усадьбы в графстве можно проехать по дорогам в любую другую.

5. В некоторой стране 15 городов, причем из каждого города выходит не менее 7 авиалиний. Докажите, что а) в этой стране можно добраться от любого города до любого; б) это можно сделать не более, чем с одной пересадкой.
Для самостоятельного решения

6. В группе из 101 человека среди любых троих есть пара знакомых. Докажите, что  один из них  знает хотя бы половину оставшихся.
Графы-1. Лемма о рукопожатиях. 8.07.2009

1. На занятие кружка пришло 25 детей. Каждый из них знаком а) со всеми остальными;  б) ровно с 10 из остальных.  Каждый пришедший пожал руку всем своим знакомым. Сколько всего было рукопожатий?

2. На слете инопланетян встретилось а) шесть; б) семь марсиан, у каждого из которых ровно три руконожки. Могут ли они взяться за руконожки так, чтобы не осталось ни одной свободной руконожки, и любые два марсианина участвовали вместе не более чем в одном руконожкопожатии?
3. В Тридевятом царстве из каждого города выходят три дороги. Может ли там быть ровно а) 101 дорога; б) 101 город?
4. Можно ли на шахматной доске расставить 9 ферзей так, чтобы каждый бил ровно трёх из оставшихся?
5. Петя собрался нарисовать на плоскости 17 отрезков так, чтобы каждый пересекался с пятью или семью другими. Есть ли у него шансы справиться с этой задачей?

Для самостоятельного решения

6. В Тридесятом царстве из каждого города выходило по 10 дорог, причем из любого города можно было добраться в любой другой (возможно с пересадками). Одну из дорог закрыли на ремонт. Докажите, что из любого города по-прежнему можно добраться в любой другой.

7. Каждый из 150 лмшат имеет не менее 100 знакомых. Докажите, что найдутся четверо, имеющие одинаковое число знакомых.

Графы-2. Деревья. 10.07.2009
Определение: связный граф без циклов называется деревом.
Эквивалентные определения дерева:

1. Докажите, что

а) любые две вершины дерева соединены ровно одним простым (т.е. не проходящим два раза через одну и ту же вершину) путём; 

б) граф, в котором любые две вершины соединены ровно одним простым путем – дерево.

2. Докажите, что граф является деревом тогда и только тогда, когда он связный, но при выкидывании любого ребра перестает быть связным.

3. а) Докажите, что в дереве, содержащем хотя бы одно ребро, обязательно есть висячая вершина, т.е. вершина степени 1.

б) Докажите, что в дереве с n вершинами ровно n – 1 ребро.

в) Докажите, что любой связный граф с n вершинами, в котором ровно n – 1 ребро, является деревом.

Задачи

4. Докажите, что если в графе с n вершинами меньше, чем n – 1 ребро, то он не связен, а если в нем больше, чем n – 1 ребро, то в нём есть циклы.
5. В некоторой стране 19 городов и всего 18 дорог, притом из каждого города можно проехать в любой другой. На всех дорогах ввели одностороннее движение. Докажите, что теперь, выехав из какого-нибудь города невозможно вернуться в него обратно.
6. В доску вбито 2009 гвоздей. Миша и Илюша играют в игру, делая ходы по очереди. За ход можно соединить два еще не соединенных между собой гвоздя ниткой. Начинает Миша. Кто выиграет при правильной игре, если получивший замкнутую цепь

а) проигрывает; б) выигрывает?
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Волейбольная сетка имеет вид прямоугольника размером 50×200 клеток. Какое наибольшее число веревочек можно перерезать так, чтобы сетка не распалась на куски?

8. Можно ли раскрасить ребра куба в синий и красный цвета так, чтобы ребра каждого цвета образовывали связный граф, проходящий по всем вершинам?
Для самостоятельного решения

9. Алёша и Яша нашли на улице полный граф с 2009 вершинами и по очереди выламывают из него рёбра. Проигрывает тот, после чьего хода граф станет несвязным. Кто выиграет при правильной игре?

10. В дереве степени всех вершин нечётные. Докажите, что более половины его вершин – висячие.

11. Каждая грань кубика разбита на 4 квадрата. Некоторые стороны этих квадратов раскрасили в красный цвет – всего 26 сторон. Докажите, что на поверхности кубика найдется замкнутая ломаная из красных отрезков.
12. В стране 15 городов, некоторые из них соединены авиалиниями, принадлежащими трем авиакомпаниям. Известно, что даже если любая из авиакомпаний прекратит полеты, можно будет добраться из любого города в любой другой (возможно, с пересадками), пользуясь рейсами оставшихся двух компаний. Какое наименьшее количество авиалиний может быть в стране?

Графы с цветными рёбрами. 13-15.07.2009
1. На плоскости расположено 5 точек, никакие из которых не лежат на одной прямой. Любые две точки соединены отрезком красного или синего цвета. Глебушка утверждает, что среди этих 5 точек всегда найдутся три, соединённые отрезками одинакового цвета. Прав ли он?

2. Шесть школьников участвуют в шахматном турнире, который проводится в один круг. Докажите, что всегда среди них найдутся три участника турнира, которые провели уже все встречи между собой, либо еще не сыграли друг с другом ни одной партии. 

3. На одном из фестивалей встретились 6 делегатов. Оказалось, что из любых троих по меньшей мере двое могут объясниться друг с другом. Докажите, что найдутся три делегата, которые могут объясниться друг с другом.

4. К Пете на день рождения пришли шестеро его друзей. Докажите, что в компании, собравшейся на Петином дне рождении (включая Петю) найдутся либо четверо попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых.

5. Петя пригласил к себе в гости 9 человек. Докажите, что среди собравшихся 10 человек найдутся четверо попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых.

6. Докажите, что среди любых 9 человек найдутся либо четверо попарно знакомых, либо трое попарно незнакомых.

7. а) Каждый из 17 ученых переписывается с остальными. В их переписке речь идет о трех темах. Каждая пара ученых переписывается друг с другом лишь по одной теме. Докажите, что не менее трех ученых переписываются друг с другом по одной и той же теме. б) Каждый из 66 ученых переписывается с остальными. В их переписке речь идет о четырёх темах. Каждая пара ученых переписывается друг с другом лишь по одной теме. Докажите, что не менее трех ученых переписываются друг с другом по одной и той же теме. 

8. На географической карте выбраны пять городов. Известно, что из любых трех из них найдутся два, соединенные авиалиниями, и два — не соединенные. Докажите, что тогда: а) Каждый город соединен авиалиниями с двумя и только с двумя другими городами. б) Вылетев из любого города, можно облететь пять остальных городов, побывав в каждом  по одному разу, и вернуться назад. 

9. В течение дня два из шести телефонных абонентов могут поговорить друг с другом по телефону, а могут и не поговорить. Докажите, что всегда можно найти две тройки абонентов, в каждой из которых либо все переговорили друг с другом, либо все не переговорили. 

Для самостоятельного решения.

10. Назовем группу людей однородной, если любые два человека из этой группы знакомы, либо напротив, не знакомы. Докажите, что среди восьми случайно встретившихся людей всегда найдутся две однородные группы, состоящие из трех человек каждая, причем никто из первой группы не входит во вторую. 

11. В городе n жителей. Любые двое из них либо дружат, либо враждуют, причем среди любых троих жителей дружат все трое, либо только двое. Докажите, что если не все жители этого города — друзья, то найдется горожанин, у которого врагов больше, чем друзей. 

12. Дан граф с 8 вершинами и более чем 16 рёбрами. а) Доказать, что в этом графе есть треугольник, то есть три вершины, любые две из которых соединены рёбрами. б) Привести пример графа с 8 вершинами и 16 рёбрами, в котором нет треугольника.

Графы-4. Двудольные графы. 14.07.2009
Граф называется двудольным , если его вершины можно раскрасить в два цвета правильным образом, т.е. так, чтобы две соединенные ребром вершины были покрашены в разные цвета. Или, что то же самое, вершины графа можно разбить на два множества (доли) так, чтобы рёбра графа соединяли только вершины из разных долей.

1. Докажите, что дерево – двудольный граф.

2. а) Докажите, что суммарная степень вершин в каждой доле одинакова.

б) Докажите, что если все вершины графа имеют одинаковую степень, то в обеих долях их поровну.

3. Докажите, что граф является двудольным тогда и только тогда, когда в нем нет циклов нечетной длины.
4. Катя, Соня, Таня и Ксюша перепробовали все мороженое, продававшееся в кафе. Каждый сорт мороженого попробовали 3 девочки. Катя съела больше всех различных сортов – 8, а Соня меньше всех – 5. Сколько сортов мороженого продается в кафе?
5. На дискотеку пришли а) 10 девушек и 9 юношей; б) 11 девушек и 10 юношей. Могло ли быть так, что все девушки знакомы с различным числом юношей, а все юноши – с одинаковым числом девушек?

Для самостоятельного решения

6. В сказочной стране Перра-Терра среди прочих обитателей проживают карабасы и барабасы. Каждый карабас знаком с шестью карабасами и девятью барабасами. Каждый барабас знаком с десятью карабасами и семью барабасами. Кого в этой стране больше - карабасов или барабасов?
7. На каждой черной клетке шахматной доски 8×8 стоит шашка. Докажите, что, чтобы ладья смогла с любого белого поля попасть за несколько ходов на любое белое поле, надо убрать хотя бы 11 шашек (перепрыгивать через шашки ладья не может).
Графы-4. Планарные графы. 14.07.2009
Граф называется планарным , если его можно нарисовать на плоскости так, чтобы ребра не пересекались. Для связных планарных графов выполняется формула Эйлера В + Г = Р + 2, где В – количество вершин в графе, Р – количество рёбер, Г – количество частей (граней), на который граф (будучи нарисованным без пересечений рёбер) делит плоскость.
1. а) Докажите формулу Эйлера для дерева.

б) Докажите, что если при выкидывании из планарного связного графа какого-либо ребра он остаётся связным, то количество частей, на которые он делит плоскость, уменьшается на 1.

в) Докажите формулу Эйлера для произвольного связного планарного графа.

Замечание: Для графов, нарисованных на сфере, также выполняется формула Эйлера.

2. Докажите, что если в связном планарном графе больше двух вершин, то для него выполняются неравенства а) 2Р ≥ 3Г; б) Р ≤ 3В – 6.

3. Докажите, не рисуя картинок, что полный граф с пятью вершинами не планарен.

4. В деревне три дома и три колодца. От каждого из домов к каждому из колодцев идёт дорога. Докажите, что какие-то две из этих дорог пересекаются.

5. Полину поймал злой колдун и заточил в волшебный кристалл, имеющий форму выпуклого многогранника. Волшебный кристалл заключен в хрустальную сферу. Чтобы выбраться из плена, Полине надо, сидя в волшебном кристалле, доказать аналог формулы Эйлера для выпуклых многогранников. Помогите ей. 
Для самостоятельного решения

6. Докажите, что в любом плоском графе существует вершина степени не более чем пять.  

7. Грани правильного многогранника представляют из себя равные правильные многоугольники. В каждой вершине сходится одинаковое число углов, при этом известно, что их сумма не может превышать 360о. Докажите, что различных (по числу рёбер, граней и вершин) правильных многранников не более пяти.

Тест по теме «Графы».
Дайте ответы на вопросы:

	1. На сколько областей разбивает плоскость граф без самопересечений с 7 вершинами и 13 ребрами?
	

	2. Сколько ребер в графе без самопересечений с 5 вершинами, если он разбивает плоскость на 7 областей?
	

	3. а) В графе 9 вершин, степени которых 8, 6, 5, 5, 4, 4, 4, 3, 3. Сколько в нем ребер? 
	

	б) А если степени вершин равны 8, 7, 7, 4, 4, 4, 4, 3, 2 ?
	

	4. В дереве 100 вершин степени 5, 20 вершин степени 4, 3 вершины степени 2, а остальные вершины висячие. Найдите их количество.
	

	5. В связном планарном графе 12 вершин. Какое наибольшее число ребер в нем может быть?
	


6. Определите, какие из графов являются 

а) деревьями:

б) двудольными:

в) планарными:
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        (А)                             (Б)                                    (В)                                        (Г)
7. Дайте определение дерева.

Решите следующие задачи:

8. Нарисуйте какой-нибудь граф, в котором 10 вершин, 11 ребер и 3 компоненты связности.
9. Может ли граф с 5 вершинами и 6 ребрами
а) быть связным;

б) быть несвязным;

в) являться деревом;

г) быть двудольным?

(Если ответ «да», приведите пример, если «нет», объясните, почему.)
10. Верно ли, что в любом плоском графе найдется вершина степени не более чем 3? (Если да, докажите это. Если нет – приведите контрпример.)

11. Из каждого города Графоландии выполняются авиарейсы в три других города. Известно, что от любого города до любого другого можно долететь не более чем с одной пересадкой. Докажите, что в Графоландии не более 10 городов.

Алгоритм Евклида. 13.07.2009
1. На прямой сидит блоха, которая может прыгать на 5 см или 7 см вправо или влево. Сможет ли она сместиться после нескольких прыжков вправо на 3 см от начального положения? Если сможет, то как она должна прыгать?

2. Найдите какие-нибудь целые x и y, для которых: 

а) 12x – 5y = 1 

б) 12x + 5y = 19

3. На доске написаны числа 4800 и 3003. Ринат вычисляет разность чисел на доске и заменяет любое из чисел на эту разность. 

а) Может ли он с помощью таких операций получить числа 18 и 10? 

б) Какое наименьшее положительное число он может получить?

4. На доске написаны числа a и b. Ринат вычисляет разность чисел на доске и заменяет любое из чисел на эту разность. 

а) Докажите, что все общие делители чисел на доске всегда одни и те же.

б) Докажите, что Ринат не сможет получить натуральное число, меньшее НОД(a,b).

в) Докажите, что после какого-нибудь хода на доске окажется 0.

г) Докажите, что вместе с нулем на доске присутствует НОД(a,b).

5. Докажите, что

а) Если 
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б) Если a = kb + r , то НОД(a,b) = НОД(b, r). 

в) Если 
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Алгоритм Евклида: для того, чтобы найти НОД двух чисел a и b, нужно выполнить последовательно несколько делений с остатком:

a   = b q1+r1

b   = r1q2+r2

r1  = r2q3+r3

r2  = r3q4+r4

…………

rn–2= rn–1qn+rn

rn–1= rn qn+1

На каждом шаге предыдущий делитель делится с остатком на предыдущий остаток. Так продолжается до тех пор, пока на каком-то шаге остаток не станет равен 0. Последний ненулевой остаток равен НОД(a,b).

6. Докажите, что все остатки r1, r2, … ,rn можно  представить в виде ma+nb, где m и n целые.

7. Найдите 

а) НОД(12751, 10537)



б) НОД(546, 452).

8. Найдите какие-нибудь целые x и y, для которых: 998x – 546y = 2 

9. Докажите, что если a и b взаимно просты, то уравнение ax+by = 1 разрешимо в целых числах.

Теорема: Если НОД(a,b) = d, то найдутся такие целые m и n, что d=ma+nb.

Для самостоятельного решения

10. От прямоугольника 200935 по прямой отрезают квадраты. Каждый раз получается прямоугольник, и от него можно отрезать квадрат со стороной равной меньшей из сторон прямоугольника. Так делают, пока не останется квадрат. Чему равна сторона оставшегося квадрата? 

11. Найдите НОД(2140–1, 2120–1).

12. Докажите, что для каждого натурального n дробь 
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 несократима.

13. Найдите пару чисел, не больших 1000, для которых алгоритм Евклида заканчивает работу (получает 0) только через 14 шагов.

Сравнения 13-15.07.2009

	Если два числа дают одинаковые остатки при делении на число n, то говорят, что они сравнимы по модулю n. Записывают это так: a ≡ b (mod n).

Если числа сравнимы по модулю n, то их разность сравнима с нулем по модулю n, т. е. делится на n.


Свойства сравнений
а) Если a ( b (mod n) и b ( с (mod n), то a ( с (mod n);

б) Если a ( b (mod n), то a + с ( b + с (mod n);

в) Если a ( b (mod n) и c ( d (mod n), то a + с ( b + d (mod n);

г) Если a ( b (mod n) то aс ( bс (mod n);

д) Если a ( b (mod n) и c ( d (mod n), то ac ( bd (mod n);

е) Если a ( b (mod n) то ak ( bk (mod n);

ж) Верно ли, что если aс ( bс (mod n), то a ( b (mod n)?
1. Найдите остаток от деления 42009 на 3.

2. Найдите остаток от деления 62009 на 7.

3. Найдите остаток при делении 9121 + 13121 на 11.

4. Докажите, что число 72010 + 92010 делится на 10.

5. Докажите, что число 2006(2007(2008(2009 – 24 делится а) на 2005; б) на 2010.

6. Докажите, что а) 2100 ≡ 3100(mod 5); б) 2100 ≡ 3100(mod 13); в) по какому ещё простому модулю сравнимы 2100 и 3100 (найдите хотя бы один)?

7. На очень длинной доске записали число 82009 в десятичной записи. Потом вместо этого числа записали сумму его цифр. Затем снова вместо получившегося числа записали его сумму цифр. Этот процесс продолжался до тех пор, пока не осталось однозначное число. Какое число осталось?

8. Решите задачу 7 для числа 22009.

9. Пусть A – произведение всех нечетных чисел от 1 до 2009, B – произведение всех четных чисел от 2 до 2010. Докажите, что A + B делится на 2011.

10. Докажите, что число (3n – 1)n – 4 делится на 3n – 4 при любом натуральном n.

11. Докажите, что при любом натуральном n число 36n – 26n делится на 35.

Для самостоятельного решения

12. а) Найдите все k, для которых 2k – 1 делится на 7;

б) Докажите, что если 2k – 1 делится на 11, то оно делится на 31.

13. Докажите, что ни при каком натуральном k число 3k + 5k не является квадратом натурального числа.
14. Докажите, что 19·8n + 17 является составным при любом натуральном n.

15. Последовательность задана следующим образом: а1 = а2 = 1, аn +2 = аn·an + 1 + 1. Докажите, что an – 3 составное число при n ≥ 7.
Решение линейных диофантовых уравнений. 

13-15.07.2009

0. Найдите все целые решения уравнения 2008x + 2009y = 0.
00.  Существует ли решение уравнения 28х + 30у + 31z = 365 в натуральных числах?

000. На планете Кракатук в месяцах бывает 28, 30 и 31 день, а всего в году там 365 дней. Сколько месяцев в году на планете Кракатук?
	Теорема. Диофантово уравнение ax + by = c, в котором a и b взаимно просты, имеет бесконечно много решений в целых числах, имеющих вид 

x=x0 + bt,
y=y0 – at,

где (x0; y0) – некоторое решение уравнения, а t – произвольное целое число.


1. Докажите , что решение уравнения ax + by = c в целых числах существует тогда и только тогда, когда НОД(a, b) = НОД(a, b, c).
2. Решите в целых числах уравнение 13x + 8y=1.
3. Решите в целых числах уравнение 16x – 9y = 5.

4. Решите в целых числах уравнение 21x – 28y = 13.
5. Решите в целых числах уравнение 7!х +8!у = 9!
6. Решите сравнения 17x ≡ 19(mod 7).
7. Решите сравнения 3x ≡ – 5 (mod 7)
8. При каких натуральных x число 8x + 3 делится на 13?
Для самостоятельного решения

9. При каких натуральных значениях дробь 
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10. Найдите наименьшее натуральное число, которое при делении на 232 дает остаток 17, а при делении на 193 – остаток 10. 

11. Назовем суперконем типа (p, q) фигуру, которая прыгает почти как конь, но на p клеток в одну сторону и на q клеток в перпендикулярном направлении. Например, обыкновенный конь является суперконем типа (1, 2). Исследуйте, на какие клетки может попасть суперконь при различных значениях p и q.

12. а) Найдите наибольшее натуральное n, не представимое в виде 11х + 13у, где х и у – натуральные.

б) Для данных натуральных чисел a, b найдите наибольшее натуральное n, не представимое в виде ах + bу, где х и у – натуральные.
Сравнения. Китайская теорема об остатках. 19.07.2009
1. Натуральное число при делении на 25 дает в остатке 24, а при делении на 4 дает в остатке 3.
а) Найдите наименьшее такое число.
б) Найдите все такие числа, меньшие 1000.
в) Найдите общую формулу для таких чисел.

2. Некоторое число дает остаток 3 при делении на 5 и остаток 2 при делении на 7. Какой остаток оно может давать при делении на 35?

3. Найдите все пары остатков, которые дают числа от 1 до 20 при делении на 4 и на 5.

4. Числа a и b взаимно просты. 
а) Оказалось, что при делении на a чисел m и n остатки совпали, совпали и остатки от деления чисел m и n на b. Докажите, что m–n кратно ab.
б) Докажите, что при делении чисел от 1 до ab на a и на b получаются все возможные пары остатков.

Теорема. Для взаимно простых чисел а и b и любой пары неотрицательных остатков m<a и n<b  среди чисел от 1 до ab найдется ровно одно число c, дающее при делении на a остаток  m, а при делении на b остаток n.

5. а) Решите в целых числах уравнение 10x+8=11y+10
б) Найдите все числа, дающие при делении на 10 остаток 8, а при делении на 11 остаток 10.
в) Найдите все числа, дающие при делении на 8 остаток 2, а при делении на 13 остаток 11.

6. а) Максим загадал число от 1 до 60 и сказал, что при делении на 5 оно даёт остаток 3, при делении на 4 даёт остаток 2 и к тому же делится на 3. Александр Андреевич уверен, что точно знает загаданное число. Прав ли он? 
б) А если задумано число от 1 до 180?

7. Китайская теорема об остатках. Пусть числа m1, m2, …, mn попарно взаимно просты. Тогда для любых натуральных a1, a2, …, an найдется натуральное число x, такое что  x ( ai (mod mi) для всех i. Более того, x определен однозначно с точностью до прибавления кратного M=m1m2…mn.

8. Найдите наименьшее натуральное число, которое при делении на  3 дает остаток 2, при делении на 5 – остаток 3, при делении на 7 – остаток 2, при делении на 11 – остаток 6. 

9. Докажите, что для любых попарно взаимно простых чисел m1, m2, …, mn и остатков r1, r2, …, rn по модулям m1, m2, …, mn найдутся n последовательных чисел a, a+1, …, a+n–1 таких, что
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Для самостоятельного решения

10. Федя задумал натуральное число и нашел его остатки от деления на 3, на 6 и на 9. Сумма остатков оказалась равна 15. Найдите остаток от деления задуманного числа на 18.

11. Задумав натуральное число N, Кирилл разделил его на 101 и получил в остатке m>0. Затем Кирилл разделил N на m и получил в остатке p. Найдите наибольшее значение p и наименьшее N при котором это значение достигается.
12. Назовем число хорошим, если оно делится на квадрат натурального числа >1. При каких N найдется N последовательных хороших чисел? (Пример для N=3: 48, 49, 50).

13. Числа a и b взаимно просты. Докажите, что любую правильную дробь со знаменателем ab можно получить как алгебраическую сумму двух правильных дробей со знаменателями а и b (иначе говоря, для любого натурального k<ab найдутся такие целые неотрицательные m<a и n<b, что 
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 Малая теорема Ферма. 18.07.2009
Во всех задачах занятия p – простое число.
1. Пусть a не делится на p.

а) Докажите, что все числа а, 2а, 3а, … , (p–1)a не сравнимы друг с другом по модулю p.

б) Докажите, что a·2a·3a·…·(p–1)a ≡1·2·3·…·(p–1) (mod p).

в) Докажите Малую теорему Ферма:
 


ap – 1 ≡ 1 (mod p).

2. а) Сколькими способами можно раскрасить в a цветов вершины правильного p-угольника?

б) Докажите Малую теорему Ферма с использованием пункта а).

3. а) Докажите, что при 0 < k < p число 
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 делится на p.

б) Докажите, что (n+1)p ≡ np+1 (mod p).

в) Докажите Малую теорему Ферма с использованием пункта б).
4. Найдите остаток от деления а) 2100 на 101; б) 2102 на 101; в) 21000 на 37.

5. Докажите, что 33000 – 1 делится на 1001.

6. Будет ли простым число 1001200+100? 
7. Докажите, что для любого целого a, не делящегося на 17, либо a8+1,  либо a8–1 делится на 17.
8. Пусть p – простое число, большее 5. Докажите, что  число, в котором ровно p–1 единица, делится на  р.
Через φ(n) [читается «фи от эн»] обозначим количество натуральных чисел, меньших числа n и взаимно простых с ним. 
9. Пусть k1, k2, … kφ(n) – все числа, меньшие n и взаимно простые с ним.
а) Докажите, что для любого a, взаимно простого с n,

 k1a·k2a·…·kφ(n)a≡ k1k2…kφ(n) (mod n).

б) Докажите
теорему Эйлера:
 

aφ(n)≡ 1 (mod n).
10. а) Найдите φ(143).

б) Найдите остаток от деления 100121 на 143.

Для самостоятельного решения

11. Пусть р и q – различные простые числа. Докажите, что
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12. Докажите, что 30239+23930 составное.

13. Докажите, что a561–a делится на 561 для любого целого a.
Вступительная олимпиада. 3.07.2009

1. В очереди стоят Юра, Миша, Володя, Саша и Олег. Юра стоит раньше Миши, но после Олега и Володи. Олег и Володя не стоят рядом, а Саша не стоит рядом ни с Олегом, ни с Юрой, ни с Володей. В каком порядке стоят ребята?

2. Может ли число 
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 (a > b)  быть простым?
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3. Маленький мальчик постоянно узнаёт новые слова – по 8 слов в день. Однако каждое десятое слово, которое он узнаёт, является синонимов ровно одного из предыдущих. К какому количеству слов он не будет знать синонимы через 101 день после своего рождения?

4. Угол A треугольника ABC равен 120(. Докажите, что из отрезков с длинами AC, BC и AB+AC можно сложить треугольник с углом 60(. 

5. Докажите, что произведение всех ненулевых цифр, встретившихся в записи натуральных чисел от 1 до 2009 включительно – не точный квадрат.

6. На плоскости расположены 1985 точек красного, синего и зеленого цветов так, что никакие три из них не лежат на одной прямой. Некоторые пары точек разного цвета соединены отрезками, причем оказалось, что изо всех точек выходит одно и то же число отрезков. Докажите, что найдется красная точка, соединенная отрезками и с синей, и с зеленой точками.

7. Тришка отрезал от кафтана квадратный кусок, разрезал его на 9 треугольных заплат и разложил их на 3 кучки по 3. Могут ли в каждой кучке заплаты быть равны друг другу, а из разных кучек – не равны?
Математическая абака
	
	10 баллов
	20 баллов
	30 баллов
	40 баллов
	50 баллов

	Алгебра
	Найти все натуральные n, при которых 
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 – целое число.
	числа a, b, c и d известно, что a = bcd, a+b = cd, a+b+c = d и a+b+c+d = 1. Найдите эти числа.
	Числа а,в,с,d,е – положительны. Известно, что ав=2, вс=3, сd=4, de=5. Чему равно е/а?
	Натуральные a, b, c таковы, что 
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. Найдите наибольшее значение этой суммы дробей.
	Пусть S(n) – сумма цифр числа n. Найдите наименьшее n такое, что S(n) и S(n+1) делятся на 11.

	Числа
	Найдите три последовательных положительных нечётных числа, сумма квадратов которых равна четырёхзначному числу, записанному одинаковыми цифрами.
	Найдите все трёхзначные числа, из цифр каждого из которых можно составить шесть различных двузначных простых чисел.


	Из 10 различных цифр 0, 1, 2, …, 9 составили 2 натуральных числа, использовав каждую цифру ровно 1 раз. Какое наибольшее значение может принимать НОД пары чисел подобного вида? 
	Найдите наибольшее натуральное число с неповторяющимися цифрами, делящееся на 99.
	Найдите хотя бы одно число, равное сумме кубов своих цифр.

	Числовые ребусы
	Решите ребус: 
ЧАЙ:АЙ=5
	Заменив звездочки цифрами в записи

 ***5 : 11 = **, восстановите равенство.
	Решите ребус: 
ИВА:ДА=ДА 


	Решите ребус 

ТРОС = 9 * СОРТ


	Решите ребус:    
БАРС=(Б+А+С)4.

	Геометрия
	Найдите углы прямоугольного треугольника, если известно, что один его угол в 5 раз больше другого.


	Точки М и К – середины сторон AB и CD выпуклого четырехугольника ABCD. Найти площадь ABCD, если площадь AMCK равна 18.
	В четырехугольнике проведены два отрезка, соединяющих середины противоположных сторон. Площади трех из получившихся четырехугольников 3, 5, 8. Найдите площадь четвертого.
	Высоты треугольника равны 12, 15, 20 см. Найти площадь треугольника 
	В треугольнике АВС угол В равен 200, а угол С равен 400. Биссектриса AD угла А равна 2. Найдите ВС – АВ.

	Комбинаторика
	На плоскости проведено 2000 прямых общего положения. Сколько точек пересечения у этих прямых?
	Для каких n выполняется равенство 
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	Никакие три диагонали 10-угольника не пересекаются в одной точке. Сколько у него имеется точек пересечения диагоналей?
	На окружности отмечены 11 точек. Сколько существует незамкнутых несамопересекающихся 10-звенных ломаных, вершинами которых являются эти точки?
	Чему равен коэффициент при x4, получающийся после раскрытия скобок и приведения подобных в выражении (1+x)8 + (1–x)8 ?


Ответы

	
	10 баллов
	20 баллов
	30 баллов
	40 баллов
	50 баллов

	Алгебра
	 1
	а=1/42, b=1/7, с=1/3, d=1/2
	15/8 = 1,875
	41/42
	2899999

	Числа
	41, 43 и 45
	137, 173, 317, 371, 713, 731
	48651
	9 876 524 130
	153, 370, 371, 407 (любой из ответов)

	Числовые ребусы
	125:25=5, 375:75=5, 250:50=5
	1045:11 = 95
	256:16=16  и  961:31=31
	9801 = 9*1089
	2401=(2+4+1)4

	Геометрия
	1) 90(, 15(, 75(
2) 90(, 18(, 72(
	36
	площадь может быть равна 6 или 10.
	площадь равна 150.
	2

	Комбинаторика
	3) 1999000
	
	210
	512
	140


Матбой. 11.07.2009
1. В треугольнике АВС проведены биссектриса АL, медиана ВM и высота СH. Треугольник HLM – равносторонний. Докажите, что и треугольник АВС равносторонний.

2. Десять ребят на лужайке играют в пейнтбол. Сначала каждый выстрелил краской в ближайшего к себе. (Если таких игроков несколько, то он стреляет в любого из них.) Затем каждый выстрелил в наиболее удаленного от себя (если таковых несколько – то в любого из них). Какое наибольшее число порций краски могло в итоге попасть в одного игрока?

3. Диана вписывает в клетки таблицы 2009(2009 числа по следующему правилу: на очередном шаге она выбирает произвольную еще не заполненную клетку и записывает в нее количество заполненных соседних с ней по стороне клеток. Вначале все клетки были пустыми. В итоге она заполнил всю таблицу. Какое наименьшее значение может принимать сумма всех записанных Дианой чисел?

4. Каждая из 55 участниц женского собрания написала, у скольких из присутствующих возраст (число полных лет) не совпадает с ее возрастом. К их ужасу оказалось, что каждая назвала именно свой возраст в годах! Каково наибольшее количество различных чисел могло быть среди написанных возрастов?
5. Найдите наибольшее простое число такое, что любое число, полученное из него вычеркиванием цифр (но не всех) тоже простое.

6. Натуральное число n разрешается заменить на число ab, если a + b = n и числа a и b натуральные. Можно ли с помощью таких замен получить из числа 22 число 2009?

7. Пять мудрецов А, B, C, D, E играют в мафию. Среди них два мафиози, два мирных жителя и комиссар. Мафиози знают друг друга, комиссар знает все, мирные жители изначально ничего не знают. Мафиози всегда лгут. Остальные говорят только то, в чем сами уверены. Между ними состоялся разговор:

А: Я не знаю, кто В.

В: Я знаю, кто А.

С: В – комиссар.

Определите роли тех игроков, для кого это возможно. 

8. Сколько существует различных способов разбить треугольник на три равновеликих треугольника?

Матбой 6-7. Обычные группы. 16.07.2009

1. В забеге участвовали 100 человек, причём никакие двое не прибежали одновременно. Каждого спросили, каким он прибежал, и каждый дал ответ от 1 до 100. Сумма всех ответов оказалась 4000. Какое наименьшее число ложных утверждений может быть?

2. В холодные зимние дни Винни-Пух угощался у Кролика манной кашей с мёдом. Кролик дал Пуху полную тарелку каши. Винни съел половину тарелки и положил в тарелку еще столько же мёда. Затем он съел треть содержимого тарелки (каши с мёдом) и снова доложил мёд. Потом съел четверть содержимого и опять доложил мёдом, после чего с аппетитом всё съел. Чего в итоге Винни-Пух съел больше: каши или мёда?

3. Гномы Сеня, Миша, Гриша, Дима и Вова соревновались в беге, в прыжках в высоту и в длину. Каждый раз на первом месте был гном в красной майке, на втором – в синей, на третьем – в зелёной. (У каждого гнома только одна майка.) Последнее место в беге занял гном Сеня, в прыжках в высоту – гном Вова, в прыжках в длину – гном Гриша. Могут ли у гномов Миши и Димы быть майки одинакового цвета?

4. Есть некоторое количество квадратных столов. Их можно расставить для банкета либо буквой «П», либо буквой «Т» («толщина» каждой буквы – один стол). В каком случае можно будет посадить больше гостей (периметр образовавшегося стола будет больше)?

5. Какое наибольшее число плиток 1×2×2 можно уложить в кубе 3×3×3? 

6. На столе лежит 40 кучек по одному камешку в кучке. За ход можно объединить любые две кучки, если суммарное число камней в образовавшейся кучке не больше 20. Кто не может сделать ход – проиграл. Кто выиграет при правильной игре?

7. На шахматной доске стоят 10 шахматных фигур (слоны и ладьи), не бьющих друг друга. Какое наибольшее число ладей может оказаться на доске?

8. По кругу стоят 2009 натуральных чисел. Всегда ли найдутся два соседних числа такие, что после их выкидывания оставшиеся числа нельзя разбить на две группы с равной суммой.
Наш матбой (7-8). 16.07.2009

1. На бесконечном белом листе клетчатой бумаги в черный цвет покрашены 8 клеток (все клетки некоторого квадрата 3 × 3, кроме центральной). Разрешается перекрашивать клетки внутри любого квадрата 2 × 2. Можно ли все клетки перекрасить в белый цвет?

2. На линейке десять школьников построились в шеренгу. Оказалось, что у каждого школьника, кроме двух крайних, поровну знакомых слева и справа от него. Докажите, что у двух крайних школьников поровну знакомых. 

3. На планете Кракатук астроном пронаблюдал 50 звезд и вычислил сумму S попарных расстояний между ними. Облако заслонило 25 звезд. Доказать, что сумма попарных расстояний между  оставшимися звездами меньше S/2.

4. На столе лежит 40 кучек по одному камешку в кучке. За ход можно объединить любые две кучки, если суммарное число камней в образовавшейся кучке не больше 20. Кто не может сделать ход – проиграл. Кто выиграет при правильной игре?

5. На стороне BC треугольника ABC отмечены такие точки M и N, что CM = MN = NB. К стороне BC в точке N построен перпендикуляр, пересекающий сторону AB в точке K. Оказалось, что площадь треугольника AMK в 4,5 раза меньше площади исходного треугольника. Докажите, что исходный треугольник равнобедренный.

6. Найдите наибольшее натуральное число A, не содержащее в записи нулей и такое, что сумма цифр A равна 16, а сумма цифр 2A меньше 20. 

7. Народ рассказывает, что чтобы пройти через Врата, надо выполнить задание. Предлагается в клетки доски 4 ( 4 положить все суммы от 1 до 16 талеров. Подсчитывают сумму в каждой паре соседних по стороне клеток. Плата за вход – большая из этих сумм. Сколько талеров достаточно, чтобы пройти через Врата?

8. Нашел Петя шесть гирек массой 1, 2, 3, 4, 5, 6 грамм, причем гиря с большей массой имела больший размер. Потом он потерял одну гирьку. Можно ли с помощью двух взвешиваний на чашечных весах без гирь выяснить какая именно?
Зоологический разнобой. 21.07.2009
Дети не звери, в лес не убегут.

1. Волк пригласил к себе в гости трех поросят и Красную Шапочку смотреть мультики. После просмотра волк пересчитал кексы на кухне и заявил, что двух не хватает. Как волку за два взвешивания определить, кто съел кексы? Все кексы весят одинаково, все поросята (по крайней мере, когда они только пришли в гости) – тоже. Так же известно, что Красная Шапочка на диете, поэтому могла съесть не более 1 кекса.
2. Костя написал два числа, не содержащих в записи нулей, и заменил цифры буквами (разные цифры – разными буквами). Оказалось, что число КРОКОДИЛЛЛ делится на 312. Докажите, что число ГОРИЛЛА не делится на 392.

3. В ряд сидят 50 белых и 50 черных мышек. Самый левая и самая правая мышки – белые. Докажите, что можно отсчитать несколько мышек, начиная с левой, так, чтобы среди них оказалось поровну черных и белых. 

4. [image: image100.png]s 52 31 30 9 28 27 26 25 24 23 2 21 20 49 A8 A7 A6 5 44 43 42




Три мухи сидят на сторонах квадрата, как показано на первом рисунке. Поочередно мухи передвигаются по квадрату, причем параллельно линии, соединяющей положения двух оставшихся мух. Могут ли они, передвигаясь указанным способом, переместиться из положения на левом рисунке в положение на правом рисунке?
5. В каждой клетке на доске 8(3 сидит по стрекозе. По команде все стрекозы перелетают на доску 6(4. Может ли случиться, что все стрекозы, которые были соседями на первой доске, оказались соседями на второй?

6. Можно ли 16 жирафов попарно разного роста расставить в шеренгу так, что какие бы 11 жирафов не вышли из шеренги, оставшиеся 5 не будут стоять по росту?

7. На поле встретились голодные львы и медведи: по 1000 зверей каждого вида. Сначала каждый лев участвовал в поедании одного из медведей. Затем каждый уцелевший медведь участвовал в поедании одного из львов. Наконец, каждый уцелевший лев ещё раз участвовал в поедании одного из медведей. После этого все звери наелись. Докажите, что в живых осталось не менее 500 зверей.

8. Есть стая из 100 собак. Из любых двух собак ровно одна укусила другую. Оказалось, что какие-то две собаки покусали одинаковое число собак. Докажите, что найдутся три собаки А, В, С такие, что А укусила В, В укусила С, а С укусила А.
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