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XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 11. Îò àâòîðîâ. Ñàìûé áîëüøîé ãðåõ ïî îòíîøåíèþ ê áëèæíåìó �ãîâîðèòü åìó òî, ÷òî îí ïîéìåò ñ ïåðâîãî ðàçà.Âåíåäèêò Åðî�ååâ. Èç çàïèñíûõ êíèæåêÁðîøþðà, êîòîðóþ Âû ñåé÷àñ äåðæèòå â ðóêàõ èëè ÷èòàåòå ñ ýêðàíà, ðî-äèëàñü â ìóêàõ ïî èòîãàì íàøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ ãðóïïîé �Ïðî�è�7�Ëåòíåé ìíîãîïðåäìåòíîé øêîëû Êèðîâñêîé îáëàñòè 2009 ãîäà. Êàê ëþáîéíåïîëíûé êîíñïåêò, îíà íå îòðàæàåò âñåãî òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèëî è òâîðèëîñüíà çàíÿòèÿõ. Â òîì ÷èñëå óñòíûå õîðîâûå îáñóæäåíèÿ è ÷àñòíûå ðàçãîâîðû ñó÷åíèêàìè, êîòîðûå, ðàçóìååòñÿ, ñîñòàâëÿþò îñíîâíóþ ÷àñòü âñåãî ïðîöåññà.Íåêîòîðûå �ãðîáîâûå� çàäà÷è áûëè ñîçíàòåëüíî âêëþ÷åíû â ëèñòêè è íåáûëè ðàçîáðàíû, ÷òîáû øêîëüíèêè ìîãëè ïîòîì ïîäóìàòü íàä íèìè äîëãèìèçèìíèìè âå÷åðàìè.Îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü õîòèì âûðàçèòü âñåì ó÷åíèêàì ãðóïïû �Ïðî�è�7�:Àêáàðîâó Àðòóðó, Àëåêñàíäðîâó Íèêèòå, Áåëîâó Äìèòðèþ, �àëèìîâóÒèìóðó, �ðîõîâñêîìó Àëåêñàíäðó, Çÿò÷èíó Âàëåíòèíó, Êíÿçåâîé Àëèñå,Êîëóïàåâó Âëàäèñëàâó, Êîðÿêèíó Äàíèëó, Ëàòûøåâó Àëåêñåþ,Ìàëûãèíó Âèòàëèþ, Ìàðüèíó Åãîðó, Ìàòóøêèíó Àëåêñàíäðó, ÌîêèíóÀëåêñàíäðó, �ûêîâó Íèêèòå, Ñî�ðîíîâîé Àëèíå, Øàéõååâîé Òàëèå.
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2 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.2. Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 3 èþëÿ.

1. Â î÷åðåäè ñòîÿò Þðà, Ìèøà, Âîëîäÿ, Ñàøà è Îëåã. Þðà ñòîèòðàíüøå Ìèøè, íî ïîñëå Îëåãà è Âîëîäè. Îëåã è Âîëîäÿ íå ñòîÿòðÿäîì, à Ñàøà íå ñòîèò ðÿäîì íè ñ Îëåãîì, íè ñ Þðîé, íè ñÂîëîäåé. Â êàêîì ïîðÿäêå ñòîÿò ðåáÿòà?2. Ìîæåò ëè ÷èñëî bb . . . b︸ ︷︷ ︸
a ðàç − aa . . . a︸ ︷︷ ︸

b ðàç (a > b) áûòü ïðîñòûì?3.Ìàëåíüêèé ìàëü÷èê ïîñòîÿííî óçíàåò íîâûå ñëîâà � ïî 8 ñëîââ äåíü. Îäíàêî êàæäîå äåñÿòîå ñëîâî, êîòîðîå îí óçíàåò, ÿâëÿåò-ñÿ ñèíîíèìîì ðîâíî îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ. Ê êàêîìó êîëè÷åñòâóñëîâ îí íå áóäåò çíàòü ñèíîíèìû ÷åðåç 101 äåíü ïîñëå ñâîåãî ðîæ-äåíèÿ?4. Óãîë A òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 120◦. Äîêàæèòå, ÷òî èç îò-ðåçêîâ ñ äëèíàìèAC,BC èAB+AC ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèêñ óãëîì 60◦.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåíóëåâûõ öè�ð, âñòðåòèâ-øèõñÿ â çàïèñè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2009 âêëþ÷èòåëüíî �íå òî÷íûé êâàäðàò.6. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû 1985 òî÷åê êðàñíîãî, ñèíåãî è çå-ëåíîãî öâåòîâ òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-ìîé. Íåêîòîðûå ïàðû òî÷åê ðàçíîãî öâåòà ñîåäèíåíû îòðåçêàìè,ïðè÷åì îêàçàëîñü, ÷òî èçî âñåõ òî÷åê âûõîäèò îäíî è òî æå ÷èñ-ëî îòðåçêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ êðàñíàÿ òî÷êà, ñîåäèíåííàÿîòðåçêàìè è ñ ñèíåé, è ñ çåëåíîé òî÷êàìè.7. Òðèøêà îòðåçàë îò êà�òàíà êâàäðàòíûé êóñîê, ðàçðåçàë åãîíà 9 òðåóãîëüíûõ çàïëàò è ðàçëîæèë èõ íà 3 êó÷êè ïî 3. Ìîãóòëè â êàæäîé êó÷êå çàïëàòû áûòü ðàâíû äðóã äðóãó, à èç ðàâíûõêó÷åê íå ðàâíû?



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 33. Ïëîùàäè. 4 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå. Êàæäîé �èãóðå M íà ïëîñêîñòè ñòàâèòñÿ â ñîîò-âåòñòâèå ÷èñëî SM , íàçûâàåìîå ïëîùàäüþ, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíûñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1) SM > 0;2) Ïëîùàäè ðàâíûõ �èãóð ðàâíû;3) Åñëè �èãóðà M ñîñòîèò èç �èãóð A è B, íå èìåþùèõ îáùèõâíóòðåííèõ òî÷åê, òî SM = SA + SB;4) Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà m × n ðàâíà mn.1. a) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâ-íà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî êàòåòîâ.b) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíàïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé åãî ñòîðîíû íà îïóùåííóþíà ýòó ñòîðîíó âûñîòó.
) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òóïîóãîëüíèêà òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïî-ëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé åãî ñòîðîíû íà îïóùåííóþ íàýòó ñòîðîíó âûñîòó.d) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþïðîèçâîëüíîé åãî ñòîðîíû íà îïóùåííóþ íà ýòó ñòîðîíó âûñîòó.2. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî AD ‖ BC òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà SABD = SACD.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíà äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâà òðåóãîëü-íèêà ðàâíîé ïëîùàäè.4. (Ïè�àãîð) Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñóììà êâàäðàòîâêàòåòîâ ðàâíà êâàäðàòó ãèïîòåíóçû.5. a) Äîêàæèòå, ÷òî S 6 ab/2, ãäå S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà,
a è b � äâå åãî ñòîðîíû. b) Â ïðîèçâîëüíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå,ïðè÷åì a, b, c è d � ñòîðîíû ïî ïîðÿäêó. S 6 ab+cd
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XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 5544. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþò-ñÿ â îäíîé òî÷êå, ñ ïîìîùüþ �ÌÒ.45. Òåîðåìà î âïèñàííîì óãëå è åå ñëåäñòâèÿ.46. Ëåììà î òðåçóáöå, êðèòåðèé âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà.47. Òåîðåìà Ôàëåñà.48. Ñòåïåíü òî÷êè, ðàäèêàëüíàÿ îñü, ðàäèêàëüíûé öåíòð è èõñâîéñòâà. Òåîðåìà î âûñîòàõ.49. �îìîòåòèÿ: îïðåäåëåíèå, ñâîéñòâà, êëàññè�èêàöèÿ ãîìîòå-òèé, ïåðåâîäÿùèõ äàííûé îòðåçîê â äàííûé.50. �îìîòåòè÷íîñòü òðåóãîëüíèêîâ ñ ïîïàðíî ïàðàëëåëüíûìè ñòî-ðîíàìè.51. Ïðÿìàÿ Ýéëåðà.52. Îêðóæíîñòè è ãîìîòåòèÿ. Ëåììà î ñèììåòðè÷íûõ îáðàçàõîðòîöåíòðà.53. Îêðóæíîñòü Ýéëåðà.54. Ôîðìóëà Ïèêà.55. Òåîðåìà �àìñåÿ: �îðìóëèðîâêà; òåîðåìà Ýðäåøà � Ñåêåðåøà:äîêàçàòåëüñòâî.56. Òåîðåìà ×åâû, òåîðåìà Ìåíåëàÿ, òåîðåìà Âàí�Îáåëÿ.

4 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.6. a) Óãîë A òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí óãëó A′ òðåóãîëüíèêà
A′B′C ′. Äîêàæèòå, ÷òî

SABC

SA′B′C ′
=

AB · AC

A′B′ · A′C ′ .b) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL. Äîêàæèòå�îðìóëó:

AB : AC = BL : CL.7. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñîåäèíèëè ñåðåäèíû ïðîòèâî-ïîëîæíûõ ñòîðîí, è ïîëó÷èâøèåñÿ ÷àñòè ðàñêðàñèëè â øàõìàò-íîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ÷åðíûõ ÷àñòåé ðàâ-íà ñóììå ïëîùàäåé áåëûõ.8. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé òðåóãîëüíèê, ÷òî a) âñå åãî ñòîðîíûáîëüøå 1 êì, à ïëîùàäü ìåíüøå 1 ñì2; b) âñå åãî âûñîòû ìåíü-øå 1 ñì, à ïëîùàäü áîëüøå 1 êì2; 
) âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêàìåíüøå 1 ñì, à åãî ïëîùàäü áîëüøå 1 ñì2.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. Íà ìåäèàíå AM òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà M . Äîêà-æèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè AMB è AMC ðàâíîâåëèêè (ò.å. èìåþòîäèíàêîâóþ ïëîùàäü).10. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD óãëû B è D ïðÿìûå, à ñòîðîíû

AB è BC ðàâíû. Äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Bíà ñòîðîíó AD, ðàâíà 1. Íàéäèòå SABCD.11. Âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà âçÿòà òî÷êà. Äîêàæè-òå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ýòîé òî÷êè äî ñòîðîí íå çàâèñèò îòâûáîðà òî÷êè.12. a) Óãîë A òðåóãîëüíèêà ABC äîïîëíÿåò óãîë A′ òðåóãîëü-íèêà A′B′C ′ äî 180◦. Äîêàæèòå, ÷òî

SABC

SA′B′C ′
=

AB · AC

A′B′ · A′C ′



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 5b) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà âíåøíåãî óã-ëà A, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû BC â òî÷êå L.Äîêàæèòå �îðìóëó:

BA

AC
=

BL

LC
.13. Êàæäóþ ñòîðîíó ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàçäåëèëè íà 4 ðàâíûå÷àñòè, ñîåäèíèëè ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòî-ðîíàõ, è 16 ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé ðàñêðàñèëè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå.Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ÷åðíûõ ÷àñòåé ðàâíà ñóììå ïëî-ùàäåé áåëûõ.14. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõöåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè íå ìåíåå 1

2

.4. Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ. 4 èþëÿ.1. Íàéäèòå ïîñëåäíþþ öè�ðó ÷èñëà a) 2323; b) 777777.2. Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öè�ðû ÷èñëà 199200.3. Èçâåñòíî, ÷òî a + 2c è b + 3d äåëÿòñÿ íà 7. Äîêàæèòå, ÷òî

ab − 6cd äåëèòñÿ íà 7.4. Äîêàæèòå, ÷òî a) ÷èñëî äàåò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9,÷òî è åãî ñóììà öè�ð; b) ÷èñëî äàåò òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèèíà 11, ÷òî è åãî çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà öè�ð (çíàêîïåðåìåííàÿñóììà öè�ð ÷èñëà 2009 � ýòî −2 + 0 − 0 + 9 = 7).5. Äîêàæèòå, ÷òî 2343 + 4323 äåëèòñÿ íà 66.6. Äîêàæèòå ÷òî 3100 − 2100 äåëèòñÿ íà 210 + 310.7. Äîêàæèòå, ÷òî (3n + 1)n − 2 äåëèòñÿ íà 3n − 2.8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî 2n − 1 âäðóã, ñëó÷àéíî, îêàçàëîñüïðîñòûì, òî è ÷èñëî n òàêæå ÷óäåñíûì îáðàçîì ïðîñòîå.9. Â íàòóðàëüíîì ÷èñëå A ïåðåñòàâèëè öè�ðû, ïîëó÷èâ ÷èñëî B.Èçâåñòíî, ÷òî A−B = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
N åäèíèö. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîåçíà÷åíèå N .

54 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.23. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ, äâà äîêàçàòåëüñòâà.Êîìáèíàòîðèêà.24. Áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû, �îðìóëà, ïðîñòåéøèå ñâîé-ñòâà.25. Êîìáèíàòîðíûå äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâ ñ áèíîìèàëüíûåêîý��èöèåíòàìè.26. Áèíîì Íüþòîíà: àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî.27. Áèíîì Íüþòîíà: êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî.28. Âû÷èñëåíèå ñóìì áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ñ ïîìîùüþáèíîìà Íüþòîíà.29. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü n ýëåìåíòîâ íà k ãðóïï.30. Âçâåøèâàíèÿ, îñíîâíûå ïðèíöèïû ïîèñêà îäíîé �àëüøèâîéìîíåòû. �ðà�û.31. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðà�à.32. Òåîðåìà î ñâÿçíîñòè ëèáî ãðà�à, ëèáî äâîéñòâåííîãî ãðà�à.33. Äåðåâüÿ. �àçíûå îïðåäåëåíèÿ äåðåâà èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.34. Ñóùåñòâîâàíèå îñòîâíîãî äåðåâà â ñâÿçíîì ãðà�å.35. Äâóäîëüíûå ãðà�û, êðèòåðèé äâóäîëüíîñòè.36. Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ, åå ñëåäñòâèÿ.37. Íåïëàíàðíîñòü ãðà�îâ K5 è K3,3.38. Ïëàíàðíûå ãðà�û è ïîêðàñêà â 6 öâåòîâ.�åîìåòðèÿ.39. Îñíîâíûå �ÌÒ (áèññåêòðèñà, ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð) èîïåðàöèè íàä íèìè (îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, ðàçíîñòü).40. Ñóùåñòâîâàíèå âïèñàííîé, îïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæ-íîñòåé òðåóãîëüíèêà, èõ åäèíñòâåííîñòü.41. Ïëîùàäü. Ëåììà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïëîùàäü òðå-óãîëüíèêà, òðàïåöèè, ïàðàëëåëîãðàììà.42. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêîâ ñ îäèíàêîâûì óãëîì.43. Îòíîøåíèå îòðåçêîâ, íà êîòîðûå áèññåêòðèñà äåëèò ñòîðîíû.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 5341. Ïðîãðàììà çà÷åòà.Òåîðèÿ ÷èñåë.1. Ñâîéñòâà äåëèìîñòè, ñâîéñòâà ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ.2. Ïîëíàÿ è ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìû âû÷åòîâ.3. Îïðåäåëåíèå èäåàëà. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè îáðàçóþò èäåàë.4. Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ïðî èäåàëû.5. Íàõîæäåíèå ÍÎÄ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà.6. Íàõîæäåíèå ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÍÎÄ ñ ïîìîùüþ àëãî-ðèòìà Åâêëèäà.7. Ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç èäåàëû.8. Îáùàÿ �îðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèî�àíòîâîãî óðàâ-íåíèÿ.9. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè. Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé, ñóììàäåëèòåëåé, �óíêöèÿ Ýéëåðà.10. Äîêàçàòåëüñòâî ÎÒÀ áåç ëåììû î äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ.11. Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû î äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ íà ïðîñòîå÷èñëî.12. Ñâÿçü ìåæäó ÍÎÄ è ÍÎÊ, íàõîæäåíèå èõ èç ðàçëîæåíèÿ íàïðîñòûå ñîìíîæèòåëè.13. Òåîðåìà Ôåðìà: äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç ñèñòåìó âû÷åòîâ.14. Òåîðåìà Ôåðìà: äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.15. Òåîðåìà Ôåðìà: êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî.16. Òåîðåìà Ôåðìà: äîêàçàòåëüñòâî ñ ïîìîùüþ öèêëîâ.17. Òåîðåìà Âèëüñîíà: àëãåáðàè÷åñêîå è êîìáèíàòîðíîå äîêàçà-òåëüñòâà.18. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà.19. Òåîðåìà Ýéëåðà, êîòîðàÿ ïðî �óíêöèþ Ýéëåðà.20. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü �óíêöèè Ýéëåðà.21. Îïèñàíèå ïè�àãîðîâûõ òðîåê ñ ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíîé ïà-ðàìåòðèçàöèè îêðóæíîñòè.22. Ìåòîä ñïóñêà, ïè�àãîðîâû òðîéêè.

6 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.10. Íåñêîëüêî ñåìèêëàññíèö ñîáðàëè ïîðîâíó øèøåê. Âðåìÿ îòâðåìåíè êàêèå-òî ñåìèêëàññíèêè ðàçäàþò êàæäîìó èç îñòàëüíûõïîðîâíó èç ñâîèõ øèøåê. Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ òàêîéïðîöåäóðû ó �åðòðóäû îñòàëîñü 23 øèøêè, à ó Íèíåëè � 6 øèøåê.Ñêîëüêî áûëî ñåìèêëàññíèö?Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.11. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷åòíûõm è n ÷èñëî 1n+2n+. . .+(m−1)näåëèòñÿ íà m.12. Äîêàæèòå, ÷òî 2007!! − 2008!! äåëèòñÿ íà 2009, ãäå
n!! = n(n − 2)(n − 4) . . . .13. Ïóñòü a è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî a2n+1 +

(a − 1)n+2 äåëèòñÿ íà a2 − a + 1.14. Äîêàæèòå, ïîæàëóéñòà, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñ-ëî 22n−1 + 3n + 4 äåëèòñÿ íà 9.5. �àçíîáîé. 4 èþëÿ.1. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíóòî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 2n îáëàñòåé.2. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè 239 îòðåçêîâ òàê, ÷òîáûêàæäûé ïåðåñåêàëñÿ ðîâíî ñ òðèíàäöàòüþ äðóãèìè?3. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû n ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äîêà-æèòå, ÷òî îíè ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 1 + n(n+1)
2

÷àñòåé.4. Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêàÿ ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàåò êàæäîå çâåíî11�çâåííîé çàìêíóòîé ëîìàíîé âî âíóòðåííåé òî÷êå.5. Â óãëàõ äîñêè 3×3 ñòîÿò 2 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàõìàòíûõ êîíÿ,ïðè÷åì êîíè îäíîãî öâåòà ñòîÿò íà îäíîé ñòîðîíå äîñêè. Ìîæíî ëèñäåëàòü íåñêîëüêî õîäîâ ýòèìè êîíÿìè òàê, îíè ñíîâà îêàçàëèñüâ óãëàõ, íî ïðè ýòîì êîíè îäíîãî öâåòà � â ïðîòèâîïîëîæíûõ?6. Äîêàæèòå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ðàâåíñòâà:a) 1 + 2 + . . . + n = n(n+1)
2 ;b) 13 + . . . + n3 = (1 + 2 + . . . + n)2.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 77. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x + 1
x � öåëîå, òî xn + 1

xn � òîæå öåëîå.8. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç 3n åäèíèö, äåëèòñÿ íà 3n.9. (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè)Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

n è ïðè x > −1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1 + x)n > 1 + nx.10. Äîêàæèòå, ÷òî êðàò÷àéøàÿ ëîìàíàÿ ñ âåðøèíàìè â äàííûõòî÷êàõ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé.11. ×åðåç êëåò÷àòûé êâàäðàò 1000 × 1000 ïðîâåäåíî ïî ëèíèÿìñåòêè íåñêîëüêî ïðÿìûõ. Îáðàçîâàâøèåñÿ ïðè ýòîì ïðÿìîóãîëü-íûå ÷àñòè ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå â ÷åðíûé è áåëûéöâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êëåòî÷åê ÷åòíî.12. Èç êâàäðàòà 2n × 2n âûðåçàëè îäíó êëåòêó. Äîêàæèòå, ÷òîïîëó÷åííóþ �èãóðó ìîæíî ðàçðåçàòü íà �óãîëêè� èç òð¼õ êëåòîê.13. Ïóñòü pn � n�å ïðîñòîå ÷èñëî. Íàïðèìåð, p1 = 2, p2 = 3,

p3 = 5, è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 12 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

pn > 3n.14. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 200912 + 1. �àçðåøàåòñÿëþáûå äâà ÷èñëà çàìåíÿòü íà ìîäóëü èõ ðàçíîñòè. Â êîíöå íàäîñêå îñòàëîñü îäíî ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îíî íå ðàâíî 0.15. Óòðîì â ëóæå ïëàâàëî 19 ñèíèõ è 95 êðàñíûõ àìåá. Èíîãäàîíè ñëèâàëèñü: åñëè ñëèâàþòñÿ äâå êðàñíûå, òî ïîëó÷àåòñÿ îäíàñèíÿÿ àìåáà; åñëè ñëèâàþòñÿ äâå ñèíèå, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ àìåáàòóò æå äåëèòñÿ è â èòîãå îáðàçóþòñÿ ÷åòûðå êðàñíûå àìåáû; íà-êîíåö, åñëè ñëèâàþòñÿ êðàñíàÿ è ñèíÿÿ àìåáà, òî ýòî ïðèâîäèòê ïîÿâëåíèþ òðåõ êðàñíûõ àìåá. Âå÷åðîì â ëóæå îêàçàëîñü 100àìåá. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ñèíèõ?16. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâå-äåíèÿ ñóììû åå îñíîâàíèé íà âûñîòó îïóùåííóþ íà îñíîâàíèå.
52 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.3. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà 6 òó-ïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îäèíàêîâûìè òóïûìè óãëàìè.4. Ïðî öåëûå ÷èñëà a, b, c, d, e è f èçâåñòíî, ÷òî

a

b
=

b

c
=

c

d
=

d

e
=

e

f
=

f

a
.Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ

a + b + c + d + e + f

a + b + c + d + e − f
.Âûâîä5. Óçëû öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè ïîêðàøåíû â 25 öâåòîâ è êàæ-äûé öâåò âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç. Âñåãäà ëè íàéäåòñÿ ïðÿ-ìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî ïî ëèíèÿì ñåòêè) âñåâåðøèíû êîòîðîãî ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà?6. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC íà áèññåêòðèñå óãëà B îòìåòèëèòî÷êó M òàê, ÷òî AM = AC è ∠BCM = 30◦. Äîêàæèòå, ÷òî

∠BAM â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ∠CAM .7. Àë�àâèò íåêîé èíîçåìíîé ìîâû ñîñòîèò èç n áóêâ, ãäå n > 2.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ íàçûâàåòñÿ ñëîâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ îäèíàêîâûìè áóêâàìè âñå áóêâû ðàç-ëè÷íû. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî âñåõ ñëîâ â ýòîé ìîâå, èìåþùèõ äëèíó

3n.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 516. Îò êëåò÷àòîé äîñêè m × n (m > 2, n > 2) îñòàëàñü òîëüêîðàìêà øèðèíû 1. Çà îäèí õîä ìîæíî âûïèëèòü îäíó èëè íåñêîëüêîêëåòîê, îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíèê, ëèøü áû ïðè ýòîì îñòàâøàÿ÷àñòü íå ðàñïàëàñü íà äâà êóñêà. Êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîäà �ïðîèãðûâàåò. Êòî èç èãðîêîâ ìîæåò âûèãðûâàòü íåçàâèñèìî îòèãðû ïðîòèâíèêà?7. Â ×åðíîìîðñêîì êàçèíî Îñòàï Áåíäåð èãðàåò ñ êðóïüå â �èø-êè. Èãðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîêè ïî î÷åðåäè (êðóïüå � ïåðâûì,Îñòàï � âòîðûì) ïåðåêëàäûâàþò �èøêè ñ ÷åðíîãî ïîëÿ ñòîëà íàêðàñíîå. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåëîæèòü íå ìåíüøå îäíîé �èøêèè íå áîëüøå, ÷åì óæå åñòü íà êðàñíîì ïîëå. Ïîáåæäàåò òîò, êòîïîëîæèë íà êðàñíîå ïîëå ïîñëåäíþþ �èøêó. Äî íà÷àëà èãðû íàêðàñíîì ïîëå ëåæàò 10 �èøåê, à íà ÷åðíîì � íåêîòîðîå èçâåñò-íîå Îñòàïó êîëè÷åñòâî (íî íå íîëü). Ó Îñòàïà â êàðìàíå ëåæàò 10�èøåê, êîòîðûå îí ìîæåò äî íà÷àëà èãðû íåçàìåòíî ïîäáðîñèòü:íåêîòîðûå � íà êðàñíîå, à íåêîòîðûå � íà ÷åðíîå. Äîêàæèòå, ÷òîîí ñìîæåò âûèãðàòü.8. Íà áåñêîíå÷íîé äîñêå äâîå èãðàþò â êðåñòèêè-íîëèêè. Êòî ïî-ñòàâèò ïÿòü ñâîèõ â ðÿä � ïî âåðòèêàëè, ãîðèçîíòàëè èëè äèàãî-íàëè � âûèãðûâàåò. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïðàâèëüíîé èãðå ïåðâûéíå ïðîèãðûâàåò.40. Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà.Äîâûâîä1. Ó Êàðëñîíà åñòü êîí�åòû òðåõ ñîðòîâ: ñ êàïóñòîé, ñ ñûðîì è ñêîëáàñîé. Åñëè îí âîçüìåò ëþáûå 100 êîí�åò, ñðåäè íèõ îêàæóòñÿêîí�åòû è ñ ñûðîì, è ñ êîëáàñîé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâîêîí�åò ó íåãî ìîæåò áûòü?2. Ìîæíî ëè â çàïèñè 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ 4 ∗ . . . ∗ 999 ∗ 1000 ∗ 1001 çàìåíèòüçâåçäî÷êè çíàêàìè �+� è �−� òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ïîëó÷åííîãîâûðàæåíèÿ áûëî ðàâíî 2009?

8 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.6. Ñî÷åòàíèÿ è ïåðåñòàíîâêè. 5 èþëÿ.0. Â ìàãàçèíå �Âñå äëÿ ñîâðåìåííîé ìîëîäåæè� åñòü 5 âèäîâ çíà÷-êîâ, 7 âèäîâ ÷åëîê è 10 âèäîâ ðîçîâûõ øíóðêîâ. Ñêîëüêèìè ñïî-ñîáàìè ïðîãðåññèâíàÿ ìîëîäàÿ ëåäè ìîæåò êóïèòü ñåáå òðè ñàìûõíåîáõîäèìûõ ïðåäìåòà.1. Ó Âàñè åñòü n ãàäæåòîâ è k äåâàéñîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèîí ìîæåò âûáðàòü a) 3 ïðåäìåòà ñîâðåìåííîãî áûòà;b) êîìïëåêò èç äâóõ ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ïðåäìåòîâ.2. a) Ïóñòü Ak
n êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ èç n ïðåäìåòîâ âûáðàòü k
 ó÷åòîì ïîðÿäêà. Íàéäèòå �îðìóëó äëÿ Ak

n ÷åðåç �àêòîðèàëû.b) Ïóñòü Ck
n ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáîðà áåç ó÷åòà ïîðÿäêà.Ñäåëàéòå àíàëîãè÷íîå äåéñòâèå.3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâåa) Ï�ÈÂÅÒ; b) Ï�ÅÂÅÄ; 
) ÌÅÒÀÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ?4. Ó íå�òÿíîé êîìïàíèè åñòü n öèñòåðí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèìîæíî ñîñòàâèòü k ñîñòàâîâ äëÿ îòïðàâêè áóðæóÿì a) 
 ó÷åòîìïîðÿäêà, ïðè òîì, ÷òî ñîñòàâ ìîæåò áûòü ïóñòûì b) êàæäûéñîñòàâ äîëæåí áûòü íå ïóñò; 
) ñîñòàâû áåç ó÷åòà ïîðÿäêà è ìî-ãóò áûòü ïóñòûìè. (Ñîñòàâû ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè, ïîýòîìó îáìåíäâóõ ñîñòàâîâ ìåñòàìè ïîðîæäàåò íîâûé ñïîñîá.)5. Äîêàæèòå êîìáèíàòîðíî �îðìóëû: a) Ck

n = Ck
n−1 + Ck−1

n−1b) n · Ck−1
n−1 = k · Ck

n.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.6. Äîêàæèòå êîìáèíàòîðíî, ÷òî C0
n + C1

n + . . . + Cn−1
n + Cn

n = 2n.7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç n�ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âû-áðàòüà) ïîäìíîæåñòâî; b) íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà A è B;
) ïîäìíîæåñòâà A è B òàêèå, ÷òî A ñîäåðæèòñÿ â B?



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 97. �ðà�û�1. 5 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí ãðà�, åñëè çàäàíî ìíîæåñòâî åãîâåðøèí è ïðî ëþáóþ ïàðó ðàçëè÷íûõ âåðøèí ñêàçàíî, ñâÿçàíû îíè ðåáðîìèëè íåò. �ðà� íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ÷èñëî âåðøèí â íåì êîíå÷íî.Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ. Â ãðà�å ÷èñëî íå÷åòíûõ âåðøèí ÷åò-íî.1. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â êîìïàíèè èç 11 äåâî÷åê è 10 ìàëü-÷èêîâ âñå äåâî÷êè çíàêîìû ñ ðàçíûì ÷èñëîì ìàëü÷èêîâ, à âñåìàëü÷èêè � ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì äåâî÷åê? À åñëè äåâî÷åê 10,à ìàëü÷èêîâ 9?2. Êàæäûé èç 102 êðîëèêîâ èìååò íå ìåíåå 68 çíàêîìûõ. Äî-êàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòâåðî, èìåþùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî çíàêî-ìûõ.3. Ó êàæäîãî ïàöèåíòà ñïåöëå÷åáíèöû �239 ðîâíî îäèí äðóãè ðîâíî îäèí âðàã. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâåíåéòðàëüíûå ïàëàòû.4. Êàæäàÿ èç äåâî÷åê ïîñëå îòáîÿ íå áîëåå äâóõ ðàç ïîáîëòàëàïî òåëå�îíó. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû òàê,÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå íå áûëî áîëòàâøèõ äåâî÷åê.Îïðåäåëåíèå. �ðà� íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãîâåðøèíàìè åñòü ïóòü ïî ðåáðàì.5. Â ñòðàíå 25 ãîðîäîâ, êàæäûé ãîðîä ñîåäèíåí äîðîãîé íå ìåíåå÷åì ñ 12 äðóãèìè ãîðîäàìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæ-íî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Îáîáùèòå ýòó çàäà÷ó íà ñëó÷àé
n ãîðîäîâ.6. Êàæäûé èç 750 íàðîäíûõ ëþáèìöåâ îñêîðáèë ðîâíî îäíîãî èçêîëëåã çà öâåò âåðõíåé îäåæäû. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü250 ëþáèìöåâ, ñðåäè êîòîðûõ íèêòî íèêîãî íå îñêîðáëÿë.

50 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.39. Èãðû. 20 èþëÿ.Çàäà÷à 1 (Èãðà Áàøå). Èìååòñÿ 100 êàìíåé. Çà îäèí õîä ìîæíîáðàòü 2, 3 èëè 4 êàìíÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòüõîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?Çàäà÷à 2 (Èíòåðåñíàÿ èãðà). Èìååòñÿ 100 êàìíåé. Çà îäèí õîäìîæíî áðàòü 2, 3 èëè 4 êàìíÿ, íî íå ñòîëüêî, ñêîëüêî âçÿë ïðåäû-äóùèé. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? À åñëè êàìíåé n?1. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2. Çà õîä ìîæíî ê çàïèñàííîìó ÷èñëóïðèáàâèòü îäèí èç åãî äåëèòåëåé îòëè÷íûé îò ñàìîãî ýòîãî ÷èñëà.Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî ïîëó÷èò ÷èñëî áîëüøåå 1000. Äîêàæèòå, ÷òîó ïåðâîãî èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.Ïåðåäà÷à õîäà: åñëè îäèí èç èãðîêîâ êàêèì�òî ñïîñîáîì ìîæåòâîñïîëüçîâàòüñÿ ñòðàòåãèé äðóãîãî, òî îí íå ïðîèãðàåò.2. Èìååòñÿ êëåò÷àòàÿ øîêîëàäêà m × n. Çà õîä ìîæíî ñúåñòüäîëüêó è âñå äðóãèå äîëüêè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íå âûøå è íå ëåâåååå. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî îòêóñûâàåò ïîñëåäíþþ êëåòêó (òàì ÿä).Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?3. Èãðà â �äâîéíûå øàõìàòû� âåäåòñÿ òàêæå, êàê è â îáû÷íûå,òîëüêî èãðîêè äåëàþò ïî 2 õîäà çà ðàç. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé èãðåó âòîðîãî èãðîêà íå ìîæåò áûòü âûèãðûøíîé ñòðàòåãèè.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.4. 100 êàðòî÷åê â ñòîïêå ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 100ñâåðõó âíèç. Äâîå èãðàþùèõ ïî î÷åðåäè ñíèìàþò ñâåðõó ïî îä-íîé èëè íåñêîëüêî êàðòî÷åê è îòäàþò ïðîòèâíèêó. Âûèãðûâàåòòîò, ó êîãî ïåðâîãî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ ñòàíåòêðàòíî 1000000. Ìîæåò ëè êòî-òî èç èãðîêîâ âñåãäà âûèãðûâàòüíåçàâèñèìî îò èãðû ïðîòèâíèêà?5. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 2007. Çà õîä ðàçðåøàåòñÿâû÷åðêíóòü ëþáîå ÷èñëî âìåñòå ñî âñåìè åãî äåëèòåëÿìè. Ïðîèã-ðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðà-âèëüíîé èãðå?



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 495. Æóðíàë �Þíûé äèâåðñàíò� âûõîäèò íåðåãóëÿðíî � äâà èëèòðè ðàçà â ãîä. Íà îáëîæêå ñòîèò íîìåð æóðíàëà è ãîä âûïóñêà:�1 � 2001, �2 � 2001, �3 � 2002, ... Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðåäàêöèþíå ïîéìàþò, òî ðàíî èëè ïîçäíî âûéäåò íîìåð, ãäå äâà ÷èñëà íàîáëîæêå ñîâïàäóò.6. Ïëîñêîñòü ðàñêðàøåíà â äâà öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿòî÷êè ðàçíîãî öâåòà íà ðàññòîÿíèè 1.7. Ñóùåñòâóþò 1000 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðå-äè êîòîðûõ íåò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà (íàïðèìåð, 1001! + 2,

1001! + 3, . . . , 1001! + 1001). À ñóùåñòâóþò ëè 1000 ïîñëåäîâàòåëü-íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ ðîâíî 5 ïðîñòûõ ÷èñåë?8. Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ êâàäðàòíîé òàáëèöû 50×50 ðàññòàâëåíû÷èñëà +1 è −1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå ïîàáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò 100. Äîêàæèòå, ÷òî â íåêî-òîðîì êâàäðàòå 25 × 25 ñóììà ÷èñåë ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåïðåâîñõîäèò 25.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. Íà äîñêå íàïèñàíî öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. ×èñëî ðàçðå-øåíî óâåëè÷èâàòü íà òðåòü èëè íà îäíó ïÿòóþ åãî çíà÷åíèÿ. Äî-êàæèòå, ÷òî, â êàêîì áû ïîðÿäêå íè ïðîäåëûâàëèñü ýòè îïåðàöèè,÷èñëî íà äîñêå ðàíî èëè ïîçäíî ïåðåñòàíåò áûòü öåëûì.10. Â ðÿäó èç 100000 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïåðâîå ÷èñëî îäíîçíà÷-íî, à êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ ïðèáàâëåíèåì ê ïðåäû-äóùåìó îäíîé èç åãî íåíóëåâûõ öè�ð. Äîêàæèòå, ÷òî â ðÿäó åñòü÷èñëî, íà÷èíàþùååñÿ öè�ðàìè 2008.11.Ïðàâèëüíûé 1001�óãîëüíèê ðàçáèëè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèà-ãîíàëÿìè íà 999 òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ òðå-óãîëüíèêîâ ïî êðàéíåé ìåðå òðè ðàâíîáåäðåííûõ.

10 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.7. a) Åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðà�à ðàâíû 4, òî ïî-ñëå óäàëåíèÿ ëþáîãî ðåáðà ãðà� îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì. b) Â ãðà�-ñòâå Äæåíòåëüìåíñêîå èç óñàäüáû êàæäîãî äæåíòëüìåíà âûõîäèòðîâíî 10 äîðîã ê äðóãèì óñàäüáàì. Ïðè ýòîì êàæäûé äæåíòëü-ìåí ìîæåò äîåõàòü ïî äîðîãàì äî ëþáîãî äðóãîãî. Îäíàæäû îäíóèç äîðîã ïåðåêîïàëè, è ïî íåé ñòàëî íåâîçìîæíî ïðîåõàòü. Äîêà-æèòå, ÷òî ëþáîé äæåíòëüìåí ïî�ïðåæíåìó ìîæåò íàíåñòè âèçèòâåæëèâîñòè ëþáîìó äðóãîìó êîëëåãå.Îïðåäåëåíèå. Ñâÿçíûé ïîäãðà� (÷àñòü ãðà�à), òàêîé, ÷òî íèêàêàÿ âåð-øèíà íå èç ýòîãî ïîäãðà�à íå ñîåäèíåíà ñ íèì, íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿç-íîñòè.8. Â �îðîä âåäåò 101 äîðîãà, èç Äåðåâíè � âñåãî òðè, à èç âñåõîñòàëüíûõ ãîðîäîâ âûõîäÿò 10 äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî èç Äåðåâíèìîæíî äîåõàòü äî �îðîäà.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. Â íåêîòîðîé ñòðàíå ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû ëèáî æåëåç-íîé äîðîãîé, ëèáî àâèàëèíèåé. Äîêàæèòå, ÷òî:a) îäíèì èç ýòèõ äâóõ âèäîâ òðàíñïîðòà ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ëþ-áîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé;b) äëÿ êàæäîãî ãîðîäà ìîæíî âûáðàòü ñâîé âèä òðàíñïîðòà òàê,÷òîáû ïðè ïîìîùè íåãî ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðó-ãîãî ãîðîäà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé ïåðåñàäêîé;
) îäíèì èç ýòèõ äâóõ âèäîâ òðàíñïîðòà ìîæíî äîáðàòüñÿ èç ëþ-áîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé, ñäåëàâ íå áîëåå äâóõ ïåðåñàäîê10. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ñîåäèíåíû àâèàðåé-ñàìè îäíîé èç N àâèàêîìïàíèé òàê, ÷òî èç êàæäîãî ãîðîäà âåäåòðîâíî ïî îäíîìó ðåéñó êàæäîé èç àâèàêîìïàíèé. Èçâåñòíî, ÷òî èçêàæäîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî. Îäíàæäûáûë çàêðûò ðîâíî N −1 àâèàðåéñ, íî íè â îäíîé èç àâèàêîìïàíèéíå çàêðûëè áîëåå îäíîãî ðåéñà. Äîêàæèòå, ÷òî ïî�ïðåæíåìó èçêàæäîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 1111. Ó Âëàäèìèðà Â.Æ. íà Íà�àáîòå 1000 êîëëåã. Ëþáûå äâà ëèáîäðóæàò, ëèáî âðàæäóþò, ëèáî íåçíàêîìû. Êîëëåãè ðàçãîâàðèâàþòòîëüêî ñ äðóçüÿìè. Ê òîìó æå ó êàæäîãî êîëëåãè ëþáûå äâà äðóãàâðàæäóþò, à ëþáûå äâà âðàãà äðóæàò. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ òîãî,÷òîáû âñå êîëëåãè óçíàëè î ïðåäñòîÿùåì ðå�åðåíäóìå, Âëàäèìèðäîëæåí ñîîáùèòü î íåì íå ìåíåå, ÷åì 200 êîëëåãàì.8. �àçíîáîé�2. 5 èþëÿ.1. Â ïðîèçâîëüíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå (a, b, c, d � ñòîðîíû ïîïîðÿäêó) äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: S 6 ac+bd
2

.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî n ÷èñëî 20n + 16n − 3n − 1äåëèòñÿ íà 323.3. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè äåâÿòè ÷åëîâåê íàéäóòñÿ ëèáî òðîå ïî-ïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî ÷åòâåðî ïîïàðíî íåçíàêîìûõ4. Äîêàæèòå, ÷òî (C0
n)

2 + (C1
n)2 + (C2

n)2 + . . . + (Cn
n)2 = Cn

2n9. Èíâàðèàíò. 6 èþëÿ.1. Âäîëü ïðÿìîé ïðûãàåò êóçíå÷èê. Ñíà÷àëà íà 1ñì â êàêóþ-òî ñòîðîíó, ïîòîì íà 2ñì è òàê äàëåå. Ìîæåò ëè îí ïîñëå 2009ïðûæêà îêàçàòüñÿ â òîé æå òî÷êå, ãäå íà÷àë?2. Â óãëó êâàäðàòà a) 4 × 4; b) 3 × 3 ñòîèò ìèíóñ, â îñòàëüíûõêëåòêàõ � ïëþñû. �àçðåøàåòñÿ çàìåíÿòü âñå çíàêè â ëþáîì ñòîëá-öå èëè â ëþáîé ñòðîêå íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòüòàáëèöó èç îäíèõ ïëþñîâ?3. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 4, 5, 6. �àçðåøàåòñÿ ñòåðåòü äâà÷èñëà a è b è çàïèñàòü âìåñòî íèõ ÷èñëà à) 3a−b
2 è 3b−a

2 ;b) a2

b è b2

a ; 
) a+b√
2

è a−b√
2

; d) ab è ab
a+b−1 . Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêîòàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü ÷èñëà 7, 8, 9?

48 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.âåíñòâî:

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 15. (Òåîðåìà Ìåíåëàÿ) Ïóñòü ÷åòíîå êîëè÷åñòâî èç òî÷åê A1, B1 è

C1 ëåæàò íà ñòîðîíàõ. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ïëîùàäåé, ÷òî òî÷êè
A1, B1 è C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé a) òîãäà b) è òîëüêî òîãäà,êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1.6. (Òåîðåìà Âàí�Îáåëÿ). ×åâèàíû AA1, BB1 è CC1 òðåóãîëü-íèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå K. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþïëîùàäåé, ÷òî

AK

KA1
=

AB1

B1C
+

AC1

C1B
.38. Äèñêðåòíàÿ íåïðåðûâíîñòü. 20 èþëÿ.1. Ïî ïðÿìîé ïàëêå äëèíîé 1 ì ñî ñêîðîñòüþ 1 ì/ìèí ïîëçóòìóðàâüè. Êîãäà äâà ìóðàâüÿ ñòàëêèâàþòñÿ, îíè ðàçâîðà÷èâàþòñÿè íà÷èíàþò ïîëçòè ñ òîé æå ñêîðîñòüþ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç 1 ìèí âñå ìóðàâüè ñâàëÿòñÿ ñ ïàëêè.2. Â ðÿä âûëîæåíî 50 áåëûõ è 50 ÷åðíûõ øàðèêîâ. Ñàìûé ëåâûéè ñàìûé ïðàâûé øàðèêè � áåëûå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îòñ÷è-òàòü íåñêîëüêî øàðèêîâ, íà÷èíàÿ ñ ëåâîãî, òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõîêàçàëîñü ïîðîâíó ÷åðíûõ è áåëûõ.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19, 28, 42,63, 94, . . . íà÷èíàåòñÿ ñ äâîéêè, à êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ïî-ëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî óìíîæåíèåì íà 3/2 è îêðóãëåíèåì ïîíåäîñòàòêó. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü öåëîåøåñòèçíà÷íîå ÷èñëî.4. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 10000 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿíå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìàÿ, ïî îäíó ñòîðîíó êîòîðîéëåæèò ðîâíî 2008 îòìå÷åííûõ òî÷åê.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 477. Â ãðà�å ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíû 3. Èçâåñòíî, ÷òî ìåæäóëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè íàéäåòñÿ ïóòü äëèíû íå áîëåå 2. Êàêîåíàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âåðøèí ìîæåò áûòü â ýòîì ãðà�å?8. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â êëåòêàõ òàáëèöû 10×10 ÷èñëà +1, −1è 0 òàê, ÷òîáû âñå 20 ñóìì â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ áûëè ðàçëè÷íû?Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. Ìîæíî ëè â êóáå 8 × 8 × 8 çàêðàñèòü 64 êëåòêè òàê, ÷òîáû âêàæäîì �áðóñêå� 1 × 1 × 8 áûëà çàêðàøåííàÿ êëåòêà, à èç ëþáûõ8 çàêðàøåííûõ êëåòîê êàêèå-òî äâå îáÿçàòåëüíî ïîïàäàëè áû â�ñëîé� 1 × 8 × 8 êëåòîê?37. �åîìåòðè÷åñêèé ðàçíîáîé. 19 èþëÿ.1. Íàéäèòå ñóììó óãëîâ ïðè âåðøèíàõ ïÿòèêîíå÷íîé çâåçäû (ò.å.çâåçä÷àòîãî ñàìîïåðåñåêàþùåãîñÿ ìíîãîóãîëüíèêà).2. AM � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC. ×åðåç A è M ïðîâå-äåíà îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû AC è AB â òî÷êàõ K è

L. Äîêàæèòå, ÷òîa) åñëè îíà êàñàåòñÿ BC, òî KL ïàðàëëåëüíà BC;b) åñëè KL ïàðàëëåëüíà BC, òî îíà êàñàåòñÿ BC.3. Äèàãîíàëè âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþò-ñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî

AB · BC

CD · DA
=

BO

DO. Â ñëåäóþùèõ òðåõ çàäà÷àõ òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà ïðÿ-ìûõ BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî.4. (Òåîðåìà ×åâû) Ïóñòü íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî èç òî÷åê A1, B1è C1 ëåæàò íà ñòîðîíàõ, à íå íà ïðîäîëæåíèÿõ. Äîêàæèòå 
 ïî-ìîùüþ ïëîùàäåé, ÷òî ÷åâèàíû AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ âîäíîé òî÷êå a) òîãäà b) è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðà-
12 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.4. Â àë�àâèòå ïëåìåíè ÛÛ âñåãî äâå áóêâû � Ú è Û. Ñìûñëñëîâà íå ìåíÿåòñÿ îò ñëåäóþùèõ çàìåí: ÛÚÛ ↔ ÚÚ, ÛÚÚ ↔ÚÛ, ÚÚÛ ↔ ÛÚ, ÚÚÚ ↔ ÛÛ. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òîñëîâà ÛÚÚ è ÚÛÛ ÿâëÿþòñÿ ñèíîíèìàìè?5. Íà äîñêå íàïèñàëè ÷èñëî 1. Ïîñëå ýòîãî êàæäóþ ìèíóòó êíàïèñàííîìó ÷èñëó ïðèáàâëÿþò ñóììó åãî öè�ð. Äîêàæèòå, ÷òîíà äîñêå íèêîãäà íå ïîÿâèòñÿ ÷èñëî 123456.6. Òðè êóçíå÷èêà ñèäÿò íà ïëîñêîñòè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè

(0, 0), (0, 1), (1, 0). Êàæäóþ ìèíóòó îäèí èç íèõ ïåðåïðûãèâàåò÷åðåç äðóãîãî, ïðûãàÿ â òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ îòíîñèòåëüíî íåãî.Ìîãóò ëè îíè ïîïàñòü â òî÷êè7. a) Ïî êðóãó ðàñòóò 42 äåðåâà, è íà êàæäîì èç íèõ ñèäèò ÷èæ.Âðåìÿ îò âðåìåíè êàêèå�òî 2 ÷èæà ïåðåëåòàþò íà ñîñåäíèå äåðå-âüÿ � îäèí ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à äðóãîé � ïðîòèâ. Ìîãóò ëè âñå÷èæè ñîáðàòüñÿ íà îäíîì äåðåâå? b) À åñëè 44 äåðåâà?8. Íà îñòðîâå åñòü 17 ñåðûõ, 18 áóðûõ è 19 ìàëèíîâûõ õàìå-ëåîíîâ. Êîãäà âñòðå÷àþòñÿ 2 õàìåëåîíà ðàçíîãî öâåòà, îíè îä-íîâðåìåííî ïåðåêðàøèâàþòñÿ â òðåòèé. Ìîãóò ëè îíè âñå ñòàòüîäíîöâåòíûìè?Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. Íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 100. �àçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ñíåå ëþáûå äâà ÷èñëà è çàïèñàòü âìåñòî íèõ èõ ñóììó, à íà äðóãîéäîñêå çàïèñàòü èõ ïðîèçâåäåíèå. Êàêîâà áóäåò ñóììà ÷èñåë, íà-ïèñàííûõ íà âòîðîé äîñêå, êîãäà íà ïåðâîé äîñêå îñòàíåòñÿ âñåãîîäíî ÷èñëî?10. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 20. Ìîæíî ïàðó ÷èñåë (x, y)çàìåíèòü íà x+y +xy. Êàêîå ÷èñëî îñòàíåòñÿ ïîñëå 19 îïåðàöèé?10. Ïàðàëëåëüíîñòü è òåîðåìà Ôàëåñà. 6 èþëÿ.1. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé 17�óãîëüíèê íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà 14òðåóãîëüíèêîâ.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 132. Íà ïëîñêîñòè äàíû ñåìü ïðÿìûõ, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íåïàðàëëåëüíû. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäóòñÿ äâå èç íèõ òàêèå, ÷òî óãîëìåæäó íèìè ìåíüøå 26◦.3. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è CD òðàïåöèè ABCD âûáðàíûòî÷êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ∠XCB = ∠Y AD. Äîêàæè-òå, ÷òî ïðÿìûå CX è AY ïàðàëëåëüíû.4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîìa) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ äèàãîíàëü äåëèò åãî íà äâåðàâíîâåëèêèõ ÷àñòè;b) Â òðàïåöèè îäíà èç äèàãîíàëåé äåëèòñÿ äðóãîé ïîïîëàì. Äî-êàçàòü, ÷òî òðàïåöèÿ � ïàðàëëåëîãðàìì.5. a) Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíàåãî îñíîâàíèþ.b) Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà îñíîâà-íèÿì è ðàâíà èõ ïîëóñóììå.6. à) Òî÷êà B1 ëåæèò íà ñòîðîíå OB óãëà AOB. Äîêàæèòå, ÷òî

SAOB

SAOB1

=
OB

OB1
.b) Äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âûñåêàþò íà ñòîðîíàõ óãëà ñ âåðøè-íîé O îòðåçêè A1A2 è B1B2. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè OA1B2è OA2B1 ðàâíîâåëèêè.Äîêàæèòå òåîðåìó Ôàëåñà 
) äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-ìûõÄâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âûñåêàþò íà ñòîðîíàõ óãëà ñ âåðøèíîé

O îòðåçêè A1A2 è B1B2. Äîêàæèòå, ÷òî OA1

A1A2
= OB1

B1B2
.d) Â îáùåì ñëó÷àåÒðè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå âûñåêàþò íà îäíîé ñòîðîíå óãëà îò-ðåçêè A1B1 è B1C1, à íà äðóãîé ñòîðîíå óãëà � îòðåçêè A2B2è B2C2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè îòðåçêè A1B1 è B1C1 íàõîäÿòñÿ âäàííîì îòíîøåíèè, òî îòðåçêè A2B2 è B2C2 íàõîäÿòñÿ â òîì æåîòíîøåíèè.

46 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.7. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 200796 . . . êàæäàÿ öè�ðà, íà÷èíàÿ ñïÿòîé, ðàâíà ïîñëåäíåé öè�ðå ñóììû ÷åòûðåõ ïðåäøåñòâóþùèõöè�ð. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñíîâà âñòðåòèòñÿ÷åòâåðêà 2007.8. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë xn îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-âèÿìè: xn+1 = 1 − |1 − 2xn|, ïðè÷åì 0 6 x1 6 1. Äîêàæèòå, ÷òîïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, ïåðèîäè÷åñêàÿa) â òîì b) è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè x1 ðàöèîíàëüíî.9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè
a2n = a2n−1 + a2n−2, à a2n+1 = 10a2n − 9a2n−1. Äîêàæèòå, ÷òî îíà ïåðèîäè÷íà ïî ëþáîìó ìîäóëþ.36. Êîíñòðóêöèè. 19 èþëÿ.1. Ìîæíî ëè èç ïîëîñîê 1 × 1, 2 × 1, . . . , 13 × 1 ñëîæèòü ïðÿìî-óãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, áîëüøå 1?2.Ìîæíî ëè â êëåòêàõ òàáëèöû n×n ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî n2òàê, ÷òîáû ÷èñëî â êàæäîé êëåòêå áûëî ëèáî ìåíüøå âñåõ ÷èñåë,ñòîÿùèõ â ñîñåäíåé ïî ñòîðîíå êëåòêå, ëèáî áîëüøå èõ âñåõ?3. Ìîæíî ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 17 âûïèñàòü â ñòðî÷-êó òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë áûëà ïðîñòûì÷èñëîì?4. Ìîæåò ëè òàê áûòü, ÷òîáû äîõîäû êîìïàíèè çà ëþáûå ïÿòüïîäðÿä èäóùèõ ìåñÿöåâ 2009 ãîäà ïðåâûøàëè ðàñõîäû, íî ðàñõîäûçà âåñü 2009 ãîä ïðåâûøàëè äîõîäû?5. Åñòü ëè ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîå, ÷òî ïðè óìíîæåíèèñóììû åãî öè�ð íà ïðîèçâåäåíèå åãî öè�ð ïîëó÷èòñÿ 2009?6. Ìîæíî ëè èç ïðîèçâåäåíèÿ 1! ·2! · . . . ·100! âû÷åðêíóòü îäèí ñî-ìíîæèòåëü òàê, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îñòàâøèõñÿ áóäåò ïîëíûì êâàä-ðàòîì?



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 4535. Ïåðèîäè÷íîñòü. 18 èþëÿ.0. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà2007 ñòåïåíåé ÷èñëà 7 ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïðè÷åì äëèíà ïåðèîäà íåáîëüøå 2007.1. Íàéäèòå ñîòóþ öè�ðó ïîñëå çàïÿòîé ÷èñëà 28/270.2. Êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåëïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî òàê: ÷èñëî âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò, è èçíåãî âû÷åðêèâàþòñÿ âñå öè�ðû, êðîìå ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ. Äîêà-æèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ, è äëèíà ïåðèîäà íåáîëüøå 10000.3. Îäèí ïðåïîäàâàòåëü îñòàâèë íà äâåðÿõ âñåõ êîìíàò çàïèñêèñëåäóþùåãî ñîäåðæàíèÿ: �ß â êîìíàòå íîìåð . . . � è èñ÷åç â íåèç-âåñòíîì íàïðàâëåíèè. (�àçíûå çàïèñêè ìîãóò ñîîáùàòü ðàçíóþèí�îðìàöèþ). Íåêîòîðûé øêîëüíèê íà÷àë ïîèñêè ïðåïîäàâàòå-ëÿ, ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèìè óêàçàíèÿìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñ íåêîòîðî-ãî ìîìåíòà îí íà÷íåò äâèãàòüñÿ ïî öèêëó.4.Æèòåëè ñòðàíû Ïóï Ìèðà î÷åíü ãîðäÿòñÿ òåì, ÷òî ó íèõ ïðå-çèäåíòñêàÿ �îðìà ïðàâëåíèÿ: êàæäûå 4 ãîäà ïðåçèäåíòîì èçáè-ðàåòñÿ ëèáî ðåñïóáëèêàíåö, ëèáî äåìîêðàò. ÏóïÌèðîâñêèå ñîöèî-ëîãè îáíàðóæèëè ñòðîãèé çàêîí, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ ïàð-òèéíîñòü î÷åðåäíîãî ïðåçèäåíòà. Õîòÿ ýòîò çàêîí çàñåêðå÷åí �Àê-òîì î äåìîêðàòèè�, â ïå÷àòü ïðîñî÷èëèñü ñâåäåíèÿ, ÷òî ïàðòèé-íîñòü î÷åðåäíîãî ïðåçèäåíòà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðòèéíî-ñòüþ ïðåäûäóùèõ äåñÿòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð-òèéíîñòåé ïðåçèäåíòîâ çàöèêëèòñÿ, è îöåíèòå êàê-íèáóäü äëèíóïåðèîäà.5. Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 7 îêàí÷èâàåòñÿ íàöè�ðû 000000000000000001. Íà ÷òî òóò ìîæíî çàìåíèòü ÷èñëî 7?6. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è F1 = 1,
F2 = 2, Fn+1 = Fn + Fn−1 íàéäåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 2009.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

14 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. (Òåîðåìà Âàðèíüîíà). Äîêàæèòå, ÷òî a) �èãóðà, îáðàçîâàí-íàÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ñåðåäèí ñòîðîí ÷åòû-ðåõóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì, èb) åñëè ÷åòûðåõóãîëüíèê áûë âûïóêëûì, òî ïëîùàäü ýòîãî ïàðàë-ëåëîãðàììà ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà.8. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD ∠CAB +∠DBC = 90◦. Äîêàæè-òå, ÷òî îí � ðîìá èëè ïðÿìîóãîëüíèê.9. a) Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàì-ìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãîíàëè äåëÿò åãî íà ÷åòûðåðàâíîâåëèêèõ ÷àñòè.b) Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî äèàãîíàëè ðàâíû.10. Òî÷êà íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC íà÷àëà äâèãàòüñÿïàðàëëåëüíî AC äî BC, ïîòîì ïàðàëëåëüíî AB äî AC, ïîòîìïàðàëëåëüíî BC äî AB è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêîøàãîâ îíà âåðíåòñÿ íà èñõîäíîå ìåñòî, è íàéäèòå ýòî ÷èñëî øàãîââ çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà AB.11. �àçäåëèòå äàííûé îòðåçîê íà n ðàâíûõ ÷àñòåé ñ ïîìîùüþöèðêóëÿ è ëèíåéêè.11. �àçíîáîé�3. 6 èþëÿ1. a) Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ îòðåçêîâ â ïðÿìîóãîëüíèêå íàè-áîëüøóþ äëèíó èìååò äèàãîíàëü.b) Êàê ðàññòàâèòü íà êâàäðàòíîì ðèíãå 5 áîêñåðîâ ñ òåì, ÷òîáûíàèìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè áûëî êàê ìîæíî áîëüøå?2. Íà ïðîäîëæåíèè íàèáîëüøåé ñòîðîíû AB òðåóãîëüíèêà ABCîòëîæåí îòðåçîê BD, ðàâíûé ñòîðîíå BC. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë

ACD òóïîé.3. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàí óãîë 19◦. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèð-êóëÿ è ëèíåéêè óãîë â 16◦.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 154⋆. Íà ïëîñêîñòè äàí ïðàâèëüíûé 19�óãîëüíèê. Ïîñòðîéòå ñ ïî-ìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïðàâèëüíûé 57�óãîëüíèê.5⋆. Äîñòóï ê ñåé�ó èìåþò 11 ÷ëåíîâ êîìèññèè. Êàêèì íàèìåíü-øèì ÷èñëîì çàìêîâ ìîæíî ñíàáäèòü ñåé� äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèîïðåäåëåííîì íàáîðå êëþ÷åé ëþáûå øåñòåðî, ñîáðàâøèñü âìåñòå,ìîãëè åãî îòêðûòü, à ëþáûõ ïÿòè áûëî áû íåäîñòàòî÷íî?12. Áèíîì Íüþòîíà è òîæäåñòâà äëÿ Ck
n. 8 èþëÿ.1. (Áèíîì Íüþòîíà) Äîêàæèòå, ÷òî

(x+y)n = xn+C1
nx

n−1y+C2
nx

n−2y2+. . .+Cn−1
n xyn−1+yn =

n∑

k=0

Ck
nx

n−kyk

2. Ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà äîêàæèòå, ÷òî n∑

k=0

Ck
n = 2n.3. Íàéäèòå ñóììó C0

n − C1
n + C2

n − C3
n + . . . + (−1)nCn

na) ñ ïîìîùüþ áèíîìà; b) êîìáèíàòîðíî, ïîñòðîèâ áèåêöèþ ìåæ-äó ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè íàáîðàìè α) äëÿ íå÷åòíîãî n; β) äëÿ÷åòíîãî n.4. a) ×åìó ðàâíà ñóììà ÷åòíûõ áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ
[n/2]∑
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n ? b) À íå÷åòíûõ [(n+1)/2]∑
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n ?5. Äîêàæèòå òîæäåñòâî n∑
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n = n2n−1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî √10
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√
10)10 − (1 −

√
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) � öåëîå.7. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî p > k > 0 ÷èñëî Ck
p êðàòíî p.b) Äîêàæèòå äëÿ öåëûõ ÷èñåë a è b, ÷òî (a + b)p ≡

p
ap + bp.
) (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà) Äëÿ ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíîãî n âû-ïîëíåíî np − n≡

p
0Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.8. Íàéäèòå ïåðâûå 1000 öè�ð ïîñëå çàïÿòîé â ÷èñëå: (√5+2)2009.

44 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.òó, åñëè ñðåäè òåñòèðóåìûõ ìîíåò åñòü õîòÿ áû îäíà �àëüøèâàÿ.Êàê çà øåñòü òåñòîâ âûÿâèòü îáå �àëüøèâûå ìîíåòû?5. a) Ñðåäè ïÿòè âíåøíå îäèíàêîâûõ ìîíåò òðè íàñòîÿùèå è äâå�àëüøèâûå, îäèíàêîâûå ïî âåñó, íî íåèçâåñòíî, òÿæåëåå èëè ëåã÷åíàñòîÿùèõ. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé ìîæíî íàéòèõîòÿ áû îäíó íàñòîÿùóþ ìîíåòó? b) Ñðåäè 15 ìîíåò � íå áîëåå 7�àëüøèâûõ. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî (à �àëüøè-âûå, âîçìîæíî, íåò). Ìîæíî ëè çà 14 âçâåøèâàíèé íàéòè õîòÿ áûîäíó èç íàñòîÿùèõ ìîíåò? À çà ìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé?6. Åñòü äâå çîëîòûå ìîíåòû è n ñåðåáðÿíûõ. Èçâåñòíî, ÷òî ñðå-äè çîëîòûõ åñòü îäíà �àëüøèâàÿ, è ñðåäè ñåðåáðÿíûõ åñòü îäíà�àëüøèâàÿ. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå �àëüøè-âûå � òîæå, íî �àëüøèâûå ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Åñòü ÷àøå÷íûå âåñûáåç ãèðü. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ìîæíî íàâåðíÿêà âûÿâèòü îáå�àëüøèâûå ìîíåòû a) çà äâà âçâåøèâàíèÿ? b) çà òðè âçâåøèâà-íèÿ? Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. Ñðåäè 5 ìîíåò � ðîâíî îäíà �àëüøèâàÿ: îíà îòëè÷àåòñÿ ïîâåñó îò îñòàëüíûõ, íî íåèçâåñòíî � ëåã÷å èëè òÿæåëåå. Òðåáóåòñÿâûÿâèòü åå íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü è óçíàòü, ëåã÷å îíà èëèòÿæåëåå íàñòîÿùåé. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âçâåøèâàíèé äëÿýòîãî íàâåðíÿêà õâàòèò?8. Åñòü äâå çîëîòûå ìîíåòû è n ñåðåáðÿíûõ. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäèâñåõ ìîíåò åñòü äâå �àëüøèâûõ, è ñðåäè çîëîòûõ åñòü íå áîëåå îä-íîé íàñòîÿùåé. Âñå íàñòîÿùèå ìîíåòû âåñÿò îäèíàêîâî, âñå �àëü-øèâûå � òîæå, íî �àëüøèâûå ëåã÷å íàñòîÿùèõ. Åñòü ÷àøå÷íûåâåñû áåç ãèðü. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ìîæíî íàâåðíÿêà âû-ÿâèòü îáå �àëüøèâûå ìîíåòû a) çà äâà âçâåøèâàíèÿ? b) çà òðèâçâåøèâàíèÿ?



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 43êëåòîê. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà 64 âûïèñàííûõ ÷è-ñåë?8. Àíòîí Ñåðãååâè÷ ïîëîæèë â êàæäóþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà

3×6 ïî îäíîé ìîíåòå. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî ñóììàðíûé âåñ âñåõ ìî-íåò â êàæäîé ëèíèè (ñòðî÷êè è ñòîëáöû), êðîìå îäíîé, îäèíàêîâ.Êàê çà îäíî âçâåøèâàíèå íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü,â êàêîé èìåííî ëèíèè âåñ äðóãîé?34. Ìàêðîýêîíîìèêà, ëîãèñòèêà, ó÷åò è êîíòðîëü. 18èþëÿ.1. Ñðåäè n îäèíàêîâûõ ïî âèäó ìîíåò åñòü ðîâíî 1 �àëüøèâàÿ,êîòîðàÿ ëåã÷å íàñòîÿùèõ. a) Êàê íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó èç 3çà îäíî âçâåøèâàíèå íà äâóõ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü?b) Êàê íàéòè �àëüøèâóþ ìîíåòó çà äâà âçâåøèâàíèÿ åñëè n = 9?
) Ñêîëüêî ïîòðåáóåòñÿ âçâåøèâàíèé, åñëè n = 3k?d) Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé ïîòðåáóåòñÿ åñëè

n = 4, 5, 6, 7, 8?e) Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé ïîòðåáóåòñÿ äëÿîïðåäåëåíèÿ îäíîé �àëüøèâîé ìîíåòû èç n?2. Ñðåäè 8 ìîíåò, âîçìîæíî, åñòü îäíà ëåãêàÿ ÔÌ (íî åå ìîæåòè íå áûòü). Êàê çà äâà âçâåøèâàíèÿ íàéòè ÔÌ, åñëè îíà åñòü, èëèäîêàçàòü, ÷òî åå íåò?3. Åñòü 27 ìîíåò, m èç êîòîðûõ ñåðåáðÿíûå, îñòàëüíûå � çîëîòûå.Èçâåñòíî, ÷òî îäíà èç íèõ �àëüøèâàÿ, à îñòàëüíûå íàñòîÿùèå(íàñòîÿùàÿ ñåðåáðÿíàÿ ìîíåòà îòëè÷àåòñÿ ïî âåñó îò íàñòîÿùåéçîëîòîé). Ñåðåáðÿíàÿ ÔÌ ëåã÷å íàñòîÿùåé ñåðåáðÿíîé, à çîëîòàÿÔÌ òÿæåëåå ÷åì íàñòîÿùàÿ çîëîòàÿ. Êàê íàéòè ÔÌ çà òðè âçâå-øèâàíèÿ, åñëè a) m = 13; b) m � ëþáîå ÷èñëî îò 1 äî 26?4. Åñòü 10 ìîíåò, ñðåäè íèõ ðîâíî äâå �àëüøèâûå. Äåòåêòîð R7çà îäíó îïåðàöèþ èññëåäóåò òðè ìîíåòû è óêàçûâàåò íà îäíó èçíèõ. Èçâåñòíî, ÷òî äåòåêòîð íå ìîæåò óêàçàòü íà íàñòîÿùóþ ìîíå-
16 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.9. Êàêèå òîæäåñòâà äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ìîæíîâûâåñòè, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà (x + y)m+n = (x + y)m · (x + y)n?10. Íàéäèòå âñå òàêèå n, äëÿ êîòîðûõ âñå áèíîìèàëüíûå êîý�-�èöèåíòû Ck

n íå÷åòíû.13. �ÌÒ. 8 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå. �åîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê (�ÌÒ), îáëàäàþùèõ äàííûìñâîéñòâîì � ýòî �èãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê, êîòîðûå îáëà-äàþò ýòèì ñâîéñòâîì.Óïð1. �ÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííûõ òî÷åê A è B, åñòü ñåðå-äèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB.Óïð2. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêàïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è ýòî öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.Óïð3. �ÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò ñòîðîí äàííîãî óãëà è ëåæàùèõâíóòðè äàííîãî óãëà, åñòü áèññåêòðèñà äàííîãî óãëà.Óïð4. Áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîéòî÷êå, è ýòî öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.1. Ó òðåóãîëüíèêà åñòü òðè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòè.Óïð5. Íàéäèòå �ÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò òðåõ äàííûõ ïðÿìûõ.Óïð6. Äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Íàéäèòå �ÌÒ, ðàññòî-ÿíèå îò êîòîðûõ äî ïåðâîé ïðÿìîé â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì äîâòîðîé.Óïð7. Äàí îòðåçîê AB. Íàéäèòå �ÌÒ M òàêèõ, ÷òîa) AM + MB = AB; b) AM − MB = AB.2. Ïîæàðíûé ðåøèë çàáðàòüñÿ íà ëåñòíèöó, ïðèñòàâëåííóþ êñòåíå. Åäâà îí óñïåë äîáðàòüñÿ äî ñåðåäèíû, ëåñòíèöà ñúåõàëàíà ïîë. Êàêîâà òðàåêòîðèÿ ïîæàðíîãî äî óäàðà îá ïîë?Óïð8. Ïóñòü O ëåæèò íà îòðåçêå AB. Íàéäèòå �ÌÒ M òàêèõ,÷òî ∠MOB = 2∠MAB.3. Íàéäèòå �ÌÒ ñåðåäèí õîðä äàííîé äëèíû â äàííîé îêðóæíî-ñòè.
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SAMB = SAMC . b) Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñå-êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.5. Çàãîí äëÿ êîçëà èìååò �îðìó êâàäðàòà. Èç êàêèõ òî÷åê ïëîñ-êîñòè êîçåë óâèäèò ìåíüøå ïîëîâèíû çàãîíà?6. Äàí êâàäðàò. Íàéäèòå âñå òî÷êè òàêèå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèéîò êàæäîé èç íèõ äî äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí êâàäðàòà ðàâ-íà ñóììå ðàññòîÿíèé äî äâóõ äðóãèõ ñòîðîí (ïîä ðàññòîÿíèåì îòòî÷êè äî ñòîðîíû êâàäðàòà â ýòîé çàäà÷å ïîíèìàåòñÿ ðàññòîÿíèåäî ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ñòîðîíó).7. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå �ÌÒ M òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ òðå-óãîëüíèê AMB a) ïðÿìîóãîëüíûé; b) îñòðîóãîëüíûé; 
) òóïî-óãîëüíûé.8. Äàí òðåóãîëüíèêABC. Âíóòðè íåãî âçÿëè òî÷êóM è ñîåäèíè-ëè åå ñ âåðøèíàìè. Ïîëó÷èëîñü òðè òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå �ÌÒ

M , äëÿ êîòîðûõ ñóììà ïëîùàäåé äâóõ èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ áó-äåò ðàâíà ïëîùàäè òðåòüåãî.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.×åòâåðòûé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ.Ïóñòü òðåóãîëü-íèêè ABC è A′B′C ′ òàêîâû, ÷òî AB = A′B′, BC = B′C ′ è
∠BAC = ∠B′A′C ′. Òîãäà ëèáî ∠BCA = ∠B′C ′A′ (è òðåóãîëü-íèêè ABC è A′B′C ′ ðàâíû), ëèáî ∠BCA + ∠B′C ′A′ = 180◦.9⋆. Äàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (AB = AC). Íàéäè-òå �ÌÒ M , èç êîòîðûõ îòðåçêè AB è AC âèäíû ïîä ðàâíûìèóãëàìè.

42 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.7. Â ðÿäó ÷èñåë 1, 251, 376, . . . êàæäîå ÷èñëî, êðîìå ïåðâîãî,ðàâíî ëèáî ïîëîâèíå ïðåäûäóùåãî, åñëè ïðåäûäóùåå ÷åòíî, è ïî-ëîâèíå ïðåäûäóùåãî ÷èñëà, óâåëè÷åííîãî íà 501, â ïðîòèâíîì ñëó-÷àå. Âåðíî ëè, ÷òî â ýòîì ðÿäó âñòðåòÿòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî 500?8. Êàçíà÷åé Ìàòâåé ïîëîæèë â êàæäóþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà
3×6 ïî îäíîé ìîíåòå. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî ñóììàðíûé âåñ âñåõ ìî-íåò â êàæäîé ëèíèè (ñòðî÷êè è ñòîëáöû), êðîìå îäíîé, îäèíàêîâ.Êàê çà îäíî âçâåøèâàíèå íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü,â êàêîé èìåííî ëèíèè âåñ äðóãîé?33. Ìàòáîé Ïðî�è7�Ïðî�è8. 16 èþëÿ.1. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òàêèå òî÷êè Mè N , ÷òî CM = MN = NB. Ê ñòîðîíå BC â òî÷êå N ïîñòðîåíïåðïåíäèêóëÿð, ïåðåñåêàþùèé ñòîðîíó AB â òî÷êå K. Îêàçàëîñü,÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà AMK â 4,5 ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè èñ-õîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàâ-íîáåäðåííûé.2. Ïóñòü S � ñóììà ÷åòûðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c, d. Äîêà-æèòå, ÷òî åñëè ab − cd äåëèòñÿ íà S, òî S � ñîñòàâíîå.3. Äîêàæèòå, ÷òî èç 3n íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 3n ìîæíîâûáðàòü íåñêîëüêî (áûòü ìîæåò, îäèí) íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõäåëèòåëåé ñ ñóììîé ðàâíîé 3n.4. Ìîæåò ëè êóá îêàí÷èâàòüñÿ íà 2009 åäèíèö?5. Àñòðîíîì ïðîíàáëþäàë 50 çâåçä è âû÷èñëèë ñóììó S ïîïàð-íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè. Îáëàêî çàñëîíèëî 25 çâåçä. Äîêà-çàòü, ÷òî ñóììà ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó îñòàâøèìèñÿ çâåç-äàìè ìåíüøå S/2.6. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãëû B è C ðàâíû ïî 40◦; BD � áèñ-ñåêòðèñà óãëà B. Äîêàæèòå, ÷òî BD + DA = BC.7. Íà ñâîáîäíûå ïîëÿ øàõìàòíîé äîñêè ïî îäíîé âûñòàâëÿþòñÿëàäüè. Êàæäûé ðàç çàïèñûâàåòñÿ ÷èñëî ïîáèòûõ ëàäüåé ïóñòûõ
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x4 + 2y4 + 4z4 + 8t4 = s4.8. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 + y2 + z2 + t2 = 2xyzt èìååò âöåëûõ ÷èñëàõ òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.9. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

5x3 + 11y3 + 13z3 = 0.32. Ìàòáîé Ïðî�è6�Ïðî�è 7. 16 èþëÿ.1. Íåñêîëüêî êðîëèêîâ ïîñòðîèëèñü â ðÿä. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæ-äûé êðîëèê, êðîìå äâóõ êðàéíèõ, èìååò ïîðîâíó äðóçåé ñëåâà èñïðàâà îò íåãî. Äîêàæèòå, ÷òî ó äâóõ êðàéíèõ êðîëèêîâ ïîðîâíóäðóçåé.2. Ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü ëèíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòî-ðîíàì, êàê íà 200, òàê è íà 288 ðàâíûõ êâàäðàòîâ. Äîêàæèòå, ÷òîåãî ìîæíî ðàçáèòü ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì, è íà 392ðàâíûõ êâàäðàòà.3. Äîêàæèòå, ÷òî èç 38 íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 38 ìîæíîâûáðàòü íåñêîëüêî (áûòü ìîæåò, îäèí) íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõäåëèòåëåé ñ ñóììîé, ðàâíîé 38.4. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî �èãóðîê 1× 2× 2 ìîæíî âûðå-çàòü èç êóáà 3 × 3 × 3?5. Íà îêðóæíîñòè äàíû n > 10 òî÷åê. Êåííè ïîñ÷èòàë êîëè÷å-ñòâî ñïîñîáîâ ïðîâåñòè òðè îòðåçêà ñ êîíöàìè â äàííûõ òî÷êàõ,íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê (â òîì ÷èñëå è êîíöîâ). Äîêàæèòå, ÷òîýòî êîëè÷åñòâî äåëèòñÿ íà 5.6. Âàñÿ è Ïåòÿ èãðàþò â èãðó. Íà ïÿòè êëàâèàòóðàõ åñòü 100, 101,102, 103 è 104 êëàâèøè ñîîòâåòñòâåííî. Çà õîä ìîæíî âûëîìàòüïî îäíîé êëàâèøå èç äâóõ ðàçíûõ êëàâèàòóð. Ïðîèãðûâàåò òîò,êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå(íà÷èíàåò Ïåòÿ)?

18 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.14. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà, ñèñòåìû âû÷åòîâ. 8 èþëÿ.1. (Òåîðåìà Ôåðìà) Ïóñòü öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå÷èñëî p. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà a) ÷èñëà a, 2a, 3a, . . . , (p − 1)aäàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïî ìîäóëþ p; b) ÷èñëà (p− 1)!è ap−1(p − 1)! ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p; 
) ap−1 ≡
p

1.2. (Òåîðåìà Âèëüñîíà) Íàòóðàëüíîå ÷èñëî p > 1 ÿâëÿåòñÿ ïðî-ñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (p − 1)! + 1 ... p.3. Äîêàæèòå, ÷òî 3003000 − 1 äåëèòñÿ íà 1001.4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 5 � ïðîñòîå, òî ÷èñëî 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
p−1

äåëèòñÿíà p.5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íå äåëèòñÿ íà 17. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî

n8 + 1, ëèáî n8 − 1 äåëèòñÿ íà 17.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.6. (×èñëî Êàðìàéêëà) Äîêàæèòå, ÷òî a561−a äåëèòñÿ íà 561 äëÿëþáîãî öåëîãî a.7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 30239 + 23930 � ñîñòàâíîå.8. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2+5 = y3 íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ÷èñëàõ.15. Âïèñàííûå óãëû. 9 èþëÿ.1. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ðàâåí 1/2 äó-ãè, íà êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ, â ñëó÷àå, êîãäà öåíòð îêðóæíîñòèëåæèò: íà ñòîðîíå óãëà; âíóòðè óãëà; âíå óãëà. (Äóãà îêðóæíîñòèèçìåðÿåòñÿ âåëè÷èíîé îïèðàþùåãîñÿ íà íåå öåíòðàëüíîãî óãëà.)2. Äîêàæèòå, ÷òî à) ó ÷åòûðåõóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæ-íîñòü, ñóììà äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà 180◦;b) ÷åòûðåõóãîëüíèê, ñóììà äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ êîòîðî-ãî ðàâíà 180◦ ìîæíî âïèñàòü â îêðóæíîñòü.
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) Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠ACB = ∠ADB òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âïèñàííûé.3. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC âçÿëè ïî òî÷êå è ñîåäèíèëèèõ ñ òî÷êîé P âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà èçòðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ � âïèñàííûå, òî òðåòèé �òîæå âïèñàííûé.4. Èç òî÷êè P íà áèññåêòðèñå óãëà ñ âåðøèíîé O îïóùåíû ïåð-ïåíäèêóëÿðû PA è PB íà åãî ñòîðîíû.Äîêàæèòå, ÷òî ∠POA = ∠ABP .5. Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû âûïóêëîãî øåñòèóãîëüíèêà ïàðàë-ëåëüíû, à òðè åãî ãëàâíûå äèàãîíàëè ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîòøåñòèóãîëüíèê � âïèñàííûé.6. Íà ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âíåøíèìîáðàçîì ïîñòðîåí êâàäðàò ABDE. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿåãî äèàãîíàëåé. Äîêàæèòå, ÷òî ëó÷ CO � áèññåêòðèñà óãëà C.7. a) Äîêàæèòå, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîéòî÷êå, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îðòîöåíòðîì.Îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà îòðàçèëè îòíîñèòåëüíî b) ñåðåäèíû îä-íîé èç ñòîðîí; 
) ñàìîé ñòîðîíû. À íå êàæåòñÿ ëè Âàì, ÷òî ïî-ëó÷åííàÿ òî÷êà ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà?À íå ìîãëè áû Âû ýòî äîêàçàòü?8. a) Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà óãëà A èñðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå BC ïåðåñåêàþòñÿ íà îïèñàí-íîé îêðóæíîñòè.b) (Ëåììà î òðåçóáöå) Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A è öåíòð
O âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, âòîðè÷íî ïåðåñåêà-åò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå M . Äîêà-æèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè BOM è COM ðàâíîáåäðåííûå.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü. Åãî äèàãîíà-ëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Ïðè ýòîì äóãà AB ðàâíà 25◦, à äóãà
CD ðàâíà 45◦. Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, ãðàäóñíóþ ìåðó ∠AKB?
40 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.ðîå êîëè÷åñòâî ïèàíèñòîâ (â îäíîé êîìíàòå ìîãóò æèòü íåñêîëüêîïèàíèñòîâ). Êàæäûé äåíü êàêèå-òî äâà ïèàíèñòà, æèâóùèå â ñî-ñåäíèõ êîìíàòàõ � k�îé è (k + 1)�îé, ïðèõîäÿò ê âûâîäó, ÷òî îíèìåøàþò äðóã äðóãó è ïåðåñåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â (k − 1)�þ è

(k + 2)�þ êîìíàòû. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî äíåé ýòèïåðåñåëåíèÿ ïðåêðàòÿòñÿ.30. �àöèîíàëüíûå ïàðàìåòðèçàöèè. 15 èþëÿ.Íà çàíÿòèè ââåäåíî ïîíÿòèå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïî-êàçàíî, êàê èçîáðàæàòü êðèâûå íà ïëîñêîñòè. Äàíû ïðèìåðû ðàç-íûõ ïàðàìåòðèçàöèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ âûâåäåíîáùèé âèä ïè�àãîðîâûõ òðîåê.31. Ìåòîä ñïóñêà. 16 èþëÿ.1. Åñòü 13 ãèðü ñ öåëûìè âåñàìè. Ëþáûå 12 èç íèõ ìîæíî ðàçáèòüíà 2 êó÷êè ðàâíîãî âåñà ïî 6 ãèðü â êàæäîé. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãèðè èìåþò îäèíàêîâûé âåñ.Âîïðîñ. À åñëè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å âåñà âñåõ ãèðü ðàöèîíàëü-íû?2. Ïóñòü p�ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x3 + py3 +

p2z3 = 0 íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.3. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóøåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y, k òàêèõ,÷òî x3 + y3 = 7 · 8k.4. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 + y2 = 7(z2 + t2) íå èìååò íåíóëå-âûõ ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íàòóðàëüíûõ x, y, z âûïîëíåíî

x2 + y2 = z2, òî ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå u, v, òàêèå, ÷òî ëèáî

x = u2 − v2, y = 2uv, ëèáî íàîáîðîò, z = u2 + v2.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.6. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 + y2 = 3z2.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 39ðàñïîëîæàòñÿ ïî ïîðÿäêó 1, 2, . . . , 100. b) Êàêîå íàèáîëüøåå÷èñëî õîäîâ ìîãóò ïðîäîëæàòüñÿ ïåðåñòàíîâêè?4. a) Íà äîñêå íàïèñàíî òðåõçíà÷íîå ÷èñëî. Èç íåãî âû÷ëè ñóììóåãî öè�ð, çàòåì èç ïîëó÷åííîãî ÷èñëà âû÷ëè ñóììó åãî öè�ð, èòàê äàëåå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç 100 òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòñÿ÷èñëî 0. b) Äîêàæèòå òî æå ñàìîå, åñëè ÷èñëî áûëî 7-çíà÷íûì,à îïåðàöèé � 1 000 000.5. Ïî îêðóæíîñòè âûïèñàíû n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìåæäó êàæ-äûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè âïèñûâàåòñÿ èõ íàèáîëüøèé îá-ùèé äåëèòåëü. Ïîñëå ýòîãî ïðåæíèå ÷èñëà ñòèðàþò, à ñ îñòàâøè-ìèñÿ ïðîäåëûâàþò òó æå îïåðàöèþ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåñêîëü-êî øàãîâ âñå ÷èñëà íà îêðóæíîñòè áóäóò ðàâíû.6. Ôèðìà �id Software� ïëîäèò ìîíñòðîâ. Êàæäûé äåíü ìîíñòðûìóòèðóþò. Åñëè ñåãîäíÿ ìîíñòð èìååò m ðó÷åê è n íîæåê, òî íà-çàâòðà îí áóäåò èìåòü 2m− n ðó÷åê è 2n−m íîæåê. Ìîíñòð ïî-ãèáàåò, êîãäà ÷èñëî ðó÷åê èëè íîæåê ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì.Ïðè êàêîì íà÷àëüíîì êîëè÷åñòâå ðó÷åê è íîæåê ìîíñòð ñìîæåòæèòü âå÷íî?7. Äîñêà m × n ðàñêðàøåíà â äâà öâåòà. �àçðåøåíî ïåðåêðàøè-âàòü êëåòêè ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 3 × 1 â ïðåîáëàäàþùèé (âýòîì ïðÿìîóãîëüíèêå) öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî òàêèìè îïåðàöèÿìèìîæíî èñõîäíûé ïðÿìîóãîëüíèê ïåðåêðàñèòü â îäèí öâåò.8. Êàæäóþ ìèíóòó ê ÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ åãî íàèáîëüøèé ïðî-ñòîé äåëèòåëü. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðåòèòñÿ÷èñëî, êðàòíîå ëþáîìó íàïåðåä çàäàííîìó.9. Íà ïëîñêîñòè äàíî 100 êðàñíûõ è 100 ñèíèõ òî÷åê, íèêàêèåòðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíîïðîâåñòè 100 íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ ðàçíîöâåòíûìè êîíöà-ìè.10. Ïî îäíîé ñòîðîíå áåñêîíå÷íîãî êîðèäîðà ðàñïîëîæåíî áåñ-êîíå÷íîå ÷èñëî êîìíàò, çàíóìåðîâàííûõ ïî ïîðÿäêó öåëûìè ÷èñ-ëàìè, è â êàæäîé ñòîèò ïî ðîÿëþ. Â ýòèõ êîìíàòàõ æèâåò íåêîòî-
20 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.10. Ó âûïóêëîãî ñåìèóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü, 3 óã-ëà ðàâíû 120◦. Áóäüòå ëþáåçíû äîêàçàòü, ÷òî êàêèå�òî äâå ñòîðî-íû òîæå ðàâíû.11. Ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé l äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòåíà l òî÷êó O òàêóþ, ÷òî l � áèññåêòðèñà óãëà AOB.12. Oïèñàííóþ îêðóæíîñòü îòðàçèëè îòíîñèòåëüíî òðåõ ñòîðîíòðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî òðè ïîëó÷åííûå îêðóæíîñòè ïåðå-ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.13. Â îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê

ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû ïðîåêöèé îòðåçêîâ AC è BD íàïðÿìóþ CD ðàâíû.16. Òåîðåìà Ýéëåðà è ðàçíîå. 9 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå. ϕ(n) � êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n, âçàèìíîïðîñòûõ ñ n. Âûðàæåíèå ϕ(n) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ýéëåðà.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n > 2, òî ϕ(n) ... 2.2. (Òåîðåìà Ýéëåðà) Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a � öåëîå÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ n. Äîêàæèòå, ÷òî aϕ(n) ≡
n

1. (Óêàçàíèå.Âîñïîëüçóéòåñü ñâîéñòâàìè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ.)3. ×èñëî n íå÷åòíî. Äîêàæèòå, ÷òî 2n! − 1 äåëèòñÿ íà n.4. Ïóñòü p �ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî (2p − 1)! − p äåëèòñÿíà p2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 3 áåñêîíå÷íî ìíîãî.Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî I ⊂ Z ñîñòîÿùåå èç öåëûõ ÷èñåë áóäåì íàçû-âàòü Èäåàëîì åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:1) åñëè a è b ïðèíàäëåæàò I òî a + b ∈ I.2) e
ëè a ∈ I è c ∈ Z, òî ac ∈ I6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èäåàëà I íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî m,÷òî I ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç öåëûõ ÷èñåë äåëÿùèõñÿ íà m. (óêà-çàíèå: âîçüìèòå íàèìåíüøèé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò I).



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 217. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ÷èñåë a è b(à èìåííî ax + by) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.8. Äîêàæèòå ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè �óíêöèè Ýéëåðà.Åñëè m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî ϕ(mn) = ϕ(m) · ϕ(n). Óêàçàíèå:íàðèñóéòå âñå îñòàòêè ïî ìîäóëþ mn âèäå òàáëèöû m × n è ïî-ñìîòðèòå ãäå íàõîäÿòñÿ âçàèìíî ïðîñòûå ñ m è n ÷èñëà.9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ÷èñåë m è n âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâîìóëüïëèêàòèâíîñòè, òî îíè âçàèìíî ïðîñòû.10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó ÷èñëà n åñòü äâà ðàçëè÷íûõ íå÷åòíûõïðîñòûõ äåëèòåëÿ, òî äëÿ ÷èñëà a âçàèìíî ïðîñòîãî ñ n âåðíî, ÷òî

aϕ(n)/2 ≡
n

1.17. �ðà�û�2. 9 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå. Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ãðà�, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ.1. a) Äîêàæèòå, ÷òî â äåðåâå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 1.b) Äîêàæèòå, ÷òî â äåðåâå ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n− 1ðåáðî.2. Äîêàæèòå, ÷òî a) èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðà�à ìîæíî âûäåëèòüäåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå åãî âåðøèíû (îñòîâíîå äåðåâî);b) â ñâÿçíîì ãðà�å ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèòñÿ êàê ìèíèìóì n−1ðåáðî.3. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðà�å åñòü âåðøèíà, ïðè óäà-ëåíèè êîòîðîé ãðà� îñòàåòñÿ ñâÿçíûì.4. Ìàíüÿê Ïåòð ïî îäíîé ïåðåðåçàåò âåðåâî÷êè âîëåéáîëüíîéñåòêè, èìåþùåé âèä ïðÿìîóãîëüíèêà m × n. Êàêîå íàèáîëüøåå÷èñëî âåðåâî÷åê ìîæåò îí ðàçðåçàòü äî òîãî, êàê ñåòêà ðàñïàäåòñÿíà êóñêè?5. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ãðà�à ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòàïðàâèëüíûì îáðàçîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò íå÷åò-íûõ öèêëîâ.

38 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.Îïðåäåëåíèå 2. �àññìîòðèì ìíîæåñòâà, âñå s�ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâàêîòîðûõ ïîìå÷åíû 0 èëè 1. Îáîçíà÷èì R(s; m, n) íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå,÷òî â ëþáîì ìíîæåñòâå ñ òàêèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ åñòü ëèáî m-ýëåìåíòíîåïîäìíîæåñòâî, âñå s�ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà êîòîðîãî ïîìå÷åíû 1, ëèáî
n�ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî, âñå s�ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà êîòîðîãî ïîìå-÷åíû 0.6. Äîêàæèòå, ÷òî R(1; m, n) = m + n − 1.Òåîðåìà �àìñåÿ. ×èñëî R(s; m, n) ñóùåñòâóåò ïðè ëþáîì s èïðè ëþáûõ m > s è n > s. Åãî ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ íåðà-âåíñòâà

R(s; m, n) 6 R(s − 1; R(s; m − 1, n), R(s; m, n − 1)) + 1.29. Ïîëóèíâàðèàíò. 15 èþëÿ.0. Íà äîñêå íàïèñàíû íåñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäóþìèíóòó âûáèðàþò êàêèå-òî äâà èç íèõ (x è y) è çàìåíÿþò èõ íà÷èñëà x − 2 è y + 1. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî íà äîñêåïîÿâèòñÿ îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.1. à) Íà øàõìàòíîé äîñêå 100 × 100 êîðîëþ ðàçðåøåíî õîäèòüâïðàâî, ââåðõ èëè âïðàâî-ââåðõ ïî äèàãîíàëè. Êàêîå íàèáîëüøåå÷èñëî õîäîâ îí ìîæåò ñäåëàòü? b) Êîðîëþ ðàçðåøèëè åùå õîäèòüâïðàâî�âíèç ïî äèàãîíàëè. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò ñäåëàòü ëèøüêîíå÷íîå ÷èñëî õîäîâ.2. Â êëåòêàõ òàáëèöû 99×99 ðàññòàâëåíû ÷èñëà (íå îáÿçàòåëüíîöåëûå). Åñëè â êàêîì-òî ðÿäó (ñòðîêå èëè ñòîëáöå) ñóììà îòðè-öàòåëüíà, ðàçðåøàåòñÿ â ýòîì ðÿäó ïîìåíÿòü çíàêè âñåõ ÷èñåë íàïðîòèâîïîëîæíûå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñóììà÷èñåë â êàæäîì èç ðÿäîâ áóäåò íåîòðèöàòåëüíîé.3. Â ñòðîêå â áåñïîðÿäêå çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, . . . , 100. Ïåòÿíàõîäèò ïàðó ðÿäîì ñòîÿùèõ ÷èñåë, ãäå ïðàâîå ìåíüøå ëåâîãî,è ìåíÿåò èõ ìåñòàìè. a) Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ÷èñëà



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 379. Ñ�îðìóëèðóéòå àëãîðèòì ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèéâèäà ax + by + cz = d.10. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî ab+bc = ca. Äîêàæèòå,÷òî ÍÎÊ(a, b) = ÍÎÊ(b, c) = ÍÎÊ(c, a).11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . çàäàíà ïðàâèëàìè: x1 = 2,

xn+1 � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà x1x2 . . . xn + 1 ïðèâñåõ n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî xn 6= 5 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.28. Òåîðèÿ �àìñåÿ. 14 èþëÿ.0. (Ýðäåø-Ñåêåðåø). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëü-íîå N , ÷òî èç ëþáûõ N òî÷åê íà ïëîñêîñòè îáùåãî ïîëîæåíèÿìîæíî âûáðàòü 100 òî÷åê, ëåæàùèõ â âåðøèíàõ âûïóêëîãî ñòî-óãîëüíèêà.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü R(m, n) (m, n > 2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà) åñòüíàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ïîëíûé ãðà� íà R(m, n) âåðøèíàõ,ðåáðà êîòîðîãî ïîêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà, ñîäåðæèò ëèáî ïîëíûéáåëûé ïîäãðà� íà n âåðøèíàõ, ëèáî ïîëíûé ÷åðíûé ïîäãðà� íà m âåðøèíàõ.1. Íàéäèòå R(2, n).2. Äîêàæèòå, ÷òî R(m, n) 6 R(m, n−1)+R(n, m−1) äëÿ m, n >

3.3. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå èç 6 ÷åëîâåê íàéäóòñÿ ëèáîòðè ïîïàðíî çíàêîìûõ ÷åëîâåêà, ëèáî òðè ïîïàðíî íåçíàêîìûõ÷åëîâåêà.b) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå èç 9 ÷åëîâåê íàéäóòñÿ ëèáî òðîåïîïàðíî íåçíàêîìûõ, ëèáî ÷åòâåðî ïîïàðíî çíàêîìûõ.4. Äîêàæèòå, ÷òî R(m, n) 6 Cm−1
m+n−2 (òåì ñàìûì, R(m, n) < +∞äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m, n).5. Äîêàæèòå, ÷òî a) R(n, n) 6 4n; b)* (

√
2)n 6 R(n, n).

22 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.6. Â ãîñóäàðñòâå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû áåñïîñàäî÷-íûìè (äâóñòîðîííèìè) àâèàðåéñàìè. �àç â äåíü ïðîèñõîäèò ðå-îðãàíèçàöèÿ: ñîåäèíÿþòñÿ ðåéñàìè òå è òîëüêî òå ïàðû ãîðîäîâ,äëÿ êîòîðûõ íàêàíóíå ñóùåñòâîâàë ìàðøðóò ðîâíî ñ îäíîé ïåðå-ñàäêîé. ×åðåç 6 äíåé âûÿñíèëîñü, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíîäîëåòåòü äî ëþáîãî äðóãîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Äîêàæè-òå, ÷òî åñëè ðåîðãàíèçàöèÿ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ, òî è ÷åðåç ãîäìîæíî áóäåò èç ëþáîãî ãîðîäà äîëåòåòü äî ëþáîãî äðóãîãî.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. Â îäíîêðóãîâîì òóðíèðå ïî âîëåéáîëó ó÷àñòâîâàëî n êîìàíä.Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè îò 1 äî n òàê, ÷òîïåðâàÿ êîìàíäà âûèãðàëà ó âòîðîé, âòîðàÿ ó òðåòüåé, . . . , (n−1)�ÿêîìàíäà ó n�é.8. Âî äâîðå ñòîÿò íåñêîëüêî ñòîëáîâ, íåêîòîðûå ïàðû ñîåäèíåíûïðîâîäàìè. Âñåãî ïðîòÿíóòî mn ïðîâîäîâ, è ýòè ïðîâîäà ðàñêðà-øåíû â n öâåòîâ, ïðè÷åì íè îò êàêîãî ñòîëáà íå îòõîäÿò ïðîâîäàîäèíàêîâîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïåðåêðàñèòü ýòè ïðîâî-äà òàê, ÷òîáû ïðîâîäîâ âñåõ öâåòîâ áûëî ïîðîâíó è ïî�ïðåæíåìóíè îò êàêîãî ñòîëáà íå îòõîäèëè äâà ïðîâîäà îäíîãî öâåòà.9. Ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ãðà�à íå ïðåâîñõîäÿò d. Äîêàæèòå, ÷òîa) åãî âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â d + 1öâåò; b) åãî âåðøèíû ìîæíî ðàñêðàñèòü â d2 + 1 öâåòîâ òàê,÷òîáû îäíîöâåòíûå âåðøèíû íå èìåëè îáùèõ ñîñåäåé.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 2318. Ïëàíàðíûå ãðà�û, òåîðåìà Ýéëåðà. 10 èþëÿ.Ôîðìóëà Ýéëåðà. Íà ïëîñêîñòè èçîáðàæåí ñâÿçíûé ãðà� (ñ ïåò-ëÿìè è êðàòíûìè ðåáðàìè!) ñ V âåðøèíàìè è E ðåáðàìè, ðàçáè-âàþùèé ïëîñêîñòü íà F îáëàñòåé(ãðàíåé). Òîãäà V − E + F = 2.0. Â êâàäðàòå îòìåòèëè 10 òî÷åê (èëè n òî÷åê), à çàòåì ñîåäè-íèëè èõ è âåðøèíû êâàäðàòà íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè òàê,÷òî êâàäðàò ðàçáèëñÿ íà òðåóãîëüíèêè. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü òðå-óãîëüíèêîâ?0. Äîêàæèòå, ÷òî 6V − 12 > 2E > 3F , åñëè íåò êðàòíûõ ðåáåð,ïåòåëü è ãðà� ñâÿçåí.1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðà� K5 íå ïëàíàðåí. Ïîëó÷àåòñÿ ëè òàê äî-êàçàòü íåïëàíàðíîñòü K3,3?2. Äîêàæèòå, ÷òî ãðà� K3,3 (òðè äîìèêà è òðè êîëîäöà) íå ïëà-íàðåí.3. Êàæäîå ðåáðî ïîëíîãî ãðà�à íà 11 âåðøèíàõ ðàñêðàñèëè âñèíèé èëè êðàñíûé öâåò. Ìîãóò ëè è ñèíèé, è êðàñíûé ãðà�ûîêàçàòüñÿ ïëàíàðíûìè?4. Ïÿòèóãîëüíèê ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî ìíîãîóãîëüíèêîâ òàê,÷òî âñå ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà îñòàëèñü íåðàçðåçàííûìè. Äîêà-æèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ìíîãîóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå ïÿòè, òî â îäíîìèç íèõ íàéäåòñÿ óãîë, êîòîðûé áîëüøå èëè ðàâåí 72◦.5. Â âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå âñå ãðàíè � ïÿòèóãîëüíèêè èëèøåñòèóãîëüíèêè. Â êàæäîé âåðøèíå ñõîäÿòñÿ 3 ðåáðà. Ñêîëüêîâñåãî ïÿòèóãîëüíûõ ãðàíåé?6. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíî n òî÷åê. Äâîå ïî î÷åðåäè ñîåäèíÿ-þò èõ ëèíèÿìè òàê, ÷òîáû ëèíèè íå ïåðåñåêàëèñü. Êòî íå ìîæåòñäåëàòü õîä, òîò ïðîèãðàë. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.7. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ïëàíàðíîì ãðà�å íàéäåòñÿ ãðàíü, â êîòî-ðîé íå áîëüøå 5 ðåáåð. b) â ëþáîé êàðòå íàéäåòñÿ ëèáî âåðøèíàñòåïåíè íå áîëåå, ÷åì 3, ëèáî ñòðàíà, îãðàíè÷åííàÿ òðåìÿ ðåáðàìè.
36 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:1. Íàõîäèì d = ÍÎÄ(a, b).2. Ïðîâåðÿåì, äåëèòñÿ ëè c íà d. Åñëè íåò, òî óðàâíåíèå íå èìååòðåøåíèé; åñëè äà, òî äåëèì îáå ÷àñòè íà d, ïåðåõîäÿ ê ðàâíîñèëü-íîìó óðàâíåíèþ a′x+b′y = c′ ñî âçàèìíî ïðîñòûìè a′ = a

d

, è b′ = b
dè ïðàâîé ÷àñòüþ c′ = c

d.3. Íàõîäèì ÷àñòíîå ðåøåíèå (x0, y0) óðàâíåíèÿ a′x + b′y = c′(åñëè ïîëó÷àåòñÿ � ïîäáîðîì, åñëè íåò � ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìàÅâêëèäà).4. Çàïèñûâàåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a′x + b′y = c′ â âèäå

{
x = x0 + b′t,
y = y0 − a′t

, t ∈ Z. Çàäà÷è.1. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: 7x − 5y = 6.2. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå: 234x + 432y = 180.3. Àíòîøà çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óìíîæèë åãî íà 51, çàòåìïîäåëèë ñ îñòàòêîì íà 544 è ïîëó÷èë â îñòàòêå 13. Ìîãëî ëè òàêîåïðîèçîéòè?4. Íàéäèòå äâå îáûêíîâåííûå äðîáè � îäíó ñî çíàìåíàòåëåì 8,äðóãóþ ñî çíàìåíàòåëåì 13, ÷òîáû îíè íå áûëè ðàâíû, íî ðàçíîñòüìåæäó áîëüøåé è ìåíüøåé èç íèõ áûëà êàê ìîæíî ìåíüøå.5. Ïóñòü a è b � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå,÷òî óðàâíåíèå ax + by = ab íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ÷èñëàõ.6. Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå m×n ïðîâåëè äèàãîíàëü. Ñêîëü-êî êëåòîê îíà ïåðåñåêëà a) åñëè (m, n) = 1; b) â îáùåì ñëó÷àå?7. 175 øàëòàåâ ñòîÿò äîðîæå, ÷åì 125 áîëòàåâ, íî äåøåâëå, ÷åì126 áîëòàåâ. Äîêàæèòå, ÷òî íà òðåõ øàëòàåâ è îäíîãî áîëòàÿ ðóáëÿíå õâàòèò. (Îíè ñòîÿò öåëîå ÷èñëî êîïååê).Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.8. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé: a) 2x + 3y +

5z = 11; b) 12x + 15y + 20z = 4.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 355. Ñ ïîìîøüþ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äå-ëèòåëÿ äîêàæèòå Ëåììó. Ëåììà: åñëè ab ... p, ãäå p�ïðîñòîå ÷èñëî,òî ëèáî a ... p, ëèáî b ... p.6. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(a, b) · ÍÎÊ(a, b) = ab.7. Äîêàæèòå, ÷òîÍÎÄ(a, b)ÍÎÄ(b, c)ÍÎÄ(c, a)ÍÎÄ(a, b, c)2
=

ÍÎÊ(a, b)ÍÎÊ(b, c)ÍÎÊ(c, a)ÍÎÊ(a, b, c)2
.8. Ïóñòü n = pα1

1 pα2

2 . . . p
αk
k . a) Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåéó ÷èñëà n? b) ×åìó ðàâíà ñóììà äåëèòåëåé ÷èñëà n? 
) ×åìóðàâíî ϕ(pk)? d) Âîñïîëüçóéòåñü ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíî-ñòè �óíêöèè Ýéëåðà è íàéäèòå ÷åìó ðàâíî ϕ(n).9. Ïóñòü n = pα1

1 pα2

2 . . . p
αk
k , à m = pβ1

1 pβ2

2 . . . p
βk
k ? Ïðè÷åì âîçìîæ-íî íåêîòîðûå èç ÷èñåë αi èëè βi ðàâíû 0. Êàê óçíàòü, ÷åìó ðàâíûÍÎÄ(a, b) è ÍÎÊ(a, b)?Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.10. ×åìó ðàâíî ïðîèçâåäåíèå äåëèòåëåé ÷èñëà n?11. Èç ÷èñåë îò 1 äî 2n− 1 âûáðàíî n + 1 ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òîîäíî èç âûáðàííûõ ÷èñåë ðàâíî ñóììå äâóõ äðóãèõ.12. ×èñëî (1 +

√
2)2008 çàïèñàëè â âèäå a + b

√
2 ñ öåëûìè a è b.Äîêàæèòå, ÷òî ∣

∣a2 − 2b2
∣
∣ = 1.27. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ. 13 èþëÿ.ÒåîðèÿÒåîðåìà. Ïóñòü a è b � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà óðàâíåíèå

ax+by = c èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ïðè-÷åì âñå îíè èìåþò âèä {
x = x0 + bt,

y = y0 − at

, ãäå t � ïðîèçâîëüíîå öåëîå÷èñëî, à (x0, y0) � îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ax + by = c.Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ ëèíåéíîå óðàâíåíèå
ax + by = c (a, b 6= 0), íåîáõîäèìî äåéñòâîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñî
24 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.
) Äîêàæèòå, ÷òî ïëàíàðíûé ãðà� ìîæíî ïîêðàñèòü ïðàâèëüíûìîáðàçîì â 5 öâåòîâ.8. Äàíà êàðòà, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîé ÷åòíû. Äîêàæèòå,÷òî åå ñòðàíû ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâåñòðàíû, èìåþùèå îáùåå ðåáðî, áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.9. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò ðîâíîòðè äîðîãè, ïðè÷åì äîðîãè äðóã ñ äðóãîì íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïó-òåøåñòâåííèê âûõîäèò èç ñòîëèöû ïî îäíîé èç äîðîã è äàëåå ïîî÷åðåäè ïîâîðà÷èâàåò òî íàïðàâî, òî íàëåâî. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíîèëè ïîçäíî îí âåðíåòñÿ â ñòîëèöó.19. Ôîðìóëà Ïèêà. 10 èþëÿ.0. Íàéäèòå ïëîùàäè ìíîãîóãîëüíèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóí-êå.Ôîðìóëà Ïèêà. �àññìîòðèì ìíîãîóãîëüíèê ñâåðøèíàìè â óçëàõ êëåò÷àòîãî ëèñòà (ñòîðî-íà êëåòêè ðàâíà 1). Ïóñòü íà ãðàíèöå ìíîãî-óãîëüíèêà íàõîäèòñÿ G óçëîâ êëåò÷àòîé ñåòêè,à âíóòðè V óçëîâ. Òîãäà ïëîùàäü ýòîãî ìíîãî-óãîëüíèêà ðàâíÿåòñÿ V + G

2
− 1.1. à) Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ïðÿìî-óãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, èäóùèìè ïî ëèíèÿìñåòêè.b) Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñêàòåòàìè, èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè.
) Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ìíîãîóãîëüíèêà, ñîñòàâëåííîãîèç äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, äëÿ êîòîðûõ �îðìóëà Ïèêà óæå äîêà-çàíà.d) Ïóñòü ìíîãîóãîëüíèê, äëÿ êîòîðîãî �îðìóëà Ïèêà óæå ïðî-âåðåíà, ñîñòàâëåí èç äâóõ ìíîãîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè�îðìóëà Ïèêà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îäíîãî èç íèõ, òî îíà âûïîëíÿ-



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 25åòñÿ è äëÿ äðóãîãî.e) Äîêàæèòå �îðìóëó Ïèêà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñâåðøèíàìè â óçëàõ êëåò÷àòîé áóìàãè, îòðåçàâ äëÿ ýòîãî îò ïðÿ-ìîóãîëüíèêà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.Óòâåðæäåíèå. Ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü äèàãîíà-ëÿìè íà òðåóãîëüíèêè.Êîììåíòàðèé. Îñîçíàéòå, ÷òî ìû äîêàçàëè �îðìóëó Ïèêà äëÿïðîèçâîëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè.2. Óáåäèòåñü â ñïðàâåäëèâîñòè �îðìóëû Ïèêà äëÿ ìíîãîóãîëü-íèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 1.3.Øàõìàòíûé êîðîëü îáîøåë âñå êëåòêè äîñêè 8× 8 è âåðíóëñÿíà èñõîäíóþ êëåòêó. Îêàçàëîñü, ÷òî åãî ïóòü íå èìååò ñàìîïåðå-ñå÷åíèé. Ôèãóðó êàêîé ïëîùàäè îí îãðàíè÷èâàåò?4. Ìîæíî ëè êâàäðàò 50 × 50 ðàçáèòü íà 15 îäèíàêîâûõ ìíîãî-óãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â óçëàõ ñåòêè?5. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç äâà óçëàêëåò÷àòîé áóìàãè, è íå ëåæàùèé íà ýòîé ïðÿìîé óçåë, òàêîé, ÷òîðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ìåíüøå 1
2009.6. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè âóçëàõ ñåòêè îòíîøåíèå åãî ïëîùàäè ê êâàäðàòó ëþáîé ñòîðîíûðàöèîíàëüíî. b) Íàéäåòñÿ ëè ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñ âåð-øèíàìè â óçëàõ ñåòêè?7. Íà êëåò÷àòîì ëèñòå áóìàãè îòìåòèëè ïÿòü óçëîâ. Äîêàæèòå,÷òî íà îäíîì èç ñîåäèíÿþùèõ èõ îòðåçêîâ íàéäåòñÿ óçåë ðåøåòêè,îòëè÷íûé îò êîíöîâ îòðåçêà.8. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â óçëàõñåòêè íå ìåíüøå 1/2.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.9. Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè èçîáðàæåí íåðàâíîáåäðåííûé òðå-óãîëüíèê ABC ñ âåðøèíàìè â óçëàõ êëåò÷àòîé ñåòêè (ñòîðîíàêëåòî÷êè ðàâíà 1). Äîêàæèòå, ÷òî |AB − AC| > 1

PABC

.

34 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.2.Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà äëèíñðåäíèõ ëèíèé ðàâíà åãî ïîëóïåðèìåòðó, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëü-íèê � ïàðàëëåëîãðàìì.3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììà ðàñ-ñòîÿíèé îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäíèõ ëèíèé äî âåðøèí ðàâíàñóììå äëèí åãî äèàãîíàëåé, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê � ïàðàëëå-ëîãðàìì.4. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûõ øåñòè-óãîëüíèêîâ ìîæíî çàñòåëèòü ïàðêåòîì ïëîñêîñòü òàê, ÷òî ëþáûåäâà øåñòèóãîëüíèêà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïàðàëëåëüíûì ïå-ðåíîñîì. Ïîëó÷èòå èç ýòîãî ïàðêåòà ïàðêåò äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíè-êîâ.5. Äàí ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê è äâå òî÷êè âíóòðè íåãî.Ìîæíî ëè ïóñòèòü áèëüÿðäíûé øàð èç îäíîé òî÷êè òàê, ÷òîáû îíïîïàë â äðóãóþ, ðîâíî n ðàç óäàðèâøèñü îá ñòåíêè? (Óãîë ïàäåíèÿðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ).26. Êîìáèíàòîðíûå äîêàçàòåëüñòâà è Ò×��àçíîáîé. 14èþëÿ.1. (ÌÒÔ) Åñòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî áóñèíîê a ðàçëè÷íûõöâåòîâ. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êðóãëûõ áóñ èç p áóñèíîê ìîæíî ñî-ñòàâèòü èç íèõ?2. (Âèëüñîí)Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ ëîìàíûõ ìîæíî ïðî-âåñòè ÷åðåç âåðøèíû p�óãîëüíèêà, åñëè ñ÷èòàòü ÷òî ëîìàíûå ïî-ëó÷àåìûå ïîâîðîòîì äðóã èç äðóãà îäèíàêîâû?3. Äîêàæèòå, ÷òî â âåðøèíàõ ëþáîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíî ðàñ-ñòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òîáû ÷èñëà â âåðøèíàõ, ñâÿ-çàííûõ ðåáðîì, èìåëè îáùèé äåëèòåëü áîëüøå 1, à íå ñâÿçàííûåðåáðîì � íå èìåëè.4. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

pq + qp ≡
pq

p + q.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 33ïðîòèâîðå÷èâîñòè, à èìåííî ai ≡
dij

aj, ãäå dij = (mi, mj), òî ñóùå-ñòâóåò òàêîå N , óäîâëåòâîðÿþùåå òîé ñàìîé ñèñòåìå ñðàâíåíèé.11. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïðîñòîãî p è íàòóðàëüíûõ k è

l íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî Ck
n

... pl, íî Ck
n /... pl+1, òî åñòü äåëèòñÿ âòî÷íîñòè íà pl; b) äëÿ ëþáîãî m íàéäåòñÿ n òàêîå, ÷òî Ck

n

... m, à

Ck
n

m

âçàèìíî ïðîñòî ñ m.25. Ïàðêåòû. 13 èþëÿ.Çàäà÷à. Äàííûì ÷åòûðåõóãîëüíèêîì ïðîèçâîëüíîé �îðìû íàñòëàòüïàðêåò, ò.å. çàïîëíèòü âñþ ïëîñêîñòü áåç ïðîïóñêîâ è ïåðåêðûòèé.Íåêîòîðûå �àêòû. Äîêàæèòå, ÷òî a) ïðè öåíòðàëüíîé ñèììåò-ðèè îòðåçîê ïåðåõîäèò â ðàâíûé åìó îòðåçîê, ïðÿìàÿ � â ïàðàë-ëåëüíóþ åé ïðÿìóþ; b) òî æå ñàìîå ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå.Óïðàæíåíèå 1. Èç áóìàãè èçãîòîâèëè äâà îäèíàêîâûõ âûïóê-ëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Îäèí ðàçðåçàëè ïî îäíîé äèàãîíàëè, âòî-ðîé � ïî äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî èç ÷åòûðåõ ïîëó÷åííûõ òðåóãîëü-íèêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü ïàðàëëåëîãðàìì.Óïðàæíåíèå 2. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîâåäåíû ñðåä-íèå ëèíèè, ò.å. îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷åòûðåõ ÷àñòåé ìîæíîñîñòàâèòü ïàðàëëåëîãðàìì.Óïðàæíåíèå 3. Ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, äåëÿùèå äâå ïðîòèâî-ïîëîæíûå ñòîðîíû âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà íà òðè ðàâíûå÷àñòè, ïðè÷åì âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ýòè ïðÿìûå íå ïåðåñå-êàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè çàêëþ÷åíà òðåòüÿ÷àñòü ïëîùàäè ÷åòûðåõóãîëüíèêà.Çàäà÷è1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå îäíà èçñðåäíèõ ëèíèé äåëèò åãî ïëîùàäü ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëü-íèê � òðàïåöèÿ.

26 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.10. Âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ðàñïîëîæåíû â óçëàõ êëåò÷àòîé áó-ìàãè, ïðè÷åì íà åãî ñòîðîíàõ äðóãèõ óçëîâ íåò, à âíóòðè åñòüðîâíî îäèí óçåë O. Äîêàæèòå, ÷òî O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàíòðåóãîëüíèêà.20. Àëãîðèòì Åâêëèäà, ÍÎÄ. 10 èþëÿ.Îïðåäåëåíèå:Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì (ÍÎÄ) ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿíàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d òàêîå, ÷òî a è b äåëÿòñÿ íà d. Îáîçíà÷åíèå:

d = (a, b).0. Äîêàæèòå, ÷òî a) (a, b) = (a − b, b); b) (ac, bc) = c · (a, b).0. Òåîðåìà î ëèíåéíîì ðàçëîæåíèè ÍÎÄ. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è

b íàéäóòñÿ x è y òàêèå, ÷òî ax + by = (a, b)0. Íàéäèòå a) (99! + 100!, 101!); b) (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
51

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
81

).0. Íà êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæåò áûòü ñîêðàòèìà äðîáü

13n+8
8n+5

?1. Äîêàæèòå, ÷òî (am − 1, an − 1) = a(m, n) − 1.2. Ïî áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñêå õîäèò (m, n)�ìàìîíò, êîòî-ðûé ìîæåò çà îäèí õîä ñäâèíóòüñÿ íà m êëåòîê ïî ãîðèçîíòàëèèëè âåðòèêàëè, à çàòåì � íà n êëåòîê â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íà-ïðàâëåíèè. Ïðè êàêèõ m è n (m, n)�ìàìîíò ñìîæåò ïîïàñòü èçëþáîé êëåòêè äîñêè íà ëþáóþ äðóãóþ?3. Èçâåñòíî, ÷òî (m, n) = 1. Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà-÷åíèå (m + 2009n, n + 2009m)?4. Ïëåìÿ Óïñ��Ó ðåøèëî âûïóñòèòü â îáðàùåíèå äåíåæíûå êó-ïþðû äîñòîèíñòâîì 65 óïñîâ è 999 óïñîâ.a) Äîêàæèòå, ÷òî ýòèìè êóïþðàìè ìîæíî çàïëàòèòü ëþáóþ ñóì-ìó äåíåã (âîçìîæíî, ñî ñäà÷åé).b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ñóììó, áîëüøóþ 1000000 óïñîâ, ìîæíîçàïëàòèòü ýòèìè êóïþðàìè áåç ñäà÷è.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 275. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì m ÷èñëî 1978m − 1íå äåëèòñÿ íà 1000m − 1.Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.6. Äîêàæèòå, ÷òî a) (fm, fn) = 1, ãäå fk = 22k
+1 � ÷èñëà Ôåðìà;b) ÷èñëî 22n − 1 èìååò ïî êðàéíåé ìåðå n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõäåëèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.7. Èç óãëà ñòîëà m × n âûïóñêàþò øàð ïî áèññåêòðèñå óãëà.Óäàðÿÿñü â ñòåíêó, øàð îòðàæàåòñÿ òàê, ÷òî óãîë ïàäåíèÿ ðàâåíóãëó îòðàæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî øàð ïðèëåòèò âóãîë. Êàê íàéòè êîëè÷åñòâî óäàðîâ î áîðòà, êîòîðûå ïðîèçîéäóòäî ýòîãî ìîìåíòà?8. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a è b âåðíî,÷òî ÍÎÊ(a, a + 5) = ÍÎÊ(b, b + 5), òî a = b.b) Ìîæåò ëè ïðè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ a, b è c âûïîëíÿòüñÿðàâåíñòâî ÍÎÊ(a, b) = ÍÎÊ(a + c, b + c)?21. �àäèêàëüíîå. 11 èþëÿ.Óïð 1. Òî÷êàX ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè. Ñåêóùàÿ, ïðîâåäåííàÿèç òî÷êè X , ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå,÷òî XA · XB íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåêóùåé.Óïð 2. Òî÷êà X ëåæèò âíå îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå òî æå óòâåð-æäåíèå, ÷òî è â óïðàæíåíèè 1.1. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè X äî öåíòðà O îêðóæíîñòè ðàäè-óñà r ðàâíî d. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü òî÷êè X îòíîñèòåëüíî ýòîéîêðóæíîñòè ðàâíàa) d2 − r2, åñëè X ëåæèò âíå îêðóæíîñòè;b) r2 − d2, åñëè X ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè.2. Íà ïðÿìîé l îòìå÷åíû äâå òî÷êè � A è B. Êðîìå òîãî, äàíîíåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî c.a) Äîêàæèòå, ÷òî íà ïðÿìîé AB ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà òàêàÿòî÷êà X , ÷òî AX2 − BX2 = c.

32 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.b) Íàéäèòå âñå ÷èñëà, äàþùèå ïðè äåëåíèè íà 10 îñòàòîê 8, àïðè äåëåíèè íà 11 îñòàòîê 10.
) Íàéäèòå âñå ÷èñëà, äàþùèå ïðè äåëåíèè íà 8 îñòàòîê 2, à ïðèäåëåíèè íà 13 îñòàòîê 11.6. Íàéäèòå âñå ÷èñëà, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà 3 äàåò îñòàòîê 1,ïðè äåëåíèè íà 4 � îñòàòîê 2 è ïðè äåëåíèè íà 11 � îñòàòîê 3.7. �åíåðàë ïîñòðîèë ñîëäàò â êîëîííó ïî 4, íî ïðè ýòîì ñîëäàòÈâàíîâ îñòàëñÿ ëèøíèì. Òîãäà ãåíåðàë ïîñòðîèë ñîëäàò â êîëîí-íó ïî 5. È ñíîâà Èâàíîâ îñòàëñÿ ëèøíèì. Êîãäà æå è â êîëîííå ïî6 Èâàíîâ îêàçàëñÿ ëèøíèì, ãåíåðàë ïîñóëèë åìó íàðÿä âíå î÷åðå-äè, ïîñëå ÷åãî â êîëîííå ïî 7 Èâàíîâ íàøåë ñåáå ìåñòî è íèêîãîëèøíåãî íå îñòàëîñü. Ñêîëüêî ñîëäàò ìîãëî áûòü ó ãåíåðàëà?8. a) Âàñÿ çàãàäàë ÷èñëî îò 0 äî 60 è ñêàçàë, ÷òî ïðè äåëåíèè íà5 îíî äà¼ò îñòàòîê 3, ïðè äåëåíèè íà 4 äà¼ò 2 è äåëèòñÿ íà 3. Ïåòÿóâåðåí, ÷òî òî÷íî çíàåò çàãàäàííîå ÷èñëî. Ïðàâ ëè îí? b) À åñëèçàäóìàíî ÷èñëî îò 1 äî 180?9. (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ) Ïóñòü ó íàñ åñòü íàáîð ïî-ïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ìîäóëåé m1, m2, . . . , mn è ïðîèçâîëüíûå÷èñëà a1, a2, . . . , an. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî N òàêîå,÷òî N ≡
ai

ai äëÿ 1 6 i 6 n a) äëÿ n = 2; b) äîêàæèòå ìåòîäîììàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n.ñ) Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà N1 è N2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñè-ñòåìå ñðàâíåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî N1 − N2

... m1 · m2 · . . . · mn. d)Äîêàæèòå ÊÒÎ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì âñå ÷èñëà îò 1äî m1m2m3 . . . mn è îáúÿñíèì, ÷òî îíè â êàêîì-òî ñìûñëå �ðàç-íûå�. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ.10. Ïóñòü ìû õîòèì èçáàâèòñÿ îò óñëîâèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû âÊÒÎ. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ó äâóõ ÷èñåë mi è mj åñòü îáùèé äåëè-òåëü dij òàêîé, ÷òî ai è aj íå ñðàâíèìû ïî ýòîìó ìîäóëþ d, òîòàêîãî ÷èñëà N íå ñóùåñòâóåò. a) Äîêàæèòå ýòó î÷åâèäíîñòü. b)Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñèñòåìå ñðàâíåíèé íåò òàêîé âíóòðåííåé



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 314. Îáùèå âíåøíèå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì ω1 è ω2 ïåðåñå-êàþòñÿ â òî÷êå K, à îáùèå âíóòðåííèå â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òîïðÿìàÿ KL ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòðû îêðóæíîñòåé.5. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 êàñàþòñÿ ñòîðîí óãëà ñ âåðøèíîé O âòî÷êàõ A, B è C, D (A è B íà îäíîé ñòîðîíå óãëà). Ïðÿìàÿ,ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó O, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü ω1 ïîñëåäî-âàòåëüíî â òî÷êàõ X1 è Y1, à îêðóæíîñòü ω2 ïîñëåäîâàòåëüíî âòî÷êàõ X2 è Y2. Äîêàæèòå, ÷òî AX1||BX2.6. Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè Ω â òî÷êå P , à õîðäû

AB îêðóæíîñòè Ω â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PQ äåëèòäóãó AB îêðóæíîñòè Ω, íå ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ îêðóæíîñòüþ ω,ïîïîëàì.24. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ è ðàçíîå. 13 èþëÿ.1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà 30, åñëèèçâåñòíî, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ åãî íà 15 ðàâåí 7, à îñòàòîê îòäåëåíèÿ íà 6 ðàâåí 4.2. a) Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïàð îñòàòêîâ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ïðèäåëåíèè íà 25 è íà 4? b) Íàéäèòå âñå ïàðû îñòàòêîâ, êîòîðûåäàþò ÷èñëà îò 1 äî 20 ïðè äåëåíèè íà 4 è íà 5.3. ×èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû. a) Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè äåëåíèèíà a ÷èñåë m è n îñòàòêè ñîâïàëè, è ñîâïàëè îñòàòêè îò äåëåíèÿ÷èñåë m è n íà b. Äîêàæèòå, ÷òî m−n êðàòíî ab. b) Äîêàæèòå,÷òî ïðè äåëåíèè ÷èñåë îò 1 äî ab íà a è íà b ïîëó÷àþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû îñòàòêîâ.4. Òåîðåìà. Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë è b è ëþáîé ïàðû íåîò-ðèöàòåëüíûõ îñòàòêîâ m < a è n < b ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî abíàéäåòñÿ ðîâíî îäíî ÷èñëî c òàêîå, ÷òî ïðè äåëåíèè íà a äàåò âîñòàòêå m, à ïðè äåëåíèè íà b äàåò â îñòàòêå n.5. a) �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå 10x + 8 = 11y + 10.
28 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.b) Äîêàæèòå, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê Y íà ïëîñêîñòè, äëÿêîòîðûõ AY 2−BY 2 = c � ýòî ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé

l.3. Äàíû äâå íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè (ò.å. ñ ðàçíûìè öåí-òðàìè). Íàéäèòå �ÌÒ íà ïëîñêîñòè, ñòåïåíè êîòîðûõ îòíîñèòåëü-íî ýòèõ îêðóæíîñòåé îäèíàêîâû.Îïðåäåëåíèå: Ýòî �ÌÒ íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëüíîé îñüþ äâóõ îêðóæíîñòåé.4. Äàíû òðè îêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõ íå ñîâïàäàþò è íå ëå-æàò íà îäíîé ïðÿìîé. (ò.å. ñ ðàçíûìè öåíòðàìè). Íàéäèòå �ÌÒ íàïëîñêîñòè, ñòïåíè êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ýòèõ îêðóæíîñòåé îäè-íàêîâû.Îïðåäåëåíèå: Ýòî �ÌÒ íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëüíûì öåíòðîì òðåõ îêðóæ-íîñòåé.5. Ïóñòü AA1 è BB1 � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

ABC, ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òîïðÿìûå A1B1 è CO ïåðïåíäèêóëÿðíû.6. Äîêàæèòå, ïîíÿòíî êàêèì ñïîñîáîì, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêàïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.7. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Äîêàæèòå,÷òî ïðÿìàÿ AB äåëèò îòðåçîê îáùåé êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòÿìïîïîëàì.8. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷-êè X, Y , Z, T è U, V ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷åòûðåõ-óãîëüíèêè XY ZT , ZTV U è XY V U âïèñàííûå. Äîêàæèòå, ÷òîøåñòèãîëüíèê XY ZTUV òîæå âïèñàííûé.



XXV Ëåòíÿÿ ìíîãîïðåäìåòíàÿ øêîëà Êèðîâñêîé îáëàñòè 2922. Ìàòáîé�ìåæäóñîáîé. 11 èþëÿ.1. Ïóñòü pn � n�å ïðîñòîå ÷èñëî, à π(n) � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå÷èñëî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðîâíî â îäíîì èç âèäîâ n+pn−1 èëè n+π(n).2. Â øêîëå ó÷àòñÿ 300 äåòåé ïî ñòî ÷åëîâåê 1995�ãî, 1996�ãî è1997�ãîäîâ ðîæäåíèÿ. Ïðè÷åì ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê ïî 150. Äî-êàæèòå, ÷òî ìîæíî ñîñòàâèòü èç íèõ íå ìåíåå 50 ïàð ìàëü÷èê�äåâî÷êà òàê, ÷òîáû â êàæäîé ïàðå ó÷åíèêè áûëè îäíîãî âîçðàñòà.3. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììó öè�ð ìîæåò èìåòü ÷èñëî âèäà

3n2 + n + 1 ïðè íàòóðàëüíîì n?4.Ïðÿìîóãîëüíèê ïëîùàäè 19 ïåðåñåêàþò 20 ïîïàðíî ïàðàëëåëü-íûõ ïðÿìûõ, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè èç êîòîðûõ ðàâíî 1.Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí îòðåçêîâ, âûñåêàåìûõ ìíîãîóãîëüíè-êîì íà ïðÿìûõ, íå áîëüøå 20.5. Íà ïëîñêîñòè ëåæàò 100 òî÷åê. Âñåãäà ëè ìîæíî ðàçáèòü ýòèòî÷êè íà ïàðû òàê, ÷òîáû îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè â ïàðàõ,ïîïàðíî ïåðåñåêàëèñü?6. Â ðÿä ïîñàæåíû 2009 äåðåâüåâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü äóáû. Êêàæäîìó äåðåâó ïðèáèòà òàáëè÷êà, íà êîòîðîé óêàçàíî êîëè÷å-ñòâî äóáîâ ñðåäè ñëåäóþùèõ äåðåâüåâ: äåðåâà, íà êîòîðîì âèñèòòàáëè÷êà, è åãî ñîñåäåé. Ìîæíî ëè ïî ÷èñëàì íà òàáëè÷êàõ îïðå-äåëèòü, êàêèå èç äåðåâüåâ � äóáû?7. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 1, äëÿ êîòîðûõ
a13 − a äåëèòñÿ íà n ïðè êàæäîì öåëîì a.8. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè
X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Z � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AY è CX .Îêàçàëîñü, ÷òî AY = Y C è AB = CZ. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B,
Y , Z, X ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

30 Âèøêèëü. 2�27 èþëÿ 2009 ã.23. �îìîòåòèÿ. 13 èþëÿ.0. Âíóòðè óãëà äàíà òî÷êàM . Ïîñòðîéòå îêðóæíîñòü, âïèñàííóþâ ýòîò óãîë, è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M .Îïðåäåëåíèå. �îìîòåòèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîý��èöèåíòîì k è öåíòðîì
O � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè ñ îòìå÷åííîé òî÷êîé O, êîòîðîå ïåðåâîäèòêàæäóþ òî÷êó X â òî÷êó X ′, ëåæàùóþ íà ëó÷å OX, òàêóþ, ÷òî OX ′ = k ·OX.Óïðàæíåíèå 1. Îïðåäåëèòå ãîìîòåòèþ ñ îòðèöàòåëüíûì êîý�-�èöèåíòîì.Ñâîéñòâî 0. �îìîòåòèÿ ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ïàðàëëåëüíóþ åé.Ñâîéñòâî 1. �îìîòåòèÿ ñ êîý��èöèåíòîì k èçìåíÿåò ðàññòîÿ-íèå â k ðàç, à ïëîùàäü â k2 ðàç.Ñâîéñòâî 2. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó è åå îáðàç ïðè ãîìî-òåòèè, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ýòîé ãîìîòåòèè.1. Áîêîâûå ñòîðîíû AB è CD òðàïåöèè ABCD ïåðåñåêàþòñÿ âòî÷êå P , à äèàãîíàëè â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PO äåëèòîñíîâàíèÿ òðàïåöèè ïîïîëàì.2. ÒðåóãîëüíèêèABC èA1B1C1 òàêîâû, ÷òîAB||A1B1,BC||B1C1è CA||C1A1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþò-ñÿ â îäíîé òî÷êå èëè ïàðàëëåëüíû.3. a) Äîêàæèòå, ïîíÿòíî êàêèì ñïîñîáîì, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëü-íèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.b) Íàéäèòå öåíòð ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé òðåóãîëüíèê â åãî ñå-ðåäèííûé òðåóãîëüíèê.
) (Ïðÿìàÿ Ýéëåðà) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðå-óãîëüíèêà ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé ñ îðòîöåíòðîì è öåíòðîì îïè-ñàííîé îêðóæíîñòè (ïðè÷åì ìåæäó íèìè). Â êàêîì îòíîøåíèèîíà äåëèò îòðåçîê ìåæäó íèìè?Ñâîéñòâî 3. �îìîòåòèÿ ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü, àêàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè â êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè.


