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Ôàêò (Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Ñóììà ëþáûõ äâóõ ñòîðîí
òðåóãîëüíèêà áîëüøå òðåòüåé ñòîðîíû.

0. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a, b è c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, òî
a > |b− c|.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ëþáîé ëîìàíîé íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
å¼ êîíöàìè.

2. Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à mb � äëèíà åãî ìå-
äèàíû, îïóùåííîé íà ñòîðîíó b. Äîêàæèòå, ÷òî à) mb <

a+c
2
; á) mb >

a−b+c
2

.
3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà à)

áîëüøå åãî ïîëóïåðèìåòðà; á) ìåíüøå ïåðèìåòðà.

4. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà D âíóòðè íåãî. Äîêàæèòå, ÷òî à)

AD +DC < AB +BC; á) AD +BD + CD < AB +BC + CA; â) 2(AD +

BD + CD) > AB +BC + CA.
5. Äîêàæèòå, ÷òî èç êàêèõ-òî òðåõ äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ïÿòèóãîëü-

íèêà ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê.
6. Äåðåâíè A è B ðàñïîëîæåíû à) ïî ðàçíûå ñòîðîíû; á) ïî îä-

íó ñòîðîíó îò ïðÿìîëèíåéíîé æåëåçíîé äîðîãè. Ãäå íóæíî ïîñòðîèòü
ñòàíöèþ, ÷òîáû ñóììàðíûé ïóòü îò A è B äî íåå áûë ìèíèìàëüíûì?

7. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ñ óãëîì ïðè âåð-
øèíå 20◦ áîêîâàÿ ñòîðîíà à) ìåíüøå óòðîåííîãî îñíîâàíèÿ; á) áîëüøå

óäâîåííîãî.
8. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà M , òàê ÷òî ïðè ýòîì

∠BAM = ∠ABC, ∠AMB = 100◦, ∠ACB = 70◦. Äîêàæèòå, ÷òî BM <
AC.
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Òåîðèÿ ÷èñåë. 05.07.2011

1. à) Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 2050 · 5020 ? á) Íàéäèòå
ïîñëåäíþþ íåíóëåâóþ öèôðó ýòîãî ÷èñëà.

2. à) Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p, äëÿ êîòîðûõ p3 + 2p2 + 1 � ñòåïåíü
÷åòâ¼ðêè. á) Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p, äëÿ êîòîðûõ p3+2p+1 � ñòåïåíü
äâîéêè.

3. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå x è y, ÷òî
(x, y) = 999 è [x, y] = n! ?

4. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî A. Â í¼ì êàê-òî ïåðåñòàâèëè öèôðû è
ïîëó÷èëè ÷èñëî B. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî A−B çàïèñûâàåòñÿ k åäèíèöàìè.
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå k.

5. Íà êàêîå êîëè÷åñòâî íóëåé ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ âûðàæåíèå 1n +
2n + 3n + 4n?

6. Äîêàæèòå, ÷òî 23
n
+ 1 äåëèòñÿ íà 3n+1, íî íå äåëèòñÿ íà 3n+2.

7. Ìîæíî ëè êâàäðàò ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 17 êâàäðàòîâ?
8. Ìîæåò ëè ÷èñëî m3 + n3 + 4 áûòü òî÷íûì êóáîì?

Êîìáèíàòîðèêà. 05.07.2011

1. Çàíÿòèå â ëàãåðå ïðîäîëæàåòñÿ 4 ÷àñà, è âñå ýòî âðåìÿ Ïàøà è
Ìàêñèì óñèëåííî ðåøàþò çàäà÷è. Ýòî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäûå
ïÿòíàäöàòü ìèíóò îäèí èç ìàëü÷èêîâ ïëþåò â ïîòîëîê. Èçâåñòíî, ÷òî
çà âðåìÿ âñåãî çàíÿòèå îíè ïëþíóëè â ïîòîëîê îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç.
Äîêàæèòå, ÷òî çà íåêîòîðûå äâà ÷àñà îíè òàêæå ïëþíóëè â ïîòîëîê
îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç.

2. Æóðíàë ¾Þíûé äèâåðñàíò¿ âûõîäèò íåðåãóëÿðíî � äâà èëè òðè
ðàçà â ãîä. Íà îáëîæêå ñòîèò íîìåð æóðíàëà è ãîä âûïóñêà: �1 � 2001,
�2 � 2001, �3 � 2002,... Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðåäàêöèþ íå ïîéìàþò, òî
ðàíî èëè ïîçäíî âûéäåò íîìåð, ãäå äâà ÷èñëà íà îáëîæêå ñîâïàäóò.

3. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî n êðàñíûõ è n ñèíèõ òî÷åê îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè n íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèíÿåò êðàñíóþ òî÷êó ñ ñèíåé.

4. Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ êâàäðàòíîé òàáëèöû 50×50 ðàññòàâëåíû ÷èñ-
ëà +1 è −1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò 100. Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðîì êâàäðàòå
25× 25 ñóììà ÷èñåë ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèò 25.
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5. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû òî÷êè A1, A2, . . . , A2012 îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ (òî åñòü íèêàêèå òðè èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé). Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç A1 è ïðîèçâîëüíóþ èç îñòàâøèõñÿ
îòìå÷åííûõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî ïî îáå ñòîðîíû îò êàêîé-òî èç íèõ
íàõîäèòñÿ ïî 1005 îòìå÷åííûõ òî÷åê.

6. Óçíèêó â òþðüìå äàíî 100 ìîíåò, èç êîòîðûõ ïîëîâèíà � ôàëü-
øèâûå, à ïîëîâèíà � íàñòîÿùèå, ïðè÷åì âíåøíå è ïî âåñó îíè íå ðàç-
ëè÷èìû. Êàæäîå óòðî îí ðàñêëàäûâàåò ìîíåò íà äâå êó÷êè, è åñëè îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî â íèõ ïîðîâíó ôàëüøèâûõ èëè ïîðîâíó íàñòîÿùèõ, òî îí
âûõîäèò íà ñâîáîäó. Äîêàæèòå, ÷òî îí ìîæåò çàâåäîìî îñâîáîäèòüñÿ çà
25 äíåé (òî åñòü ïîñëå íå áîëåå, ÷åì 25 ïðîâåðîê).

7. Ïî êðóãó ñòîÿò a) 2n; á) k /
... 3 õàìåëåîíîâ êðàñíîãî è ñè-

íåãî öâåòà. Êàæäóþ ìèíóòó âñå õàìåëåîíû, ó êîòîðûõ ñîñåäè ðàçíîãî
öâåòà, îäíîâðåìåííî îò èñïóãà ïåðåêðàøèâàþòñÿ â äðóãîé öâåò: ñèíèå �
â êðàñíûé, êðàñíûå � â ñèíèé. Îñòàëüíûå õàìåëåîíû öâåòà íå ìåíÿþò.
Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî âñå õàìåëåîíû îäíîâðåìåííî âåðíóò ñåáå
ïåðâîíà÷àëüíûé öâåò.

Ãðàôû. 06.07.2011

1. Íà âå÷åðèíêó ïðèøëî a) 19 ãîñòåé; á) 21 ãîñòü, ïðè÷åì ñðå-
äè ëþáûõ òðåõ èç íèõ åñòü äâîå çíàêîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ãîñòè ìîãóò
ðàçáèòüñÿ íà 5 ãðóïï, â êàæäîé èç êîòîðûõ âñå ïîïàðíî çíàêîìû.

2. Íåñêîëüêî øêîëüíèêîâ ïîñòðîèëèñü â øåðåíãó. Îêàçàëîñü, ÷òî ó
êàæäîãî øêîëüíèêà, êðîìå äâóõ êðàéíèõ, ïîðîâíó çíàêîìûõ ñëåâà è
ñïðàâà îò íåãî. Äîêàæèòå, ÷òî ó äâóõ êðàéíèõ øêîëüíèêîâ ïîðîâíó çíà-
êîìûõ.

3.Ìîæíî ëè ðàñêðàñèòü ðåáðà êóáà â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ïî ðåáðàì
êàæäîãî öâåòà ìîæíî áûëî ïðîéòè èç ëþáîé âåðøèíû â ëþáóþ äðóãóþ?

4. Ó êàæäîãî èç 25 òîëñòÿêîâ åñòü ñåñòðà. Êàæäàÿ èç ýòèõ ñåñòåð
âûøëà çàìóæ çà êàêîãî-òî äðóãîãî èç òîëñòÿêîâ. Çà ãîä êàæäûé òîëñòÿê
ïîòîëñòåë íà âäâîå áîëüøåå ÷èñëî êèëîãðàììîâ, ÷åì ïîõóäåëà åãî ñåñòðà
è ïðè ýòîì íà âîñåìü êèëîãðàììîâ áîëüøå, ÷åì ïîõóäåëà åãî æåíà. Íà
êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êèëîãðàììîâ ìîãëà ïîõóäåòü êàêàÿ-òî èç ñåñòåð
òîëñòÿêîâ?

5. Â ñòðàíå Êîíêóðåíöèè 2010 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñî-
åäèíåíû ïðÿìûìè àâèàðåéñàìè (â îáå ñòîðîíû). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
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ðàñïðåäåëèòü ýòè ðåéñû ìåæäó 1005 àâèàêîìïàíèÿìè òàê, ÷òîáû íè îä-
íà àâèàêîìïàíèÿ íå ìîãëà ïðåäîñòàâèòü ñâîèì ïàññàæèðàì êîëüöåâîé
ìàðøðóò áîëåå ÷åì ïî äâóì ãîðîäàì.

6. Â êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ íàäî ïîêðàñèòü äèàãîíà-
ëè, ñòîðîíû è âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2011-óãîëüíèêà, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) îòðåçêè îäíîãî öâåòà íå äîëæíû èìåòü îáùèõ
âåðøèí; 2) öâåò âåðøèíû äîëæåí îòëè÷àòüñÿ îò öâåòà èñõîäÿùèõ èç íåå
îòðåçêîâ?
Îïðåäåëåíèå. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî áåç ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè.

Èçîáðàæåíèå ãðàôà íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íàçûâàåòñÿ
ïëîñêèì ãðàôîì.

Êàðòîé íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûé ïëîñêèé ãðàô. ×àñòè, íà êîòîðûå êàðòà
ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü, íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè (èëè ñòðàíàìè).

7. (Ôîðìóëà Ýéëåðà.) Äîêàæèòå, ÷òî â êàðòå ñ V âåðøèíàìè, E
ðåáðàìè è F ñòðàíàìè V − E + F = 2 à) äëÿ êàðòû, îáðàçîâàííîé
äåðåâîì; á) äëÿ ïðîèçâîëüíîé êàðòû.

8. à) Äàíà êàðòà ñ V âåðøèíàìè, E ðåáðàìè è F ñòðàíàìè. Äîêàæèòå,
÷òî E ≤ 3V − 6. á) Ïóñòü êàðòà èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ
äâóäîëüíûì ãðàôîì. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà E ≤ 2V − 4.

Ïëîùàäè. 06.07.2011

Îïðåäåëåíèå. Êàæäîé ôèãóðåM íà ïëîñêîñòè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî SM , íàçûâàåìîå ïëîùàäüþ, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà:

1) SM ≥ 0;
2) Ïëîùàäè ðàâíûõ ôèãóð ðàâíû;
3) Åñëè ôèãóðà M ñîñòîèò èç ôèãóð A è B, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóò-

ðåííèõ òî÷åê, òî SM = SA + SB;
4) Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà m× n ðàâíà mn.
1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà

ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ åãî êàòåòîâ. á) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü îñòðî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé åãî
ñòîðîíû íà îïóùåííóþ íà ýòó ñòîðîíó âûñîòó. â) Äîêàæèòå òî æå ñà-
ìîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. ã) Äîêàæèòå, ÷òî
ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîëüíîé åãî ñòîðî-
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íû íà îïóùåííóþ íà ýòó ñòîðîíó âûñîòó. ä) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü
òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà âûñîòó.

2. Äèàãîíàëè òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî SAOB = SCOD.

3. Òî÷êó, ëåæàùóþ âíóòðè ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñîåäèíèëè
ñî âñåìè åãî âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììû ïëîùàäåé ïîëó÷èâøèõñÿ
òðåóãîëüíèêîâ, âçÿòûõ ÷åðåç îäèí, ðàâíû.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíà äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâà ðàâíîâåëèêèõ.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå,
äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû, è
äåëÿò òðåóãîëüíèê íà 6 ðàâíîâåëèêèõ

5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íà ëó÷å BC âçÿòà òî÷êà C1. à) Äîêàæè-

òå, ÷òî
SABC1

SABC
= |BC1|
|BC| . á) Ïóñòü, êðîìå òîãî, íà ëó÷å BA âçÿòà òî÷êà A1.

Äîêàæèòå, ÷òî
SA1BC1

SABC
= |BA1|·|BC1|

|BA|·|BC|
Âûâîä: ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùèì óãëîì îòíîñÿòñÿ, êàê ïðî-

èçâåäåíèÿ ñòîðîí, ýòîò óãîë çàêëþ÷àþùèõ
â) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî âåðíî è â ñëó÷àå, êîãäà óãëû íå ðàâíû, à äî-

ïîëíÿþò äðóã äðóãà äî 180◦.
6. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, òî÷êè K, L, M è N �

ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC, CD, DA ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè KM è LN
ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) SNAKO + SLCMO = SKBLO + SMDNO;
á) åñëè SAKMD = SBKMC , òî AB ‖ CD.

7. à) Äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþò ñòîðîíû óãëà ñ âåðøè-

íîé O â òî÷êàõ A, B è A1, B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
|OA|
|OB| =

|OA1|
|OB1| .

á) (Òåîðåìà Ôàëåñà) Òðè ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþò ñòîðîíû
óãëà ñ âåðøèíîé O â òî÷êàõ A, B, C è A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêà-
æèòå, ÷òî |AB||BC| =

|A1B1|
|B1C1| .

8. (Òåîðåìà ×åâû) Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC
âûáðàíû òî÷êè A1, B1 è C1, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðÿ-
ìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîãäà, êîãäà
âûïîëíåíî

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1

.
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Ãåîìåòðèÿ. 07.07.2011

1.Äàí óãîë ñ âåðøèíîéO. Íà îäíîé ñòîðîíå ýòîãî óãëà ëåæàò òî÷êè A
è B, à íà äðóãîé � C è D, ïðè÷åì OA = OC è AB = CD. Îòðåçêè AD
è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Äîêàæèòå, ÷òî à) ∠OAD = ∠OCB;
á) BX = DX; â) OX � áèññåêòðèñà óãëà.

2. Íà ãèïîòåíóçå AC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàëè
òî÷êó D òàêóþ, ÷òî BC = CD. Íà êàòåòå BC âûáðàëè òàêóþ òî÷êó E,
÷òî DE = CE. Äîêàæèòå, ÷òî AD +BE = DE.

3. Ìåäèàíà CM , áèññåêòðèñà BL è âûñîòà AK òðåóãîëüíèêà ABC
ïåðåñåêëèñü â òî÷êå O òàêîé, ÷òî AO = BO. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëü-
íèê ABC ïðàâèëüíûé.

4. Âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE òàêîâ, ÷òî ∠CAD = ∠DBE,
∠BEC = ∠ACE è AC = BE. Äîêàæèòå, ÷òî AD = BD.

5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠B = ∠C = 120◦, à BC+
CD = AB. Äîêàæèòå, ÷òî AC = AD.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC AB < AC. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåð-
øèíó B ïàðàëëåëüíî AC, ïåðåñåêàåò áèññåêòðèñó âíåøíåãî óãëà A â
òî÷êå D. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó C ïàðàëëåëüíî AB, ïåðå-
ñåêàåò ýòó áèññåêòðèñó â òî÷êå E. Íà ñòîðîíå AC âûáðàíà òî÷êà F òàê,
÷òî FC = AB. Äîêàçàòü, ÷òî DF = FE.

7. Òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 òàêîâû, ÷òî AB = A1B1, BC =
B1C1 è ∠A = ∠A1. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû, ëèáî
∠C + ∠C1 = 180◦.

Ðàçíîáîé. 07.07.2011

1. Íà ñòîëå ëåæàò 2011 ïðàâèëüíî èäóùèõ ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñîâ. Äî-
êàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè O íà ñòîëå â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè
ñóììà ðàññòîÿíèé îò O äî êîíöîâ ìèíóòíûõ ñòðåëîê áóäåò áîëüøå, ÷åì
ñóììà ðàññòîÿíèé îò O äî öåíòðîâ öèôåðáëàòîâ.

2. Íà äîñêó âûïèñàíû 10 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è âñå âîç-
ìîæíûå ñóììû íåñêîëüêèõ èç íèõ (âñåãî âûïèñàíî 1023 ÷èñëà). Ìîæåò
ëè òàê áûòü, ÷òî ðîâíî 512 èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 2011?

3. Ìîæåò ëè ñóììà òî÷íîãî êâàäðàòà è òî÷íîãî êóáà áûòü òî÷íîé
ïÿòîé ñòåïåíüþ?

4. Íàéäèòå (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

).
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5. Ñóùåñòâóþò ëè 1000 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè
êîòîðûõ ðîâíî 5 ïðîñòûõ ÷èñåë?

6. Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð ÷èñëà n, à T (n) � ñóììà âñåõ ÷èñåë,
ïîëó÷àåìûõ îòáðàñûâàíèåì ó ÷èñëà n îäíîé, äâóõ, è òàê äàëåå öèôð
ñïðàâà. Äîêàæèòå, ÷òî n = S(n) + 9T (n).

7. Ðàññìîòðèì âñå òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â âåðøèíàõ âûïóêëîãî
2010-óãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà ñòîðîíàõ
òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîêðûòà ÷åòíûì ÷èñëîì èç íèõ.

Âíóòðåííèé ìàòáîé. Ãðóïïà ïðîôè. 12.07.2011

1. Â íà÷àëå èãðû íà äîñêå íàïèñàíû 100 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Äâà èãðîêà õîäÿò ïî î÷åðåäè. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê çàïèñûâàåò
íà äîñêå åùå îäíî ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ äâóõ óæå íàïèñàííûõ.
Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì íàïèøåò òî÷íûé êâàäðàò. Êòî âûèãðûâàåò
ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

2. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2 + x3 = 2y + 16.
3. Áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà èç ìíîæåñòâà íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî N . Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà áåð¼òñÿ âåëè÷è-
íà, îáðàòíàÿ ê ïðîèçâåäåíèþ âñåõ åãî ÷èñåë. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òàêèõ
îáðàòíûõ âåëè÷èí.

4. Ïåðåíóìåðóåì äåëèòåëè äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ: d0, d1, . . . , íà÷àâ ñ d0 = n. Íàçîâåì ÷èñëî n âîñõèòèòåëüíûì,
åñëè d1 = d2 + d5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âîñõèòèòåëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ
2009?

5. Â òàáëèöå 2n × 2n ðàññòàâëåíî k çâ¼çäî÷åê. Ïðè êàêîì íàèáîëü-
øåì k çàâåäîìî ìîæíî âû÷åðêíóòü n ñòîëáöîâ è n ñòðîê òàê, ÷òîáû âñå
çâ¼çäî÷êè áûëè âû÷åðêíóòû?

6. Èìåþòñÿ ÷åòûðå òàéìåðà. Ó îäíîãî ïðîìåæóòîê ìåæäó ñèãíàëàìè
� 1 ÷àñ, ó äðóãîãî � 2 ÷àñà, ó òðåòüåãî � 3 ÷àñà, ó ÷åòâåðòîãî � 5 ÷àñîâ.
Òàéìåðû âêëþ÷èëè â ñëó÷àéíî âûáðàííûå ìîìåíòû (ó êàæäîãî ñâîé).
Êîò Âàñüêà óñíóë ñðàçó ïîñëå ïåðâîãî ñèãíàëà îäíî÷àñîâîãî òàéìåðà è
ñïàë ñóòêè, ïðîñûïàÿñü (è ñðàçó çàñûïàÿ ñíîâà) ïîñëå êàæäîãî ñèãíàëà.
Äîêàæèòå, ÷òî åìó íå ìåíüøå øåñòè ðàç óäàëîñü áåñïðîáóäíî ïðîñïàòü
öåëûé ÷àñ.

7. Â ãðóïïå èç 100 ÷åëîâåê íåêîòîðûå çíàêîìû. Ïðè÷åì ñðåäè ëþ-
áûõ 50 íàéäåòñÿ ÷åëîâåê, çíàêîìûé ñ îñòàëüíûìè 49. Äîêàæèòå, ÷òî
íàéäóòñÿ 52 ÷åëîâåêà, ïîïàðíî çíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé.
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8. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êà F ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
ñòîðîíû BC. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠AFD = 120◦. Äîêàæèòå, ÷òî AB + BF +
CD > AD.

9. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c, d äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

a

a+ b+ c
+

b

b+ c+ d
+

c

c+ d+ a
+

d

d+ a+ b
< 2.

10. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC íà áèññåêòðèñå óãëà B âûáðàíà òî÷-
êà D. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê BD ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è BC
â òî÷êàõ X è Y , à ëó÷è AD è CD � â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî.
Îêàçàëîñü, ÷òî LX ·KY = BX2. Äîêàæèòå, ÷òî D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC.

Âíóòðåííèé ìàòáîé. Ïîëîâèíêà íà ïîëîâèíêó. 12.07.2011

1. Ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y è z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ÍÎÊ(x, y)−ÍÎÊ(x, z) = y − z.

Äîêàæèòå, ÷òî y è z äåëÿòñÿ íà x.
2. Áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà èç ìíîæåñòâà íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî N . Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà áåð¼òñÿ âåëè÷è-
íà, îáðàòíàÿ ê ïðîèçâåäåíèþ âñåõ åãî ÷èñåë. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òàêèõ
îáðàòíûõ âåëè÷èí.

3. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî ðàâíî
ñóììå âñåõ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íåêîòîðîãî ñîâåðøåííîãî?

4. Èìåþòñÿ ÷åòûðå òàéìåðà. Ó îäíîãî ïðîìåæóòîê ìåæäó ñèãíàëàìè
� 1 ÷àñ, ó äðóãîãî � 2 ÷àñà, ó òðåòüåãî � 3 ÷àñà, ó ÷åòâåðòîãî � 5 ÷àñîâ.
Òàéìåðû âêëþ÷èëè â ñëó÷àéíî âûáðàííûå ìîìåíòû (ó êàæäîãî ñâîé).
Êîò Âàñüêà óñíóë ñðàçó ïîñëå ïåðâîãî ñèãíàëà îäíî÷àñîâîãî òàéìåðà è
ñïàë ñóòêè, ïðîñûïàÿñü (è ñðàçó çàñûïàÿ ñíîâà) ïîñëå êàæäîãî ñèãíàëà.
Äîêàæèòå, ÷òî åìó íå ìåíüøå øåñòè ðàç óäàëîñü áåñïðîáóäíî ïðîñïàòü
öåëûé ÷àñ.

5. ×ëåíàìè êëóáà ÿâëÿþòñÿ 10 äæåíòëüìåíîâ. Çà íåäåëþ êàæäûé èç
íèõ âñòðåòèëñÿ ñ êàæäûì ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, è ïðè âñòðå÷å êàæäûé
ïðîñèë äðóãîãî ïåðåäàâàòü ïðèâåòû âñåì, êîãî òîò åùå óâèäèò. Ñêîëüêî
áûëî ïåðåäàíî ïðèâåòîâ?

6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êà F ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
ñòîðîíû BC. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠AFD = 120◦. Äîêàæèòå, ÷òî AB + BF +
CD > AD.
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7. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c, d äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

a

a+ b+ c
+

b

b+ c+ d
+

c

c+ d+ a
+

d

d+ a+ b
< 2.

8. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ 2× 3 è ïîëîñêó 1× 5. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü
íà íåñêîëüêî ïîëîñîê 1× 6 è îäíó ïîëîñêó 1× 5.

Ãðàôû ïëàíàðíûå è íå òîëüêî. 09.07.2011

1. Ìîæíî ëè ð¼áðà ïðàâèëüíîãî 11-óãîëüíèêà ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà
òàê, ÷òîáû ãðàô êàæäîãî èç öâåòîâ áûë áû ïëàíàðíûì.

2. Äîêàæèòå, ÷òî à) â ëþáîì ïëàíàðíîì ãðàôå åñòü âåðøèíà ñòå-
ïåíè íå áîëåå, ÷åì 5; á) â ëþáîé êàðòå íàéäåòñÿ ëèáî âåðøèíà ñòåïåíè
íå áîëåå, ÷åì 3, ëèáî ñòðàíà, îãðàíè÷åííàÿ òðåìÿ ðåáðàìè.

3.Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ëþáîãî ïëàíàðíîãî ãðàôà ìîæíî ïðàâèëü-
íûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü à) â 6; á) â 5 öâåòîâ.

4. Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñîñòàâëåí èç ïÿòè- è øåñòèóãîëüíèêîâ,
ïðè÷åì â êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ ðîâíî òðè ãðàíè. Äîêàæèòå, ÷òî
ïÿòèóãîëüíûõ ãðàíåé ðîâíî 12.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè ïëàíàðíîãî ãðàôà ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà
öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ãðàíè áûëè îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ÷¼òíà.

6. Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G (òî åñòü, íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà
óêàçàíî íàïðàâëåíèå, ïðîõîäèòü ðåáðî â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè
çàïðåùàåòñÿ). Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî èç ëþáîé âåðøèíû ãðàôà G ìîæíî
ïîïàñòü â ëþáóþ äðóãóþ, ëèáî âñå âåðøèíû ãðàôà ìîæíî ðàçáèòü íà
äâà ìíîæåñòâà V1 è V2 òàê, ÷òî íè îäíî ðåáðî íå îðèåíòèðîâàíî èç V2
â V1.

Îïðåäåëåíèå Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿç-
íûì, åñëè îò ëþáîé åãî âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé.

7. Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûêèíóòü èç G âñå ðåáðà êðîìå 2n − 2 òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îñòàâøèéñÿ ãðàô áûë òîæå ñèëüíî ñâÿçåí. á) Ïóñòü
èçâåñòíî, ÷òî â G åñòü òàêèå âåðøèíû u è v, ÷òî uv ∈ A(G), íî vu 6∈ A(G).
Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî îñòàâèòü è 2n− 3 ðåáðà.
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Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. 09.07.2011

Íàïîìèíàíèå 1. ×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ó÷åíèêîâ k äåæóðíûõ
ðàâíî n!

(n−k)!k! è îáîçíà÷àåòñÿ C
k
n.

Íàïîìèíàíèå 2 (Áèíîì Íüþòîíà). Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R è n ∈ N
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

n−kbk

Çàìå÷àíèå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÷èñëà Ck
n íàçûâàþòñÿ áèíîìèàëüíûìè êî-

ýôôèöèåíòàìè.
1. Íàéäèòå ñóììó C0

n+C1
n+ . . .+Cn

n a) àëãåáðàè÷åñêè; á) êîìáè-
íàòîðíî.

2. Íàéäèòå ñóììó C0
n−C1

n+C
2
n− . . .+(−1)n−1Cn−1

n +(−1)nCn
n a) àë-

ãåáðàè÷åñêè; á) êîìáèíàòîðíî.
3. Íàéäèòå ñóììó C0

n + C1
n+1 + C2

n+2 + . . .+ Ck
n+k.

4. Ïóñòü ðàçëè÷íûå k, ` ∈ N ìåíüøå n. Äîêàæèòå, ÷òî
(
Ck
n, C

`
n

)
> 1.

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 2, nxn =
2(2n− 1)xn−1 ïðè n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî xn � öåëîå ïðè âñåõ íàòóðàëü-
íûõ n.

6. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. Ïóñòü A1, A2, . . . , An �
ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A. Òîãäà

|A \ (A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An)| = |A| −
∑
i

|Ai|+
∑
i<j

|Ai ∩ Aj|−

−
∑
i<j<k

|Ai ∩ Aj ∩ Ak|+ . . .+ (−1)n|A1 ∩ A2 ∩ . . . An|.

Ïîäîáèå è òåîðåìà Ôàëåñà. 10.07.2011

1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C ïðîâåäåíà
âûñîòà CH. Äîêàæèòå, ÷òî à) CH2 = AH ·BH; á) AC2 = AH · AB.

2. Â òðàïåöèè ABCD ÷åðåç òî÷êó O ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðîâå-
äåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèÿì, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò AB è CD
â òî÷êàõ K è L. Èçâåñòíî, ÷òî AD = a, BC = b. Íàéäèòå âåëè÷èíó
îòðåçêà KL.
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3. à) Äîêàæèòå, ÷òî â òðàïåöèè ñåðåäèíû îñíîâàíèé, òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ äèàãîíàëåé è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ áîêîâûå
ñòîðîíû, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. á) Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå
ABCD îòìå÷åíû 4 òî÷êè: K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD,
L � ñåðåäèíà BC, M � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, N � ñåðåäè-
íà AD. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàêèå-òî òðè èç íèõ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
òî AD ‖ BC.

4. Ïðÿìàÿ ` ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è AD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD â
òî÷êàõ E è F , à äèàãîíàëü AC â òî÷êåG. Äîêàæèòå, ÷òî |AB||AE|+

|AD|
|AF | =

|AC|
|GA| .

5. Íà ñòîðîíàõ AB, è AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òàêèå òî÷-
êè C1, B1 è A1 ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî AC1 = 2C1B, BA1 = 2A1C è

CB1 = 2B1A. à) Íàéäèòå
SA1B1C1

SABC
. á) Òî÷êè A, B è C ñò¼ðëè, îñòàâèâ

ëèøü òî÷êè C1, B1 è A1. Ìîæíî ëè ïî íèì ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
âîññòàíîâèòü èñõîäíûé òðåóãîëüíèê?

6. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òàêèå òî÷êè M è N ,
÷òî CM = MN = NB. Ê ñòîðîíå BC â òî÷êå N ïîñòðîåí ïåðïåíäè-
êóëÿð, ïåðåñåêàþùèé ñòîðîíó AB â òî÷êå K. Îêàçàëîñü, ÷òî ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà AMK â 4,5 ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

7. Íà áîêîâîé ñòîðîíå CD òðàïåöèè ABCD îòìå÷åíà òàêàÿ òî÷êàM ,
÷òî 4ABM � à) ðàâíîñòîðîííèé; á) ïðîèçâîëüíûé. Äîêàæèòå, ÷òî íà
ïðÿìîé AB åñòü òàêàÿ òî÷êà N , ÷òî 4DCN ïîäîáåí 4ABM .

Òåîðåìû Ôåðìà, Ýéëåðà è Âèëüñîíà. 10.07.2011

1. à) Ïóñòü a, b ∈ Z è p ∈ P. Äîêàæèòå, ÷òî (a+b)p ≡ ap+bp (mod p).
á) Âûâåäèòå îòñþäà ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

2. Ïóñòü a ∈ Z, p ∈ P è a /
... P . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ãðàô: âåðøèíû

ãðàôà � ÷èñëà îò 1 äî p− 1; èç ÷èñëà x âåäåò îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî â
÷èñëî y, åñëè ax ≡ y (mod p).

a) Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ öèê-
ëîâ îäèíàêîâîé äëèíû.

á) Âûâåäèòå èç ýòîãî ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.
3. à) Áàðàáàí Ïîëÿ ÷óäåñ ðàçáèò íà p îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ (ãäå p ∈

P). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ýòè ñåêòîðà â n öâåòîâ?
Áàðàáàí ìîæåò âðàùàòüñÿ, ïîýòîìó ðàñêðàñêè, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç
äðóãà ïîâîðîòîì áàðàáàíà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. á) Âûâåäåòå èç
ïóíêòà à) ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.
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Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü a ∈ Z, m ∈ N, ïðè÷åì (a,m) = 1. Òîãäà ïðèâå-
äåííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, óìíîæåííàÿ íà a, ÿâëÿåòñÿ ïðè-
âåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

4. Äîêàæèòå òåîðåìó Ýéëåðà ñ ïîìîùüþ ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî: à)

n561 ≡ n (mod 561); á) n20 ≡ n4 (mod 4080).
Îïðåäåëåíèå. Âû÷åò b íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê âû÷åòó a, åñëè ab ≡ 1

(mod m).
6. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a îò 1

äî p− 1, ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí îáðàòíûé âû÷åò. á) Äîêàæèòå, ÷òî
åñëè x2 ≡ 1 (mod p), òî x ≡ ±1 (mod p). â) (Òåîðåìà Âèëüñîíà.)
Äîêàæèòå, ÷òî (p − 1)! ≡ −1 (mod p). ã) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ
m > 1 èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå (m− 1)! ≡ −1 (mod m), òî m � ïðîñòîå.

7. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p. Äîêàæèòå, ÷òî 22
p − 4 äåëèòñÿ íà 2p − 1.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ïàð ðàçëè÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k, n > 1, ÷òî à) (k! + 1, n! + 1) > 1; á) (k!− 1, n!−
1) > 1.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ðàçíîáîé. 11.07.2011

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a è b íå ïðå-
âîñõîäèò ab

2
. á) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà

ñ äèàãîíàëÿìè p è q íå ïðåâîñõîäèò pq
2
.

Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b, c è d íå
ïðåâîñõîäèò â) ab+cd

2
; ã) ac+bd

2
.

2. à) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñó AL. Äîêàæèòå,

÷òî |AB|
|AC| =

|BL|
|LC| . á) Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ áèññåê-

òðèñû âíåøíåãî óãëà.
3. à) Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå. á) Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåê-
òðèñ. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BIC = 90◦ + 1

2
∠BAC.

4. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD òî÷êè E è F îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðîâ èç òî÷êè A íà ïðÿìûå CB è CD. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíè-
êè 4ABC è 4EAF ïîäîáíû.

5. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC íà îñíîâàíèè AC âûáðàíà
òî÷êà D, à íà ïðîäîëæåíèè AC òî÷êà E òàê, ÷òî CE = AD. Äîêàæèòå,
÷òî BE +BD > BC +BA.
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6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A = 2∠B. Äîêàæèòå, ÷òî BC2 = AC2 +
AC · AB.

Øàðû, ïåðåãîðîäêè è ãèïåðêóá. 11.07.2011

0. (Óïðàæíåíèå, êîòîðîå íå íóæíî ñäàâàòü, íî ëó÷øå ñäåëàòü.)
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè â êíèæêó èç 48 ëèñòîâ ìîæíî ïîëîæèòü 5 çàêëà-
äîê?

1. Îëüãà Ñåðãååâíà è Àëåêñàíäð Ëüâîâè÷ èãðàëè â ðóññêèé áèëüÿðä
è çàáèëè íà äâîèõ 15 øàðîâ. à) Ñêîëüêî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàñïî-
ëîæåíèÿ øàðîâ â ëóçàõ ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîé
ëóçå ëåæèò õîòÿ áû îäèí øàð? á) À åñëè â íåêîòîðûå ëóçû îíè, âîç-
ìîæíî, òàê íè îäíîãî øàðà è íå çàáèëè? â) À åñëè áû îíè èãðàëè íå
â ðóññêèé áèëüÿðä, à â ïóë? Íàïîìíèì, ÷òî â ïóëå êðîìå áèòêà íà ñòîëå
íàõîäèòñÿ ïî 7 ïîëîñàòûõ è ñïëîøíûõ øàðîâ, à òàêæå îäèí ÷åðíûé, è
ïî çàâåðøåíèè èãðû â ëóçàõ îêàçûâàþòñÿ âñå øàðû êðîìå áèòêà.

2. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x1 + x2 + . . . + xn = k à) â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ; á) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ?

3. à) Íà ïîëêå ñòîÿò n êíèã. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ñ
ïîëêè k êíèã òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå âûáðàííûå êíèãè íå ñòîÿëè ðÿäîì?

á) Çà êðóãëûì ñòîëîì êîðîëÿ Àðòóðà ñèäÿò n ðûöàðåé. Êàæäûé èç
íèõ âðàæäóåò ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè. Êîðîëü õî÷åò ñîñòàâèòü îòðÿä èç k
ðûöàðåé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â ýòîì
îòðÿäå íå áûëî âðàãîâ?

4. Ñêîëüêî åñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x + y + z = 100 â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ îò 1 äî 60?

5. Òðèäöàòü òðè áóêâû ðóññêîãî àëôàâèòà êîäèðóþòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè èç íóëåé è åäèíèö äëèíû n. à) Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n
êîäèðîâàíèå ìîæíî âûáðàòü îäíîçíà÷íûì (ò.å. ðàçíûì áóêâàì ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàçíûå êîäû)? á) À õâàòèò ëè n = 8, åñëè ïðè ïåðåäà÷å êîäà
âîçìîæíà îøèáêà â îäíîì çíàêå?

6. Èìååòñÿ òàáëî ñ n ãîðÿùèìè ëàìïî÷êàìè è íåñêîëüêî âûêëþ÷àòå-
ëåé. Êàæäûé âûêëþ÷àòåëü ìîæåò áûòü ïîäñîåäèíåí ê íåêîòîðûì ëàì-
ïî÷êàì. Ïðè íàæàòèè íà êíîïêó âûêëþ÷àòåëÿ ñîåäèíåííûå ñ íèìè ëàì-
ïî÷êè ìåíÿþò ñâîå ñîñòîÿíèå: ãîðÿùèå òóõíóò, à íåãîðÿùèå çàæèãàþòñÿ.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âûêëþ÷àòåëåé íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìîæíî áûëî
çàæå÷ü ëþáîé íàáîð ëàìïî÷åê?
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7. Â Ì7 ïðèåõàëè 66 ó÷åíèêîâ, è ÷àñòü èç íèõ ïîïàëè â ãðóïïó ïðî-
ôè. Íà âñòóïèòåëüíîé îëèìïèàäå ïðåäëàãàëîñü 7 çàäà÷, ïðè÷åì äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ ó÷åíèêîâ ïðîôè A è B åñòü çàäà÷à, êîòîðóþ ðåøèë A, íî íå
ðåøèë B, è åñòü çàäà÷à, êîòîðóþ ðåøèë B, íî íå ðåøèë A. Êàêîå íàè-
áîëüøåå êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ ïîøëî â ïðîôè?

×èñëà. 12.07.2011

1. Äîêàæèòå, ÷òî (22
m
+ 1, 22

n
+ 1) = 1 ïðè m 6= n.

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n) íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 1, 2, . . . , n.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò 100 òàêèõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
n1, n2, . . . , n100, ÷òî F (n1) = F (n2) = . . . = F (n100).

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà ìóëüòèïëèêàòèâíà.
á) Ïóñòü n = pα1

1 . . . pαk
k . ×åìó ðàâíî ϕ(n)?

4. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1 < a2 < . . . < an. Äîêàæèòå, ÷òî
[a1, a2, a3, . . . , an] > na1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî à) ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 3 áåñêîíå÷íî ìíîãî;
á) åñëè n2 + 1 äåëèòñÿ íà p, ãäå p ∈ P, òî p ≡ 1 (mod 4); â) ïðîñòûõ
÷èñåë âèäà 4k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ïðîôè-7-1 � Ïðîôè-8-1. 17.07.2011

1. 16 êîìàíä ó÷àñòâóþò â ôóòáîëüíîì ïåðâåíñòâå. Îíî ïðîõîäèò â
íåñêîëüêî ýòàïîâ. Íà êàæäîì ýòàïå êàêèå-òî 6 êîìàíä èãðàþò ìåæäó
ñîáîé îäíîêðóãîâîé òóðíèð. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ïîñëå íåñêîëüêèõ
òàêèõ ýòàïîâ âñå êîìàíäû ñûãðàþò äðóã ñ äðóãîì ïî 2 ðàçà?

2. Êàæäàÿ ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïîäåëåíà íà 15 ðàâíûõ
÷àñòåé è ÷åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðî-
íàì òðåóãîëüíèêà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå òðåóãîëüíèêà
íà ìàëåíüêèå òðåóãîëüíè÷êè. Ïîñëå ýòîãî â êàæäûé èç ìàëåíüêèõ òðå-
óãîëüíè÷êîâ çàïèñàëè +1 èëè −1. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî â êàæäîì òðå-
óãîëüíè÷êå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â òåõ òðåóãîëüíè÷êàõ, êîòîðûå
èìåþò ñ íèì îáùóþ ñòîðîíó. Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç ìàëåíüêèõ òðå-
óãîëüíè÷êîâ, ïðèëåãàþùèõ ê ñåðåäèíàì ñòîðîí áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà,
ñòîèò ÷èñëî +1.

3. Íà øàõìàòíîé äîñêå 20×20 ñòîÿò íåñêîëüêî ëàäåé, à íà âñåõ ïîëÿõ,
êîòîðûå èìè íå áüþòñÿ, ñòîÿò êîíè. Íèêàêèå ôèãóðû íå áüþò äðóã äðóãà.
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ôèãóð ìîæåò áûòü íà äîñêå?
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4. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî ab+ 9b+ 81 è bc+ 9c+ 81
äåëÿòñÿ íà 101. Äîêàæèòå, ÷òî ac+ 9a+ 81 òîæå äåëèòñÿ íà 101.

5. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x, y òàêîâû, ÷òî y3 + y 6 x− x3. Äîêàæèòå,
÷òî x2 + y2 6 1.

6. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäåíà
áèññåêòðèñà BL. Òî÷êà K íà ãèïîòåíóçå BC òàêîâà, ÷òî ∠BLK = 90◦.
Îêàçàëîñü, ÷òî 3CK = 2(BC − AB). Íàéäèòå ∠C.

7. Â îòðåçêå íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî ìåíüøèõ îòðåçêîâ, ïîêðûâàþùèõ
åãî. Ó êàæäîãî èç íèõ îòáðîñèëè ïîëîâèíó � ëåâóþ èëè ïðàâóþ. Äîêà-
æèòå, ÷òî îñòàâøèåñÿ ïîëîâèíû ïîêðûâàþò íå ìåíåå òðåòè äëèíû èñ-
õîäíîãî îòðåçêà.

8. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ãëàâíûå äèàãîíàëè ðàâíû, è êàæäàÿ
èç íèõ äåëèò åãî íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû åãî
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû.

9. Â êëàññå èç 20 äåòåé, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ âðàæäóþò. Ïðè÷åì
èçâåñòíî, ÷òî íåò òðîèõ ïîïàðíî âðàæäóþùèõ. Ïîñëå îáåäà íåêîòîðûå
ïîìèðèëèñü, à íåêîòîðûå ïîññîðèëèñü. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ðàâíî íåò òðî-
èõ ïîïàðíî âðàæäóþùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ íå ìåíåå 15 ïàð äåòåé,
êîòîðûå áûëè äðóçüÿìè äî îáåäà è îñòàëèñü ïîñëå.

10. Êðàñíûå, ñèíèå è çåëåíûå äåòè âñòàëè â êðóã. Êîãäà ó÷èòåëüíèöà
ïîïðîñèëà ïîäíÿòü ðóêó êðàñíûõ äåòåé, ðÿäîì ñ êîòîðûìè ñòîèò çåëåíûé
ðåáåíîê, ðóêó ïîäíÿëè 20 ÷åëîâåê. À êîãäà îíà ïîïðîñèëà ïîäíÿòü ðóêó
ñèíèõ äåòåé, ðÿäîì ñ êîòîðûìè ñòîèò çåëåíûé ðåáåíîê, ðóêó ïîäíÿëè
25 ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿäîì ñ êåì-òî èç ïîäíèìàâøèõ ðóêó ñòîèò
ñðàçó äâà çåëåíûõ ðåáåíêà.

Ïðîôè-7-2 � Ïðîôè-8-2. 17.07.2011

1.Íà ñèìïîçèóì ïðèåõàëè 100 ÷åëîâåê. Èç íèõ 15 ôðàíöóçîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ çíàêîì õîòÿ áû ñ 70 ó÷àñòíèêàìè ñèìïîçèóìà, è 85 íåìöåâ,
êàæäûé èç êîòîðûõ çíàêîì íå áîëåå ÷åì ñ äåñÿòüþ ó÷àñòíèêàìè. Èõ
ðàññåëèëè â 21 êîìíàòó. Äîêàæèòå, ÷òî â êàêîé-òî èç êîìíàò íåò íè
îäíîé ïàðû çíàêîìûõ.

2. Êàæäàÿ ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïîäåëåíà íà 15 ðàâíûõ
÷àñòåé è ÷åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðî-
íàì òðåóãîëüíèêà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïîëó÷èëè ðàçáèåíèå òðåóãîëüíèêà
íà ìàëåíüêèå òðåóãîëüíè÷êè. Ïîñëå ýòîãî â êàæäûé èç ìàëåíüêèõ òðå-
óãîëüíè÷êîâ çàïèñàëè +1 èëè −1. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî â êàæäîì òðå-
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óãîëüíè÷êå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â òåõ òðåóãîëüíè÷êàõ, êîòîðûå
èìåþò ñ íèì îáùóþ ñòîðîíó. Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîì èç ìàëåíüêèõ òðå-
óãîëüíè÷êîâ, ïðèëåãàþùèõ ê ñåðåäèíàì ñòîðîí áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà,
ñòîèò ÷èñëî +1.

3. Íà øàõìàòíîé äîñêå 20×20 ñòîÿò íåñêîëüêî ëàäåé, à íà âñåõ ïîëÿõ,
êîòîðûå èìè íå áüþòñÿ, ñòîÿò êîíè. Íèêàêèå ôèãóðû íå áüþò äðóã äðóãà.
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ëàäåé ìîæåò áûòü íà äîñêå?

4. Íàïèñàííîå íà äîñêå ÷èñëî ìîæíî óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà 5
6

èëè 9
10
. Ìîæíî ëè èç 1 ïîëó÷èòü äðóãîå öåëîå ÷èñëî?

5. Ïóñòü a, b, c, d � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, ïðè÷åì a > b > c > d. Äîêà-
æèòå, ÷òî

c <
cd− ab

c− a+ d− b
< b.

6. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A ïðîâåäåíà
áèññåêòðèñà BL. Òî÷êà K íà ãèïîòåíóçå BC òàêîâà, ÷òî ∠BLK = 90◦.
Îêàçàëîñü, ÷òî 3CK = 2(BC − AB). Íàéäèòå ∠C.

7. Â îòðåçêå íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî ìåíüøèõ îòðåçêîâ, ïîêðûâàþùèõ
åãî. Ó êàæäîãî èç íèõ îòáðîñèëè ïðàâóþ ïîëîâèíó. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàâ-
øèåñÿ ïîëîâèíû ïîêðûâàþò íå ìåíåå ïîëîâèíû äëèíû èñõîäíîãî îòðåç-
êà.

8. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ãëàâíûå äèàãîíàëè ðàâíû, è êàæäàÿ
èç íèõ äåëèò åãî íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû åãî
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû.

9. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p òàêèå, ÷òî îáà ÷èñëà p+1
2

è p2+1
2

ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè êâàäðàòàìè.

10. Êðàñíûå, ñèíèå è çåëåíûå äåòè âñòàëè â êðóã. Êîãäà ó÷èòåëüíèöà
ïîïðîñèëà ïîäíÿòü ðóêó êðàñíûõ äåòåé, ðÿäîì ñ êîòîðûìè ñòîèò çåëåíûé
ðåáåíîê, ðóêó ïîäíÿëè 20 ÷åëîâåê. À êîãäà îíà ïîïðîñèëà ïîäíÿòü ðóêó
ñèíèõ äåòåé, ðÿäîì ñ êîòîðûìè ñòîèò çåëåíûé ðåáåíîê, ðóêó ïîäíÿëè
25 ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿäîì ñ êåì-òî èç ïîäíèìàâøèõ ðóêó ñòîèò
ñðàçó äâà çåëåíûõ ðåáåíêà.

Îêðóæíîñòè è íå òîëüêî. 14.07.2011

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, åñ-
ëè îíà èìååò ðîâíî îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ äàííîé îêðóæíîñòüþ.
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1. Èç òî÷êè A ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ AB. Ïóñòü C � òî÷êà íà îêðóæ-
íîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê AC ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AB = AC.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò îïèñàí-
íàÿ îêðóæíîñòü (ò. å. îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âñå åãî âåðøè-
íû), ïðè÷åì òàêàÿ îêðóæíîñòü åäèíñòâåííà. Â êàêîé òî÷êå íàõîäèòñÿ
åå öåíòð? á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò âïè-
ñàííàÿ îêðóæíîñòü (ò. å. îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ âñåõ åãî ñòîðîí), ïðè-
÷åì òàêàÿ îêðóæíîñòü åäèíñòâåííà. Â êàêîé òî÷êå íàõîäèòñÿ åå öåíòð?
â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ñóùåñòâóåò âíåâïè-
ñàííàÿ îêðóæíîñòü (ò. å. îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ äàííîé ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà è ïðîäîëæåíèé äâóõ äðóãèõ ñòîðîí), ïðè÷åì òàêàÿ îêðóæ-
íîñòü åäèíñòâåííà. Â êàêîé òî÷êå íàõîäèòñÿ åå öåíòð?

3. à) Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòî-
ðîí AB, BC è AC â òî÷êàõ C1, A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî AB1 = AC1 = p − a, ãäå p = a+b+c

2
� ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

á) Âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîíû BC
â òî÷êå A2. Íàéäèòå äëèíû îòðåçêîâ BA2 è CA2.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå à) S = pr; á) S = (p − a)ra.
(×åðåç r îáîçíà÷àåòñÿ ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà, à
÷åðåç ra � ðàäèóñ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû a è
ïðîäîëæåíèÿ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí.)

5. Äîêàæèòå, ÷òî â âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü
îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãî ñóììû ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñòîðîí ðàâíû.

6. à) Äîêàæèòå, ÷òî óãîë, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, ðàâåí ïîëîâèíå
äóãè, íà êîòîðóþ îí îïèðàåòñÿ. á) Âåðøèíà óãëà íàõîäèòñÿ âíóòðè
êðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà óãëà èçìåðÿåòñÿ ïîëóñóììîé äóã, çà-
êëþ÷åííûõ ìåæäó åãî ñòîðîíàìè è èõ ïðîäîëæåíèÿìè çà âåðøèíó óãëà.
â) Ïóñòü âåðøèíà óãëà íàõîäèòñÿ âíå êðóãà è ñòîðîíû óãëà ïåðåñåêàþò
îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà óãëà èçìåðÿåòñÿ ïîëóðàçíîñòüþ
äóã, âûñåêàåìûõ åãî ñòîðîíàìè íà îêðóæíîñòè è ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè
óãëà. ã) Ïóñòü AB � õîðäà îêðóæíîñòè, ` � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè
(A � òî÷êà êàñàíèÿ). Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èç äâóõ óãëîâ ìåæäó AB
è ` èçìåðÿåòñÿ ïîëîâèíîé äóãè îêðóæíîñòè, çàêëþ÷åííîé âíóòðè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî óãëà.

7. Äàí îñòðîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC (AB =
BC). E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíå BC, âîññòàâ-
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ëåííîãî â òî÷êå B, è ïåðïåíäèêóëÿðà ê îñíîâàíèþ AC, âîññòàâëåííîãî
â òî÷êå C. D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíå AB, âîñ-
ñòàâëåííîãî â òî÷êå A, ñ ïðîäîëæåíèåì ñòîðîíû BC. Íà ïðîäîëæåíèè
îñíîâàíèÿ AC (çà òî÷êó C) îòìåòèëè òî÷êó F òàê, ÷òî CF = AD. Äîêà-
æèòå, ÷òî EF = ED.

Ïóòè è êîëîäöû. 14.07.2011

1. Â ãðàôå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ïðîñòîé
ïóòü ÷åòíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè
ñóùåñòâóåò ïðîñòîé ïóòü íå÷åòíîé äëèíû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè u è v ãðàôà G
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà d(u, v), ðàâíàÿ äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó u
è v.

Îïðåäåëåíèå 2. Äèàìåòðîì d(G) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî âåðøèíàìè.

Ýêñöåíòðèñèòåòîì e(v) âåðøèíû v íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå èç ðàñ-
ñòîÿíèé ìåæäó âåðøèíîé v è äðóãèìè âåðøèíàìè ãðàôà G. Ðàäèó-
ñîì r(G) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé èç ýêñöåíòðèñèòåòîâ åãî âåð-
øèí.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî r(G) ≤ d(G) ≤ 2r(G).
á) Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì ãðàôå ëþáûå äâà ïðîñòûõ ïóòè ìàêñè-

ìàëüíîé äëèíû èìåþò îáùóþ âåðøèíó.
Îïðåäåëåíèå 3. Öåíòðîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ âåðøèíà, ýêñöåíòðèñè-

òåò êîòîðîé ðàâåí ðàäèóñó ãðàôà (òî åñòü íàéäåòñÿ âåðøèíà, ðàññòîÿíèå
îò êîòîðîé äî äàííîé ðàâíî ðàäèóñó).

3. Äîêàæèòå, ÷òî ó äåðåâà ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ öåíòðîâ.
4. Ìîæåò ëè ñóììà ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè

25-âåðøèííîãî äåðåâà áûòü ðàâíà 1225?
Îïðåäåëåíèå 4. Ðåáðî ñâÿçíîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ ìîñòîì, åñëè ïðè

åãî óäàëåíèè ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü. Âåðøèíà ñâÿçíîãî ãðàôà íàçûâàåò-
ñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, åñëè ïðè åå óäàëåíèè ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü.

5. Â ãðàôå, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû 3 åñòü òî÷êà ñî÷ëå-
íåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå åñòü ìîñò.

6. (×àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ìåíãåðà.) à) Íåñìåæíûå âåðøèíû a
è b ãðàôà G òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû c ñóùåñòâóåò ïóòü èç a â b,
íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç c. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó âåðøèíàìè a è b åñòü äâà
ïóòè, íå èìåþùèå îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí.
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á) Â ãðàôå, èìåþùåì õîòÿ áû òðè âåðøèíû, íåò òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè äàííîãî ãðàôà ñóùå-
ñòâóþò äâà ïóòè, íå èìåþùèå îáùèõ âíóòðåííèõ âåðøèí.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëîñêîñòè íåëüçÿ èçîáðàçèòü áåç ñàìîïåðå-
ñå÷åíèé ïîëíûé ãðàô ñ 5 âåðøèíàìè. á) Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíî
òðè äîìà è òðè êîëîäöà. Ìîæíî ëè èõ òàê ñîåäèíèòü òðîïèíêàìè, ÷òîáû
îò êàæäîãî äîìèêà âåëà òðîïèíêà ê êàæäîìó êîëîäöó, è òðîïèíêè íå
ïåðåñåêàëèñü?

Îñòàòêè âíóòðåííåãî ìàòáîÿ. 14.07.2011

1. Ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y è z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ÍÎÊ(x, y)−ÍÎÊ(x, z) = y − z.

Äîêàæèòå, ÷òî y è z äåëÿòñÿ íà x.
2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî ðàâíî

ñóììå âñåõ ñâîèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî ìîæåò áûòü äåëèòåëåì íåêîòîðîãî ñîâåðøåííîãî?

3. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà íåñêîëüêî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ 2× 3 è ïîëîñêó 1× 5. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìîæíî ðàçðåçàòü
íà íåñêîëüêî ïîëîñîê 1× 6 è îäíó ïîëîñêó 1× 5.

4. Â òàáëèöå 2n × 2n ðàññòàâëåíî k çâ¼çäî÷åê. Ïðè êàêîì íàèáîëü-
øåì k çàâåäîìî ìîæíî âû÷åðêíóòü n ñòîëáöîâ è n ñòðîê òàê, ÷òîáû âñå
çâ¼çäî÷êè áûëè âû÷åðêíóòû?

5. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC íà áèññåêòðèñå óãëà B âûáðàíà òî÷-
êà D. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê BD ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è BC
â òî÷êàõ X è Y , à ëó÷è AD è CD � â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî.
Îêàçàëîñü, ÷òî LX ·KY = BX2. Äîêàæèòå, ÷òî D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC.

Îïèñàííàÿ. 15.07.2011

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü â îêðóæíîñòü
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ðàâíà
180◦. á) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü
â îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà êàêàÿ-òî ñòîðîíà âèäíà èç
âåðøèí, ê êîòîðûì îíà íå ïðèìûêàåò, ïîä ðàâíûìè óãëàìè.

2. Äàí îòðåçîê AC è óãîë α. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê B
òàêèõ, ÷òî ∠ABC = α.
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3. Äàíà îêðóæíîñòü è òî÷êà âíå íå¼. Ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
ïîñòðîèòü êàñàòåëüíûå èç äàííîé òî÷êè ê äàííîé îêðóæíîñòè.

4. à) Äîêàæèòå, ÷òî âûñîòû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-
êå (íàçûâàåìîé îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà). á) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà,
ñèììåòðè÷íàÿ îðòîöåíòðó îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ëåæèò íà
åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè. â) Ïóñòü âûñîòû AA1, BB1 è CC1 ïåðåñå-
êàþòñÿ â òî÷êå H. Äîêàæèòå, ÷òî A1A áèññåêòðèñà óãëà ∠B1A1C1.

5. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
Âíóòðè òðåóãîëüíèêà4OCD âûáðàíà òî÷êà P òàê, ÷òî ∠BPC = ∠APD.
Äîêàæèòå, ÷òî ∠BPO = ∠PAD.

6. (Ñòåïåíü òî÷êè) Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäè-
óñîì r. Èçâåñòíî, ÷òî OX = d. ×åðåç òî÷êó X, íå ëåæàùóþ íà îêðóæ-
íîñòè ïðîâåäåíû äâå ïðÿìûå, ïåðåñåêàþùèå îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A,B
è C,D ñîîòâåòñòâåííî. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òî÷êà X ëåæèò âíóòðè
îêðóæíîñòè, òî AX ·BX = CX ·DX = r2− d2. á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
òî÷êà X ëåæèò âíå îêðóæíîñòè, òî AX ·BX = CX ·DX = d2−r2 = XP 2,
ãäå XP � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè.

7. Êàæäàÿ èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â
äâóõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî äóãè îêðóæíîñòè, çàêëþ÷åííûå ìåæäó ýòè-
ìè ïðÿìûìè, ðàâíû.

8. (Ëåììà Ìàíñèîíà) Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà äóãè AC îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, íå ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó B, à) ðàâíî-
óäàëåíà îò òî÷åê A, C è I (ãäå I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-
óãîëüíèêà ABC); á) ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A, C, I è Ib (ãäå Ib � öåíòð
âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AC).

Ðàçíîáîé-2. 15.07.2011

1. Âíóòðè êâàäðàòà îòìåòèëè 100 òî÷åê è ñîåäèíèëè èõ äðóã ñ äðó-
ãîì è ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè. Â ðåçóëüòà-
òå êâàäðàò îêàçàëñÿ ðàçáèòûì íà òðåóãîëüíèêè. à) Ñêîëüêî òàêèõ òðå-
óãîëüíèêîâ ïîëó÷èëîñü? á) Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû ó îäíîãî èç íèõ âñå
óãëû íå ïðåâîñõîäÿò 120◦ â) Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò íåëüçÿ ðàçðåçàòü
íà íåâûïóêëûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè.

2. à) Ïóñòü m,n, k ∈ N, ïðè÷åì m,n ≥ k. Äîêàæèòå, ÷òî C0
nC

k
m +

C1
nC

k−1
m + . . . + Ck

nC
0
m = Ck

m+n. á) Äîêàæèòå, ÷òî (C0
n)

2 + (C1
n)

2 + . . . +
(Cn

n)
2 = Cn

2n.
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3. Ïî êðóãó â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 100-óãîëüíèêà ðàññòàâëåíî ñòî
òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äèàìåòð, ðàçíîñòü ñóìì
÷èñåë ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò ïî ìîäóëþ 900.

4. Ïðîñòîå ÷èñëî p áîëüøå ïÿòè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ÷èñëî, ñî-
ñòîÿùåå èç îäíèõ åäèíèö, äåëÿùååñÿ íà p.

5. Â êâàäðàòå 7 × 7 êëåòîê ðàçìåñòèëè 16 ïëèòîê 1 × 3 (ïëèòêè íå
èìåþò îáùèõ êëåòîê). Êàêàÿ èç êëåòîê ìîãëà îñòàòüñÿ ñâîáîäíîé?

6. Íà îñòðîâå æèâóò 100 ðûöàðåé è 100 ëæåöîâ, ó êàæäîãî èç íèõ åñòü
õîòÿ áû îäèí äðóã. Ðûöàðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò.
Îäíàæäû óòðîì êàæäûé æèòåëü ïðîèçíåñ ëèáî ôðàçó �Âñå ìîè äðóçüÿ �
ðûöàðè�, ëèáî ôðàçó �Âñå ìîè äðóçüÿ � ëæåöû�, ïðè÷åì êàæäóþ èç ôðàç
ïðîèçíåñëî ðîâíî 100 ÷åëîâåê. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî
ïàð äðóçåé, îäèí èç êîòîðûõ ðûöàðü, à äðóãîé � ëæåö.

7. Ïîëîâèíà âåðøèí ïðàâèëüíîãî 2000-óãîëüíèêà ïîêðàøåíû êðàñ-
íûì öâåòîì, à ïîëîâèíà � ñèíèì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè äâà ðàâ-
íûõ òðåóãîëüíèêà: îäèí ñ êðàñíûìè âåðøèíàìè, à äðóãîé � ñ ñèíèìè.

Ðàçíîáîé-3. 16.07.2011

1. Ðàäèóñ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê îêðóæíîñòè ðàâåí r, ðàäèóñû
âíåâïèñàííûõ ðàâíû ra, rb è rc. Äîêàæèòå, ÷òî

1
r
= 1

ra
+ 1

rb
+ 1

rc
.

2. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Èçâåñòíî, ÷òî 33
n−1 − 1

...(3n − 1). Äîêà-

æèòå, ÷òî 3n − 1
...n.

3. M �� ñåðåäèíà ñòîðîíû AD âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.
Îêàçàëîñü, ÷òî óãëû BAD, BMC è CDA ðàâíû 60◦. Äîêàæèòå, ÷òî AB+
CD = AM +BC.

4. Ó ôàëüøèâîìîíåò÷èêà Âàíè èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ
2011-ðóáëåâûõ êóïþð. Æåòîí ìåòðî ñòîèò n ðóáëåé, ãäå n < 2011, à
â êàññå åñòü âñåãî 1 ðóáëü ñäà÷è. Äîêàæèòå, ÷òî íåñìîòðÿ íà ýòî Âàíÿ
ñìîæåò êóïèòü íåñêîëüêî (ìåíåå 2011) æåòîíîâ â äàííîé êàññå.

5. à) Èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû äîðîãà, íà íåé ïîëèöåéñêèé
ó÷àñòîê. Â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ãðàáèòåëü óãíàë ñòàðóþ ïîëèöåé-
ñêóþ ìàøèíó è ñêðûëñÿ â îäíîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé. Â êàêîé-òî äðóãîé
ìîìåíò ïîëèöåéñêèé îáíàðóæèë ïðîïàæó è ïîåõàë â ïîãîíþ çà ãðàáè-
òåëåì íà íîâîé ìàøèíå. Ïðè ýòîì îí íå çíàåò íè âðåìåíè óãîíà, íè
íàïðàâëåíèÿ. Íî ïîëèöåéñêîìó èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ñòàðîé ìàøèíû
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ñîñòàâëÿåò 0, 9 îò ñêîðîñòè íîâîé ìàøèíû. Ñìîæåò ëè îí ïîéìàòü ãðà-
áèòåëÿ? á) Òà æå çàäà÷à, òîëüêî ïîëèöåéñêîìó íå èçâåñòíî îòíîøåíèå
ñêîðîñòåé íîâîé è ñòàðîé ìàøèíû, à èçâåñòíî ëèøü, ÷òî îíî ìåíüøå 1.

6. Ñ íàïèñàííûìè íà äîñêå ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè ðàçðåøàåòñÿ
âûïîëíèòü îäíó èç äâóõ ñëåäóþùèõ îïåðàöèé: 1) ñòåðåòü ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî x è çàïèñàòü äâà ðàçà ÷èñëî

√
x+ 1 − 1; 2) ñòåðåòü äâà ïðîèç-

âîëüíûõ ÷èñëà x è y è çàïèñàòü ÷èñëî x + y + xy. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå
íàïèñàíî ÷èñëî a. ×åðåç íåñêîëüêî îïåðàöèé íà äîñêå îêàçàëîñü íàïèñà-
íî îäíî ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ðàâíî a.

7. Ñàäîâûé êîîïåðàòèâ èìååò âèä êâàäðàòà, ðàçäåëåííîãî 2010 âåð-
òèêàëüíûìè è 2010 ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè íà 20112 ïðÿìîóãîëüíûõ
ó÷àñòêîâ. Íà êàæäîì ó÷àñòêå æèâåò ëæåö èëè ðûöàðü. Êàæäûé æè-
òåëü êîîïåðàòèâà ñêàçàë, ÷òî ïëîùàäü åãî ó÷àñòêà áîëüøå, ÷åì ïëîùàäü
ó÷àñòêà, çàíèìàåìîãî êàæäûì èç åãî ñîñåäåé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-
÷åñòâî ðûöàðåé ìîæåò æèòü â êîîïåðàòèâå?

Íåðàâåíñòâà. 16.07.2011

1.Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a > b è a+b 6 1. Äîêàæèòå,
÷òî a2 + 3b2 6 1.

2. Ñóììà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî a4+b4 >
1/8.

3. Ïóñòü a, b, c � äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî a2 +
b2 + c2 6 2(ab+ bc+ ca).

4. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x è y ìåíüøå 4. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî
èç ÷èñåë 1

x
+ 1

4−y è
1
y
+ 1

4−x íå ìåíüøå 1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x âûïîëíåíî |x|+2|x−
1|+ 3|x− 2|+ 4|x− 3|+ 5|x− 4|+ 6|x− 5| > 26.

6. (Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè.) Ïðè n ∈ N, x > −1 äîêàæèòå íåðà-
âåíñòâî (1 + x)n > 1 + nx.

7. à) Äîêàæèòå, ÷òî 1
2·3 +

1
3·4 + . . .+ 1

k·(k+1)
< 1

2

á) Äîêàæèòå, ÷òî 1
22

+ 1
32

+ . . .+ 1
n2 <

3
4

8. Èçâåñòíî, ÷òî x > y > 0 è 2(x2 + y2) > 5xy. Äîêàæèòå, ÷òî x > 2y.
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Âåñåëàÿ êîìáèíàòîðèêà. 16.07.2011

1. Èìååòñÿ 7 ñ âèäó îäèíàêîâûõ øàðîâ, èç êîòîðûõ äâà ðàäèîàêòèâ-
íûå. Äîçèìåòðîì ìîæíî ïðîâåðèòü íà ðàäèîàêòèâíîñòü ëþáóþ ãðóïïó
øàðîâ. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ïðîâåðîê ìîæíî âûÿâèòü îáà ðàäèî-
àêòèâíûõ øàðà?

2. Èìååòñÿ 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïî âåñó êàìíÿ. Êàê çà 105 âçâåøè-
âàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü ñàìûé òÿæåëûé è âòîðîé
ïî âåñó êàìíè?

3. Äâà ôîêóñíèêà ïîêàçûâàþò çðèòåëþ òàêîé ôîêóñ. Ó çðèòåëÿ åñòü
78 êàðòî÷åê, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî 78. Îí âûáèðàåò èç íèõ
40 êàðòî÷åê è ïåðåäàåò ïåðâîìó ôîêóñíèêó. Òîò âîçâðàùàåò çðèòåëþ
äâå èç íèõ. Çðèòåëü äîáàâëÿåò ê ýòèì äâóì îäíó èç îñòàâøèõñÿ ó íåãî
38 êàðòî÷åê è, ïåðåìåøàâ, ïåðåäàåò ýòè òðè êàðòî÷êè âòîðîìó ôîêóñíè-
êó. Êàê ôîêóñíèêàì äîãîâîðèòüñÿ, ÷òîáû âòîðîé âñåãäà ñ ãàðàíòèåé ìîã
îïðåäåëèòü, êàêóþ èç òðåõ êàðòî÷åê äîáàâèë çðèòåëü?

4. Ãðèøà íàðèñîâàë áîëüøîé è êðàñèâûé ãðàô G íà 100 âåðøèíàõ.
Ïîòîì íàðèñîâàë 100 ãðàôîâ íà 99 âåðøèíàõ, ïîëó÷åííûõ èç G âûêèäû-
âàíèåì îäíîé âåðøèíû è âñåõ âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð. Ãðèøà âçÿë 100
ëèñòî÷êîâ áóìàãè è äëÿ êàæäîãî èç 100 ïîëó÷åííûõ ãðàôîâ âûïèñàë íà
ëèñòî÷åê ñòåïåíè åãî âåðøèí. Ïîòîì Ãðèøà ïåðåäàë Åãîðó 100 ëèñòî÷-
êîâ ñ ÷èñëàìè. Ñìîæåò ëè Åãîð óçíàòü ñòåïåíè âåðøèí ïåðâîíà÷àëüíîãî
ãðàôà?

5. Ó Ìèøè åñòü âåñû, ïîêàçûâàþùèå ìàññó âçâåøèâàåìîãî ïðåäìåòà
íå ñîâñåì ïðàâèëüíî � ëèáî íà îäèí ãðàìì áîëüøå íàñòîÿùåãî çíà÷åíèÿ,
ëèáî íà îäèí ãðàìì ìåíüøå (êàæäûé ðàç âåñû îáÿçàòåëüíî îøèáàþòñÿ,
íî íåèçâåñòíî, â êàêóþ ñòîðîíó). Ìîæíî âçâåøèâàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî
ïðåäìåòîâ ëþáîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ó Ìèøè åñòü 100 ïðåäìåòîâ âåñîì íå
ìåíåå 10 ãðàìì êàæäûé. Îáÿçàòåëüíî ëè Èãîðü ñìîæåò îïðåäåëèòü ìàñ-
ñû ñâîèõ ïðåäìåòîâ ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåñîâ?

6. Åñòü 40 êîðîáîê, â îäíîé èç íèõ ïðèç. Âåäóùèé çíàåò, ãäå ïðèç.
Çðèòåëü ìîæåò ïîñëàòü âåäóùåìó íåñêîëüêî çàïèñîê ñ âîïðîñàìè, òðå-
áóþùèõ îòâåòà �äà� èëè �íåò�. Âåäóùèé âûòàñêèâàåò çàïèñêè èç ïà÷êè,
÷èòàåò èõ è ñîîáùàåò çðèòåëþ êîëè÷åñòâî îòâåòîâ �äà�.

à) Çðèòåëü ìîæåò ïîñëàòü âåäóùåìó òîëüêî îäíó ãðóïïó çàïèñîê, è
ïîëó÷èòü íà íåå îòâåò. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çàïèñîê íóæíî ïîñëàòü,
÷òîáû íàâåðíÿêà óçíàòü, ãäå ïðèç?

á) Åñëè ïîñëå ïåðâîãî îòâåòà âåäóùåãî çðèòåëü âñå åùå íå çíàåò, ãäå
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ïðèç, îí ìîæåò ïîñëàòü åùå îäíó ãðóïïó çàïèñîê íà òåõ æå óñëîâèÿõ (íî
òîëüêî îäèí ðàç � òî åñòü âñåãî äâå ãðóïïû çàïèñîê). Êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî çàïèñîê íóæíî ïîñëàòü, ÷òîáû íàâåðíÿêà óçíàòü, ãäå ïðèç?

7. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî áèëåòîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî 30 (íîìåðà ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ). Êàæäûé èç ó÷åíèêîâ âûòÿíóë îäèí áèëåò. Ó÷èòåëü ìî-
æåò ïðîèçâåñòè ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ: ïðî÷èòàòü ñïèñîê èç íåñêîëüêèõ
(âîçìîæíî - îäíîãî) íîìåðîâ è ïîïðîñèòü èõ âëàäåëüöåâ ïîäíÿòü ðóêè.
Ñêîëüêî ðàç îí äîëæåí ïðîäåëàòü òàêóþ îïåðàöèþ, ÷òîáû óçíàòü íîìåð
êàæäîãî ó÷åíèêà?

×åòûðåõóãîëüíàÿ. 19.07.2011

1. Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü. Òî÷êè A1, B1 è C1 �
ñåðåäèíû äóã BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèê
ABC ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó A1B1C1. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC
ïðàâèëüíûé.

2. Ïóñòü AA1, BB1, CC1 � âûñîòû è H � îðòîöåíòð îñòðîóãîëüíî-
ãî òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî à) ÷åòûðåõóãîëüíèê AB1HC1

âïèñàííûé; á) ∠BAH = ∠HB1C1.
3. Äàíû îêðóæíîñòü S, òî÷êè A è B íà íåé è òî÷êà C õîðäû AB. Äëÿ

êàæäîé îêðóæíîñòè S0, êàñàþùåéñÿ õîðäû AB â òî÷êå C è ïåðåñåêàþ-
ùåé îêðóæíîñòü S â òî÷êàõ P è Q, ðàññìîòðèì òî÷êó M ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ AB è PQ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëîæåíèå òî÷êè M íå çàâèñèò îò
âûáîðà îêðóæíîñòè S0.

4. Îêðóæíîñòü âûñåêàåò íà âñåõ ÷åòûðåõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà
ðàâíûå õîðäû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê îïèñàííûé.

5. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êèK è L ñî-
îòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî BL = CK è ∠BKC = ∠CLK. Êðîìå òîãî
ïðÿìàÿ AC êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCK.
Äîêàæèòå, ÷òî AL � áèññåêòðèñà óãëà BAC.

6. Â ðàçíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñó BD.
Òî÷êè E è F � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà ïðÿìóþ BD
èç òî÷åê A è C ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êàM � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà,
îïóùåííîãî íà ïðÿìóþBC èç òî÷êèD. Äîêàæèòå, ÷òî ∠EMD = ∠DMF

7. Íà ñòîðîíàõ AB è AD âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD îò-
ìå÷åíû òî÷êè E è F ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî S(AED) = S(ABF ) =
1
2
S(ABCD). Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ EF äåëèò äèàãîíàëü AC íà äâå ðàâ-
íûå ÷àñòè.
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Äâóñâÿçíîñòü è áëîêè. 19.07.2011

Îïðåäåëåíèå 1 Ñâÿçíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóñâÿçíûì, åñëè ïðè óäà-
ëåíèè ëþáîé åãî âåðøèíû (è âñåõ âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð) ïîëó÷àåòñÿ
ñâÿçíûé ãðàô.

1. à) Ðåáðà e1, e2 è e3 ãðàôà G òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç e1 è e2, è ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷å-
ðåç e2 è e3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç e1
è e3. á) Äîêàæèòå, ÷òî â äâóñâÿçíîì ãðàôå ëþáûå äâà ðåáðà ëåæàò íà
îáùåì ïðîñòîì öèêëå.

2. Â äâóñâÿçíîì ãðàôå åñòü öèêë íå÷åòíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî â
ýòîì ãðàôå åñòü ïðîñòîé öèêë íå÷åòíîé äëèíû, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç äàí-
íóþ âåðøèíó v.

Îïðåäåëåíèå 2 Áëîêîì ñâÿçíîãî ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé
ïî âêëþ÷åíèþ äâóñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G.

3. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, à B1 è B2 � äâà ðàçëè÷íûõ áëîêà ýòîãî
ãðàôà. Òîãäà ìíîæåñòâà âåðøèí áëîêîâ B1 è B2 ëèáî íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ, ëèáî â ïåðåñå÷åíèè èìåþò ðîâíî îäíó âåðøèíó, ÿâëÿþùóþñÿ òî÷êîé
ñî÷ëåíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 Ïóñòü B1, . . . , Bn � âñå áëîêè ñâÿçíîãî ãðàôà G, à
a1, . . . , am � âñå òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà G. Ïîñòðîèì äåðåâî áëîêîâ
è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ B(G) ñ âåðøèíàìè B1, . . . , Bn, a1, . . . , am, â êîòîðîì
âåðøèíû ai è Bj ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà
ñî÷ëåíåíèÿ ai ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âåðøèí áëîêà Bj.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äåðåâî áëîêîâ è òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ ñâÿçíîãî ãðàôà
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ïðè÷åì âñå åãî âèñÿ÷èå âåðøèíû ñîîò-
âåòñòâóþò áëîêàì.

Îïðåäåëåíèå 4 Ñâÿçíûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ êàêòóñîì, åñëè êàæäîå
ðåáðî ãðàôà G ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó ïðîñòîìó öèêëó.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå áëîêè êàêòóñà � ïðîñòûå öèêëû. á) Äîêà-
æèòå, ÷òî åñëè â ãðàôå áåç ìîñòîâ âñå öèêëû íå÷åòíû, òî ýòî � êàêòóñ.
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6. Â ãðàôå ëþáûå äâå âåðøèíû èìåþò ðîâíî äâóõ îáùèõ ñîñåäåé.
Ìîæåò ëè â ýòîì ãðàôå áûòü ðîâíî 100 ðåáåð?

7. Â ñòðàíå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ðåñïóáëèê A è B, èç ãîðîäîâ ðåñïóá-
ëèêè A ïðîâåëè íåñêîëüêî äîðîã ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì â ãîðîäà
ðåñïóáëèêè B òàê, ÷òî èç êàæäîãî ãîðîäà ðåñïóáëèêè A âûõîäèò õîòÿ
áû îäíà äîðîãà, à â êàæäûé ãîðîä ðåñïóáëèêè B âõîäèò õîòÿ áû îäíà
äîðîãà. Â ðåñïóáëèêàõ ïî 100 ãîðîäîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè
íå áîëåå, ÷åì 100 íîâûõ äîðîã ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì òàê, ÷òîáû
èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé, íå íàðóøàÿ
ïðàâèë. Ðàçðåøàåòñÿ ñîåäèíÿòü äâà ãîðîäà íåñêîëüêèìè äîðîãàìè.

Èãðóøå÷íàÿ. 19.07.2011

1. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2. Ðîìà è Âëàä èãðàþò â ñëåäóþùóþ
èãðó. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ê íàïèñàííîìó íà äîñêå ÷èñëó ïðèáàâèòü
ëþáîé åãî äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò ñàìîãî ÷èñëà, è çàïèñàòü ðåçóëüòàò
âìåñòî ïðåæíåãî ÷èñëà. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîëó÷èò ÷èñëî,
áîëüøåå òûñÿ÷è. Ïåðâûì õîäèò Âëàä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå?

2. Äâîå èãðàþùèõ õîäÿò ïî î÷åðåäè íà öèôåðáëàòå ñ îäíîé ñòðåë-
êîé. Êàæäûé ñâîèì õîäîì ïåðåâîäèò ñòðåëêó íà 2 èëè 3 ÷àñà âïåðåä.
Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîñòàâèò ñòðåëêó íà 11 ÷àñîâ, íà÷èíàÿ ñ
ïîëîæåíèÿ 12 ÷àñîâ. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

3. Â êó÷êå èçíà÷àëüíî n êîíôåò. Âàíÿ è Èëüÿ ïî î÷åðåäè åäÿò êîí-
ôåò, ñîáëþäàÿ äâà ïðàâèëà. Âî-ïåðâûõ, íåëüçÿ ïåðâûì õîäîì ñúåñòü âñå
êîíôåòû. Âî-âòîðûõ, íåëüçÿ ñúåñòü ñâîèì õîäîì áîëüøå, ÷åì ñúåë òîëü-
êî ÷òî ñîïåðíèê. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ñúåñò ïîñëåäíþþ êîíôåò. Êòî
âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

4. Â ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëàõ äîñêè 7×8 ñòîÿò áåëàÿ è ÷åðíàÿ ëàäüè,
îñòàëüíûå êëåòêè çàíÿòû ñåðûìè ïåøêàìè. Äâîå õîäÿò ïî î÷åðåäè �
êàæäûé ñâîåé ëàäüåé. Êàæäûì õîäîì èãðîê îáÿçàí êîãî-íèáóäü ñúåñòü �
ïåøêó èëè ëàäüþ ïðîòèâíèêà. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü
õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Êîñòÿ è Àíòîí ïî î÷åðåäè ñòàâÿò â ñâîáîäíûå ÿ÷åéêè ïîëîñ-
êè 1 × 2010 íåíóëåâûå öèôðû. Êîãäà âñå ÿ÷åéêè çàïîëíåíû, èç öèôð,
íàïèñàííûõ â ÿ÷åéêàõ, ñîñòàâëÿþò ÷èñëî, çàïèñûâàÿ èõ â òîì æå ïî-
ðÿäêå. Êîñòÿ âûèãðûâàåò, åñëè îíî äåëèòñÿ íà 13, Àíòîí � â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Íà÷èíàåò Àíòîí. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?
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6. Íà áåñêîíå÷íîì êëåò÷àòîì ëèñòå äâîå èãðàþò â êðåñòèêè-íîëèêè
ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì: ïåðâûé èãðîê ñâîèì õîäîì ìîæåò ïîñòàâèòü
äâà êðåñòèêà, à âòîðîé ñâîèì õîäîì îäèí íîëèê. Ïåðâûé èãðîê âûèãðû-
âàåò, åñëè ïîñòàâèò 100 êðåñòèêîâ ïîäðÿä. Ìîæåò ëè âòîðîé èãðîê åìó
ïîìåøàòü?

7. Íà ñòîëå ëåæèò ïî 2011 ìîíåò äîñòîèíñòâàìè 1, 2, 3, 5, 10, 20,
50 êîïååê. Â êàññå èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ ìîíåò âñåõ âèäîâ. Çà
îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáóþ ìîíåòó ñî ñòîëà, ðàçìåíÿòü åå íà
áîëåå ìåëêèå è èõ ïîëîæèòü íà ñòîë. Èãðàþò äâîå, è ïðîèãðûâàåò òîò,
êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

×èñëà. 20.07.2011

1. Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîãî øåñòèçíà÷íîãî ÷èñëà ìåíåå 2000 äåëè-
òåëåé.

2. à) Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a2+b2+c2 = 22011. á) Ðåøèòå
â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a2 + b2 + c2 + d2 = 22011.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëàìè Ôèáîíà÷÷è íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, çàäàâàåìîé ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: F1 = F2 = 1 è Fi+1 =
Fi + Fi−1 ïðè i > 1.

3. Íàéäèòå (Fn, Fn+1).
4. Öåëûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ a = a2 + b2 − 8b −

2ab+ 16. Äîêàæèòå, ÷òî a � òî÷íûé êâàäðàò.
5. Äàíû äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a < b. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ b

ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà ÷èñëà, ïðîèç-
âåäåíèå êîòîðûõ äåëèòñÿ íà ab.

6. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a, b, c áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà A íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a, b)+(b, c) > (a, c). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà
ðàçíûõ ýëåìåíòà A èìåþò îäèí è òîò æå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî (1 +
√
2)n

à) ïðåäñòàâèìî â âèäå a + b
√
2, ãäå a, b ∈ N; á) òàêîå ïðåäñòàâëåíèå

åäèíñòâåííî; â) ïðè ýòîì (a, b) = 1. ã) Äîêàæèòå, ÷òî (1 −
√
2)n =

a− b
√
2.
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Ðàçíîáîé-4. 20.07.2011

1. à) Áåñêîíå÷íàÿ äîðîæêà ðàçðåçàíà íà êâàäðàòèêè. Ïåðåä ïåðâûì
èç êâàäðàòèêîâ ñòîèò ëÿãóøêà, êîòîðàÿ óìååò ïðûãàòü ïðûæêàìè äâóõ
òèïîâ � äëèííûì è êîðîòêèì. Äëèííûì ïðûæêîì ëÿãóøêà ïåðåïðû-
ãèâàåò ÷åðåç êâàäðàòèê, à êîðîòêèì � ïðûãàåò íà ñîñåäíèé. Íàéäèòå
÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòîâ, êîòîðûìè ëÿãóøêà ìîæåò äîïðûãàòü äî
êâàäðàòèêà ñ íîìåðîì n. á) Íàéäèòå C0

n + C1
n−1 + C2

n−2 + . . .
2. Â ãðàôå 2000 âåðøèí è èçíà÷àëüíî íåò ðåáåð. Äâîå èãðîêîâ ïî

î÷åðåäè ïðîâîäÿò íîâûå ðåáðà ãðàôà (êðàòíûå ðåáðà è ïåòëè íå äî-
ïóñêàþòñÿ). Èãðîê, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ äâóñâÿçíûé ãðàô,
ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

3. Âûïóêëûé n−óãîëüíèê ðàçðåçàí íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè
íà òðåóãîëüíèêè. Ðàçðåøàåòñÿ ïðîäåëûâàòü ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
(ïåðåñòðîéêó): âçÿâ ïàðó òðåóãîëüíèêîâ ABD è BCD ñ îáùåé ñòîðîíîé,
çàìåíèòü èõ íà òðåóãîëüíèêè ABC è ACD. Ïóñòü P (n) � íàèìåíüøåå
÷èñëî ïåðåñòðîåê, çà êîòîðîå ìîæíî ïåðåâåñòè ëþáîå ðàçáèåíèå â ëþáîå.
Äîêàæèòå, ÷òî à) P (n) > n− 3; á) P (n) 6 2n− 7.

4. Ðåøèòå â âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå a4 + b2 = a8 + b2010 = 1.
5. Â ãîðîäå 57 àâòîáóñíûõ îñòàíîâîê, ÷åðåç êàêèå-òî îñòàíîâêè ïðîõî-

äÿò àâòîáóñíûå ìàðøðóòû ñ âûïîëíåíèåì ñëåäóþùèõ óñëîâèé: 1) ëþáûå
äâà ìàðøðóòà èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ îñòàíîâêó; 2) ëþáûå äâå îñòà-
íîâêè ñîåäèíåíû ìàðøðóòîì íàïðÿìóþ; 3) êàæäûé ìàðøðóò ñîäåðæèò
íå ìåíüøå òð¼õ îñòàíîâîê. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ìàðøðóò ñîäåðæèò
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî îñòàíîâîê.

6. Ó áåäíîãî ìàëü÷èêà Ìèøè âñåãî 29 ìîíåò, è ê òîìó æå ðîâíî îäíà
èç íèõ ôàëüøèâàÿ (ëåã÷å íàñòîÿùåé). Ó æàäíîãî ìàëü÷èêà Íèêèòà åñòü
âåñû, íî çà êàæäîå âçâåøèâàíèå îí áåðåò ñ Ìèøè ïëàòó: îäíó êîíôåòó,
åñëè îäíà èç ÷àøåê ïåðåâåñèëà, è äâå êîíôåòû, åñëè âåñû îñòàëèñü â
ðàâíîâåñèè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êîíôåò äîëæåí ïðèãîòîâèòü
Ìèøà, ÷òîáû çàâåäîìî îïðåäåëèòü ôàëüøèâóþ ìîíåòó ñ ïîìîùüþ Íè-
êèòèíûõ âåñîâ?

7. 16 êîìàíä ó÷àñòâóþò â ôóòáîëüíîì ïåðâåíñòâå. Îíî ïðîõîäèò â
íåñêîëüêî ýòàïîâ. Íà êàæäîì ýòàïå êàêèå-òî 6 êîìàíä èãðàþò ìåæäó
ñîáîé îäíîêðóãîâîé òóðíèð. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ïîñëå íåñêîëüêèõ
òàêèõ ýòàïîâ âñå êîìàíäû ñûãðàþò äðóã ñ äðóãîì ïî 2 ðàçà?
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ðàçíîáîé-2. 21.07.2011

1. Èç òî÷êè P âíóòðè ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC îïóùåíû
ïåðïåíäèêóëÿðû PK, PL è PM íà ñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà KLM íå ìåíüøå ïîëóïåðèìåòðà òðå-
óãîëüíèêà ABC.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíû BC, CA è AB ðàâíû a, b è c ñî-
îòâåòñòâåííî. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óãîë C îñòðûé, òî a2 + b2 > c2.
á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óãîë C òóïîé, òî a2 + b2 < c2.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AL, à çàòåì ïðîâå-
äåíû áèññåêòðèñû LN è LM óãëîâ ALB è ALC (òî÷êè N è M ëå-
æàò íà îòðåçêàõ AB è AC). Îêàçàëîñü, ÷òî LN = LM . Äîêàæèòå, ÷òî
èëè AB = AC, èëè óãîë BAC � ïðÿìîé.

4. Â âûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE, K � ñåðåäèíà AB, L � ñå-
ðåäèíà BC, M - ñåðåäèíà CD, N � ñåðåäèíà DE, P � ñåðåäèíà KM ,
Q � ñåðåäèíà LN . Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê PQ ïàðàëëåëåí ñòîðîíå AE è
ðàâåí å¼ ÷åòâåðòè.

5. Äàí ïðàâèëüíûé âîñüìèóãîëüíèê è òî÷êà P íà ïëîñêîñòè. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïðîåêöèè òî÷êè P íà ãëàâíûå äèàãîíàëè âîñüìèóãîëüíèêà
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè êâàäðàòà.

6. Â óãîë âïèñàíû äâå îêðóæíîñòè. Ïåðâàÿ êàñàåòñÿ îäíîé ñòîðîíû
óãëà â òî÷ê A, à âòîðàÿ êàñàåòñÿ äðóãîé ñòîðîíû óãëà â òî÷êå B. Äîêà-
æèòå, ÷òî ýòè îêðóæíîñòè âûñåêàþò íà ïðÿìîé AB ðàâíûå îòðåçêè.

7. Íà ñòîðîíàõ AB è AC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB =
BC) âûáðàíû òî÷êè K è L ñîîòâåòñòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∠LKA =
∠LBC. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ALB è KLC ðàâíû.

Íåðàâåíñòâà-2. 21.07.2011

1. Äîêàæèòå, ÷òî 1, 011000 áîëüøå à) 10; á) 1000.
2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî M íàéäåòñÿ n ∈ N òàêîå, ÷òî 1 + 1

2
+

1
3
+ 1

4
+ . . .+ 1

n
> M .

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà √

a2 + b2

2
>
a+ b

2
>
√
ab >

2
1
a
+ 1

b

.

Ïðè êàêèõ a è b â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?
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á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c, d âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà√

a2 + b2 + c2 + d2

4
>
a+ b+ c+ d

4
>

4
√
abcd >

4
1
a
+ 1

b
+ 1

c
+ 1

d

.

Ïðè êàêèõ a, b, c, d â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?
4. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b è c âûïîë-

íåíî a2+b2+c2 > ab+bc+ca. á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë a, b, c, d è e âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a2 + b2 + c2 + d2 + e2 >
a(b+ c+ d+ e).

5. Ïóñòü a, b, c è d � òàêèå ÷èñëà, ÷òî ab = 1 è ac+bd = 2. Äîêàæèòå,
÷òî cd 6 1.

6. Èçâåñòíî, ÷òî 1 6 a 6 2 6 b, c. Äîêàæèòå, ÷òî a2+ b2+ c2−abc > 4.
7. Äîêàæèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c, d íåðàâåíñòâî (ab+cd)(ad+bc)

(a+c)(b+d)
>√

abcd.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 24.07.2011

1. Èìååòñÿ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, âñå öèôðû êîòîðûõ èìåþò îäèíà-
êîâóþ ÷åòíîñòü. Ñóì-ìà ýòèõ ÷èñåë ðàâíà 2011. Íàéäèòå íàèìåíüøåå
âîçìîæíîå çíà÷åíèå n.

2. Íà ëóæàéêå ëåæàëè âïîâàëêó äåòè. Êîãäà ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü
óâèäåë ýòî áåçîáðàçèå è ïåðåñ÷èòàë äåòåé, òî ñêàçàë, ÷òî îí òî÷íî ìîæåò
âûáðàòü èç íèõ ëèáî 15 ÷åëîâåê èç êàêîãî-òî îäíîãî îòðÿäà, ëèáî 10
÷åëîâåê èç ðàçíûõ îòðÿäîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü â ëèöî
äåòåé íå çíàåò, íî íèêîãäà íå îøèáàåòñÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî äåòåé
ìîãëî âàëÿòüñÿ íà ëèíåéêå?

3. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà E, à íà áèñ-
ñåêòðèñå BD � òî÷êà F òàê, ÷òî EF ïàðàëëåëüíî AC è AF = AD.
Äîêàæèòå, ÷òî AB = BE.

4. Èâàí Àíäðååâè÷ âûäàë Ìèøå Ìðûõèíó ïÿòü ðàçëè÷íûõ ïàëî÷åê
è ïîïðîñèë âûáðàòü èç íèõ òðè òàê, ÷òîáû ñîñòàâèòü èç íèõ ïðÿìîóãîëü-
íûé òðåóãîëüíèê. Îêàçàëîñü, ÷òî Ìèøà óìååò äåëàòü ýòî ÷åòûðüìÿ ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàéäèòå îòíîøåíèå äëèí ñàìîé äëèííîé è ñàìîé
êîðîòêîé ïàëî÷åê.

5. Íà êëåò÷àòîé äîñêå ðàçìåðîì 100×100 äâîå ïî î÷åðåäè ðàññòàâëÿ-
þò öèôðû: ïåðâûé � åäèíèöû, âòîðîé � íóëè. Ïîñëå òîãî, êàê âñÿ äîñêà
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çàïîëíÿåòñÿ, ñ÷èòàþò ñóììû öèôð ïî ñòîëáöàì è ïî ñòðîêàì. Åñëè õî-
òÿ áû äâå èç ýòèõ ñóìì íå÷åòíû, ïîáåæäàåò ïåðâûé èãðîê, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå �âòîðîé. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî m2+n2+m äåëèòñÿ íà mn.
Äîêàæèòå, ÷òî m � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

7. Íà ïëàíåòå 10000 ãîðîäîâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ñòîëèöû ãîñóäàðñòâ.
Íåêîòîðûå ãîðîäà ñâÿçàíû äîðîãàìè òàê, ÷òî ëþáàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò
ðîâíî äâà ãîðîäà, è îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ
ïî äîðîãàì. Ïðè ýòîì, ÷òîáû ïîïàñòü èç îäíîé ñòîëèöû â äðóãóþ, íóæíî
ïðîåõàòü íå ìåíåå 200 äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî íà ïëàíåòå íå áîëüøå 100
ñòîëèö.

8. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ïëîùàäè 1
2
âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî AB+BD+DC 6 2. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí óãîë ìåæäó äèàãî-
íàëÿìè ýòîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà?
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