Двадцать восьмая Летняя многопредметная школа Кировской области

Вишкиль. 3-28.VII.2012 г. 7 класс
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Делимость 1

05 июля

1. Дождь над Вишкилем начался в полночь и лил ровно 10000 минут. Может ли случиться, что сразу после этого выглянуло солнце? 

2. В месяце три воскресения пришлись на четные числа. Какой день недели был пятого числа?
3. Найдите последнюю цифру числа 
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4. Найдите две последние цифры числа а) 19992012; б) 162000.

5. Докажите, что Вадим Вениаминович должен отпраздновать свое 28-летие в такой же день недели, в какой он родился.

6. Пушкин родился 6 июня 1799 года (по новому стилю). Какой это день недели (учтите, что 1800-й и 1900-й годы не были високосными)? 

7. Докажите, что среди любых 18 подряд идущих трехзначных чисел найдется число, делящееся на свою сумму цифр.

8. В последовательности цифр каждая цифра, начиная с пятой, равна последней цифре суммы четырех предыдущих. Последовательность начинается с цифр 1234096… Может ли в ней встретиться комбинация цифр 1999? 

Для самостоятельного решения

Д1. Назовем автобусный билет с шестизначным номером счастливым, если сумма цифр его номера делится на 7. Могут ли два билета подряд быть счастливыми?

Д2. Докажите, что из любых n целых чисел можно выбрать одно или несколько с суммой, кратной n.

Д3. Докажите, что для любого n>2 существуют n попарно различных натуральных чисел таких, что сумма любых n‑1 делится на оставшееся. 
Д4. Шайка разбойников отобрала у купца мешок с монетами. Каждая монета стоит целое число грошей. Оказалось, что какую монету не отложи, оставшиеся монеты можно поделить между разбойниками так, что каждый получит одинаковую сумму. Докажите, что число монет без одной делится на число разбойников в шайке.
Пример+оценка. Счет узких мест 

05 июля

1. Электронные часы показывают цифры часов и минут (например 13:10). Какая наибольшая сумма цифр может быть на таких часах?

2. Клетчатая доска 100(100 раскрашена в шахматном порядке. 

а) Какое наименьшее число ладей могут побить все её свободные поля?

б) Какое наименьшее число ладей могут побить её чёрные свободные поля?

3. Квадрат со стороной 1 м разрезали на части. Какое наибольшее число этих частей может быть прямоугольниками 1(6 дм? 

4. Найдите наименьшее возможное число членов кружка, если известно, что девочек в нем меньше 50%, но больше 40%?

5. Несколько последовательных натуральных чисел выписали в строку в таком порядке, что сумма любых трех подряд стоящих чисел делится на самое левое число этой тройки. Какое максимальное количество чисел могло быть выписано, если последнее число строки – нечетное?

6. Каким наименьшим числом прямых можно разрезать все клетки шахматной доски 3(3? Нарисуйте такие прямые и докажите, что меньшим числом прямых обойтись нельзя. (Чтобы клетка была разрезана, прямая должна проходить через внутреннюю точку этой клетки.)

7. В вишкильскую столовую надо доставить несколько бочек с апельсинами общей массой 10 т. Каждая бочка весит не более 1 т. Какого наименьшего количества трехтонок для этого заведомо хватит?

8. На старт "Веселого забега" на 3000 м выходит команда из Саши, Вадика и Руслана. Им выдается один одноместный самокат. Дорожка – прямая, стартуют все одновременно, а в зачет идет время последнего. Придумайте план забега, если Саша  бегает со скоростью 100 м/мин, Вадик – 125 м/мин, Руслан – 150 м/мин, а на самокате ездят все со скоростью 250 м/мин? За какое наименьшее время команда может пройти дистанцию? 

9. В ящике лежат 111 шариков красного, синего, зелёного и белого цвета. Известно, что если, не заглядывая в ящик, вытащить 100 шариков, то среди них обязательно найдутся 4 шарика различных цветов. Какое наименьшее число шариков нужно вытащить, не заглядывая в ящик, чтобы среди них наверняка нашлись 3 шарика различных цветов?

10.  а) У Пети есть 8 белых кубиков 1(1(1. Он хочет сложить из всех них куб снаружи полностью белый. Какое наименьшее число граней кубиков должен закрасить Вася, чтобы помешать Пете? 

б) То же про 27 кубиков.
Пример+оценка. Счет узких мест 

05 июля

Для самостоятельного решения

ОП1. В банке работают 2002 сотрудника. Все сотрудники пришли на юбилей, и их рассадили за один круглый стол. Известно, что зарплаты сидящих рядом различаются на 2 или 3 доллара. Какой наибольшей может быть разница двух зарплат сотрудников этого банка, если известно, что все зарплаты сотрудников различны?

ОП2. Какое наименьшее количество квадратиков 1(1 надо нарисовать, чтобы получилось изображение квадрата 25(25, разделенного на 625 квадратиков 1(1.

ОП3. На первой горизонтали шахматной доски стоят 8 одинаковых черных ферзей, а на последней – 8 одинаковых белых ферзей. За какое минимальное число ходов белые ферзи могут обменяться местами с черными? Ходят белые и черные по очереди, по одному ферзю за ход.

ОП4. Разбойники Хапок и Глазок делят кучу из 100 монет. Хапок захватывает из кучи пригоршню монет, а Глазок, глядя на пригоршню, решает, кому из двоих она достается. Так продолжается, пока кто-то из них не получит девять пригоршней, после чего другой забирает все оставшиеся монеты (дележ может закончиться и тем, что монеты будут разделены прежде, чем кто-то получит девять пригоршней). Хапок может захватить в пригоршню сколько угодно монет. Какое наибольшее число монет он может гарантировать себе независимо от действий Глазка? (Укажите это число, покажите, как Хапок может его себе гарантировать, и докажите, что большего он гарантировать не может).

ОП5. На зачете 10 школьникам надели на голову шапочки красного или белого цвета и построили их в колонну так, чтобы каждый мог видеть цвет шапочек только у впереди стоящих. Дальше их начинают спрашивать о цвете шапочки, начиная с заднего (который видит всех, кроме себя) по порядку. Если угадал цвет своей шапочки, то сдал зачет, а если нет, то нет.  Школьники знали об испытании и могли заранее договориться, как понимать чужие ответы (например, школьник мог посчитать сколько белых и сколько красных шапочку он видит, и назвать цвет, которого меньше). Какое наибольшее число школьников может наверняка сдать зачет?

Разнобой 1

05 июля

1. Расстояние между Кировом и Москвой составляет 913 км. Вдоль дороги между ними расставлены километровые столбы. На первом из них стоят числа 1 и 912, на втором – 2 и 911 и так далее, на последнем – 912 и 1. Столб называется хорошим, если два написанных на нем числа имеют общий делитель, отличный от единицы. Сколько хороших столбов стоит вдоль дороги?

2. На прямой расположены несколько отрезков, любые два из них имеют общую точку. Докажите, что все отрезки имеют общую точку.

3. Найдутся ли два различных действительных числа, у которых равны полусумма, произведение и одно из частных?

4. а) Есть 4 серебряных монеты и две золотые. Известно, что среди серебряных  монет одна фальшивая и среди золотых одна фальшивая. Все настоящие весят одинаковы, фальшивые легче настоящих и тоже весят одинаково. Как за два взвешивания на чашечных весах без гирь выявить обе фальшивые монеты?

б) Есть 13 серебряных монет и две золотые. Известно, что среди серебряных монет одна фальшивая и среди золотых одна фальшивая. Все настоящие весят одинаковы, фальшивые легче настоящих и тоже весят одинаково. Как за три взвешивания на чашечных весах без гирь выявить обе фальшивые монеты?

5. Внутри равностороннего треугольника выбрана точка, и из нее опущены перпендикуляры на все три стороны. Докажите, что сумма длин этих перпендикуляров не зависит от выбора точки.

6. Дана клетчатая сетка квадрата 4(4 (40 единичных отрезков). Можно ли ее разбить на

а) 5 ломаных длины 8;

б) 8 ломаных длины 5?
7. В Анчурии прошли выборы президента, на которых за выигравшего кандидата (то есть, получившего более половины голосов) проголосовало 99% малограмотного населения и 1% грамотного населения. Докажите, что если бы перед выборами расстреляли всего лишь 35% грамотного    населения, то этот кандидат набрал бы более 60% голосов.

8. а) Можно ли в расставить по кругу 99 натуральных чисел так, чтобы в каждой паре соседних чисел одно из чисел делилось на другое, а во всех остальных парах такого не было? 

б) Можно ли в клетках таблицы 4(4 расставить натуральные числа так, чтобы в каждой паре чисел с общей стороной или вершиной одно из чисел делилось на другое, а во всех остальных парах такого не было?  
9. Комплект из 28 доминошек положили на шахматную доску так, что каждая доминошка накрыла ровно 2 клетки, а 8 клеток остались непокрытыми. Могло ли оказаться, что для каждой пары клеток с общей стороной, покрытых половинками разных доминошек, число точек на этих половинках было одинаково?
Делимость 2

06 июля

Лемма 1. Пусть a – целое, b – натуральное число. Тогда a можно единственным образом представить в виде a = kb + r, где k и r – целые, 0 ( r < b.

Определение 1. Число k в лемме 1 называется (неполным) частным, а число r – остатком при делении a на b с остатком. Если остаток равен 0, то a делится на b (без остатка) (записывается 
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Упр1. x = 100k – 16, k – целое. Чему равны частное и остаток при делении x а) на 100; б) на 5?

Упр2. Делимое и делитель увеличили в три раза. Как изменятся неполное частное и остаток?

Свойство. Разность двух чисел делится на b ( числа дают одинаковые остатки при делении на b.

Определение. В этом случае будем говорить, что числа равны по модулю b и писать 
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1. Докажите, что остаток от деления простого числа на 30 – простое число или 1.

2. Докажите, что среди десяти подряд идущих натуральных чисел есть число, хотя бы одно, взаимно простое с остальными девятью из этих чисел.

Теорема (действия с остатками). Пусть число a1 дает при делении на b остаток r1, число a2 – остаток r2. Тогда

а) (сложение остатков) Число a1 + a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1 + r2.

б) (вычитание остатков) Число a1 – a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1 – r2.

в) (умножение остатков) Число a1a2 при делении на b дает тот же остаток, что и число r1r2.

3. а) Докажите, что произведение 4 последовательных целых чисел делится на 24. 

б) p, q простые числа, p > q > 3. Докажите, что p2 – q2 делится на 24.

4. Докажите, что натуральное число сравнимо 

а) со своей суммой цифр по модулю 9; 

б) со своей знакочередующейся суммой цифр по модулю 11.

5. Можно ли записать квадрат натурального числа используя по 10 раз цифры а) 2, 3, 6, б) 1, 2, 3?

6. Можно ли используя только цифры 2, 3, 7, 8 (возможно по несколько раз) составить квадрат натурального числа?
Упр3. Какие остатки может давать сумма двух квадратов при делении на 4?

7. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел непредставимых в виде суммы двух квадратов. 

8. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел непредставимых в виде суммы трех квадратов. 
9. Докажите, что ни одно из чисел вида 103n+1 нельзя представить в виде суммы двух кубов натуральных чисел.

10. Докажите, что существует бесконечно много натуральных чисел, не представимых в виде суммы трех точных кубов. 

11. 12 последовательных натуральных чисел разбиты на 3 группы. Может ли оказаться так, что суммы квадратов чисел во всех группах одинаковы?

Разрезания: счет узких мест 

06 июля

МЛР = можно ли разрезать

1. а) МЛР трехклеточный уголок на 4 равные части;

б) квадрат 4(4 на 5 равных частей?

Делимость 

2. а) МЛР квадрат 22(22 на прямоугольники 12(1?

б) МЛР клетчатый квадрат 22(22 по границам клеток на равные прямогольники периметра 12.

Раскраска 
3. МЛР шахматную доску без двух противоположных углов на двуклеточные домино?
4. МЛР квадрат 10(10 на прямоугольники 4(1?

Непрямоугольные разрезания 

5. МЛР произвольный треугольник на

а) 4 равных треугольника;

б) 4 прямоугольных треугольника;

в) 3 трапеции;

г) 4 равнобедренных треугольника?

Стороны и вершины 

6. МЛР квадрат на  

а) 33-угольник и 3 десятиугольника;

б) тысячеугольник и 199 пятиугольников?

7. МЛР квадрат на треугольники так, чтобы каждый граничил (по отрезку) ровно с тремя другими?

Углы 

8. МЛР квадрат на равносторонние треугольники?

9. Можно ли оклеить поверхность куба без щелей и перекрытий

а) четырьмя равными треугольниками?

б) тремя равными треугольниками?

Разное 

10. МЛР квадрат на два многоугольника, чтобы отношение площадей было больше 2, а отношение периметров – меньше ½?

11. Докажите, что квадрат можно разрезать на семиугольник и восьмиугольник так, чтобы для каждой стороны восьмиугольника нашлась равная ей сторона семиугольника.

12. Поверхность куба оклеили без щелей и перекрытий шестью квадратами. Обязательно ли они равны между собой? 

Разнобой 2

06 июля

10. Найдите наибольшее натуральное число n, для которого число 10n делится на все натуральные числа, меньшие n.

11. Руслан записал результат от умножения некоторого натурального числа на себя. Понадобилось более 2012 цифр. Какое наименьшее количество из этих цифр могли быть чётными?

12. На окружности отмечены 6 точек. Каждые две соединены хордой. Некоторые из хорд синие, остальные – красные. Докажите, что найдется замкнутая ломаная (возможно, самопересекающаяся) из четырех хорд одинакового цвета. 

13. Найдутся ли три различных положительных числа a, b, c, что система двух уравнений с одним неизвестным ax+b=c, x/a + 1/b = 1/c имеет решение? 

14. Клетки доски 8(8 раскрашены в 4 цвета так, что в каждом квадратике 2(2 встречаются клетки всех цветов. Докажите, что угловые клетки доски раскрашены в 4 разных цвета.

15. Петя нарисовал на плоскости несколько отрезков, и отметил несколько точек, в том числе концы всех нарисованных отрезков и точки пересечения отрезков. Оказалось, что для любой пары точек найдется отмеченный отрезок, на котором обе точки лежат. Вася рисунка не видел, но утверждает, что все точки, кроме, быть может, двух лежат на одном отрезке. Обязательно ли Вася прав?

16. За одну операцию разрешается в треугольнике изменить длину одной из сторон, сохраняя длины двух других (но так, чтоб он остался треугольником). За какое наименьшее число операций можно из  правильного треугольника со стороной 1 сделать  правильный треугольник со стороной 100?

17. Алина едет на катере с постоянной скоростью и бросает хлеб чайке за кормой. Чайка поднимает хлеб с поверхности моря за 3 секунды и нагоняет после этого катер через 12 секунд. Войдя в залив, катер уменьшил скорость вдвое. Через сколько секунд после подъема хлеба чайка нагоняет катер теперь?  

18. Внутри равнобедренного треугольника ABC с основанием BC взята точка M так, что (MBC=30(, (MCB=10(. Найти (AMC, если (BAC=80(.
Графы – 1: определения, лемма о рукопожатиях, связность

07 июля

Определение 1. Скажем, что задан граф, если задано множество его вершин и про любую пару вершин сказано, связаны они ребром или нет (будем рассматривать только пары из двух различных вершин). Граф конечный, если число вершин в нем конечно. 

Определение 2. Граф шахматной фигуры (ладьи, коня, слона, ферзя, короля): вершины – поля доски (можно рассматривать и бесконечные доски), рёбра – пары вершин, соединённых ходом этой фигуры. 

Упр1. Сколько всего ребер в графе ладьи?

Упр2. 
Каково наибольшее возможное число ребер в графе с n вершинами?

Определение 3. Степень вершины – это число выходящих из нее ребер.

Упр3. Какова наибольшая степень вершины в графах а) коня; б) ферзя?

Упр4. Сколько всего ребер в графе короля?

Лемма 1. Сумма степеней всех вершин равна удвоенному числу ребер.

Лемма 2 (о рукопожатиях). В конечном графе число вершин нечетной степени – четно.

Упр5. Верна ли лемма о рукопожатиях для бесконечного графа?

Определение 3. Граф называется связным, если между любыми двумя его вершинами есть путь (маршрут) по ребрам (как по дорогам).

Упр6. При каких n граф коня на доске n(n не связный?

Упр7. В стране 15 городов, каждый из которых соединен авиалиниями не менее, чем с 7 другими. Докажите, что из любого города можно самолетом добраться до любого другого (возможно, с пересадками).

Определение 4. Подграф, состоящий из всех вершин, связанных с данной маршрутом, и всех ребер, входящих в такие маршруты, называется компонентой связности. 

Упр8. На сколько компонент связности распадается 

а) граф слона на доске 8(8?

б) граф коня на доске 2(100?

Упр9. Из связного графа удалили 3 ребра (оставив, однако, вершины на их концах). На какое наибольшее число компонент связности мог распасться граф?

Зад1. а) В стране из столицы выходит 99 дорог, из деревни Нью-Васюки – одна, а из всех остальных городов – по 100 дорог. Докажите, что из столицы по дорогам можно попасть в Нью-Васюки.

б)  В связном графе степень каждой вершины четна. Одно ребро удалили (оставив, однако, вершины на его концах). Докажите, что  граф остался связным.

Зад2. В стране любые два города соединены либо железной дорогой, либо авиалинией. Докажите, что:

а) одним из этих видов транспорта можно добраться (напрямую или с пересадками)  из любого города в любой другой;

б) для каждого города можно выбрать свой вид транспорта так, чтобы при помощи него можно было бы добраться из этого города до любого другого, совершив не более одной пересадки;

в) одним из этих двух видов транспорта можно добраться из любого города в любой другой, совершив не более двух пересадок.
Зад3. Поля клетчатой доске n(n покрасили в красный и синий цвета и рассмотрели граф ферзя только с синими вершинами и граф ферзя только с красными. Докажите, что хотя бы один из этих графов связен. 
Разрезания и теорема Пифагора
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1. Разрежьте квадрат на части и сложите из них два равных квадрата.
2. Разрежьте прямоугольник 1(5 на 5 частей, из которых сложите квадрат. 
3. Можно ли разрезать квадрат 8(8 на части, из которых складывается прямоугольник 5(13?

4. Разрежьте квадрат 7(7 на

а) квадраты 4(4, квадрат 3(3 и 4 равных прямоугольных треугольника;

б) один квадрат и 4 прямоугольных треугольника, равных треугольникам из (а);

в) Найдите размер квадрата в (б).

5. Даны 4 прямоугольных треугольника с катетами a, b и гипотенузой c. Докажите, что добавив к ним 

а) один квадрат со стороной c; 

б) два квадрата со сторонами a и b, 

можно будет составить квадрат со стороной a+b.

6. (Теорема Пифагора) 
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7. Отмечены вершины квадрата и точки, делящие его стороны на 8 равных частей. Найдите как можно больше неравных равнобедренных треугольников с вершинами в отмеченных точках. 
8. Существует ли треугольник, у которого все стороны и все высоты измеряются целым числом сантиметров?

9. Разрежьте квадрат 

а) на равные квадраты; 

б) на равные треугольники, 

из которых составьте два различных квадрата.

Определение: Перекроить = разрезать на части и сложить из них.
10. Перекроите квадрат в 8 равных квадратов.

11. Перекроите квадрат а) в три квадрата; б) в три различных квадрата.

12. Перекроите 5-клеточный крест в квадрат, разрезав его а) на 9 частей б) на 4 части.
13. Перекроите квадрат в 5 равных квадратов.

14. Пусть каждая спичка имеет длину 1 дюйм. Сложите из 12 таких спичек одну фигуру площади 4 кв. дюйма.
15. Оберткой плоской картины размером 1(1 назовем прямоугольный лист бумаги площади 2, которым можно, не разрезая его, полностью обернуть картину с обеих сторон. Ясно, что прямоугольник 2(1 и квадрат со стороной 
[image: image7.wmf]2

 – обертки.

а) Докажите, что есть и другие обертки.

б) Докажите, что оберток бесконечно много.
16. Пусть 
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. Перекроите квадрат со стороной c в два квадрата со сторонами a и b (число частей не должно зависеть от a и b).
Разнобой 3
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19. В таблицу 3(3 вписаны 9 натуральных чисел так, что суммы во всех строках равны между собой, и произведения в столбцах тоже равны между собой. Могут ли все 9 вписанных чисел быть разными?

20. Есть набор гирек 1,2,3,...,50 г и чашечные весы. Двое играющих по очереди кладут на весы по одной гирьке из набора, каждый на свою чашу. После хода чаша должна перевесить. Кто не может сделать хода – выигрывает.  Кто из игроков может всегда выигрывать независимо от игры соперника?  

21. Докажите, что любой треугольник можно разрезать на два меньших треугольника и провести в них по медиане так, чтобы эти медианы были равны.
22. Дано: ABCD – прямоугольник, M – середина стороны CD, H – основание перпендикуляра, опущенного из вершины B на прямую AM. Докажите, что треугольник BCH – равнобедренный.

23. На плоскости отмечены несколько (больше трех) точек. Известно, что если выкинуть любую точку, то оставшиеся будут симметричны относительно какой-нибудь прямой. Верно ли, что всё множество точек тоже симметрично относительно какой-нибудь прямой?

24. x и y – натуральные числа. Докажите, что если десятичная запись числа x2+xy+y2 оканчивается нулем, то она оканчивается по крайней мере двумя нулями.

25. Алина задумала натуральное число n от 1 до 100. Саша может назвать любое натуральное число c (в том числе числа больше 100). Если c совпало с n, то Алина сообщает, что игра закончилась и Саша выиграл. Если нет, то Алина меняет свое число на n/c если n делится на c или на nc+1 если n на c не делится (при этом не сообщая Саше, что именно она сделала), и предлагает Саше сделать следующий ход. Есть ли у Саши способ гарантированно выиграть не позднее 100-го хода?   
Площади
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Свойства площадей.

1. Площадь неотрицательна. 

2. Площадь целого равна сумме площадей частей. 

3. Равные фигуры имеют равные площади.

4. Площадь прямоугольника со сторонами a и b равна ab.

Лемма 0. Площадь прямоугольного треугольника равна половине произведения катетов. 

Теорема 1. Площадь треугольника равна половине произведения стороны на высоту, опущенную на эту сторону.

Теорема 2. Площадь параллелограмма ABCD равна произведению стороны AD на расстояние между прямыми AD и BC.

Теорема 3. Площадь трапеции равна произведению полусуммы оснований на высоту.

Упр4. Докажите, что а) медиана разбивает треугольник на два равновеликих треугольника; б) три медианы разбивают треугольник на шесть равновеликих треугольников.

ЗадР1-5. Внутри равностороннего треугольника выбрана точка, и из нее опущены перпендикуляры на все три стороны. Докажите, что сумма длин этих перпендикуляров не зависит от выбора точки. Разобрать.

Зад5. Существует ли такой треугольник, что а) все его стороны больше 1 км, а площадь меньше 1 см2; б) все его высоты меньше 1 см, а площадь больше 1 км2; в) все стороны треугольника меньше 1 см, а его площадь больше 1 см2.

Зад6. а) Через каждую вершину выпуклого четырехугольника проведена прямая, параллельная его диагонали. Докажите, что полученный параллелограмм по площади вдвое больше четырехугольника.

б) Середины соседних сторон выпуклого четырехугольника соединены отрезками. Докажите, что площадь полученного четырехугольника вдвое меньше площади данного.
Зад7. В выпуклом четырехугольнике диагональ делит отрезок, соединяющий две середины противоположных сторон, пополам. Докажите, что эта диагональ делит площадь четырехугольника пополам. 
Зад8. В четырехугольнике ABCD диагонали пересекаются в точке O. Докажите, что AD параллельна BC ( треугольники ABO и CDO равновелики. 

[image: image1.jpg]


Зад9. а) Преподаватель и школьник делят квадратный пирог. Преподаватель отмечает внутри пирога точку, а школьник соединяет ее отрезками со всеми вершинами квадрата и забирает себе любые два куска, не имеющие общих сторон. Как должен действовать преподаватель, чтобы получить побольше пирога?

б) Внутри квадрата отметим две точки и соединим их отрезками со всеми вершинами (см. рис. 1). Могут ли все девять полученных частей иметь одинаковую площадь?

Теорема 10. а) Площадь треугольника равна половине произведения периметра на радиус вписанной окружности. б) Площадь описанного многоугольника равна половине произведения периметра на радиус вписанной окружности.

Неравенства площадей.

Зад11. Докажите, что а) площадь треугольника со сторонами а, b, c не превосходит 
[image: image9.wmf]2
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; б) площадь четырехугольника с диагоналями p и q не превосходит 
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pq

.

Зад12. Внутри выпуклого многоугольника лежит круг. Докажите, что площадь многоугольника не менее половины произведения радиуса круга на периметр многоугольника. 

Для самостоятельного решения

Пло1. Докажите неравенства для площади четырехугольника (a, b, c, d – стороны по порядку): а)
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Пло2. Квадрат разрезан прямыми, параллельными его сторонам, на прямоугольники, которые раскрашены в черный и белый цвета в шахматном порядке (см. рис. 2). При этом оказалось, что общая площадь черных прямоугольников равна площади белых прямоугольников. Докажите, что прямоугольники можно переместить так, что все черные прямоугольники составят один прямоугольник. 

Пло3. Стороны прямоугольника на шахматной доске параллельны сторонам доски. Докажите, что разность суммарных площадей белых и черных частей прямоугольника не превосходит площади одной клетки.

Пло4. (Принцип Кавальери) а) На плоскости нарисованы два выпуклых многоугольника и прямая. Известно, что любая прямая, параллельная данной, пересекается с многоугольниками по отрезкам раной длины. Докажите, что эти многоугольники равновелики. 

б) Докажите, что два равновеликих прямоугольника можно расположить на плоскости так, что они будут пересекаться по равным отрезкам с любой прямой, параллельной данной.

Разложение на множители
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0. Р3-19 В таблицу 3(3 вписаны 9 натуральных чисел так, что суммы во всех строках равны между собой, и произведения в столбцах тоже равны между собой. Могут ли все 9 вписанных чисел быть разными?
1. а) Числа от 3 до 6 разбили на две группы так, что произведение чисел в первой группе нацело делится на произведение чисел во второй. Какое наименьшее значение может быть у частного от деления первого произведения на второе?

б) Тоже для чисел от 1 до 10.

2. Натуральное число возвели в степень и получили девятизначное число, в записи которого используются все цифры, кроме 3. В какую степень могли возвести? 

3. Дано 28 различных натуральных чисел, меньших 100. Докажите, что у каких-то двух из них есть общий делитель больше 1. 

4. Можно ли расставить по кругу 333 различных натуральных числа так, чтобы для любых двух соседних чисел отношение большего из них к меньшему было простым числом? 

5. Найдите НОК(1, 2, …, 100)/НОК(51,52,…,100).

Определение. Произведение последовательных чисел от 1 до n называется n-факториал и обозначается n! ( 1 . 2 . 3 . ... . n = n!). В частности, 1!=0!=1, 2!=2, 3!=6, 4!=24.

6. Найдите НОД(99!+100!, 101!).

7. Можно ли вычеркнуть из произведения 1! . 2! . 3! . ... . 56! один из факториалов так, чтобы произведение оставшихся было квадратом целого числа?

8. Докажите, что НОК(a, b) НОД(a, b) = ab.

9. Назовём натуральные числа a и b друзьями, если их произведение является точным квадратом. Докажите, что если a – друг b, то a – друг НОД(a, b).

10. а) abc = НОК(a, b, c) НОД(ab, ac, bc);

б) abc = НОД(a, b, c) НОК(ab, bc, ac).

11. Можно ли найти восемь таких натуральных чисел, что ни одно из них не делится ни на какое другое, но квадрат любого из этих чисел делится на каждое из остальных? 

12. Докажите, что в вершинах любого графа можно расставить натуральные числа так, чтобы любые два числа, соединенные ребром, имели НОД>1, а числа, не соединенные ребром, были взаимно просты.

Для самостоятельного

Мн1. Найти такие 50 натуральных чисел, что ни одно из них не делится на другое, а произведение любых двух из них делится на любое из оставшихся чисел.

Мн2. Докажите, что каждое натуральное число является разностью двух натуральных чисел, имеющих одинаковое количество простых делителей. (Каждый простой делитель учитывается 1 раз, например, число 12 имеет два простых делителя: 2 и 3.) 

Мн3. Можно ли в таблицу 9 × 9 расставить такие натуральные числа, что одновременно выполняются следующие условия: 

1) произведения чисел, стоящих в одной строке, одинаковы для всех строк; 

2) произведения чисел, стоящих в одном столбце, одинаковы для всех столбцов;
3) среди чисел нет равных 

4) все числа не больше 1991?

Мн4. Докажите, что 
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Мн5. На гранях куба записали натуральные числа. Затем в каждую вершину записали произведение чисел на трёх прилегающих к ней гранях. Сумма чисел в вершинах равна 1001. Чему равна сумма чисел на гранях? 

Графы – 2: Ребра и компоненты, циклы, деревья
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Обозначения. Будем рассматривать конечные графы с В вершинами, Р рёбрами и К компонентами связности.
Зад1. В Огогондии 2012 городов. Президент издал указ связать их железными дорогами в единую сеть. Каждая ветка связывает два города, не пересекаясь с другими ветками. Докажите, что всего понадобится не менее 2011 веток.
Теорема 2 (о числе ребер связного графа). 

а) Р(В–К.

б) В связном графе Р(В–1.

Зад3. Из спичек сложили квадрат, разбитый линиями из спичек на 64 квадратных поля со стороной в одну спичку. Какое наименьшее число спичек надо убрать, чтобы с любого поля на любое другое можно было пройти, не перепрыгивая через спички?

Зад4. Можно ли раскрасить ребра куба в два цвета так, чтобы по ребрам каждого цвета можно было пройти из любой вершины в любую?

Зад5. Есть n камней разного веса. За одно взвешивание можно сравнить любые два камня между собой. За какое наименьшее число взвешиваний можно наверняка найти самый тяжелый?
Определения. Циклом называется замкнутый путь по ребрам графа без повторяющихся ребер.  Деревом называется связный граф без циклов.

Теорема 6 (свойства деревьев). 

а) В дереве Р=В–1. 

б) Если в связном графе Р=В–1, то это – дерево. 
Упр7. Докажите, что если в графе порядка n есть не менее n ребер, то в нем есть цикл.

Зад8. В указе президента из зад 1 перечислены 2011 дорог. Докажите, что их можно строить по одной так, чтобы в любой момент любые два города, уже стоящих на дороге, были связаны железнодорожным маршрутом.

Зад9. Многоугольник на клетчатой бумаге составлен из n клеток. Докажите, что его периметр (2n+2.
Зад10. В связном графе между любыми двумя вершинами есть маршрут из не более чем трех ребер, а степень каждой вершины не более, чем 4. Докажите, что в графе не более 53-х вершин.

Для самостоятельного решения

ГЦ1. Каждая грань кубика разбита на 4 квадрата. Некоторые стороны этих квадратов раскрасили в красный цвет – всего 26 сторон. Докажите, что на поверхности кубика найдется замкнутая ломаная из красных отрезков.

ГЦ2. Марсианское метро связно: можно доехать (возможно с пересадками) от каждой станции до любой другой. Докажите, что можно так закрыть одну станцию (и запретить проезд сквозь неё), что метро останется связным. 

ГЦ3. В Петерсении любой город соединен авиалиниями не более, чем с тремя другими, и из любого города в любой другой можно проехать, сделав не более одной пересадки. Какое наибольшее число городов может быть в Петерсении?

ГЦ4. Какое наибольшее число клеток доски 9(9 можно разрезать по обеим диагоналям, чтобы при этом доска не распалась на несколько частей?

ГЦ5. а) На клетчатой бумаге нарисован 100-угольник со сторонами по границам клеток. Из какого наименьшего числа клеток может состоять этот многоугольник? 

б) На клетчатой бумаге нарисован 222-угольник со сторонами по границам клеток. Из какого наименьшего числа клеток может состоять этот многоугольник? 

ГЦ6. Есть 2n человек: n болеют за «Спартак» и n – за «Зенит». Разрешается спросить у любых двоих, болеют ли они за разные команды, и они честно ответят «Да» или «Нет». Требуется посадить болельщиков в два автобуса так, чтобы в каждом были болельщики только одной команды. За какое минимальное количество вопросов это наверняка можно сделать?

ГМТ
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Определение. ГМТ ‑ это геометрическое место точек, удовлетворяющих некоторому условию. Для доказательства того, что некоторое множество точек является ГМТ надо доказать, что каждая точка, принадлежащая множеству, подходит под условие и каждая точка подходящая под условие принадлежит множеству.

1. Дан прямоугольник ABCD. Найдите ГМТ X, для которых  AX + BX = CX + DX.

2. а) Дан треугольник ABC. Найдите ГТМ X, лежащих внутри треугольника и таких, что площади ABX и ACX равны. 

б) Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке. 

(Эта точка называется центром масс треугольника.)
3. а) Найдите ГМТ, из которых данный отрезок AB виден под прямым углом.

б) Найдите геометрическое место середин хорд данной окружности, проходящих через данную точку.

4. В окружности проведены все хорды данной длины. Докажите, что есть меньшая окружность которой все они касаются. 
5. На двух параллельных прямых выбраны два луча. Рассматриваются прямые, отсекающие от лучей два отрезка с данной суммой длин. Докажите, что все эти прямыепроходят через одну точку. 
6. а) Дано число d и точки A и B. Сколько точек X на прямой AB удовлетворяет условию AX2‑BX2=d? 

б) Дано число d и точки A и B. Найдите ГМТ X таких, что AX2‑BX2=d.

в) Докажите, что высоты треугольника пересекаются в одной точке. 

(Эта точка называется ортоцентром треугольника.)
Для самостоятельного решения

ГМТ1. Даны две точки A и B. Пусть некая прямая BX касается в точке X некоторой окружности с центром в A. Найдите ГМТ X. 

ГМТ2. Докажите, что биссектриса любого из внутренних углов треугольника пересекается с внешними биссектрисами двух других углов в одной точке. 

(Точка называется центром вневписанной окружности. Таких точек три, по одной для каждого угла.)
ГМТ3. Дан треугольник ABC. Найдите ГТМ X таких, что площади ABX и ACX равны.

ГМТ4. Найдите геометрическое место четвертых вершин квадратов, таких, что оставшиеся три вершины лежат на двух данных перпендикулярных прямых.
ГМТ5. На сторонах AB, BC и CA треугольника ABC выбраны точки C1, A1 и B1 так, что AC1=AB1, BA1=BC1 и CA1=CB1. Докажите, что перпендикуляры восстановленные в точках C1, A1 и B1 к сторонам AB, BC и CA соответственно пересекаются в одной точке. 
Дискретная непрерывность
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Если путь начинается на одном берегу, а заканчивается на другом, то неизбежно придется переправляться. В частности, если какая-то целочисленная величина в процессе меняется на каждом шаге не больше чем на 1 (в ту или другую сторону), то она обязательно проходит через все промежуточные значения между начальным и конечным. Такая величина называется дискретной, а прием – дискретной непрерывностью.

От меньше к больше через равно
1. В ряду из 100000 натуральных чисел первое число однозначно, а каждое следующее число получается прибавлением к предыдущему одной из его ненулевых цифр. Докажите, что в ряду есть число, начинающееся цифрами 2012.

От меньше к больше через поровну
2. На нижнем ряду шахматной доски стояли 8 слонов. После некоторого числа  ходов все они оказались в верхнем ряду. Докажите, что был момент, когда в верхней и нижней половине слонов было поровну.

3. Журнал «Юный диверсант» выходит нерегулярно – два или три раза в год. На обложке стоит номер журнала и год выпуска: №1 – 2001, №2 – 2001, №3 – 2002,... Докажите, что если редакцию не поймают, то рано или поздно выйдет номер, где два числа на обложке совпадут. 

4. Саша и Максим играли партию в шахматы. Максим пожертвовали ферзя и в итоге поставили мат одинокому Сашиному королю. Докажите, что в партии был момент, когда число съеденных Сашиных фигур и пешек равнялось числу Максимовых фигур и пешек на доске.
Организуй процесс

5. За круглом столом сидит 10 мальчиков и 10 девочек. Докажите, что найдется группа из 10 сидящих подряд детей, в которой девочек и мальчиков поровну.

6. На плоскости отмечены 10000 точек. Докажите, что найдется не проходящая через эти точки прямая, по одну сторону которой лежит ровно 2012 отмеченных точек.

7. На клетчатой доске 100(100 половина клеток белые, а половина – черные. Докажите, что можно разрезать ее по границам клеток на две части с равным числом черных клеток.

8. На столе лежат 15 кусков сыра разного веса. Докажите, что можно разрезать один из кусков на две части и разложить сыр на две кучки равного веса по 8 кусков в каждой.
 Показал решение, где куски кодируются дугами окружности.
Полезный эффект на переправе

9. а) На каждой клетке шахматной доски стоит по королю – белому либо черному, причем есть короли обоих цветов. Докажите, что есть белый король, который бьет черного.
б) На доске 4(4 расставляются 16 шахматных коней четырех мастей: вороные, гнедые, соловые и каурые. Существует ли такая расстановка, в которой вороные не бьют соловых, соловые – гнедых, гнедые – каурых, а каурые – вороных? 

10. Плоскость раскрашена в два цвета. Докажите, что найдутся точки разного цвета на расстоянии 1. 

11. За круглым столом сидит 100 дедов, причем у любых двух соседей число волос в бороде отличается не больше чем на 100. Докажите, что найдется пара дедов, сидящих друг напротив друга, у которых число волос в бородах тоже отличается не больше, чем на 100.

12. Аня, Боря и Витя сидят по кругу за столом и едят орехи. Сначала все орехи у Ани. Она делит их поровну между Борей и Витей, а остаток (если он есть) съедает. Затем все повторяется: каждый следующий (по часовой стрелке) делит имеющиеся у него орехи поровну между соседями, а остаток съедает. Орехов много (больше трех). Докажите, что не все орехи будут съедены.

Для самостоятельного решения
ДН1. Существуют 1000 последовательных натуральных чисел, среди которых нет ни одного простого числа (например, 1001! + 2 , 1001! + 3 , ... , 1001! + 1001). А существуют ли 1000 последовательных натуральных чисел, среди которых ровно 5 простых чисел?

ДН2. В бесконечной последовательности натуральных чисел каждое следующее число получается прибавлением к предыдущему одной из его ненулевых цифр. Докажите, что в этой последовательности найдется четное число.

ДН3. Правильный 1001-угольник разбили непересекающимися диагоналями на 999 треугольников. Докажите, что среди этих треугольников по крайней мере три равнобедренных.

ДН4. 2n радиусов разделили круг на 2n равных секторов: n синих и n красных, чередующихся в произвольном порядке. В синие сектора, начиная с некоторого, записывают против хода часовой стрелки числа от 1 до n по порядку. В красные сектора, начиная с некоторого, записывают те же числа, но по ходу часовой стрелки. Докажите, что найдется полукруг, в котором записаны все числа от 1 до n.

Испытания и оценки
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Пусть надо выявить один случай из N, и каждый вопрос делит все случаи на k групп, выясняя, в какую из групп попал искомый случай. Тогда жадный алгоритм состоит в том, чтобы делить на такие группы, чтобы размер наибольшей был как можно меньше (в идеале – на равные группы). 

1. а) Зритель задумывает одну из 100 карточек. За один ход фокусник может разложить все карточки на 10 кучек и узнать у зрителя, в какой из групп находится карточка. За какое наименьшее число вопросов фокусник может наверняка определить задуманную карту?

б) То же, но раскладывает на 5 кучек.

2. Петя загадал натуральное число A от 1 до 8. Витя называет любое натуральное число X, и Петя отвечает, делится ли X на A. Может ли Витя наверняка угадать A после трёх таких вопросов?

3. Есть 10 монет, из них одна фальшивая, легче настоящей. Все настоящие весят одинаково. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно наверняка найти фальшивую монету?

4. Есть 5 серебряных монет и 4 золотые (они отличаются по виду от серебряных). Известно, что одна из них фальшивая, а остальные настоящие (учтите, что настоящая серебряная монета может отличаться по весу от настоящей золотой!). Если фальшивая монета серебряная, то она легче настоящих монет, а если золотая – то тяжелее. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно наверняка найти фальшивую монету?

Пространство вариантов 

Чаще всего перед нами ситуация одного неизвестного варианта из некоторого множества (пространства) возможных элементарных вариантов. Полезно выписать все возможные варианты и делать такие испытания, чтобы количество подозрительных вариантов в наихудшем случае было как можно меньше.

5. Задуманы два континента. За какое наименьшее число вопросов типа «Да/Нет» можно наверняка определить оба?

6. Имеются 4 детали с маркировками 1 г, 2 г, 3 г и 4 г. Одна из них дефектная: более лёгкая или более тяжёлая, чем указано. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно наверняка узнать, какая из деталей дефектная и при этом определить, легче ли она или тяжелее, чем на ней указано?

7. Десять монет, среди которых есть как настоящие, весящие по 10 г, так и фальшивые, весящие по 9 г, выложены в ряд. Известно, что каждая настоящая лежит левее любой фальшивой. За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно наверняка определить все фальшивые монеты?
8. По кругу лежат 54 монеты,  из них две фальшивых. Известно, что настоящие монеты весят одинаково, фальшивые монеты тоже весят одинаково, но фальшивые легче настоящих. Известно также, что фальшивки лежат либо рядом, либо строго напротив друг друга. За какое наименьшее взвешиваний на чашечных весах без гирь число можно найти обе фальшивки?
Для самостоятельного решения

Ис1. Даны четыре одинаковых по виду шара массой 101 г, 102 г, 103 г и 105 г, а также весы со стрелкой (показывают вес груза). За какое наименьшее число взвешиваний можно определить массу каждого шара?

Ис2. Имеется 9 гирек-эталонов весом 100 г, 200 г, …, 900 г, и чашечные весы без других гирь. К сожалению, одна из гирек побывала в руках нечестных торговцев, и теперь она весит немного (не более чем на 10 г) легче, чем раньше. За какое наименьшее число взвешиваний можно определить облегченную гирьку?

Ис3. В этой задаче Петя может отвечать на вопросы «да», «нет» или «не знаю». Он загадал целое число от 1 до  3. Придумайте такие вопросы, чтобы за один вопрос угадать это число.

Ис4. Из 9 монет одна фальшивая – легче остальных. Имеются два экземпляра внешне неразличимых чашечных весов, из которых одни заедают (при любом взвешивании, в котором на чашах поровну монет, показывают равенство). За какое наименьшее число взвешиваний можно найти фальшивую монету?

Ис5. В ряд лежат 8 монет, при этом из левых четырёх одна фальшивая и из правых четырех тоже одна (обе фальшивые легче настоящих и равны по весу друг другу). За какое наименьшее число взвешиваний на чашечных весах без гирь можно наверняка определить,  сколько настоящих монет лежит между парой фальшивых (сами фальшивые монеты определять не обязательно).

Двудольные графы
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Подсчет ребер двумя способами

Зад1. В классе каждый мальчик дружит с тремя девочками, а каждая девочка – с пятью мальчиками. 17 человек любят играть в матбой, и в классе 15 парт. Сколько всего ребят в классе? 

Зад2. В прошлом учебном году в городе прошли такие мат.олимпиады: городская, областная, и турнир городов. В каждой из них участвовало нечетное число учеников маткласса, причем каждый из участников побывал на нечетном числе олимпиад. Всего в матклассе 20 учеников. Докажите, что кое-кто из них не был ни на одной олимпиаде.

Определения. Граф – двудольный, если его вершины можно раскрасить в два цвета так, что не будет ребер с концами одинакового цвета.

Свойства двудольных графов. 

Зад3. Равны суммы степеней вершин каждого цвета.

Зад4. Если степени всех вершин равны, то вершин каждого цвета поровну.

Максимальное число ребер

Зад5. (Полный двудольный граф) Каково наибольшее число ребер в двудольном графе 
а) с b белыми и r черными вершинами; б) с 2n вершинами; в) с 2n+1 вершиной?

Зад6. В строке из 11 целых чисел для каждой группы подряд идущих чисел (включая группы из одного числа тоже) подсчитана ее сумма. Каково наибольшее количество нечетных сумм?

Правильная раскраска в два цвета. Нечетные циклы.

Зад7. Несколько равносторонних треугольников на плоскости не перекрываются. Всегда ли можно раскрасить их в два цвета так, чтобы треугольники с общим отрезком границы были разного цвета?

Лемма 8. Дерево – двудольный граф.

Теорема 9. (критерий двудольного графа) Граф – двудольный ( в графе нет нечетных циклов.

Зад10. Для каких графов можно в вершинах  расставить натуральные числа так, чтобы на каждом ребре одно число делилось на другое, а для всех остальных пар чисел такого не было?

Для самостоятельного решения

ДГ1. Вершины графа – шестизначные числа. Два числа связаны ребром, если у них на пяти позициях цифры совпадают, а на одной отличаются на 2. Двудолен ли этот граф?
ДГ2. Даны 9 чисел a1, a2,  . . .  , a9. Известно, что среди попарных сумм ai + aj 
(i  j) как минимум 29 целых. Докажите, что все числа 2a1, 2a2, . . . , 2a9  – целые. 
ДГ3. Вершины связного конечного графа как-то пронумеровали от 1 до n, затем на каждом ребре записали сумму номеров в его концах, а номера в вершинах стерли. Докажите, что 

а) Если граф не двудольный, то нумерация однозначно восстанавливается.

б) Если нумерация однозначно не восстанавливается, то этот граф двудольный с равным количеством вершин обоих цветов.

ДГ4. а) Найдется ли правильный треугольник с вершинами в узлах квадратной сетки?
б) Вершины графа – это узлы клетчатой бумаги, ребра – отрезки фиксированной длины L. Докажите, что получившийся граф – двудольный. 
Комбинаторика
14 июля

Упр1. Среди 12 школьников требуется выбрать дежурных на ближайшие шесть дней – на каждый день по дежурному. Сколько существует различных выборов?
Упр2. Сколькими способами можно выбрать из слова «лмышонок» пару из гласной и согласной букв?

Упр3. У скольких 10-значных чисел все цифры различны?

Упр4. Среди 12 школьников требуется выбрать шесть футболистов. Сколько существует различных выборов?

Обозначение. x в убывающей степени k
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Упр5. Вычислите или упростите: а) 
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; б) 
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Определение. Числом размещений из n элементов по k называется количество способов выписать в строчку k разных чисел из данных n (строчки, отличающиеся порядком, считаются разными). Оно обозначается 
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n

A

.

Теорема 6. 
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Определение. Числом сочетаний из n элементов по k называется количество способов выбрать k чисел из чисел от 1 до n (наборы, отличающиеся лишь порядком, считаются одинаковыми). Оно обозначается 
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Упр7. Сколько размещений можно сделать из одного сочетания по k элементов?

Теорема 8. 
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Упр9. На окружности отмечены 5 красных, 7 желтых и 9 зеленых точек. Сколько есть треугольников в этих точках, у которых все вершины а) зеленые; б) одноцветные; в) все разноцветные; г) не все одноцветные?

Зад10. Сколько различных строк можно получить, переставляя буквы в словах 
а) ПЕРЕГОРОДКА; б) МАТЕМАТИТИКА?

Зад11. Для проведения вступительной олимпиады преподаватели разбивают 70 школьников следующим образом: список в алфавитном порядке разбивается на 4 части, первая идет в первую аудиторию, вторая – во вторую и т. д. При этом в каждую аудиторию отправляется хотя бы один школьник. Сколькими способами можно произвести распределение? 

Зад12. Сколько решений имеет уравнение x+y+z=2008 

а) в натуральных числах; б) в целых неотрицательных числах? 

Зад13. Преподаватели снова делят 70 школьников на 4 аудитории, но в этот раз без учета алфавитного порядка. Найдите число способов.

Зад14. Хромая ладья ходит на 1 клетку вправо или на 1 клетку вверх. Занумеруем столбцы слева направо, а строки снизу вверх числами 0, 1, 2, 3. Найдите количество путей, ведущих из левой нижней клетки в клетку на пересечении m-го столбца и n-ной строки.

Зад15. Сколько решений в нечетных натуральных числах имеет уравнение x+y+z+t=2000?

Для самостоятельного решения

К1. Сколькими способами можно расставить k ладей на доске N(N так, чтобы они не били друг друга?

К2. Сколько есть решений уравнения x+y+z=100 в натуральных числах от 1 до 60?

К3. Сколькими способами можно расставить числа 1, 2, …, 20 в строку так, чтобы каждое число, кроме единицы, было больше по крайней мере одного из своих соседей?

К4. Сколькими способами можно разбить неподвижный клетчатый прямоугольник 2(N на двуклеточные доминошки? 

Площади и отношения.
14 июля

Символом S(...) будет обозначаться площадь фигуры, стоящей в скобках.

Упр1. а) Точка C1 лежит на отрезке AC2. Докажите, что 
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б) Точка A лежит на отрезке C1C2. Докажите, что 
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в) В выпуклом четырехугольнике ABCD диагонали пересекаются в точке O. Докажите, что 
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г) Дан невыпуклый четырехугольник ABCD. Прямые, содержащие его диагонали, пересекаются в точке O. Докажите, что 
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д) В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 (A1=(A2. Докажите, что 
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е) В треугольниках A1B1C1 и A2B2C2 (A1+(A2=180о. Докажите, что 
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Упр2. Докажите, что отношение двух сторон треугольника равно отношению отрезков, на которые биссектриса делит третью сторону. 

Упр3. а) Две параллельные прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. Докажите, что треугольники OA1B2 и OA2B1 равновелики.

б) Две параллельные прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. Докажите, что 
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в) (Теорема Фалеса) Три параллельные прямые пересекают стороны угла в точках A1, B1, C1 и A2, B2, C2 соответственно. Докажите, что 
[image: image30.wmf]2

2

2

2

1

1

1

1

C

B

B

A

C

B

B

A

=

. 

Упр4. Две прямые высекают на сторонах угла с вершиной O отрезки A1A2 и B1B2. При этом 
[image: image31.wmf]2
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Упр5. На сторонах угла с вершиной O отмечены точки A1, A2 и B1, B2. При этом 
[image: image32.wmf]k

OB

OB

OA

OA

=

=

2

1

2

1

. Найдите отношение 
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Зад1. На стороне AB треугольника ABC сидит киллер. Он начинает бежать параллельно стороне BC до стороны AC, затем параллельно стороне AB до стороны BC, затем параллельно стороне AC до стороны AB, и так далее. Докажите, что через несколько таких шагов киллер вернется в исходную точку, и найдите, сколько шагов ему на это потребуется (ответ может зависеть от исходного положения киллера на AB).

Зад2. В треугольнике ABC провели медиану AM, а затем – биссектрисы MK и ML полученных треугольников AMB и AMC соответственно. Докажите, что отрезки KL и BC параллельны.

Упр6. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке О. Найдите площадь ABCD, если SABD = 10 см2, SACD = 9 см2, SAOD = 6 см2.
Зад3. В треугольнике ABC выбрана точка O. Прямые AO, BO и CO пересекают стороны BC, AC и AB в точках A1, B1 и C1 соответственно. Докажите, что 
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Зад4. В выпуклом пятиугольнике ABCDE сторона AB параллельна диагонали CE, а сторона BC параллельна диагонали AD. Докажите, что прямая BE делит диагональ AD в таком же отношении, в каком прямая BD делит диагональ CE.

Для самостоятельного решения

Пло5. Внешняя биссектриса угла A неравнобедренного треугольника ABC пересекает прямую BC в точке D. Докажите, что 
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Пло6. Вершины A, B, C треугольника соединены с точками A1, B1, C1, лежащими на противоположных сторонах (не в вершинах). Могут ли середины отрезков AA1, BB1 и CC1 лежать на одной прямой?

Пло7. Длины оснований трапеции равны m см и n см (m и n ‑ натуральные числа, m не равно n). Докажите, что трапецию можно разрезать на равные треугольники.

Пло8. Отрезки AB и CD не параллельны и не пересекаются. Точка P лежит на отрезке AB, а точка Q – на отрезке CD. Точки K, L, M и N – середины отрезков AQ, BQ, CP и DP соответственно. Докажите, что отрезки KL, MN и PQ пересекаются в одной точке.
Пло9. Окружность пересекает сторону AB треугольника ABC в точках С1, С2, сторону BС ‑ в точках A1, A2, сторону СA ‑ в точках B1, B2. Известно, что перпендикуляры к сторонам AB, BC, CA, восставленные соответственно в точках С1, B1, A1, пересекаются в одной точке. Докажите, что перпендикуляры к сторонам AB, BC, CA, восставленные соответственно в точках С2, B2, A2, также пересекаются в одной точке.

Относительное и круговое движение.
Дополнительный участник
15 июля

1. Пароход и плот вышли одновременно из Нижнего Новгорода вниз по Волге. Пароход дошел до Астрахани за 5 суток, и сразу же поплыл обратно. Через сколько суток он встретит плот?

2. Колонна спортсменов длиной 50 м бежит по дороге со скоростью 20 км/ч, а навстечу им идет тренер со скоростью 5 км/ч. Добежав до тренера, спортсмен разворачивается и бежит назад с той же скоростью. Какова будет длина колонны, когда все спортсмены развернутся?
3. Мальчик сбежал вниз по движущемуся эскалатору и насчитал 30 ступенек. Затем он пробежал вверх по тому же эскалатору и насчитал 150 ступенек. Сколько ступенек насчитал бы мальчик, если бы с такой же скоростью бежал по неподвижному эскалатору?
4. По прямой в одном направлении на некотором расстоянии друг от друга движутся 5 одинаковых шариков, а навстречу им движутся 5 других таких же шариков. Скорости всех шариков одинаковы. При столкновении любых двух шариков они разлетаются в противоположные стороны с той же скоростью, с какой двигались до столкновения. Сколько всего столкновений произойдет между шариками?

5. Отец и сын катаются на коньках по кругу. Время от времени отец обгоняет сына. После того, как сын переменил направление своего движения на противоположное, они стали встречаться в пять раз чаще. Во сколько раз отец бегает быстрее сына?

6. Одновременно из деревень A и Б навстречу друг другу вышли Аня и Боря (их скорости постоянны, но не обязательно одинаковы). Если бы Аня вышла на 30 минут раньше, то они встретились бы на 2 км ближе к деревне Б. Если бы Боря вышел на 30 минут раньше, то встреча состоялась бы ближе к деревне A. На сколько?

7. Пловец плыл против течения и под мостом потерял мяч. Через 20 минут он заметил это, развернулся, и, плывя с той же скоростью, догнал мяч в 2 км от моста. Найдите скорость течения.

8. Три бегуна стартовали одновременно и бегут каждый со своей постоянной скоростью. Вслед им выехал через некоторое время тренер на мотороллере, догнал переднего бегуна, развернулся, доехал до заднего бегуна, развернулся и еще раз догнал переднего бегуна.  Таким образом, тренер трижды проезжал мимо среднего бегуна, и по 2 раза был возле остальных бегунов. Скрость мотороллера была постоянной. Известно, что в первый раз время тренера на езду от среднего бегуна до переднего равно времени от разворота возле заднего бегуна до обгона среднего. Докажите, что тренер обгонял (встречал) среднего бегуна через равные промежутки времени.

9. а) Три велогонщика ездят по кругу с различными постоянными скоростями. У них на троих есть одна фляжка с водой. Тот у кого фляжка, при встрече или обгоне другого гонщика передает ему фляжку. Может ли случиться, что как бы долго гонщики не ездили, к одному из них фляжка так никогда и не попадет?

б) Четыре велогонщика ездят по кругу с различными постоянными скоростями. У них на четверых есть одна фляжка с водой. Тот у кого фляжка, при встрече или обгоне другого гонщика передает ему фляжку. Может ли случиться, что как бы долго гонщики не ездили, к двум из них фляжка так никогда и не попадет?

Для самостоятельного решения

Дв1. Три друга гонят самогон, каждый своим аппаратом. У Труса течет жидкость крепостью a градусов, и стандартная бутыль наполняется за a часов; у Балбеса соответственно – b градусов и за b часов, у Бывалого – c градусов и за c часов. Для ускорения процесса друзья направили все шланги в одну бутыль и наполнили ее за сутки. Какова крепость смеси? (Примечание для непьющих: крепость – это процент содержания спирта).

Дв2. Александр Васильевич, идя домой вверх вдоль ручья со скоростью, в полтора раза большей скорости течения, по рассеянности бросил в ручей шляпу. Вскоре он заметил ошибку, бросил в ручей палку и побежал назад со скоростью вдвое большей, чем шёл вперед. Догнав плывущую шляпу, он схватил её, повернулся и пошёл вверх с первоначальной скоростью. Через 10 минут после этого он встретил плывущую по ручью палку. Насколько раньше он пришёл бы домой, если бы не заметил ошибку?

Дв3. По неподвижному эскалатору человек спускается быстрее, чем поднимается. Что быстрее: спуститься и подняться по поднимающемуся эскалатору или спуститься и подняться по спускающемуся эскалатору? (Предполагается, что все скорости, о которых идет речь, постоянны, причём скорости эскалатора при движении вверх и вниз одинаковы, а скорость человека относительно эскалатора всегда больше скорости эскалатора.)

Дв4. Дорожки парка идут вдоль краев двух квадратных газонов с одной общей стороной. Вокруг газонов (каждый вокруг своего) против часовой стрелки гуляют с постоянными скоростями Ватсон и на 20% быстрее него Холмс. Время от времени они встречаются на общей дорожке. Во второй раз они встретились через 10 минут после первого, а в третий – через 10 минут после второго. Через какое время они встретятся в 4-й раз?
Процессы: полуинвариант
15 июля

1. На Архипелаге Сыщик гоняется за Шпионом. Оба используют только маршрутные корабли, которые курсируют ежедневно между некоторыми островами. Каждый корабль отплывает утром и приплывает на остров назначения к вечеру. С пересадками можно добраться с любого острова на любой. Сыщик всегда знает, где сейчас Шпион, и поймает его, если окажется с ним на одном осторове. Сыщик может плыть в любой день, Шпион не плавает по пятницам. Как Сыщику поймать Шпиона? 

2. На доске написаны несколько натуральных чисел. Каждую минуту выбирают какие-то два из них (x и y) и заменяют их на числа x–2 и y+1. Докажите, что рано или поздно на доске появится отрицательное число.

3. а) На шахматной доске 100×100 королю разрешено ходить вправо, вверх или вправо-вверх по диагонали. Какое наибольшее число ходов он может сделать?
б) Королю разрешили еще ходить вправо-вниз по диагонали. Докажите, что он может сделать лишь конечное число ходов.

4. а) От прямоугольника 2012(24 отрезают прямым разрезом по квадрату, пока не останется квадрат. Найдите размер этого последнего квадрата.
 
б) От прямоугольника m(n (где m и n – целые) отрезают прямым разрезом по квадрату. Докажите, что рано или поздно останется квадрат и найдите его размер.
5. а) В клетках таблицы 99×99 расставлены плюсы и минусы. Если в каком-то ряду (строке или столбце) минусов больше чем плюсов, разрешается в этом ряду поменять все знаки на противоположные. Докажите, что через некоторое время и во всех строках, и во всех столбцах плюсов будет больше чем минусов. 

б) В клетках таблицы 99×99 расставлены целые числа. Если в каком-то ряду (строке или столбце) сумма отрицательна, разрешается в этом ряду поменять все знаки всех чисел на противоположные. Докажите, что через некоторое время сумма чисел в каждом из рядов будет неотрицательной. 

в) В клетках таблицы 99×99 расставлены числа (не обязательно целые). Если в каком-то ряду (строке или столбце) сумма отрицательна, разрешается в этом ряду поменять все знаки всех чисел на противоположные. Докажите, что через некоторое время сумма чисел в каждом из рядов будет неотрицательной. 

6. В строке в беспорядке записаны числа 1, 2,…, 100. Петя находит пару рядом стоящих чисел, где правое меньше левого, и меняет их местами. 
a) Докажите, что рано или поздно числа расположаться по порядку1, 2,…, 100.
б) Какое наибольшее число ходов могут продолжаться перестановки?

7. а) Докажите, что если отрезки AB и CD пересекаются, то AC + BD < AB + CD.

б) Из всех замкнутых ломаных с вершинами в данных точках выбрали самую короткую. Докажите, что эта ломаная несамопересекающаяся.
8. Есть куча из n камней. Разрешается заменять кучу на любое количество куч с меньшим количеством камней (возможно, различным в разных кучах). Докажите, что наступит момент, когда уже нельзя будет сделать ни одной такой операции. 

9. По окружности выписаны n натуральных чисел. Между каждыми двумя соседними числами вписывается их наибольший общий делитель. После этого прежние числа стирают, а с оставшимися проделывают ту же операцию. Докажите, что через несколько шагов все числа на окружности будут равны.

Для самостоятельного решения

Пи1. На плоскости дано 100 красных и 100 синих точек, никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, что можно провести 100 непересекающихся отрезков с разноцветными концами.
Пи2. В год выборов на Украине все города подняли над ратушами флаги – голубые либо оранжевые. Каждый день жители узнают цвета флагов у соседей в радиусе 100 км. Один из городов, где у большинства соседей флаги другого цвета, меняет свой флаг на этот другой цвет. Докажите, что со временем смены цвета флагов прекратятся.
Пи3. По одной стороне бесконечного коридора расположено бесконечное число комнат, занумерованных по порядку целыми числами, и в каждой стоит по роялю. В этих комнатах живет некоторое количество пианистов (в одной комнате могут жить несколько пианистов). Каждый день какие-то два пианиста, живущие в соседних комнатах – k-ой и (k+1)-ой, приходят к выводу, что они мешают друг другу и переселяются соответственно в (k–1)-ю и (k+2)-ю комнаты. Докажите, что через конечное число дней эти переселения прекратятся.

Пи4. Компания зрителей купила все билеты в один ряд, но села туда наугад, причем каждый оказался не на своем месте. Билетер может поменять местами любых двух соседей, сидящих не на своих местах, и так много раз (но не может пересаживать зрителя, уже попавшего на свое место). Верно ли, что при любой начальной рассадке билетер может действовать так, чтобы все расселись по своим местам?
Построения
15 июля

Схема решения задач на построение.

1. Анализ. Предположив, что объект уже построен, выявите его свойства.

2. Построение. При построении используются (если не оговорено другое) циркуль и линейка (идеальные), результаты анализа, стандартные приемы построения.

3. Доказательство. Докажите, что построенный объект удовлетворяет условиям задачи.
4. Исследование. Исследуйте, сколько решений у задачи при разных исходных данных.
Упр1. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и катету.

Упр2. Постройте центр данной окружности.

Упр3. Постройте треугольник ABC по сторонам AB, BC и углу при вершине A.
Вспомогательный треугольник

Зад1. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, проведенной к третьей стороне.

Зад2. Постройте равнобедренный остроугольный треугольник по боковой стороне и проведенной к ней высоте.
Зад3. Постройте треугольник по двум углам и периметру.
Зад4. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, проведенной к третьей стороне.

Теорема Фалеса

Зад5. На плоскости дан треугольник ABC. Постройте прямую, параллельную AB, отсекающую от треугольника трапецию, диагонали которой делятся в отношении а) 2:1, б) 3:1. 
Зад6. а) Дан угол и точка внутри него. Построить отрезок с концами на сторонах угла и серединой в этой точке.

б) Даны две непараллельные прямые и точка не лежащая на них. Постройте отрезок, у которого одна вершина совпадает с выбранной точкой, вторая – лежит на первой прямой, а середина лежит на второй прямой. 

Зад7. Разделите отрезок на n равных частей.

ГМТ

Зад8. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе и проведенной к ней высоте.

Зад9. Постройте треугольник по стороне, проведенной к ней медиане и радиусу описанной окружности.

Зад10. Постройте треугольник по стороне и двум высотам, опущенным из вершин этой стороны. 

Зад11. а) Постройте касательную к окружности из точки лежащей вне этой окружности. 

б) Постройте секущую к окружности, проходящую через данную точку и высекающую хорду данной длины. 

Для самостоятельного решения.

Пстр1. Постройте равнобедренный треугольник по углу при вершине и биссектрисе, проведенной к боковой стороне.
Пстр2. Постройте треугольник по трем медианам.

Пстр3. Постройте треугольник по стороне, прилежащему к ней углу и сумме двух других сторон.
Пстр4. Постройте четырехугольник по четырем углам и длинам двух противоположных сторон.

Пстр5. Даны две точки A и B. С помощью только циркуля постройте две точки, удаленные друг от друга на расстояние а) 2AB; б) 3AB.

Бином Ньютона
16 июля

Построим сетку показанную на рисунке. Посчитаем для каждого узла количество вариантов добраться до него из верхнего узла, при условии, что каждый раз можно ходить либо вправо-вниз, либо влево-вниз. Эту конструкцию называют треугольником Паскаля.
[image: image36.jpg]



Также будем нумеровать строки с ноля, т.е. строка (1,2,1) будет второй. 

Упр1. Напишите шестую и восьмую строки треугольника Паскаля.

Зад2. Докажите следующие равенства опираясь на треугольник Паскаля.
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г) 
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Упр3. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок, но до приведения подобных в 

а) (a+b+c+…+i+j)(k+l+…+y+z); 

б) (a+b)10?

Упр4. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок и приведения подобных в 

а) (x2+x+1)10; 

б) (a+b)n?

Теорема 5 (бином Ньютона)
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Упр6. Выпишите формулы для 

а) 
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Зад7. Докажите следующие свойства биномиальных коэффициентов алгебраически

а) 
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Упр8. Найдите значение выражения 

а) 
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Зад9. Пусть p – простое. Докажите, что

а) если 1(k(p–1, то 
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г) (малая теорема Ферма) 
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Зад10. Докажите, что 

а) 
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Теорема 11.
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Для самостоятельного решения

БН1. Докажите, что произведение k последовательных целых чисел делится на k!

БН2. Докажите, что 
[image: image59.wmf](

)

(

)

(

)

n

n

n

n

n

n

C

С

...

С

С

2

2

2

1

2

0

=

+

+

+

.

БН3. Докажите, что 
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БН4. Докажите, что 
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Теорема Бойяи-Гервина
16 июля

Определение. Два многоугольника равносоставлены, если один из них можно перекроить в другой (то есть разрезать на части, переложив которые, можно получить другой). Ясно, что любые два равносоставленных многоугольника равновелики.

Теорема 1 (Бойяи-Гервина) Всякие два равновеликих многоугольника равносоставлены.

1.1. Если многоугольники P и Q равносоставлены и многоугольники Q и R равносоставлены, то многоугольники P и R – тоже равносоставлены.

1.2. Всякий треугольник можно перекроить а) в параллелограмм; б) в прямоугольник.
1.3. Пусть два равновеликих параллелограмма с равными основаниями ABCD и ABEF расположены так, что точки C, E, D, F лежат на одной прямой именно в указанном порядке. Тогда эти параллелограммы равносоставлены.

1.4. Два равновеликих параллелограмма с равными основаниями равносоставлены.

1.5. Если a больше какой-нибудь стороны прямоугольника, то прямоугольник можно перекроить в параллелограмм со стороной a.

1.6. Если a больше какой-нибудь стороны прямоугольника, то прямоугольник можно перекроить в прямоугольник со стороной a.

1.7. Любые два равновеликих прямоугольника равносоставлены.

1.8. Любой треугольник можно перекроить в прямоугольник со стороной 1.

1.9. Фигуру, разбиваемую на треугольники, можно перекроить в прямоугольник со стороной 1.

1.10. Любые два равновеликих многоугольника равносоставлены.

Определение. Фигуры называются равнодополняемыми, если их можно получить, отрезая от равных фигур одну или несколько равных частей.

Упр2. Докажите, что равнодополняемые фигуры равновелики.

Упр3. Докажите, что параллелограмм равнодополняем некоторому прямоугольнику.

Теорема 4. Равновеликие многоугольники равнодополняемы.

Зад5. Придумайте какой-нибудь способ перекроить прямоугольник 3(1 в квадрат.

Зад6. Перекроите прямоугольник 3(4 в квадрат, разрезав его всего на 3 части!

Зад7. Перекроите прямоугольник 3(1 в квадрат, разрезав его не более чем на 6 частей.

Для самостоятельного решения

БГ1. Перекроите квадрат в правильный шестиугольник, разрезав его не более чем на а) 8 частей; б)* 5 частей.

БГ2. Перекроите квадрат в 3 равных квадрата, разрезав его не более чем на а) 10 частей; б) 7 частей.

БГ3. Перекроите квадрат в правильный треугольник, разрезав его не более, чем на а) 10 частей; б)* 5 частей.

БГ4. Пусть 
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. Перекроите квадрат со стороной c в два квадрата со сторонами a и b, разрезав его не более, чем на 5 частей (число частей не должно зависеть от a и b).

Чередование
16 июля

Обходы двудольных графов

1. Может ли конь обойти шахматную доску 7(7 так, чтобы побывать на каждом поле ровно по одному разу и вернуться последним ходом на исходное поле?

2. Отмечены вершины и центры граней куба и проведены диагонали всех граней. Можно ли по отрезкам этих диагоналей обойти все отмеченные точки, побывав в каждой из них ровно по одному разу?

Лемма 3. Пусть Г – двудольный граф с черными и белыми вершинами. 

а) Если в Г есть замкнутый цикл, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то вершин каждого цвета – поровну. 

б) Если в Г есть путь, проходящий через каждую вершину ровно по одному разу, то что число белых вершин отличается от числа черных вершин не более чем на 1.

4. Замок в форме треугольника со стороной 50 метров разбит на 100 треугольных залов со сторонами 5 м. В каждой стенке между залами есть дверь. Какое наибольшее число залов сможет обойти турист, не заходя ни в какой зал дважды?

Чередование комбинаций

5. Докажите, что следующие графы – двудольные: 

а) Вершины графа – расстановка пары фишек на шахматной доске. Две расстановки связаны ребром, если позиции получаются друг из друга ходом фишки на одну клетку по вертикали или горизонтали.

б) Вершины – расположения трех пронумерованных кузнечиков на прямой. Ребро – прыжок кузнечика ровно через одного другого. 

в) Вершины – расположения трех пронумерованных кузнечиков на плоскости (но не на одной прямой). Ребро – прыжок кузнечика, пересекающий отрезок с концами в двух других кузнечиках.  

г) То же, что (a) для n фишек


д) Вершины – перестановки из n чисел, ребра – расположения, получающиеся друг из друга перестановкой двух стоящих рядом чисел.

е) То же, что (д), но можно менять местами любые два числа.

ж) Вершины графа – это узлы клетчатой бумаги, ребра – отрезки фиксированной длины L.

Упр6. а) На прямой сидят три кузнечика. Каждую минуту один из них прыгает ровно через одного из других. Могут ли кузнечики ровно через 99 минут вернуться на исходные места?

б) Картонный треугольник катают по плоскости, переворачивая через стороны. Через 99 перекатываний он оказался в точности на исходном месте. Докажите, что треугольник – равнобедренный.

в) В строке чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 за один ход разрешено поменять местами любые два числа. Можно ли переставить числа в обратном порядке ровно за 100 ходов?

7. а) На две клетки шахматной доски выставляются черная и белая фишки. Разрешается по очереди передвигать их, каждым ходом сдвигая очередную фишку на любое свободное соседнее поле по вертикали или горизонтали. Может ли случиться, что после нескольких ходов все возможные расположения этих двух фишек на доске встретятся ровно по одному разу?

б) А если разрешается двигать фишки в любом порядке (не обязательно по очереди)? 

Синхронные маячки

Если два параметра синхронно меняют сосотояние на противоположное, то совпадение/несовпадение их состояний – инвариант. 

8. На плоскости лежал куб. Его перекатили несколько раз (через ребра) так, что куб снова оказался на исходном месте той же гранью вверх. Могла ли при этом верхняя грань повернуться на 90( относительно своего начального положения?

Для самостоятельного решения

Чрд1. Сто номерков выложили в ряд в порядке возрастания: 00, 01, 02, 03,..., 99. Затем номерки переставили так, что каждый следующий номерок стал получаться из предыдущего увеличением или уменьшением ровно одной из цифр на 1 (например, после 29 может идти 19, 39 или 28, а 30 или 20 – не может). Какое наибольшее число номерков могли остаться на своих местах? 

Чрд2. а) На каждом из полей верхней и нижней горизонтали шахматной доски стоит по фишке: внизу – белые, вверху – черные. За один ход разрешается передвинуть любую фишку на соседнюю свободную клетку по вертикали или горизонтали. За какое наименьшее число ходов можно добиться того, чтобы все черные фишки стояли внизу, а белые – вверху?

б) Тот же вопрос для доски 7(7.

Чрд3. Секретный объект представляет собой в плане квадрат 8×8, разбитый коридорами на квадратики 1×1 м. В каждой вершине такого квадратика – выключатель. Щелчок выключателя действует сразу на все выходящие из этой вершины метровые коридоры, меняя их освещенности на противоположные. Сторож-гном находится в углу полностью неосвещенного объекта. Он может ходить только по освещенным коридорам и щелкать выключателями любое число раз. Может ли он добиться того, чтобы от любого выключателя к любому другому он мог пройти не щелкая выключателями?

Чрд4.10 лмышат образовали дежурную команду для решения домашних задач. В команде всегда не менее 3 человек. Каждый час в команду добавляется один человек либо из неё исключается один человек. Можно ли будет перебрать все допустимые составы команды ровно по одному разу?

Чрд5. Клетки шахматной доски занумерованы числами от 1 до 64 так, что соседние номера стоят в соседних (по стороне) клетках. Какова наименьшая возможная сумма номеров на диагонали? 
Счастливые билеты
17 июля

Определение. Билет с шестизначным номером от 000000 до 999999 называется счастливым, если сумма его первых трех цифр равна сумме последних трех цифр.

Наша цель – найти количество счастливых билетов (КСБ).

Упр1. Докажите, что КСБ не более 100000.

Обозначение. ak – количество трехзначных номеров с суммой цифр k,
 
bk – количество шестизначных номеров с суммой цифр k.

Зад2. Докажите, что КСБ с суммой цифр 2k равно 
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Упр3. Найдите a) a4; б) a9.

Зад4. Докажите, что КСБ равно 
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Зад5. Докажите, что ak= a27–k
Зад6. Докажите, что КСБ равно 
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Определение. Рассмотрим все тройки неотрицательных целых чисел, удовлетворяющих уравнению x+y+z=k. Назовем нарушением, если x, y или z больше 9. Назовем тройку хорошей, если в ней нет нарушений и плохой в противном случае. Аналогично определяются плохие и хорошие шестерки.

Упр7. Найдите количество плохих троек при k=10 и k=11.

Зад8. Докажите, что при 10(k(19 количество плохих троек равно 3ak–10
Упр9. Найдите все ak при k=0,1,2,…,12,13 и вычислите КСБ.

Зад10. Докажите, что КСБ равно количеству шестизначных номеров с суммой цифр 27.

Зад11. Докажите, что КСБ<
[image: image66.wmf]5
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Зад12. Докажите, что при 10(k количество плохих шестерок ≤ 
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Зад13. Докажите, что КСБ > 
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Зад14. Докажите, что при данном k количество плохих шестерок с двумя нарушениями в данных местах равно 
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Зад15. Докажите, что КСБ=
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Для самостоятельного решения

СБ1. Найдите количество а) четырехзначных; б) восьмизначных счастливых билетов.

СБ2. В выражении (1+x2+x4)30+(1+x3+x6)20 раскрыли скобки и привели подобные. Сколько слагаемых получилось?
СБ3. Куб с ребром длины 20 разбит на 8000 единичных кубиков, и в каждом кубике записано число. Известно, что в каждом столбике из 20 кубиков, параллельном ребру куба, сумма чисел равна 1 (рассматриваются столбики всех трех направлений). В некотором кубике записано число 10. Через этот кубик проходит три слоя 1(20(20, параллельных граням куба. Найдите сумму всех чисел вне этих слоев.

СБ4. Выведите формулу, как в задаче 14, для количества восьмизначных счастливых билетов.

Дополнительные построения
19 июля

Параллельные прямые

1. а) В выпуклом четырехугольнике соединили середины соседних сторон. Докажите, что получился паралелограмм. 

б) В выпуклом четырехугольнике средняя линия образует равные углы с диагоналями. Докажите, что диагонали равны. 

2. Точка D взята на медиане BM треугольника ABC. Через точку D проведена прямая, параллельная стороне AB, а через точку C проведена прямая, параллельная медиане BM. Две проведённые прямые пересекаются в точке E. Докажите, что BE=AD.
3. Биссектриса угла при основании равнобедренного треугольника делит противолежащую сторону так, что отрезок, прилежащий к вершине треугольника, равен его основанию. Докажите, что эта биссектриса также равна основанию треугольника.
Спрямление

4. На отрезке AB выбраны точки С и D. На отрезках AC и BC построены в одну сторону правильные треугольники ACQ и BCP. Докажите, что QD + DP ≥ AB.

5. Внутри прямого угла с вершиной O взята точка C, а на его сторонах – точки A и B. Докажите, что 
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6. Точки D и E делят сторону АС треугольника АВС на три равные части. Докажите, что BD + BE < AB + BC.
7. На основании AC равнобедренного треугольника ABC выбрали точку D, а на его продолжении за вершину C – точку E, причем AD=CE. Докажите, что BD+BE>AB+BC.
Построение треугольника. 

8. В треугольнике АВС (А = 3(С. Точка D на стороне BC обладает тем свойством, что (ADC = 2 (С. Доказать, что АВ + AD = ВС.
9. В треугольнике ABC проведена биссектриса BL. Известно, что BL=AB. На продолжении BL за точку L выбрана точка K так, что 
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. Докажите, что BK=BC.
10. В треугольнике АВС (А = 700, (В = 800. Внутри треугольника взята точка М такая, что (АСМ = 100, (МВС = 200. Докажите, что СМ = АВ.
11. На стороне АС треугольника АВС взяты точки R и Т (R лежит между A и T) так, что BR = АВ/2, ВТ =ВС/2, ВМ = RT, где ВМ – медиана. Найти ( RBT, если (АВС = 150°.
Для самостоятельного

12. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС взяты точки D и Е соответственно так, что АD/DВ = ВЕ/ЕС = 2 и (АСВ = 2(DЕВ. Докажите, что треугольник АВС равнобедренный.
13. Внутри острого угла лежит точка A. Постройте треугольник ABC наименьшего периметра с вершинами B и C на разных сторонах угла.

14. Катет BC прямоугольного треугольника ABC с прямым углом C разделен точками D и E на три равные части. Докажите, что если BC = 3AC, то сумма углов AEC, ADC и ABC равна 90o. 
15. На продолжении наибольшей стороны AB треугольника ABC отложен отрезок BD за точку B, равный стороне BC. Докажите, что угол ACD тупой.
Равномерное распределение
19 июля

Чтобы распределить шоколад поровну, часто приходится ломать шоколадки. При построении примеров поищите возможность «разломать» даже если это сначала кажется невозможным.

1. На сковороде могут одновременно жариться 2 котлеты. Каждую надо обжарить с обеих сторон, причём для обжаривания одной стороны требуются 2 минуты. Можно ли поджарить 3 котлеты меньше чем за 7 минут?

2. Четыре кузнеца должны подковать пять лошадей. У каждой лошади надо подковать все 4 ноги, каждый кузнец тратит на одну подкову пять минут. Можно ли закончить работу быстрее, чем за полчаса? (Лошадь не может стоять на двух ногах.)

3. Десять гномов вместе выпивают ведро молока за минуту. Каждый гном пьет молоко с некоторой постоянной скоростью, но скорости у разных гномов могут быть разные. Докажите, что если разлить молоко поровну в 10 бутылок, то гномы тоже смогут управиться с ним за минуту. (Из каждой бутылки в каждый момент может пить только один гном, но разрешается любое число раз обмениваться бутылками, обмен происходит мгновенно. Гномы пьют каждый со своей скоростью).

Иногда вместо суммы удобнее считать сумму, умноженную на какое-то число. Тогда слагаемые можно считать по нескольку раз (лучше одинаковое число раз). 

4. В клетках прямоугольной таблицы записаны числа. Известно, что на объединении любой строки и столбца сумма чисел положительна. Докажите, что сумма чисел в таблице тоже положительна.
5. По кругу стоят 100 целых чисел. Произведение любых семи подряд – точный куб. Докажите, что каждое число – точный куб.

6. а) Дано 4-значное число A. В его записи нет нулей, все цифры различны, а сумма цифр равна 20.  На доску выписали A и все числа, полученные из A перестановками цифр. Чему равна сумма выписанных чисел?

б) Выписали все числа меньшие 100000, у которых сумма цифр кратна 7. Докажите, что сумма всех чисел тоже кратна 7.

Распределение ресурса

Справедливое(оптимальное) распределение ресурса обычно достигается при равенстве. Главное – понять, что приравнивать.

7. Трое путников сели вместе обедать. Первый выложил на стол три булки, второй – пять булок. Ели поровну. Третий решил заплатить за хлеб и выложил 8 монет. Как должны первые двое разделить между собой монеты?

8. Покрышки на двух передних колесах изнашиваются (и должны быть сменены) после пробега в 15000 км, на двух задних – после 10000 км. Есть 4 новые покрышки. Какое наибольшее расстояние может проехать машина до их замены? 

9. Мальчики Ваня и Федя и их папа собрались в госте к дяде, который живет в поселке в 40 км от них по шоссе. У их папы есть мотороллер, скорость которого 25 км/ч и есть лишь одно место для пассажира. Для экономии времени Ваня выходит пешком, а Федю папа провозит некоторое расстояние по шоссе. Дальше Федя идет пешком, а папа разворачивается, доезжает до Вани, сажает и довозит до дяди. Через какое наименьшее время все трое смогут собраться у дяди, если мальчики ходят со скоростью 5 км/ч? 
10. На старт "Веселого забега" на 3000 м выходит команда из Маши и Алины. Им выдается один одноместный самокат. Дорожка – прямая, стартуют все одновременно, возвращаться нельзя, а в зачет идет время последнего. Маша бегает со скоростью 100 м/мин, Алина – 150 м/мин, а на самокате обе ездят со скоростью 300 м/мин. За какое наименьшее время команда может пройти дистанцию?

11. На часовую, минутную и секундную стрелки часов в полночь сели три мухи. Если одна стрелка обгоняет другую, мухи меняются местами. Как известно, с полуночи до полудня тройных совпадений стрелок больше не случается. Сколько оборотов сделает муха, севшая первоначально на минутную стрелку?

12. В магазин завезли 20 кг сыра, за ним выстроилась очередь. Отпустив сыр очередному покупателю, продавщица безошибочно подсчитывает средний вес покупки по всему проданному сыру и сообщает, на сколько человек хватит оставшегося сыра, если все будут покупать именно по этому среднему весу. Могла ли продавщица после каждого из первых 10 покупателей сообщать, что сыра хватит еще ровно на 10 человек? Если да, то сколько сыра осталось в магазине после первых 10 покупателей?

Для самостоятельного решения

РР1. На старт "Веселого забега" на 3000 м выходит команда из Саши, Вадика и Руслана. Им выдается один одноместный самокат. Дорожка – прямая, стартуют все одновременно, а в зачет идет время последнего. Придумайте план забега, если Саша  бегает со скоростью 100 м/мин, Вадик – 125 м/мин, Руслан – 150 м/мин, а на самокате ездят все со скоростью 250 м/мин? За какое наименьшее время команда может пройти дистанцию?

РР2. Автобус, едущий по маршруту длиной 100 км, снабжен компьютером, показывающим, сколько времени осталось до прибытия в конечный пункт. Это время рассчитывается исходя из предположения, что средняя скорость автобуса на оставшемся участке маршрута будет такой же, как и на уже пройденной его части. Спустя 40 минут после начала движения ожидаемое время до прибытия составило 1 час и оставалось таким еще в течение пяти часов. Могло ли такое быть? Если да, то сколько километров проехал автобус к окончанию этих пяти часов?

РР3. Ваня и Федя живут в поселках, между которыми по прямому шоссе 30 км, а их дядя – ровно посередине между ними. Дядя пригласил племянников в гости. У дяди есть мотороллер, скорость которого 20 км/ч. Для экономии времени все стартуют одновременно: ребята выходят пешком, а дядя выезжает на мотороллере, по очереди подбирает племянников на дороге и подвозит к себе домой. За какое наименьшее время все могут добраться к дяде, если Ваня ходит со скоростью 4 км/ч, а Федя - 5 км/ч?
РР4. Купившему головку сыра весом 3 кг магазин предлагает призовую игру. Покупатель режет головку на 4 куска, а продавец выбирает из этих кусков один или несколько и раскладывает их на одну или на обе чаши весов. При неравновесии продавец обязан за счет магазина добавить призовой кусок сыра, уравновешивающий чаши. Продавец старается сделать приз поменьше, а покупатель – побольше. Найдите вес призового куска при наилучших действиях сторон.
Редукция, индукция и рекурсия
20 июля

1. Четырёхлетний Сёма умеет писать только цифры 4 и 7. Докажите, что он может написать число с любой суммой цифр больше 17.
2. На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость n прямых?
3. Разрежьте треугольник на а) 4 б) 16 в) 25 г) 1000 д) n>6 меньших треугольников c такими же углами, как у исходного. 
4. а) Найдите набор из 5 гирь, которыми можно набрать любой целый вес от 1 до 31 г.
б) Найдите набор из 6 гирь общим весом 60 г, которыми можно набрать любой целый вес от 1 до 60 г.

в) Докажите, что если 2k–1 ( n < 2k, то есть набор из k гирь общим весом n г, которыми можно набрать любой целый вес от 1 до n г.
5. Докажите, что 

а) каждое неоднозначное число больше произведения своих цифр.

б) 2n > n2 при всех натуральных n.

9. 6. а) Незамкнутая цепочка составлена из 7 звеньев. Известно, что одно из звеньев – фальшивое, легче остальных. Как, раскрыв не более двух звеньев, при помощи взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти фальшивое звено? (Число взвешиваний не ограничено. При раскрывании звена цепочка распадается на 3 части: это звено, цепочка слева от звена и цепочка справа.)

б) А как найти фальшивое в цепочке из 63 звеньев, раскрыв 5 звеньев?

в) Для какого наибольшего n можно найти одно фальшивое звено в цепочке из n звеньев, если разрешается раскрыть не более чем k звеньев?

7. В прямоугольнике 3(n (3 строки, n столбцов) расставлены фишки трех цветов по n штук каждого цвета. Докажите, что переставляя фишки в строчках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки всех трех цветов.

8. 10 бандитов ограбили банк на миллион долларов и уселись в ряд за стол делить деньги. Сначала первый предлагает, кому сколько: мне столько-то, второму столько-то и т.д., и все 10 голосуют. Если «за» не менее половины, то предложение принимается, каждый получает предложенную долю, и все расходятся. Если более половины голосуют «против», первого убивают, и тогда уже второй бандит предлагает кому сколько на тех же условиях, и т.д.

Каждый бандит руководствуется в первую очередь желанием выжить, во вторую (если жизнь вне опасности) – получить побольше денег, в третью (если на жизнь и сумму это не влияет) – не убивать без необходимости (дело-то не последнее!). Как распределятся деньги, если все бандиты будут действовать и рассуждать абсолютно логически?

9. В клетчатом квадрате n×n стерли все клетки выше главной диагонали, идущей из левого верхнего в правый нижний угол. В каждую клетку оставшейся «лесенки» записывают 0 или 1, при этом, если в какой-то клетке написана единица, то и в соседних с ней по стороне слева и сверху также должна стоять единица. Сколькими способами это можно сделать?
Задачи для самостоятельного решения

И0. Доказать тождества: 

а) 12+22+…+n2 == 
[image: image73.wmf]3
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б) 13+23+…+n3=(1+2+…+n)2.

И1. а) Отметьте на плоскости 10 точек, которые нельзя зачеркнуть тремя прямыми, но любые 9 из них – можно.

б) Отметьте на плоскости 55 точек, которые нельзя зачеркнуть 9-ю прямыми, но любые 54 из них – можно. 
И2. Есть двухчашечные весы. При взвешивании груза гири можно класть на одну или на обе чаши весов. 

а) Найдите набор из 4 гирь, которыми можно взвесить любой груз целого веса от 1 до 80 г.

б) Дано натуральное число k. Для каких n есть набор из не более чем k гирь общим весом n, которыми можно взвесить любой груз целого веса от 1 до n?

И3. Можно ли отметить на плоскости несколько точек так, чтобы на расстоянии 1 от каждой отмеченной точки находилось ровно 10 отмеченных?

И4. Отряд девочек отправился в поход. После того, как они вернулись, их родителям стало известно, что хотя бы одна из них искупалась в походе без разрешения, и каждый решил высечь свою дочь, если узнает о том, что она купалась. Каждое утро девочки ходят в школу и обмениваются слухами о том, кто искупался в походе и кого высекли родители, которые сообщают вечером родителям (исключая информацию о том, купались ли они сами). Через 13 дней несколько отцов, получив очередную порцию информацию, догадались о провинности их дочерей и высекли их. Сколько детей получило в этот вечер наказание?

И5. Есть 2n монет двух различных весов, монет каждого веса поровну. Как на чашечных весах без гирь гарантированно найти две монеты разного веса не более чем за n взвешиваний?

Задача о короле и ладье
20 июля

Клетки шахматной доски n(n раскрашены в синий и желтый цвета. Докажите, что либо ладья может пройти по синим клеткам с нижнего края на верхний, либо король может пройти с левого края на правый по желтым клеткам (то есть из двух возможностей всегда есть ровно одна!)

Пусть ладья не может пройти как требуется. Добавим снизу синюю горизонталь, перекрасим недостижимые с нее синие клетки в белый цвет, и сделаем жирными все стороны отрезков, отделяющие синюю клетку от желтой.

Лемма1. Из каждого внутреннего узла выходит четное число жирных отрезков.

Лемма2. На верхней и нижней границах нет концов жирных отрезков.

Лемма3. На правой и левой границе есть концы жирных отрезков.

Лемма4. Змейка может по жирным отрезкам проползти с левого края на правый.

Теорема5. Король может пройти по желтым клеткам с левого края на правый.

Лемма6. Если есть такая раскраска, что могут пройти и ладья, и король, то найдется раскраска для доски вдвое больших размеров, на которой ладья может пройти снизу вверх по синим и слева направо по желтым клеткам.

Клетки, которые не требуются для проходов ладьи, сделаем белыми (не цветными!). Назовем такую раскраску неожиданной.

Лемма7. В неожиданной раскраске нет целиком желтой горизонтали.

Занумеруем горизонтали снизу вверх, и номер горизонтали назовем высотой клетки. Выберем для доски данного размера минимальную неожиданную раскраску – то есть раскраску с наименьшей возможной суммой высот цветных клеток (почему такая найдется?).

Лемма8. На минимальной раскраске у каждой цветной клетки не более двух соседей ее цвета.

Ситуацию, когда в квадратике 2(2 ровно три клетки – цветные одного цвета, а оставшаяся клетка – нижняя, назовем уголком, при этом оставшуюся клетку квадратика назовем дополнением, а клетку по диагонали от нее – вершиной уголка.

Лемма9. В неожиданной раскраске есть уголок.

Упр10. Дополнение уголка либо белая клетка, либо крайняя клетка маршрута противоположного цвета, либо вершина уголка противоположного цвета.

Лемма11. Если дополнение уголка – белая клетка, то раскраска не минимальна.

Лемма12. Если дополнение уголка – крайняя клетка маршрута противоположного цвета, то раскраска не минимальна.

Лемма13. Дополнение уголка с минимальной суммой высот не является вершиной другого уголка.

Лемма14. Неожиданных раскрасок не существует.

Теорема15. При любой раскраске в два цвета верно ровно одно из двух: либо ладья может пройти по синим клеткам снизу вверх, либо король может пройти по желтым клеткам справа налево.

Лемма16. Если существуют две непересекающиеся ломаные внутри квадрата, одна из которых соединяет верхнюю сторону с нижней, а вторая – правую с левой, то существует неожиданная раскраска некоторой шахматной доски.

Теорема17. Если внутри квадрата проведены две ломаные, одна из которых соединяет верхнюю сторону с нижней, а вторая – правую с левой, то эти ломаные пересекаются.

Для самостоятельного решения

КЛ1. а) Электрическая схема имеет вид решетки 3(3: всего в схеме 16 узлов (вершины квадратиков решетки), которые соединены проводами (стороны квадратиков решетки). Возможно часть проводов перегорела. За одно измерение можно выбрать любую пару узлов схемы и проверить, проходит ли между ними ток (то есть проверить, существует ли цепочка неперегоревших проводов, соединяющих эти узлы). В действительности схема такова, что ток проходит от любого узла к любому. За какое наименьшее число измерений всегда можно в этом удостовериться?
б) Тот же вопрос для схемы, которая имеет вид решетки 7(7 (всего 64 узла).

КЛ2. Клетки шахматной доски n(n раскрашены в синий и желтый цвета. Докажите, что ферзь может выбрать цвет так, что он мог гулять по всем клеткам этого цвета, не наступая на клетки другого цвета (перепрыгивать можно!).

КЛ3. Шах разбил свой квадратный одноэтажный дворец на 64 одинаковые квадратные комнаты, разделил комнаты на квартиры (проделав двери в некоторых перегородках между комнатами) и в каждой квартире поселил по жене. Жены могут ходить по всем комнатам своей квартиры, не заходя к другим. Известно однако, что в каждой комнате есть стенка, общая с какой-нибудь другой квартирой. Какое наименьшее число жен может быть у шаха?
Спрямление через симметрию и параллельный перенос
20 июля

1. а) По одну сторону от прямого узкого шоссе расположены две деревни. В каком месте на шоссе нужно построить автобусную остановку, чтобы сумма расстояний от деревень до остановки была наименьшей? 

б) Между параллельными прямыми  l и m расположены точки P и Q. Постройте точки A и B на прямых l и m  соответственно так, чтобы длина ломаной PABQ была наименьшей? 

2. Две деревни расположены по разные стороны от реки с параллельными прямолинейными берегами. В каком месте на реке нужно построить мост (перпендикулярно береговой линии), чтобы путь из одной деревни в другую был кратчайшим?

3. Полуостров представляет собой а) острый угол; б) тупой угол, внутри которого находится дом лесника. Как леснику, выйдя из дома, добраться до одного берега полуострова, затем до другого и вернуться домой, пройдя при этом по самому короткому пути?

4. Точку A, лежащую внутри острого угла, отразили симметрично относительно сторон угла. Полученные точки B и C соединили между собой. Точки пересечения отрезка BC со сторонами угла обозначили через D и E. Докажите, что BC > 2DE.

5. В треугольнике ABC AB=AC, BK – биссектриса. Докажите, что BK < 2CK.

6. Вершины четырехугольника лежат на четырёх сторонах квадрата. Докажите, что периметр четырехугольника не меньше удвоенной диагонали квадрата.

7. Перекресток представляет собой две перпендикулярные полосы, разбивающие плоскость на 4 угла. В противоположных углах (не на границе дороги) стоят Искандер и ларек с шоколадками. Как пройти Искандеру до его любимой еды, если дорогу можно переходить только под прямым углом?

8. а) В треугольнике ABC отмечена точка D. Докажите, что периметр треугольника ABD не превосходит периметра треугольника ABC. 

б) Один треугольник расположен внутри другого. Докажите, что периметр внутреннего треугольника меньше.

в) Один выпуклый многоугольник расположен внутри другого. Докажите, что периметр внутреннего многоугольника меньше.

г) Точки D и E делят сторону АС треугольника АВС на три равные части. Докажите, что BD + BE < AB + BC.

9. CH ‑ высота остроугольного треугольника ABC, в котором (B > (2A. Докажите, что 2AH > AB + BC.

10. На плоскости даны треугольник ABC и такие точки D и E , что [image: image74.png]


ADB = [image: image75.png]


BEC = 90o . Докажите, что длина отрезка DE не превосходит полупериметра треугольника ABC.

Жадный алгоритм
21 июля

Алгоритм – это способ достижения цели через жестко определенную последовательность шагов. Когда в ответе надо предъявить алгоритм, естественно рассматривать его как составную конструкцию. Типичные примеры: выигрышная или ничейная стратегия в играх. Кроме того, алгоритмы регулярно возникают в задачах на испытания. Если цель – максимум какой-то величины, то ее часто достигают с помощью «жадного алгоритма», то есть добиваясь максимально возможного приращения на каждом шаге.

1. На блюде лежат несколько кусков сыра. Сначала Костя берет себе один из полученных кусков, потом Ваня – один из оставшихся кусков, затем снова Костя и т.д. пока не разберут весь сыр. Докажите, что Костя всегда сможет взять себе сыра не меньше Вани по общему весу. 

2. На столе лежат 100 коробок с 1, 2, 3, …, 100 конфетами. Саша и Искандер по очереди берут по одной коробке за ход, начинает Саша. Каждый старается получить в сумме как можно больше конфет. Каков результат игры при наилучших действиях сторон?

3. На блюде лежат 11 кусков сыра. Сначала Маша может разрезать каждый кусок на два. Затем Альбина берет себе один из полученных кусков, потом Маша – один из оставшихся кусков, затем снова Альбина и т.д. пока не разберут весь сыр. Каждая старается получить как можно больше. Каков результат игры при наилучших действиях сторон?

Бывает полезно ввести вспомогательную величину для оптимизации. 

4. За какое наименьшее число ходов конь может пройти из левого нижнего угла доски 100×100 в правый верхний?

5. На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость n окружностей?

Отклонение от жадности

Часто можно показать, что жадный алгоритм не достигает результата. Доказав недостижимость, подумайте, нельзя ли из этого извлечь указания, и достичь результата, следующего за жадным.

6. ABCD – квадрат со стороной 8. Разрешено делать шаги длины 1, не выходя за пределы квадрата. За какое наименьшее число шагов можно пройти из A в C?

7. В банке работают 2002 сотрудника. Все сотрудники пришли на юбилей, и их рассадили за один круглый стол. Известно, что зарплаты сидящих рядом различаются на 2 или 3 доллара. Какой наибольшей может быть разница двух зарплат сотрудников этого банка, если известно, что все зарплаты сотрудников различны?

8. а) На каждом из полей верхней и нижней горизонтали шахматной доски стоит по фишке: внизу – белые, вверху – черные. За один ход разрешается передвинуть любую фишку на соседнюю свободную клетку по вертикали или горизонтали. За какое наименьшее число ходов можно добиться того, чтобы все черные фишки стояли внизу, а белые – вверху?

б) То же для доски 9×9. 

9. Назовем треугольники сходными, если у них совпадают по длине по две стороны. За один ход можно заменить треугольник на сходный. За какое наименьшее число ходов можно из правильного треугольника со стороной 10 получить правильный треугольник со стороной 1? 

Для самостоятельного решения

ЖА1. На столе лежат несколько кусков шоколада, самый большой весит b. Петя начинает, и они с Васей по очереди съедают по куску, пока не съедят всё. Докажите, что при наилучших действиях Васи Петя сможет съесть больше Васи не более, чем на b. 
ЖА2. На блюде лежат 15 кусков сыра двух весов. Сначала Вася может разрезать некоторые из этих кусков (но не все) каждый на две части так, чтобы снова все куски были только двух весов. Затем Петя берет себе один из кусков, потом Вася – один из оставшихся кусков, затем снова Петя и т.д. пока не разберут весь сыр. Каждый старается получить как можно больше. Каков результат игры при наилучших действиях сторон?

ЖА3. Два мага сражаются друг с другом. Вначале они оба парят над морем на высоте 100 м. Маги по очереди применяют заклинания вида “уменьшить высоту парения над морем на a м у себя и на b м у соперника”, где a, b – действительные числа, 0 < a < b. Набор заклинаний у магов конечен и одинаков, их можно использовать в любом порядке и неоднократно. Маг выигрывает дуэль, если после чьего-либо хода его высота над морем будет положительна, а у соперника – нет. Существует ли такой набор заклинаний, что второй маг может гарантированно выиграть (как бы ни действовал первый)?

ЖА4. На первой горизонтали шахматной доски стоят 8 одинаковых черных ферзей, а на последней – 8 одинаковых белых ферзей. За какое минимальное число ходов белые ферзи могут обменяться местами с черными? Ходят белые и черные по очереди, по одному ферзю за ход.

Построения 2
21 июля

1. Даны прямая m, точка A, лежащая на m, и точка B вне ее. Постройте окружность проходящую через A и B и касающуюся m. 

2. На плоскости даны прямая l и точка A. Постройте прямую, составляющую данный угол с прямой l и лежащей на данном расстоянии от A. 

3. Постройте параллелограмм, у которого две соседние вершины даны, а две другие лежат на данной окружности. 

4. Постройте трапецию по непараллельным сторонам, одному из углов при основании и сумме оснований. 

5. Построить трапецию по сумме оснований, углу между продолжениями боковых сторон, боковой стороне и углу между ней и основанием. 

6. На плоскости даны три точки A, B и C. Проведите через точку A прямую так, чтобы сумма расстояний от нее до точек B и C было данной длины. 

7. Даны три точки A, B и C. Объясните, как построить три окружности, попарно касающиеся в этих точках.

8. Даны окружность и прямая m, ее не пересекающая. Объясните, как построить окружность, которая касается данной окружности и данной прямой в заданной точке Q, принадлежащей этой прямой.

Для самостоятельного решения

9. С помощью циркуля и линейки разделите угол 19° на 19 равных частей.

10. На клочке бумаги нарисованы две прямые, образующие угол, вершина которого лежит вне этого клочка. С помощью циркуля и линейки проведите ту часть биссектрисы угла, которая лежит на клочке бумаги.

11. Дана прямая и точка вне ее. Опустите из нее перпендикуляр на прямую проведя три линии. 

Геометрические примеры и алгоритмы
22 июля

Увидеть знакомое

1. Можно ли отметить на плоскости 6 точек и провести 6 прямых так, чтобы на каждой прямой было две отмеченные точки и по обе стороны от нее лежало по две отмеченные?

2. При каком наименьшем n найдется n-угольник, который можно разрезать на 

а) 3 равные части; б) 4 равные части; в) 5 равных частей; г) 10 равных частей; д) 13 равных частей?
Преодолеть инерцию мышления

3. На какое наибольшее число частей могут разбить четырехугольник две прямые?

4. Прямая не проходит через вершины многоугольника, но пересекает все его стороны. Может ли в многоугольнике быть а) 28 сторон? б) 29 сторон?

Как такое может быть?

5. Можно ли разрезать какой-нибудь треугольник на четыре выпуклые фигуры: треугольник, четырехугольник, пятиугольник и шестиугольник?

6. Ваня утверждает, что он может нарисовать шестиугольник и, проведя прямую через две его вершины, отрезать от него семиугольник. Не ошибается ли Ваня?

7. Барон Мюнхгаузен утверждает, что смог разрезать некоторый равнобедренный треугольник на три треугольника так, что из любых двух частей тоже можно было сложить равнобедренный треугольник. Не хвастает ли барон?

Покрытия

8. На сторонах остроугольного треугольника как на диагоналях построили три квадрата. Докажите, что квадраты полностью накрыли треугольник.

9. а) На столе лежат пять одинаковых бумажных треугольников. Каждый из них разрешается сдвигать в любом направлении, не поворачивая. Верно ли, что всегда любой из этих треугольников можно накрыть четырьмя другими?

б) На столе лежат пять одинаковых равносторонних бумажных треугольников. Каждый из них разрешается сдвигать в любом направлении, не поворачивая. Докажите, что любой из этих треугольников можно накрыть четырьмя другими.

10. Дан остроугольный треугольник ABC. Его покрывают тремя кругами, центры которых лежат в вершинах, а радиусы равны высотам, проведённым из этих вершин. Докажите, что каждая точка треугольника покрыта хотя бы одним из кругов.

Для самостоятельного решения

ГА1. Нарисуйте шестиугольник и проведите через две его вершины прямую, которая разбивает его на два пятиугольника. 

ГА2. Пусть на плоскости отмечено несколько точек. Назовем прямую нечестной, если она проходит ровно через три отмеченные точки, и по разные стороны от нее отмеченных точек не поровну. Можно ли отметить 7 точек и провести для них 5 нечестных прямых?

ГА3. На плоскости нарисован черный квадрат. Имеется семь квадратных плиток того же размера. Нужно положить их на плоскости так, чтобы они не перекрывались и чтобы каждая плитка покрывала хотя бы часть черного квадрата (хотя бы одну точку внутри него). Как это сделать?

ГА4. В прямоугольнике одна сторона вдвое больше другой. Он разбит на меньшие прямоугольники (возможно, неодинаковые). Докажите, что каждый из меньших прямоугольников можно разрезать на две части и сложить из них всех два равных квадрата так, чтобы в каждый из квадратов вошли части из всех меньших прямоугольников. 

Перевод на другой язык (изоморфизм)
22 июля
How much is five plus seven?

Задача, переведенная на другой язык, может оказаться гораздо легче. Не забудьте только перевести решение обратно!

1. Докажите, что а) сумма первых n нечетных чисел равна n2;

б) 1+4(2+4(4+…+4(2n=(2n+1) 2.

2. Найдутся ли 6 различных дробей вида 1/k так, чтобы сумма первых трех была равна сумме остальных?

3. а) На пустой шахматной доске двое играющих по очереди двигают коня. Двигать можно только влево-вниз. Кто не сможет сделать ход – проиграл. Найдите все клетки, начав с которых первый может выиграть, как бы хорошо не играл противник.

б) В двух коробочках лежат орехи, в каждой не более семи. Играют двое. За один ход нужно взять три ореха – два из одной коробочки, третий – из другой. Найдите все позиции, начав с которых первый может выиграть, как бы хорошо не играл противник.

Переводят обычно на знакомый язык, где начинает работать интуиция!

4. а) Можно ли расставить числа 1, 2, 3, 4, 5, 6 в строку так, чтобы соседи отличались не меньше чем на 3?

б) Сколько есть замкнутых маршрутов хромой ладьи по всем полям доски 4×4? 
в) Летучая ладья ходит как обычная, только не может пойти на соседнее поле. Сколько есть замкнутых маршрутов летучей ладьи по всем полям доски 4×4?

5. а) Капитаны Боб и Иван состязаются в изготовлении и употреблении крепких напитков. Боб сделал коктейль из рома и портвейна, а Иван смешал водку с брагой. Известно, что ром крепче водки, а портвейн крепче браги. Могла ли смесь Ивана оказаться крепче коктейля Боба? (Крепость – это процент алкоголя в смеси).

б) Имеется два дома, в каждом по два подъезда. Жильцы держат кошек и собак, причём доля кошек (отношение числа кошек к общему числу кошек и собак) в первом подъезде первого дома больше, чем доля кошек в первом подъезде второго дома, а доля кошек во втором подъезде первого дома больше, чем доля кошек во втором подъезде второго дома. Обязательно ли доля кошек в первом доме больше доли кошек во втором доме?

6. Следующая игра является переводом на другой язык одной очень популярной игры. Какой?

«На столе лежат 9 карточек с числами от 1 до 9. Двое играющих по очереди берут по одной карточке. Выигрывает тот, кто первым после своего хода сможет выложить три карточки с суммой 15.»

Геометрические задачи можно перевести в алгебраические, введя координаты. Но с помощью координат можно и алгебраические задачи решать на геометрическом языке!

7. Докажите неравенство для положительных чисел a,b,c,d: 
8. Три бегуна стартовали одновременно и бегут каждый со своей постоянной скоростью. Вслед им выехал через некоторое время тренер на мотороллере, догнал переднего бегуна, развернулся, доехал до заднего бегуна, развернулся и еще раз догнал переднего бегуна.  Таким образом, тренер трижды проезжал мимо среднего бегуна, и по 2 раза был возле остальных бегунов. Скорость мотороллера была постоянной. Известно, что в первый раз время тренера на езду от среднего бегуна до переднего равно времени от разворота возле заднего бегуна до обгона среднего. Докажите, что тренер обгонял (встречал) среднего бегуна через равные промежутки времени.

Переводят для того, чтобы обойти препятствие: так, туристы, идущие вдоль берега и натолкнувшиеся на скалы, могут обойти их, временно переправившись на другой берег.

9. На доске выписаны числа 1, 
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99

. За одну операцию пара выбранных чисел a и b заменяется на ab+a+b. После 99 операций осталось одно число. Какое?

Для самостоятельного решения

Я1. Докажите неравенство
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Я2. На доске написаны в порядке возрастания два натуральных числа x и y 
(x ( y). Петя записывает на бумажке x2 (квадрат первого числа), а затем заменяет числа на доске числами x и y – x, записывая их в порядке возрастания. С новыми числами на доске он снова проделывает ту же операцию, и так далее, до тех пор, пока одно из чисел на доске не станет нулем. Чему будет в этот момент равна сумма чисел на Петиной бумажке?

Я3. На доске выписаны числа 1, 
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. За одну операцию пара выбранных чисел a и b заменяется на отношение их произведения к их сумме. После 99 операций осталось одно число. Какое?

Я4. За круглым столом были приготовлены 12 мест для жюри с указанием имени на каждом месте. Николай Николаевич, пришедший первым, по рассеянности сел не на свое, а на следующее по часовой стрелке место. Каждый член жюри, подходивший к столу после этого, занимал свое место или, если оно уже было занято, шел вокруг стола по часовой стрелке и садился на первое свободное место. Возникшее расположение членов жюри зависит от того, в каком порядке они подходили к столу. Сколько может возникнуть различных способов рассадки жюри?

Принцип крайнего
22 июля

Идея 1. Нужным свойством часто обладает крайний (наибольший, наименьший) объект.

1. На шахматной доске стоят несколько ладей. Докажите, что некоторая ладья бьет не более двух других.

2. На листке написано несколько натуральных чисел. Известно, что для любых двух найдется на листке число кратное им обоим. Докажите, что на листке есть число кратное всем.

3. В порядке возрастания весов лежат несколько мешков. Есть чашечные весы без гирь. За какое наименьшее число взвешиваний кладовщик Васильич может проверить, что любая пара мешков тяжелее любого другого мешка?

Идея 2. Узкое место. Крайние свойства могут быть и у объекта, с виду расположенного где-то в середине.

4. а) Можно ли натуральные числа от 1 до 99 выписать в строку так, чтобы разность любых двух соседних (из большего вычитается меньшее) была не меньше 50? 

б) Тот же вопрос для чисел от 1 до 100?

5. Легко распилить кубик 3×3×3 на 27 кубиков шестью распилами. Можно ли уменьшить число распилов, если части разрешается перекладывать и пилить по несколько частей сразу?

Идея 3. Критический момент часто случается в конце процесса.
6. Саша выставляет на пустую шахматную доску ладьи: первую – куда захочет, а каждую следующую ставит так, чтобы она побила (в этот момент) нечетное число ранее выставленных ладей. Какое наибольшее число ладей он сможет так выставить?

7. Маляр-хамелеон ходит на одну клетку как обычная ладья. Придя на клетку, он либо принимает ее цвет, либо перекрашивает ее в свой цвет. Белый маляр ставится на черную доску. а) Может ли он добиться шахматной раскраски? б)* Найдите все раскраски, которых он может добиться?

Идея 4. Цепочку рассуждений выгодно начать с края, с узкого места.
8. В 100-угольнике длина каждой стороны равна полусумме длин соседних сторон. Докажите, что длины всех сторон равны. 

9. На доске были написаны 5 чисел. Сложив их попарно, получили следующие 10 чисел: 0, 2, 4, 4, 6, 8, 9, 11, 13, 15. Какие числа были написаны?
Разнобой

10. На клетчатой доске 100×100 стоит несколько ладей. Докажите, что их можно раскрасить в 3 цвета так, чтобы ладьи одного цвета друг друга не били.

11. На столе лежат несколько круглых монет, касаясь, но не перекрывая друг друга. Докажите, что какая-то монета касается не более пяти других. (Размеры монет могут быть любыми).

Для самостоятельного решения

Кр1. На каждой клетке шахматной доски вначале стоит по ладье. Каждым ходом можно снять с доски ладью, которая бьет нечетное число ладей. Какое наибольшее число ладей можно снять? 

Кр2. По кругу записаны 30 чисел, каждое равное модулю разности двух следующих за ним по часовой стрелке (то есть разности с отброшенным знаком). Сумма всех чисел равна 300. Что это за числа и в каком порядке записаны?

Кр3. За день в библиотеке побывало 100 читателей, каждый по разу. Оказалось, что из любых трех по крайней мере двое там встретились. Докажите, что библиотекарь мог сделать важное объявление в такие два момента времени, чтоб все 100 читателей его услышали. 

Кр4. Были две палки одинаковой длины. Каждую из них распилили на 100 кусков (не обязательно одинаковых). Докажите, что можно выбрать 101 кусок и сложить из них всех 101-угольник.
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