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Вступительный тест
03 июля
1. Сколько диагоналей у выпуклого 200-угольника? ____________________________
2. Сколькими способами из 10 дежурных по столовой можно выбрать троих, которые будут разливать компот? _________________________________________________
3. В выражении 
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 раскрыли скобки и привели подобные слагаемые. Найдите коэффициент перед 
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4. Сколькими способами можно разбить 18 человек на три команды по 4 человека и две команды по 3 человека? _______________________________________________
5. Даны два числа: a = 23·35·5·112·137 и b = 27·3·114·132·17·19.

НОД(a;b) = _____________________________________________________________
НОК(a;b) = _____________________________________________________________
Сколько  различных делителей  имеет число a? ______________________________
6. Разделите с остатком (–29) на 7____________________________________________
7. Известно, что a3 делится на 1620. Укажите максимальное натуральное число, на которое наверняка делится a.______________________________________________
8. Число а при делении на 20 дает остаток 2. Какие остатки возможны при делении этого числа на 8? ________________________________________________________
9. Найдите остаток числа 5100 ∙ 899 + 698 ∙ 297 при делении на 7. ____________________
10. Укажите все значения, которые может принимать НОД чисел 13n + 159 и 4n + 50 при целых n. ____________________________________________________________
11. Какие из данных графов являются:
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а) связными; ____________________________________________________________
б) деревьями; ___________________________________________________________
в) эйлеровыми; __________________________________________________________
г) двудольными; _________________________________________________________
д) полными. ____________________________________________________________
12. В связном графе 30 вершин и 50 ребер. Какое максимальное число ребер можно удалить из этого графа, чтобы он все ещё остался связным? ___________________
13. У Васи есть пять палочек длиной 1, 2, 3, 4 и 5 см. Он выбирает три из них и составляет треугольник. Сколько различных треугольников он может составить? _______________________________________________________________________
14. Где выбрать точку D на прямой, содержащей сторону ВС треугольника АВС так, чтобы площадь треугольника АВD была в два раза больше площади треугольника АСD? __________________________________________________________________
15. Найдите геометрическое место точек, расстояние от которых до прямой а в два раза больше, чем расстояние до параллельной ей прямой b. Ответ изобразите на рисунке. _______________________________________________________________
16. Петя загадывает два натуральных числа от 1 до 10 – одно четное и одно нечетное. Витя задает вопросы, на которые Петя отвечает «Да» или «Нет». Найдите минимальное количество вопросов, которое потребуется Вите, чтобы наверняка узнать эти числа. ________________________________________________________
Вступительная олимпиада

4 июля

17. В очереди стояли 2012 рыцарей и лжецов. На вопрос: «Верно ли, что перед вами в очереди стоит четное число рыцарей?» – каждый ответил «Да». Сколько лжецов могло быть в очереди
? (Напоминаем, что нуль ​– тоже четное число)

18. Будем считать количество различных натуральных делителей числа, включая единицу и само число. Пусть у числа a всего m делителей, а у числа b – n делителей. Докажите, что у числа ab не меньше чем n+m–1 делитель.

19. Точка M лежит на стороне BC равностороннего треугольника ABC. Точка N лежит на продолжении стороны AC за точку C так, что AM = MN. Докажите, что BM = CN.

20. Для положительных чисел а, b и c выполняется равенство a+bc = (a+b)(a+c). Докажите, что b+ac = (b+a)(b+c).
21. На берегу реки растут 100 пальм, на каждой из них ( по 5 бананов. Тарзан и две обезьянки по очереди срывают бананы ( каждая обезьянка срывает один банан, а Тарзан ( 3 банана с одной пальмы (он считает ниже своего достоинства лезть на пальму за бананами, если их меньше трех; если на всех пальмах осталось меньше, чем по три банана, то он больше ничего не делает). Тарзан начинает первым. Может ли Тарзан гарантированно получить не менее 250 бананов, как бы ни действовали обезьянки
?

22. Клетчатый квадрат 33(33 разрезали на несколько прямоугольников (по границам клеток). Докажите, что среди них найдется прямоугольник, периметр которого кратен 4.

Конструирование через повторяемость

4 июля

23. Полк солдат подошел к реке. По реке катались на лодке два мальчика. Лодка выдерживает одного солдата или двух мальчиков. Как всем солдатам переправиться на другой берег и вернуть лодку мальчикам?

24. Есть кран, раковина и два бидона емкостью 15 и 16 литров без делений. Как отмерить 8 литров воды
?

25. а) На крайней клетке доски 1×101 сидит кузнечик. Одним прыжком он может перепрыгнуть через одну или две клетки и приземлиться в следующей. Сможет ли он побывать на всех клетках ровно по одному разу?

б) То же на доске 1×99
?

26. Разрежьте шахматную доску по границам клеток на 21 часть одинакового периметра.

27. На доске записано два числа: 1 и 2. За один ход одно из чисел можно увеличить на сумму цифр другого. Можно ли получить пару чисел 2012 и 2012?
Для самостоятельного решения

28. Можно ли поверхность куба оклеить без перекрытий 

а) 16-ю одинаковыми прямоугольниками;

б) 15-ю одинаковыми прямоугольниками?

29. Можно ли разрезать шахматную доску по границам клеток на 22 части одинакового периметра?

Основная теорема арифметики
05 июля
30. В королевстве Двалия под страхом смертной казни запрещены все нечётные числа. Придворный математик ввел следующее определение: «Натуральное число называется простейшим, если его нельзя представить в виде произведения двух других чисел.»

а) Представьте себя жителем Двалии  и разложите на простейшие множители числа: 16, 12, 42, 36. 

Определение. Натуральное число, отличное от 1, называется простым, если оно делится только на себя и на 1.   
Основная теорема арифметики: 

Всякое натуральное число, за исключением 1, можно представить в виде произведения простых множителей, причем единственным образом (с точностью до порядка). 

 Эта теорема содержит два утверждения. 

Первое: любое число можно разложить на простые множители. Его доказательство достаточно очевидно. Представим число в виде произведения двух или большего числа других натуральных чисел, отличных от 1 . Если это невозможно, то оно простое. Теперь будем представлять таким же образом каждый из сомножителей до тех пор, пока это возможно.  Если ни один из сомножителей уже не раскладывается на другие множители, то все они простые. 

Второе: Полученное разложение на простые множители – единственно.   Его будем доказывать методом от противного.  Мы предположим, что для некоторых чисел (назовем их, например, двуличными) можно построить хотя бы два разных разложения. Возьмем наименьшее двуличное число и придумаем способ построения меньшего двуличного числа. Поскольку, имея какое-нибудь двуличное число, мы сможем найти меньшее, процесс нахождения всё меньшего и меньшего двуличного числа можно было бы продолжать до бесконечности. Однако натуральный ряд ограничен снизу. Получим противоречие.

Пусть A – наименьшее натуральное число, имеющее два различных разложения на простые множители: 
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31. Может ли какое-нибудь простое число первого разложения совпадать с каким-нибудь числом второго? 

32. Пусть q1 –  наименьшее из всех чисел q и  p.  Возьмем  число 
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 и рассмотрим разность  B = A – X. Докажите, что B – натуральное число, меньшее A. Используя два различных разложения на простые множители числа A, покажите, что  у числа B также есть два разложения на простые, одно из которых содержит q1, а другое  – нет.  

33. Докажите основную теорему арифметики. 

34. Сколько различных натуральных делителей у числа а) 
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, где pi – различные простые числа.
35. Решите в натуральных числах уравнение 
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36. Решите в натуральных числах уравнение 
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37. а) Расставьте по кругу 10 чисел так, чтобы любые два, стоящие рядом, имели общий делитель (отличный от 1), а любые два, не стоящие рядом, были бы взаимно просты.

б) Докажите, что в вершинах любого графа можно расставить натуральные числа так, чтобы любые два числа, соединенные ребром имели общий делитель, отличный от 1, а числа, не соединенные ребром, были бы взаимно просты. 
38. Собственным делителем натурального числа называется любой его делитель, отличный от 1 и самого этого числа. Назовем натуральное число удивительным, если самый большой его собственный делитель на 1 больше, чем квадрат самого маленького собственного делителя. Найдите все удивительные числа и докажите, что других нет.

Задачи для самостоятельного решения
39. Найдите натуральное число n,  меньшее 150, которое имеет наибольшее количество различных делителей.
40. Все простые числа,  не превосходящие простого числа р, разбили на две группы и нашли произведение всех чисел в каждой из групп, после чего из большего произведения вычли меньшее. Эта разность оказалась меньше р. Докажите, что она равна 1.

41. а, b и c ‑ натуральные числа такие, что а3 делится на  b, b3 делится на  c, а c3  делится на  a. Докажите, что  (a+b+c)13 делится на  abc
.
Подсчет углов
05 июля
42. Вадим Вениаминович вывел семиклассников на зарядку. Спустившись с крыльца 17 корпуса, лмшата пробежали километр на север. Затем дети повернули направо на 120( и пешком прошли ещё один километр. Далее они ещё раз повернули направо на 120(, проползли последний километр и приступили к выполнению упражнений. На каком расстоянии от крыльца 17 корпуса проходила зарядка?

43. Найдите сумму углов, на которые повернули семиклассники во время пробежки, если их маршрут выглядел следующим образом:
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44. Чему равна сумма всех внешних углов выпуклого n-угольника?

45. Какое наибольшее число острых внутренних углов может иметь выпуклый многоугольник?

46. Найдите сумму углов при вершинах пятиконечной звезды.

47. Доказать, что в выпуклом четырехугольнике любой угол меньше суммы трех других углов. А в невыпуклом?

48. Могут ли быть перпендикулярны биссектрисы внутренних углов треугольника?

49. Внутри квадрата ABCD находится точка О, причем угол ОАВ равен углу ОВА и равен 15о. Докажите, что треугольник OCD — равносторонний.

50. [image: image1.jpg]


Доказать, что в выпуклом четырехугольнике сумма любых двух внутренних углов больше разности двух других.
51. Внутри квадрата отмечены 22 точки. Некоторые из них соединены с вершинами квадрата и между собой так, что квадрат разбился на треугольники. При этом все отмеченные точки оказались вершинами этих треугольников. Найти число треугольников.
52. Докажите признак равенства треугольников по медиане и углам, на которые медиана разбивает угол треугольника.
53. Докажите, что разность между суммарными площадями белых и серых секторов, показанных на рисунке, равна 2(r2.

Инвариант
06 июля
54. Коля и Вася меняются марками. Сначала у Коли было 20 марок, а у Васи – 40. Может ли оказаться так, что в результате обменов у Коли станет 25 марок, а у Васи – 45?    

55. На доске написаны числа 4, 5, 6. Разрешается взять любые два из написанных чисел a и b, стереть их, а вместо них написать числа

а) (5a–3b)/2 и (5b–3a)/2;

б) a2/b  и b2/a;

Можно ли такими операциями получить числа 6, 7, 8?
56. На доске выписаны числа 1, 2, 3, ….., 100. Разрешается стереть любые два числа и записать вместо них их произведение. a) Какое число может остаться на доске после 99 таких операций? б) То же самое, но вместо чисел а и с разрешается записать число ас+а+с.

57. Болельщик Вася нарисовал расположение игроков на футбольном поле к началу первого и второго таймов. Оказалось, что некоторые игроки поменялись местами, а остальные остались на своих местах. При этом расстояние между любыми двумя игроками не увеличилось. Докажите, что все эти расстояния не изменились.

58. Круг разделен на 6 секторов. Разрешается добавлять по одному камешку в любые два соседних сектора. Можно ли добиться, чтобы во всех секторах было поровну камешков, если: а)  в начале в одном секторе лежит один камешек; б)  в начале в двух секторах, расположенных через один, лежит по камешку?

59. Любую вершину треугольника разрешается сдвигать по проходящей через нее прямой, параллельной противоположной стороне. Можно ли при помощи таких операций из равностороннего треугольника со стороной 1 сделать прямоугольный треугольник с катетами, равными 1?

60. Квазимеханическая бактерия представляет собой  незамкнутую ломаную, состоящую из нескольких звеньев, шарнирно соединенных между собой. Звенья непрерывно беспорядочно вращаются  относительно друг друга. Если в какой-то момент угол между двумя соседними звеньями равен  ровно 900, то два эти звена исчезают, а на их месте появляется прямолинейный отрезок – новое звено ломаной (звенья исчезают только по два). В колбу выпустили 16-звенную бактерию, длина каждого звена которой равна  1нм. Через некоторое время она превратилась в отрезок (одно звено). Определите длину получившегося отрезка. 
61. Прямоугольное поле 100×150 метров разбито на 150 квадратных одинаковых участков, 12 из которых поросли бурьяном. Известно, что бурьян за год распространяется на те и только те участки, у которых ровно два соседних (то есть имеющих общую сторону) участка уже поросли бурьяном. Докажите, что поле никогда не зарастет бурьяном полностью. Какое наибольшее число участков может зарасти? 

62. В пробирку посадили 20 амеб типа  А, 21 амебу типа Б и 22 амебы типа В. Две амебы разных типов могут слиться в амебу третьего типа. Через некоторое время осталась только одна амеба. Какого она типа? 

63. (Игра Капуста)  На плоскости отмечены 2 точки и из каждой торчит по 3 хвостика. Играют двое. За один ход игрок соединяет два хвостика линией, не пересекающей уже проведенных линий, ставит на ней точку и выпускает из этой точки два хвостика по разные стороны от линии. а) Докажите, что независимо от действий игроков, игра закончится через 6 ходов. б) Докажите, что если сначала отмечено a точек, а хвостиков всего b , то игра закончится через a+b –2 ходов.

НОД, НОК и разложение на простые множители
06 июля
Определения. Натуральные числа называются взаимно простыми, если у них нет общих делителей кроме 1.

 Наибольшим общим делителем  НОД нескольких натуральных чисел называется наибольшее число, на которое делится каждое из этих чисел.

 Наименьшим общим кратным  НОК нескольких натуральных чисел называется  наименьшее число, которое делится на каждое из этих чисел. 
64. Докажите, что НОК(a, b) × НОД(a, b) = ab , то есть произведение двух чисел всегда  равно произведению их НОК на их НОД.  
65. Найдите: а) НОД(99!+100!, 101!); б) НОД(99!+100!, 101!, 99!+101). 


66. Петя посчитал НОК всех чисел от 1 до 1000, а Вася НОК всех чисел от 501 от 1000. У кого результат получился больше и во сколько раз? 

67. Найдите наибольшее трехзначное число n, для которого НОД (n, 1080) = 36.
68. Про два натуральных числа a и b известно, что их НОК в 270 раз больше, чем их НОД, и  a больше b. Может ли 5b быть больше, чем 2a?  
69. Даны шесть натуральных чисел. Для каждой пары чисел посчитали их НОД. Могут ли среди этих НОДов встречаться все натуральные числа от 1 до 15?

70. Можно ли из произведения 1! × 2! × 3! ×… ×100! вычеркнуть один сомножитель так, что произведение оставшихся будет полным квадратом?
71. Докажите, что между числом 
[image: image14.wmf]n

 и 
[image: image15.wmf]!
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 обязательно найдется простое число (
[image: image16.wmf]2

n

>

).

72. Докажите, что 
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73. Про натуральные числа m и n известно, что НОД(m,n) = 4НОД(m+6,n). Найдите все возможные значения НОД(m,n).
Диофантовы уравнения
07 июля
74. Решите в целых числах уравнения:  а) 5х – 4у = 1;
 б) 9х + 15у = 4;


 
 в) 1500х + 501у = 2001;
г) –27х + 12у = 15;
д) 14х – 68у = 8.

75. Решите в целых числах уравнение 7!х +8!у = 9!
76. При каких целых x число 8x + 3 делится на 13?
77. Потратив 185 рублей, Костя купил несколько раков: маленьких по 10 рублей и больших по 15 рублей. Сколько раков купил Костя? Найдите все решения.

78. У юного энтомолога Филиппа в нескольких спичечных коробках жили жуки, по 9 жуков в коробке. После переезда на новую квартиру выяснилось, что 100 жуков сбежали, да и коробков тоже стало меньше. Расстроенный Филипп рассадил жуков по 8 в оставшиеся коробки. Какое наибольшее количество жуков могло остаться у Филиппа?  
79. В школьном буфете продаются булочки по 9 рублей  и коржики по 7 рублей. За день удалось продать булочек больше, чем коржиков и выручить за них на 200 рублей больше.  Какое наибольшее количество коржиков могло быть продано?

80. Остап Бендер организовал  раздачу слонов населению. На  раздачу явилось 11 членов профсоюза и 15 не членов, причем Остап раздавал слонов поровну всем членам профсоюза и поровну не членам  (всем хотя бы по одному слону!). Оказалось, что существует лишь один способ такой раздачи (так, чтобы раздать всех слонов). Какое наибольшее число слонов могло быть у O.Бендера? 
Площади

07 июля

81. Выразите площадь S серой фигуры через площадь треугольника ABC.
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



82. Диагонали разбивают четырёхугольник на четыре треугольника. Докажите, что треугольники, прилежащие к двум противоположным сторонам четырёхугольника, равновелики тогда и только тогда, когда две другие стороны четырёхугольника параллельны.
83. Докажите, что

а) если в треугольниках АВС и А1В1С1 (A = (A1, то 
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б) если в треугольниках АВС и А1В1С1 (A + (A1 = 180(, то 
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84. Докажите, что равновелики треугольник ADH и четырехугольник DCBH, где M — середина AB.

[image: image21]
85. Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Через середину G диагонали BD проведена прямая, параллельная диагонали АС, пересекающая сторону DC в точке Н. Докажите, что отрезок АН делит площадь четырехугольника ABCD пополам.
86. Середины соседних сторон выпуклого четырехугольника соединены отрезками. Докажите, что площадь полученного четырехугольника вдвое меньше площади данного.

87. В шестиугольнике ABCDEF диагонали AD, BE и CF пересекаются в одной точке и точкой пересечения делятся пополам. Докажите, что площадь шестиугольника ABCDEF равна удвоенной площади треугольника ACE.
Для самостоятельного решения

88. Отрезок, соединяющий середины двух противоположных сторон выпуклого четырёхугольника, разделил его на два четырёхугольника, имеющих равные площади. Докажите, что эти стороны параллельны.
89. В трапеции ABCD с меньшим основанием BC через точку B проведена прямая, параллельная CD и пересекающая диагональ AC в точке E. Сравните площади треугольников ABC и DEC.
90. Через точку D, лежащую на стороне ВС треугольника АВС, проведены прямые параллельные двум другим сторонам и пересекающие стороны АВ и AС соответственно в точках Е и F. Докажите, что треугольники CDE и BDF равновелики.
Графы

09 июля
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На нарисованной справа доске расположены два белых и два черных коня. Коней разрешается переставлять по правилам шахматной игры. Можно ли поменять местами белых коней с черными?
Определения. Будем говорить, что задан граф, если задано множество его вершин и про любую пару различных вершин сказано, связаны они ребром или нет. На рисунке вершины изображаются точками, а ребра отрезками или кривыми. Количество ребер, выходящих из данной вершины, будем называть степенью данной вершины.

2. Существует ли 5-вершинный граф, степени вершин которого равны:

	а) 5, 3, 3, 2, 1;
	б) 4, 2, 2, 2, 0;
	в) 4, 4, 3, 2, 1;

	г) 3, 3, 3, 3, 0;
	д) 3, 3, 2, 2, 1?
	


Теорема. Сумма степеней вершин графа равна удвоенному количеству его рёбер.
Следствие 1. Сумма степеней вершин графа всегда чётна.
Следствие 2. (Лемма о рукопожатиях) Количество вершин нечетной степени в любом графе четно.

3. Можно ли придумать пять таких слов, чтобы каждое из них имело не менее двух общих букв ровно с тремя другими?

4. Может ли в государстве, в котором из каждого города выходят 3 дороги, быть ровно 100 дорог? Каждая дорога соединяет ровно два города.
Определения. Граф называется связным, если между любыми двумя его вершинами есть путь по ребрам, как по дорогам. Часть графа (подграф), состоящий из всех вершин, любые две из которых связаны путем, и всех ребер, их соединяющих, называется компонентой связности.

5. На сколько компонент связности распадается граф шахматного слона на доске 8×8?
6. В стране любые два города соединены либо железной дорогой, либо авиалинией. Докажите, что одним из этих видов транспорта можно добраться (напрямую или с пересадками) из любого города в любой другой.

7. На турбазе 12 домиков, между которыми крот прокопал 56 непересекающихся подземных ходов (два домика соединяются не более, чем одним ходом). Докажите, что крот из любого домика может попасть в любой другой, передвигаясь по этим ходам.

8. Степень каждой вершины связного графа не менее 2012. Одно ребро выкинули. Может ли получиться несвязный граф? А если степени всех вершин ровно 2012?
Следствие 3. В компоненте связности графа сумма степеней четна.
9. В столовую ведут 13 тропинок, из 17-го корпуса – всего одна, а из всех остальных корпусов выходит по 8 тропинок. Докажите, что из 17-го корпуса можно добраться до столовой.

10. Несколько деревень связаны между собой дорогами, причем из каждой можно проехать в любую другую. Из деревни Четверкино выходит 4 дороги, из Пятеркино — 5, из Шестеркино — 6, из Семеркино — 7, из Восьмеркино — 8, а из всех остальных выходит четное число дорог. После того, как была закрыта одна из дорог, появились две такие деревни, что  от одной невозможно добраться до другой.  Докажите, что и от Пятеркино до Семеркино теперь тоже не доберешься.

11. Можно ли подобрать компанию, где у каждого было бы пять друзей, а у любых двух – ровно два общих друга?
Для самостоятельного решения

12. Каждый сотрудник фирмы выписывает две газеты, каждую газету выписывает пять человек и каждую пару газет выписывает только один человек. Сколько человек в фирме и сколько они выписывают газет?

13. В лесу живут 20 гномов, каждый из которых дружит по крайней мере с 14-ю другими гномами. Обязательно ли найдутся 4 гнома, которые все дружат между собой?

14. В графе каждая вершина — синяя или зеленая. При этом каждая синяя вершина соединена с 3 синими и 6 зелеными, а каждая зеленая — с 5 синими и 4 зелеными. Какое наименьшее число вершин может быть в таком графе?
Теорема о линолеуме
09 июля
91. Внутри прямоугольника 3 ( 4 расположены два прямоугольника размера 2 ( 3. Что больше: сумма площадей серых многоугольников или площадь черного многоугольника?

[image: image22]
Несколько кусков линолеума лежат на полу комнаты. При этом каждая точка пола покрыта линолеумом не более, чем в два слоя. Тогда справделива

Теорема о линолеуме.  Площадь пола, покрытая дважды, равна площади, не покрытой ни разу, тогда и только тогда, когда общая площадь линолеума равна площади комнаты.

92. На соседних сторонах прямоугольника отмечены  точки  N и M. Докажите, что сумма площадей серых многоугольников равна площади черного многоугольника.

[image: image23]
93. а) Точка A1 — середина стороны BC треугольника ABC, а точки B1, B2 и B3 делят сторону AC на четыре равных отрезка. Докажите, что площадь серой области равна площади черной.

[image: image24]
б) Сторона AC треугольника ABC разделена точками B1, B2, B3, B4, B5 на шесть равных отрезков, а сторона BC — точками A1, A2 и A3 на четыре равных отрезка. Докажите, что площадь серой области равна площади черной.

[image: image25]
94. Докажите, что площадь серой области равна площади черной, если
:
а) AC1 : C1C2 : C2B = AB1 : B1B2 : B2C = 1 : 2 : 1


[image: image26]

б) АС1 : С1В = ВА1 : А1С = СВ1 : В1А = 2 : 1

[image: image27]
95. Через центр окружности радиуса 2 проведены четыре окружности радиуса 1, касающиеся данной. Докажите, что площадь черной области равна площади серой.

[image: image28]
96. В выпуклом четырёхугольнике ABCD  отметили середины сторон и соединили их с вершинами так, как показано на рисунке.

а) Докажите, что сумма площадей треугольников  ABE и CDG составляет половину площади четырехугольника ABCD.  

б) Докажите, что площади серой и черной частей равны.

[image: image29]
97. На стороне ВС отмечена точка К. Докажите, что площади серой и черной частей равны.

[image: image30]
98. Внутри прямоугольника АВСD выбраны точки  К и М. Каждая из них соединена со всеми вершинами. Докажите, что площади серой и черной частей равны.

[image: image31]
99. В квадрате со стороной а проведены отрезки AN, BK, CL и DM так, что площади серой и черной частей равны. Докажите, что AM + BN + CK + DL = 2a.

[image: image32]
100. Диагонали AD, BE и CF шестиугольника ABCDEF пересекаются в одной точке и точкой пересечения делятся пополам. Докажите, что сумма площадей черных треугольников равна площади серого шестиугольника.

[image: image33]

Разнобой-1
09 июля
101. Что больше 
[image: image34.wmf]100000000001100000000002

 или 
[image: image35.wmf]1000000000000000110000000000000002

?
102. Даны числа от 1 до 101. Назовём число крутым, если оно является
делителем суммы остальных чисел. Сколько всего крутых чисел?

103. Квадрат со стороной 1 разрезан на три прямоугольника с одинаковыми периметрами. Какими могут быть стороны этих прямоугольников? 
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 На одном острове жило племя Мумбо-Юмбо, в котором состояло ровно 50 островитян, среди которых половина рыцари, всегда говорящие правду, и половина – лжецы, которые всегда лгут. В результате выборов нового вождя половина членов племени погибла от рук соплеменников. После этих трагических событий каждый из оставшихся островитян заявил, что убил ровно одного рыцаря. Какое наибольшее количество рыцарей могло уцелеть в этом племени?
105. Какое наибольшее число прямых можно провести на плоскости таким образом, чтобы среди любых трех из них нашлись две перпендикулярные?
106. Сколькими различными способами можно зашнуровать ботинок, чтобы снаружи шнуровка выглядела так, как показано на рисунке справа?



Алгоритм Евклида
10 июля
107. Найдите НОД(3107, 2574).
108. Пусть а и b – натуральные числа и a > b.

а) Докажите, что НОД(а, b) = НОД(a – b, b).

б) Поделим a на b с остатком: 
 a = bq + r, 0 ( r < b. 

Докажите, что НОД(a, b) = НОД(r, b)

Алгоритм Евклида: для того, чтобы найти НОД(a,b) нужно выполнить последовательно несколько делений с остатком:  

a   = b q1+r1
b   = r1q2+r2
r1  = r2q3+r3
r2  = r3q4+r4
…………

   rn–2= rn–1qn+rn
rn–1= rn qn+1
 На каждом шаге предыдущий делитель делится с остатком на предыдущий остаток.  Так продолжается до тех пор, пока на каком-то шаге остаток не станет равен 0.  Последний  ненулевой  остаток равен НОД(a,b).    

109. Найдите с помощью алгоритма Евклида:

а) НОД(257, 646); б)  НОД(1234, 3073); в) НОД(1026, 998); г) НОД (478717, 24139).
110. От прямоугольника 324(186 отрезают квадраты со стороной, равной меньшей стороне прямоугольника, пока это возможно. После чего повторяют ту же операцию с получившимся меньшим прямоугольником. Это продолжается, пока процесс не оборвется. Сколько квадратов и каких размеров получится в итоге?
111. Какие значения может принимать НОД (2n + 13, n + 7), где n — целое число.

112. Сократима ли при каком-то целом n дробь (12n + 1)/(30n + 2)?

113. Найдите все натуральные  n,  при которых  дробь 
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 равна целому числу.

114. Какие значения может принимать НОД чисел (13n + 159) и (4n + 50)?

115. Найдите НОД(11! – 20, 10! – 20).
116.  Найдите НОД( 2100– 1, 260–10).
117. Найдите 
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118. Найдите НОД всех шестизначных чисел, составленных из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6 без повторений.
119. Докажите, что 
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120. Двое играют в такую игру. На столе лежат две кучи орехов. В одной куче 1573 ореха, а в другой 97900. Очередным ходом каждый из игроков может разложить любую кучу в две, одна из которых должна совпадать по размерам с какой-нибудь из имеющихся в данный момент на столе. Кто выигрывает при правильной игре?
Графы - 2

10 июля
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Какие из этих фигур можно обвести, не отрывая карандаша от бумаги и проводя каждую линию ровно один раз?
[image: image126.png]A3-A3




2. (Задача Эйлера о кенигсбергских мостах). На реке два острова ― Большой и Малый. Большой соединен с каждым берегом двумя мостами, а также одним мостом с Малым. Малый, помимо Большого, соединен с каждым берегом одним мостом. Докажите, что нельзя обойти все мосты, пройдя каждый мост ровно один раз.

3. В некоторой стране из каждого города можно добраться до любого другого. Король выехал из столицы, проехал по каждой дороге ровно один раз и вернулся в столицу. Докажите, что из каждого города выходит чётное число дорог.

4. Теперь из каждого города выходит чётное число дорог. Король начинает свое путешествие из столицы и каждый раз выбирает одну из еще не посещенных дорог. а) Докажите, что он закончит свое путешествие в столице. б) Докажите, что король может выбирать направление так, чтобы посетить каждую дорогу королевства.
Определения. Путь, проходящий по каждому ребру графа, называется эйлеровым путем. Эйлеров путь, начало и конец которого совпадают, называется эйлеровым циклом.
Теорема Эйлера. В графе существует эйлеров цикл тогда и только тогда, когда граф связен и степени всех вершин чётные.

5. При каких условиях в графе существует эйлеров путь?

6. [image: image127.png]C3-C3



У Насти есть кусок жёсткой проволоки длиной 12 дм. На какое наименьшее число кусков его нужно разрезать, чтобы сделать каркас куба с ребром 1 дм?

7. На рисунке изображен план пятиугольного замка. Из каждой комнаты наружу замка и во все соседние с ней комнаты ведёт по одной двери. Можно ли пройти  через все двери по одному разу?

8. Цифры 1, 2, …, 9 выписаны по окружности.  Каждая цифра может встречаться несколько раз.  Вася утверждает, что каждое двузначное число можно прочитать ровно один раз (по или против часовой стрелке). Возможно ли это? 

9. Тимур раскладывает колоду из 36 карт по кругу. Каждая карта должна совпадать с одной из своих соседок по масти, а с другой – по достоинству.

а) Докажите, что ему это не удастся. 

б) Сможет ли он это сделать, если из колоды убрать всех тузов?

Для самостоятельного решения
10. Турист приехал на вокзал и отправился гулять по улицам города (каждая улица соединяет ровно два перекрестка). Докажите, что он в любой момент может вернуться на вокзал, проходя только по тем участкам улиц, по которым он уже проходил нечетное число раз.
11. Город в плане выглядит как квадрат 3×3, каждая сторона квартала-квадратика – участок улицы длиной 100м (включая внешний контур квадрата). Какой наименьший путь придется проделать паровому катку, чтобы заасфальтировать все улицы?
12. В связном графе все рёбра раскрашены в красный и чёрный цвет. Для каждой вершины количество выходящих красных рёбер равно количеству выходящих чёрных. Докажите, что есть цикл по всем рёбрам, в котором цвета рёбер чередуются.
13. Из полного набора домино выбраны несколько костяшек и выложены по правилам в один ряд. Докажите, что костяшки всего набора можно выложить в один ряд, в котором выбранные костяшки идут в прежнем порядке (возможно, не подряд).

Разнобой-2
10 июля
121. В каждой из двух  комнат находится несколько человек. Могло ли оказаться, что после того, как один человек перешел из одной комнаты в другую, средний возраст людей  увеличился как в первой, так и во второй комнате?

122. Имеются две большие бочки, доверху наполненые водой, и две банки, одна – емкостью 4л , а другая – емкостью 5л. Как отмерить в каждую из банок ровно по 2л воды.

123. На листе отмечено восемь точек. Петя пишет возле каждой точки натуральное число. Сумма всех чисел равна 14. Докажите, что Вася всегда сможет соединить некоторые точки так, чтобы степень каждой вершины получившегося графа была равна написанному возле неё числу.
124. На столе лежат четыре карточки с числами 1, 2, 3, 4. Петр и Василий по очереди кладут одну из карточек на место какой-нибудь звездочки в записи  *x + *  = *x + * (в любом порядке, но без повторений). Когда все карточки выложены, полученное уравнение решается. Если его решением будет положительное число, выигрывает Петр (он  ходит первым), если же отрицательное или ноль, то побеждает Василий. Кто может выиграть независимо от ходов соперника?
125. Соревнования по плаванию проходили на реке, и плыть пришлось против течения. Алеша проплыл 50 метров между двумя буйками за 2 минуты. Боря, который плавает в полтора раза медленнее – за 4 минуты. За какое время проплыл дистанцию Витя, который плавает в два раза медленнее Бори?

126. На складе имеется по 200 сапог 41, 42 и 43 размеров. Причем среди этих сапог 300 левых и 300 правых. Докажите, что из них можно составить не менее 100 пар одного размера.

Сравнения по модулю

11 июля

Определение. Числа, дающие одинаковые остатки при делении на m, называются сравнимыми по модулю m. Обозначается a ≡ b (mod m). 
Упражнение. Докажите, что a ≡ b (mod m) тогда и только тогда, когда a – b делится на m. 
Свойства сравнений. 
Пусть a ≡ b (mod m) , c ≡ d (mod m), k – произвольное целое число. Тогда:
· ka ≡ kb (mod m);
· a + с ≡ b + d (mod m);
· aс ≡ bd (mod m);
· ak ≡ bk (mod m).
0. Какие остатки могут давать квадраты целых чисел при делении на 3? На 4? На 5?

1. а) Докажите, что из восьми целых чисел всегда можно выбрать два, разность которых делится на 7.  б) Докажите, что из пяти чисел всегда можно выбрать два, разность квадратов которых делится на 7.

2. Докажите, что сумма квадратов двух последовательных целых чисел при делении на 4 даёт остаток 1.

3. Пусть а – четное число, не кратное 4. Докажите, что разность а2 – 4 делится на 32.

4. Докажите, что число a2 + 1 не делится на 3 для любого целого a.
5. Докажите, что число n3 + 5n делится на 3 для любого натурального n.

6. Докажите, что если для целых чисел  х, у, z верно х2 + у2 = z2, то хотя бы одно из этих чисел делится на 3.

7. Может ли сумма квадратов двух целых чисел, не кратных 3, быть квадратом некоторого целого числа?

8. Докажите, что если число a2+ b2 делится на 7, то целые числа a и b делятся на 7.

9. Докажите, что при нечетных п и т число 
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10. Докажите, что число 
[image: image40.wmf]21

371623

nnn

++

++

 делится на 7 для любого натурального n.

11. Решите уравнение 
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 в целых числах.
12. Для каких натуральных n все числа 
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 являются простыми?

13. В числе A переставили некоторые цифры и получили число B. Оказалось, что число A – B состоит из n единиц. При каком наименьшем 
[image: image43.wmf]n

 это возможно?
Площади – 2
11 июля
127. а) Докажите, что сумма расстояний от внутренней точки правильного треугольника до его сторон не зависит от положения этой точки.

б) Все стороны выпуклого n-угольника равны. Докажите, что сумма расстояний от любой его внутренней точки до его сторон не зависит от положения точки. 
128. Треугольник ABC — равнобедренный. На продолжении основания BC за точку C отмечена точка M. Докажите, что разность расстояний от этой точки до прямых, содержащих боковые стороны треугольника, равна высоте треугольника, опущенной из вершины C.

129. В трапеции точка пересечения диагоналей равноудалена от прямых, на которых лежат боковые стороны. Докажите, что трапеция равнобедренная.

130. Внутри треугольника ABC отмечена точка M, D — точка пересечения луча BM со стороной AC. Докажите, что 
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131. а) Внутри треугольника ABC взята точка M. Докажите, что площади треугольников BAM и BCM равны тогда и только тогда, когда точка M лежит на медиане треугольника ABC, проведенной из вершины B.

б) Докажите, что медианы треугольника пересекаются в одной точке.

в) В треугольнике проведены три медианы, которые разбивают его на шесть треугольников. Докажите, что площади полученных треугольников равны. В каком отношении медианы делятся точкой пересечения?
132. Стороны AB и AC треугольника равны соответственно 12 и 18. На медиане, проведённой к стороне BC взята точка M. Сумма расстояний от этой точки до прямых AB и AC равна 10. Найдите эти расстояния.
133. а) Докажите, что биссектриса треугольника делит его сторону на отрезки, пропорциональные двум другим сторонам.

б) Докажите, что биссектрисы пересекаются в одной точке.
134. Теорема Жергона. Точки A, B, C лежат соответственно на сторонах BC, AC, AB треугольника ABC, причём отрезки AA1, BB1, CC1 пересекаются в точке K. Докажите, что
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135. Точки K и N расположены соответственно на сторонах AB и AC треугольника ABC, причём AK = BK и AN = 2NC. В каком отношении отрезок KN делит медиану AM треугольника ABC?

Комби-1
12 июля
136. На вечерний чай пришли только 10 семиклассников. Сколькими способами они могут выстроиться в очередь за булочками?

137. На следующий день столовая приготовила для семиклассников только 10 булочек, а пришел весь отряд. Олег Юрьевич посчитал количество способов выбрать из них 10 счастливчиков. Михаил Михайлович посчитал количество способов выстроить очередь из 10 семиклассников. У кого способов больше и во сколько раз?

138. Какие же числа получились у Олега Юрьевича и Михаила Михайловича в предыдущей задаче? 

Определение. Количество перестановок из n элементов – это количество способов разместить n различных предметов. Обозначение: [image: image48.png]


.
Определение. Количество размещений из n элементов по k – это количество способов разместить в ряд k предметов из имеющихся n различных. Обозначение: [image: image50.png]


.
Определение. Количество сочетаний из n элементов по k – это количество способов выбрать k предметов из имеющихся n различных. Обозначение:
139. Докажите формулы: [image: image52.png]a) P;n ie) Al nk




.
140. а) У Супермена есть 8 уникальных способностей, а у Человека-Паука только 7. Каждый день они меняются одной способностью. Сколькими способами могут произойти обмены в течение трех дней? б) Бэтмен знает 8 новых анекдотов, а Шапокляк 7 старых. Сколько различных способов обменять три анекдота одного на три анекдота другой?.

141. Сколькими способами можно расселить 7 ЛМШат в три комнаты: одноместную, двухместную и четырехместную?

142. Число 2400 разложили на простые множители. а) Сколько различных разложений могло получиться?  б) А если с точностью до порядка сомножителей?

143. Сколькими способами можно расставить на шахматной доске 5 одинаковых ладей, не бьющих друг друга?

144. Для участия в игре «Кто хочет стать акционером?» подали заявку 3 девушки и 7 юношей. Сколькими способами можно выбрать из них 4 участников, если в игре должна принять участие хотя бы 1 девушка?

145. Сколькими способами можно рассадить за круглым столом 5 мужчин и 5 женщин, чтобы мужчины и женщины чередовались?

146. В n-угольнике никакие три диагонали не пересекаются в 1 точке (не считая вершин). Сколько точек пересечения у этих диагоналей?
 

147. В русском алфавите 33 буквы. Сколько можно составить 5-буквенных «слов», если слова не могут начинаться с Ъ, Ы, Ь, в них не может быть двух одинаковых букв подряд и должна быть хотя бы 1 гласная буква?

148. Из колоды, содержащей 52 карты, достали 10 карт. В скольких случаях среди них будет не менее двух тузов?

149. Доступ к сейфу имеют 11 членов комиссии. Каким наименьшим числом замков можно снабдить сейф для того, чтобы при некотором наборе ключей любые 6 членов комиссии, собравшись вместе, могли вскрыть сейф, но любых пятерых при этом было бы недостаточно?

Матбой К17 – К18 – А2

12 июля

150. В треугольнике АВС угол А в три раза больше угла С. Точка D на стороне BC обладает тем свойством, что (ADC = 2(С. Докажите, что АВ + AD = ВС.

151. Для участников матбоя и членов жюри было приготовлено конфет столько же, сколько булочек и стаканов чая вместе. Каждый школьник съел по конфете и выпил по стакану чая, после чего осталось стаканов чая и конфет вместе столько, сколько булочек. Найдется ли стакан чая для заглянувшего к ним завуча?

152. Маша вписывает в клетки таблицы 33(33 числа по следующему правилу: на очередном шаге она выбирает любую еще не заполненную клетку и записывает в нее количество заполненных соседних с ней по стороне клеток. Вначале все клетки были пустыми. В итоге она заполнила всю таблицу. Какое наименьшее значение может принимать сумма всех записанных Машей чисел?

153. У Миши и Ани есть по белому квадрату 8(8, разбитому на клетки 1(1. Они закрасили по одинаковому числу клеток на своих квадратах в синий цвет. Докажите, что удастся так разрезать эти квадраты на доминошки 2(1, что и из доминошек Миши, и из доминошек Ани можно будет сложить по квадрату 8(8 с одной и той же синей картинкой.

154. Натуральное число n разрешается заменить на число ab, если a + b = n , и числа a и b натуральные. Можно ли не более чем за 5 таких замен получить из числа 28 число 2012?

155.  Из последовательности 2012, 2011, 2010, …, 2, 1 вычеркнули числа 1000 и 2000, а из оставшихся чисел, не меняя порядка, сделали знакочередующуюся сумму
2012–2011+2010–… . Найдите результат.
156. Барон Мюнхгаузен утверждает, что может разбить любой прямоугольный треугольник на два треугольника, и в каждом провести по биссектрисе так, чтобы биссектрисы не выходили из одной точки и лежали на перпендикулярных прямых. Не хвастает ли барон?
157. За круглым столом сидят 28 аборигенов с острова рыцарей и лжецов. Соседями считаются сидящие рядом или через одного. Каждому из них задали вопрос: «Верно ли, что не считая вас и ваших соседей, все остальные – лжецы?», и каждый ответил: «Да». Сколько лжецов сидит за столом?

Малая теорема Ферма
14 июля
· Составьте таблицу умножения ненулевых остатков по модулю 4, 5, 6, 7. Почему в одних таблицах встречаются нули, а в других – нет?

· Докажите, что если модуль – простой, то в каждой строке и в каждом столбце таблицы умножения остатков все числа различны, то есть каждая строка таблицы содержит все ненулевые остатки,  переставленные в другом порядке.

· Докажите, что если р – простое число, и p > а > 0 , то 
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· (Малая теорема Ферма). Докажите, что если р – простое число и а не делится на р, то 
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158. Докажите, что 11103–11 делится на 103.

159. Найдите остаток от деления: а) 2100 на 101; б) 7102 на 101; в) 8900 на 29.

160. Докажите, что 162п+1 +(2п+1)16 делится на 17, если 2п+1 не делится на 17.

161. Докажите, что число 30123+12330 делится на 31.

162. В десятичной записи трехзначного числа a все цифры различны.

Докажите, что 
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163. Докажите, что если п – натуральное число, не кратное 17, то одно из чисел 
п8 +1, п4 +1, п2 +1, п +1, п –1 делится на 17.

164. Докажите, что 17120 – 1 делится на 143.

165. Докажите, что 33000 – 1 делится на 1001.

166. Математические хулиганы Гриша и Вова катаются на лифте 17-этажного дома. Они садятся в лифт на этаже с номером n 
[image: image56.wmf])
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 и едут на этаж, номер которого равен остатку от деления n2 на 17. После этого они умножают на n номер этажа, на котором оказались, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления на 17 полученного произведения. На каком этаже может закончиться пятнадцатая поездка? А на каком этаже может закончиться седьмая?

167. Вове и Грише надоело вспоминать, с какого этажа они начали путешествие, и теперь они просто возводят в квадрат номер этажа, на котором находятся, и едут на этаж с номером, равным остатку от деления результата на 17. Какое максимальное количество поездок удастся им совершить таким способом?

168. Пусть p – простое число большее 5. Докажите, что число 111…11 (р–1 единица) делится на р. 

169. Стало известно, что 28 июля Вадим Вениаминович планирует провести зарядку для оставшихся 47 детей следующим образом. Он даст команду сделать шаг вперед первым 23 школьникам, а затем разместит их между последними 24: первого поставит между 24 и 25, второго – между 25 и 26, третьего – между 26 и 27, и так далее. С получившимся строем он произведёт ту же операцию. Докажите, что после 46-го перестроения дети выстроятся в первоначальном порядке.

Разнобой-3
14 июля
170. Во время похода Таня и Люда готовили для всех обеды. В первый день Таня положила в суп мало соли, и затем суп пришлось досаливать. Учтя  это, на следующий день Люда в такое же количество супа положила в два раза больше соли. Поэтому досаливать пришлось уже вдвое меньшим количеством соли, чем в первый раз. Какую часть нужного количества соли Таня положила в суп в первый день?

171. В лагерь привезли несколько бревен различной длины. Все бревна длины более одного метра распилили на метровые чурбаки. При этом от брёвен дробной длины (в метрах) остались обрезки. Оказалось, что суммарная длина всех обрезков равна суммарной длине всех чурбаков. Каких бревен привезли больше – целой или дробной длины.

172. Какое наибольшее число прямоугольников 1(5 можно вырезать из квадрата 8(8?
173. Имеются трое одинаковых чашечных весов. От одних весов потеряли важную деталь. В результате они могут показывать все что угодно. Найдите неисправные весы.

174.  Вася Пупкин записывает в ряд все целые числа от 1 до 20. Билли Гейтс подсчитывает все 19 разностей между числами, которые в записи Васи стоят рядом (каждый раз из большего числа вычитается меньшее), и платит Васе столько долларов, какова наименьшая из этих разностей (например, за ряд 1 2 … 19 20 Вася получит 1 доллар). Сколько, самое большее, может заработать Вася?
175. В тpеугольнике  ABC  биссектpиса AE pавна отpезку EC. Найдите углы тpеугольника ABC, если  AC = 2AB.

Алгебра и геометрия помогают друг другу
15 июля

176. Имеется набор из восьми полосок 1(1, 1(2,…,1(8. Можно ли из двух таких наборов составить квадрат? А из одного такого набора?

177. Доказательством каких утверждений служат картинки?
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178. Докажите, что (a+b+c)2=a2+b2+c2+2ab+2bc+2ca. Как выглядит соответствующая 
картинка?
179. Рассмотрим последовательность уголков:


[image: image58.emf] 
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а) Сколько клеток в k-м уголке и чему равна суммарная площадь первых k уголков?

б) Найдите сумму 1+3+5+…+(2n(1).
180. Пусть a, a1, b, b1, c, c1, k – положительные числа, причем a+a1=b+b1=c+c1=k. 
Докажите, что ab1+bc1+ca1<k2.
181. а) Назовём пузатостью прямоугольника отношение меньшей его стороны к большей. Квадрат 1(1 разрезан на несколько прямоугольников. Докажите, что сумма их пузатостей не меньше 1.

б) Если у Вас не получилось решить пункт а) сразу, попробуйте сделать это, воспользовавшись следующим утверждением. Пусть a1,…, a5, b1,…, b5 – положительные числа, не превосходящие 1, причем a1+…+a5=1. Тогда a1b1+…+a5b5 ( 1.

в) Докажите это вспомогательное утверждение.

182. Докажите неравенства: 

а) 
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Комби-2
15 июля

183. В ЛМШ учится 57 семиклассников. У Михаила Михайловича 20 вкусных конфет. а) Сколькими способами он может раздать эти конфеты двадцати семиклассникам? б) А если Ян должен остаться без конфет? в) Если Ян обязательно должен получить конфету?

184. Докажите, что [image: image62.png]Ck+CF
Ckt =CckH
by



 двумя способами: а) алгебраически б) без использования формул.
185. Ольга Валентиновна взяла список из 57 семиклассников и отметила, кто из них пойдет в поход. Если семиклассник идет в поход, то она ставит «+», если нет, то «−». а) Сколько последовательностей, содержащих ровно 34 плюса, у нее могло получиться? б) Ровно 23 минуса? в) Сколько различных последовательностей из плюсов и минусов у нее вообще может получиться?
186. Докажите, что [image: image64.png]ck =
=(Cnk



 двумя способами: а) алгебраически б) без использования формул.

187. Чему равна сумма [image: image66.png]Cco+
cl4+
4+ C



?
188. Для матбоя с группой «Профи» из 39 учеников нужно собрать команду из 6 человек, а также назначить капитана команды. Сколькими способами можно это сделать?
189. [image: image128.png]C3-C3



Докажите, что [image: image68.png]kCi =nCr-}



 двумя способами: а) алгебраически б) без использования формул.

190. План города представляет собой квадрат n×n, разделенный вертикальными и горизонтальными улицами на единичные квадраты. На улицах введено одностороннее движение: можно ехать только «вправо» и «вверх». а) Сколькими способами можно добраться от перекрестка А до перекрестка В? б) На рисунке отмечен n+1 перекресток по диагонали. Сколькими способами можно добраться от А до каждого из них? в) Сколькими способами можно проехать от А до В через k-ый перекресток? г) Докажите, что [image: image70.png](C2)?
+(CH2+ -+ (C
)z =
=Cr



.
191. Сколько слагаемых будет после раскрытия скобок в выражении:

а) [image: image72.png](a;+a,+-+a,,)(by +b, +--+b,);




б) [image: image74.png](a+b)"



;
в) Докажите, что [image: image76.png](a+b)" =Cla™+ Cla™*b* + C2a™ ?b* + -+ C"DH"



.
192. а) Докажите, что [image: image78.png]co
—C
12—
C:+
B
(—"C
=0



;

б) Докажите, что количества способов выбрать четное и нечетное количество предметов из имеющихся n различных равны [image: image80.png]2n-1



.
193. Найдите сумму [image: image82.png]CO+2C+4C2+---+27C™



.
194. Пусть p – простое число.
а) При каких целых k число [image: image84.png]-



 делится на p?
б) Докажите, что [image: image86.png](a +b)P




 для любых целых a, b.
в) Докажите, что [image: image88.png](a;+a,+-—+a,)? =



 для любых целых [image: image90.png]


.
г) Докажите, что [image: image92.png]a®? = a(mod p)



 при любом целом a. (Малая теорема Ферма)
195. Докажите, что [image: image94.png]cmck = ckem-k



.

196. Найдите сумму:

а) [image: image96.png]ke —
Ck-l 4+ ck-1+
. - k-
+Ck-1



;
б)[image: image98.png]Ck+Ck1+
14+ C°
0



;
в) [image: image100.png]Cl+2C2+3C3+--+nC*



.
197. При каких натуральных n все числа [image: image102.png]co,CiC3 .., Ct



 нечетны?

Графы - 3

16 июля
1. Волейбольная сетка имеет вид прямоугольника размером 5 × 10 клеток. Какое наибольшее число веревочек можно перерезать так, чтобы сетка не распалась на куски?

2. Докажите, что если в связном графе есть цикл, то из него можно удалить ребро таким образом, чтобы он остался связным.
Определение. Деревом называется связный граф без циклов. Висячей вершиной называется вершина степени 1.
3. Из любого связного графа можно удалить некоторые рёбра так, чтобы оставшийся граф оказался деревом. 

4. Докажите, что если в дереве не менее двух вершин, то в нём существует: а) висячая вершина; б) две висячие вершины.
Теорема. В дереве количество вершин на единицу больше количества рёбер.
5. Докажите, что если граф на n вершинах имеет менее n – 1 ребра, то он не связен, а если более, то этот граф содержит цикл.

6. В доску вбито 2012 гвоздей. Сергей и Паша играют в игру, делая ходы по очереди. За ход можно соединить два еще не соединенных между собой гвоздя ниткой. Начинает Сергей. Кто выиграет при правильной игре, если получивший замкнутую цепь проигрывает?

7. Можно ли раскрасить рёбра куба в два цвета так, чтобы по рёбрам каждого цвета можно было пройти из любой вершины в любую другую?

8. В стране 15 городов, некоторые из них соединены авиалиниями, принадлежащими трем авиакомпаниям. Известно, что даже если любая из авиакомпаний прекратит полеты, можно будет добраться из любого города в любой другой (возможно, с пересадками), пользуясь рейсами оставшихся двух компаний. Какое наименьшее количество авиалиний может быть в стране?
9. В дереве степени всех вершин нечётные. Докажите, что более половины его вершин висячие.

10. Каждая грань кубика разбита на 9 квадратов. Некоторые стороны этих квадратов раскрасили в красный цвет – всего 56 сторон. Докажите, что на поверхности кубика найдется замкнутая ломаная из красных отрезков.
11. Рёбра графа, степени всех вершин которого равны 5, раскрасили в три цвета так, что по ребрам каждого цвета можно от любой вершины дойти до любой другой. Каким могло быть число вершин этого графа?
Разнобой - 4

16 июля

1. Имеется 27 одинаковых кубиков размером 1×1×1. Можно ли покрасить их грани в 4 цвета так, что бы из них можно было бы сложить кубы 3×3×3 всех цветов?

2. По кругу расставлены 10 железных гирек. Между каждыми соседними гирьками находится бронзовый шарик. Масса каждого шарика равна разности масс соседних с ним гирек. Докажите, что шарики можно разложить на две чаши весов так, чтобы весы уравновесились.

3. На стоянке были легковые автомобили и мотоциклы. Мотоциклов с коляской было в два раза меньше, чем без коляски. Какое наибольшее число автомобилей могло быть на стоянке, если всего колёс у автомобилей и мотоциклов было 116?

4. В столе лежит кучка из 11022011 конфеток. Оля и Настя играют в следующую игру. За один ход можно взять из любой кучки любое число конфеток, большее 1, которое является делителем числа конфеток в этой кучке, и создать из них отдельную кучку. Проигрывает тот, кто не может сделать очередной ход. Первый ход делает Оля. Кто выиграет при правильной игре?
5. АЕ – биссектриса треугольника АВС, точка D выбрана на стороне АС так, что сумма величин углов DBC и АВС равна 1800. Докажите, что DE – биссектриса угла BDC.
6. Пусть p > q > r > 3 — три простых числа, таких, что 2q = p + r. Докажите, что p - r делится на 12.

Комбинаторика: МТФ и лемма Вильсона
17 июля
198. Рассмотрим  квадрат, каждую из вершин которого можно покрасить в один из двух цветов: белый или красный. Пусть сначала вершины пронумерованы. Тогда количество различных раскрасок равно 24. Нарисуем на доске все 24. Две раскраски – полностью белая и полностью красная ​– встречаются по-прежнему один раз. Но у других раскрасок есть «клоны», то есть раскраски, отличающиеся от них только нумерацией. Одну из них можно получить из другой поворотом на некоторый угол. Если мы хотим посчитать количество ненумерованных раскрасок, то это нужно учитывать.
199. Пусть р – простое число.

а) Сколькими способами можно покрасить вершины правильного p-угольника в n  цветов?

б) А если способы, отличающиеся друг от друга поворотом многоугольника вокруг его центра, считаются одинаковыми?

в) Выведите из пункта б) малую теорему Ферма.

200. Расставим в вершинах правильного  р–угольника числа от 1 до p, начиная каждый раз с одной и той же вершины.  Докажите, что число различных нумераций равно (p–1)! 

201. Теперь соединим вершины по порядку номеров стрелками, а последнюю соединим с первой. При этом получится несколько замкнутых нумерованных обходов.

а) Докажите, что количество обходов, в которых все стрелки одинаковы, 
равно p–1. 
б) Докажите, что, если в обходе есть хотя бы две стрелки разной длины, то существует ровно p таких обходов, отличающихся только расстановкой номеров.
в) Сотрём номера вершин. Сколько различных «ненумерованных обходов» получилось?

г) Убедитесь, что вы доказали следующее утверждение. Если  p – простое число, то  (р–1)!+1 делится на p.

202. Докажите, что если 
[image: image103.wmf]123......(2)(1)1
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 делится на n, то n – простое число.

203. (Лемма Вильсона)   (р–1)!+1 делится на р тогда и только тогда, когда р – простое число. 

204. Докажите лемму Вильсона, рассмотрев таблицу умножения остатков по модулю p. Докажите, что если р – простое число, то:

а) В каждой строке таблицы умножения остатков встречается ровно одна единица.
б) На диагонали стоят ровно две единицы: в первой и последней строках.  

в) Числа 2, 3, 4, …., р–3, р–2 можно разбить на пары так, что произведение чисел в каждой паре будет сравнимо с единицей  по модулю р.

г) Докажите, что 
[image: image104.wmf](1)!1(mod)
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Матбой 6-7
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205. В 17 корпусе имеется 15 датчиков пожарной сигнализации, расположенных в виде прямоугольника 3 × 5. Один из датчиков неисправен и время от времени срабатывает сам по себе. При каждом таком срабатывании охранник Олег может узнать про любые четыре датчика, образующих квадрат 1 × 1, есть ли среди них неисправный. Сколько ложных пожарных тревог потребуется Олегу, чтобы наверняка найти сломавшийся датчик?

206. В вазочке лежат конфеты трех сортов. Известно, что можно взять 50 конфет так, чтобы конфет каждого сорта стало поровну. Докажите, что в исходную вазочку можно добавить 100 конфет так, чтобы конфет каждого сорта стало поровну.

207. Найдите наибольшее простое число такое, что любое число, полученное из него вычеркиванием цифр (но не всех), тоже простое. 

208. Можно ли расставить на шахматной доске несколько ладей так, чтобы каждая из них била ровно одну другую и чтобы в каждой вертикали и в каждой горизонтали стояла хотя бы одна ладья?

209. Четыре различных числа попарно сложили и получили шесть сумм. Известны четыре наименьших из них: 1, 5, 8 и 9. Найдите две остальные суммы и сами исходные числа.

210. В 11 корпусе живут три любителя хорошо поесть: Андрей Григорьевич, Кирилл Андреевич и Александр Владимирович. Каждый из них за минуту расправляется с целым числом тарелок пельменей. Скорости поедания у разных едоков могут быть различными. На конкурсе по поеданию пельменей требовалось съесть за минуту три тарелки. Первую тарелку АГ съел в одиночку. Сообразив, что не уложится в установленное время, вторую тарелку он ел на пару с КА. После чего третью тарелку они ели уже втроем, и уложились точно в срок. Завтра команде из двух гурманов предстоит осилить пять тарелок пельменей за минуту. Сможет ли 11 корпус выставить команду, способную на этот подвиг?
211. С числом разрешается проделывать следующую операцию: выбрать цифру в его десятичной записи и прибавить её к числу или вычесть её из числа. Можно ли с помощью нескольких таких операций получить из числа 2012 число 96?
212. Натуральное число удалось разложить на 10 сомножителей, больших единицы, двумя способами так, что ни один из сомножителей первого разложения не совпадает ни с одним из сомножителей второго. Докажите, что это число можно разложить на 14 сомножителей (не обязательно различных), больших единицы.

Матбой между обычными группами 7 и 8 классов
17 июля

213. Одну тонну фруктов разложили в ящики по 5, 7 и 10 килограммов. В каждый из двух магазинов надо увезти по 500 кг фруктов. Докажите, что это можно сделать, не перекладывая фрукты из ящиков
.
214. Натуральные числа a, b, c, d таковы, что ab(cd делится на их сумму. Докажите, что эта сумма составная
.
215. За круглым столом сидели несколько лжецов и рыцарей. Первый сказал: "Не считая меня, здесь лжецов на одного больше, чем  рыцарей". Второй сказал: "Не считая меня, здесь лжецов на два больше, чем рыцарей", и так далее вплоть до последнего. Сколько человек могло сидеть за столом
?

216. Среди семи монет не более трёх фальшивых. Все настоящие монеты весят 
одинаково, а фальшивые, возможно, нет (фальшивая и настоящая монеты не могут весить одинаково). Как за четыре взвешивания определить хотя бы одну из настоящих монет?

217. В равнобедренном треугольнике ABC сторона AB равна BC. На стороне AB выбрана точка K, а на стороне BC точка L так, что AK=BL. Докажите, что длина отрезка KL не меньше половины AC.
218. Через точку Y на стороне AB правильного треугольника ABC проведена прямая, пересекающая сторону BC в точке Z, а продолжение CA в точке X. Известно, что XY=YZ и AY=BZ. Докажите, что XZ и BC перпендикулярны.

219. В стране 51 город, некоторые соединены дорогами (любые два города соединены не более чем одной дорогой). На дорогах ввели одностороннее движение так, что в любой город можно въехать ровно по 20 дорогам и из любого города можно выехать ровно по 20 дорогам. Докажите, что из любого города можно добраться до любого другого, заезжая по пути не более чем в два промежуточных города.

220. На доске записаны два числа: 1 и 2. Двое играющих ходят по очереди. За один ход можно увеличить одно из чисел на его сумму цифр или на сумму цифр другого числа. Выигрывает тот, кто первым напишет число, большее 2012. Кто выиграет
?
Метод математической индукции
19 июля

221. (Игра «Ханойская башня»). Имеется пирамида с n кольцами возрастающих размеров на стержне (внизу самое большое) и еще два пустых стержня той же высоты. Разрешается перекладывать верхнее кольцо с одного стержня на другой, но при этом запрещается класть большее кольцо на меньшее. а) Докажите, что можно переложить все кольца с первого стержня на один из пустых стержней. б) Докажите, что это можно сделать за 2n(1 перекладывание.

222. а) Из квадрата клетчатой бумаги размером 4(4 вырезали клетку. Докажите, что полученную фигуру можно разрезать на уголки из трех клеток. б) То же для квадрата 8(8. в) То же для квадрата 16(16. г) То же для квадрата 2n(2n.
Простейшая схема математической индукции. Для доказательства того, что утверждение верно при всех n(m, во-первых, проверяем базу индукции ( что верно для n=m, во-вторых, доказываем шаг индукции ( что если верно для n=k (k(m), то верно и для n=k+1.
223. Торт разрезали прямолинейными разрезами на несколько кусков. Оказалось, что одна сторона у ножа была грязная. Докажите, что всегда найдется хотя бы один 
чистый кусок.

224. На плоскости расположено несколько прямых и окружностей. Докажите, что части, на которые они разбивают плоскость, можно покрасить в два цвета так, что любые две части, имеющие общий участок границы, покрашены в разные цвета.

225. На столе стоят 32 стакана с водой. Разрешается взять любые два стакана и уровнять в них количества воды, перелив часть воды из одного стакана в другой. Докажите, что с помощью таких операций можно уравнять количество воды в стаканах.

226. В таблице 3(100 (3 строки, 100 столбцов) расставлены фишки трех цветов по 100 штук каждого цвета. Докажите, что переставляя фишки в строках, можно сделать так, чтобы в каждом столбце были фишки трех цветов.

227. На лестнице нарисованы стрелочки. На одной из ступеней стоит человек. Он идет со ступеньки в ту сторону, в которую указывает стрелочка, после чего стрелочка на ступеньке, с которой он сошел, обращается в противоположную сторону. Докажите, что когда-нибудь человек покинет лестницу.

228. На кольцевом шоссе стоят несколько автомобилей с общим запасом бензина, достаточным, чтобы объехать весь круг. Докажите, что можно сесть в один из автомобилей и проехать все шоссе, забирая по дороге бензин у остальных автомобилей.
229. Семь воров делят добычу. Каждый уверен, что он поделил бы добычу на равные части, но остальные ему не верят: у каждого своё мнение о ценности той или иной доли добычи. Как действовать ворам, чтобы после раздела каждый был уверен, что у него не менее 1/7 части добычи?

230. Соревнования по n видам спорта между 2n участниками проводятся по следующим правилам. После состязаний по первому виду спорта выбывают половина спортсменов, показавшие худшие результаты. Остальные соревнуются по второму виду и снова выбывает половина и т. д.  Победивший в последнем виде становится чемпионом.  Для каждого спортсмена известна его сила в данном виде программы. Назовем спортсмена возможным победителем, если можно так переставить виды спорта в программе, что он станет чемпионом. Докажите, что существует распределение сил спортсменов в разных видах такое, что возможными  победителями являются  не менее половины участников.

Неравенство треугольника
19 июля

На продолжении медианы отложим отрезок, равный медиане.
231. Докажите, что медиана треугольника ABC, проведённая из вершины A, меньше полусуммы сторон AB и AC.
232. Точка C — середина отрезка AB. На произвольном луче, проведённом из точки C и не лежащем на прямой AB, выбраны три точки P, M и Q так, что PM = MQ. Докажите, что AP+BQ > 2CM.
233. Докажите, что из медиан произвольного треугольника можно составить треугольник.
Симметрия относительно прямой, выстраивание отрезков в ломаную.
234. Точка пересечения серединного перпендикуляра к стороне AB треугольника ABC делит ломаную ACB на две части равной длины. Докажите, что треугольник ABC — равнобедренный.
235. Точку М, лежащую внутри острого угла, отразили симметрично относительно сторон угла. В результате этого получились точки M1 и M2. Докажите, что внутри угла содержится менее половины отрезка M1M2.

236. Точки M и N расположены по одну сторону от прямой l. Постройте на прямой l точку K, для которой сумма MK + NK принимает наименьшее значение.
Вспомогательный треугольник, выстраивание суммы двух сторон треугольника.
237. В равнобедренном треугольнике угол при вершине равен 20(. Докажите, что боковая сторона треугольника меньше утроенного основания.

238. В выпуклом четырёхугольнике ABCD равны углы при вершинах A и B. Известно также, что BC = 1 и AD = 3. Докажите, что CD > 2.
239. Биссектриса угла при основании BC равнобедренного треугольника ABC пересекает боковую сторону AC в точке K. Докажите, что BK < 2CK.

Для самостоятельного решения

240. Точка C лежит внутри прямого угла AOB. Докажите, что периметр треугольника ABC больше 2OC.
241. Постройте треугольник с наименьшим возможным периметром по данным стороне и проведённой к ней высоте.
242. На биссектрисе внешнего угла C треугольника ABC взята точка M, отличная от C. Докажите, что MA + MB > CA + CB.

243. Точка M — середина стороны BC выпуклого четырёхугольника ABCD. Известно, что (AMD = 120(. Докажите неравенство AB + 0,5BC + CD > AD.

244. На основании AC равнобедренного треугольника ABC выбрали точку D, а на продолжении AC за вершину C — точку E, причём AD = CE. Докажите, что BD + BE > AB + BC.

Метод математической индукции (продолжение)
20 июля

245. Найдите формулу для вычисления суммы 1(1!+2(2!+…+n(n
!
246. Докажите, что 3+32+33+…+3n = 
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247. Докажите, что 
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248. Докажите тождество: 
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249. Докажите, что 
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Выдвижение гипотезы. Часто при решении задачи мы рассматриваем несколько частных случаев. После чего обобщаем их, выдвигая гипотезу. Приступая к ее обоснованию, следует помнить, что эта гипотеза может оказаться неверной. Приведем поучительный пример. На окружности взяли n точек и соединили их всевозможными хордами. При этом никакие три из этих хорд не пересекаются в одной точке. На сколько частей они делят круг? При n=2 получаем 2 части, при n=3 уже 4, при n=4 частей 8, при n=5 их 16. Весьма правдоподобно, что для n точек частей будет 2n-1. На самом деле, формула, выражающая количество частей, такова: 
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250. Найдите сумму: 
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251. Найдите произведение: 
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252. Найдите сумму: 
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Задачи для самостоятельного решения

253. Докажите, что 
[image: image113.wmf]2222
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254. Докажите, что 
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255. Найдите формулу для вычисления суммы: 
[image: image115.wmf]12
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Комби-3
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256. В очереди в кафе стояли 57 семиклассников. Потом пришли 3 преподавателя  и авторитетно влезли в некоторые промежутки между стоящими. Сколько различных очередей могло получиться, если в каждый промежуток влезло не более одного преподавателя?

257. Для проведения олимпиады список из 57 семиклассников в алфавитном порядке разбивается на 4 группы. Первая группа идет в первую аудиторию, вторая – во вторую и т.д. В каждую аудиторию должен пойти хотя бы один семиклассник. Сколькими способами можно провести распределение?

258. Сколькими способами можно разложить 100 копеечных монет по 5 различным кошелькам, если не должно остаться пустых кошельков?

259. Сколькими способами можно разложить 30 одинаковых шаров в 6 разных ящиков, если: а) в каждом ящике должен быть хотя бы 1 шар? б) некоторые из ящиков могут быть пустыми?

260. Сколько решений имеет уравнение [image: image117.png]Xq + Xg + 4 X5






а) В натуральных числах?

б) В целых неотрицательных числах?

261. В кафе продаются пирожные четырёх сортов: эклеры, песочные, бисквитные и слоёные. Сколькими способами можно составить набор из 10 пирожных?

262. Сколькими способами можно разложить 100 копеечных монет по 5 различным кошелькам, если некоторые кошельки могут остаться пустыми?

263. В очереди в кафе стояли 18 девочек. Потом прибежали 7 мальчиков из М7 и влезли в некоторые промежутки между стоящими. Сколько различных очередей могло получиться?

264. Сколькими способами можно разложить по 6 разным ящикам 30 одинаковых красных и 20 одинаковых синих шаров, если: а) в каждом ящике должны быть шары обоих цветов? б) нет никаких ограничений?

265. Сколькими способами можно выстроить в очередь 39 мальчиков и 18 девочек, чтобы никакие две девочки не стояли рядом?

266. Сколькими способами можно расставить в ряд 5 зеленых, 30 красных и 20 синих шаров, чтобы зеленые шары не стояли рядом?

267. Сколько решений имеет уравнение x + y + z + t = 2012 в нечетных натуральных числах?

268. а) Сколькими способами можно записать число 1000000000 в виде произведения трех натуральных чисел? Способы, отличающиеся порядком сомножителей, считаются различными. б) А если все множители должны быть больше 1?

269. Сколькими способами можно распределить по 4 аудиториям 57 семиклассников, если: а) некоторые из аудиторий могут быть пустыми? б) в каждую аудиторию должен пойти хотя бы один семиклассник?

270. Сколько решений имеет уравнение x + y + z = 100 в натуральных числах, не превосходящих 60?

Индукция в графах
21 июля

271. В некоторой стране каждые два города соединены дорогой с односторонним движением. Докажите, что есть город, из которого можно доехать до любого другого.

272. В некоторой стране каждый город соединён с каждым дорогой. Докажите, что можно ввести на дорогах одностороннее движение так, чтобы выехав из любого города, в него нельзя было вернуться.

273. В некоторой стране каждые два города соединены дорогой с односторонним движением. Доказать, что можно проехать по всем городам, побывав в каждом по одному разу.
274. Доказать, что после окончания однокругового турнира по теннису его участников можно выстроить в ряд так, что каждый выиграл у следующего за ним в этом ряду
.

275. В некоторой стране каждые два города соединены дорогой с односторонним движением. Докажите, что найдется город, из которого можно доехать до любого другого не более чем с одной пересадкой.
276. В компании из n человек (n > 3) у каждого появилась новость, известная ему одному. За один телефонный разговор двое сообщают друг другу все известные им новости. Докажите, что за 2n–4 разговора все они могут узнать все новости.

277. В стране 100 городов, некоторые из которых соединены авиалиниями. Известно, что из любого города можно долететь до любого другого. Докажите, что можно облететь все города, совершив не более 196 перелетов.
278. Дан граф, содержащий 2n вершин и не менее n2+1 ребро. Докажите, что в нем есть три вершины, попарно соединённые ребрами.

279. В компании из n человек среди любых четверых есть знакомый с остальными тремя. Доказать, что есть человек, который знает всех остальных.
280. На планете 20 государств. Среди любых трёх из них найдутся два, еще не установившие дипломатических отношений. Докажите, что число посольств на планете не превосходит 200.
Диофантовы уравнения-2
21 июля
Рассмотрим уравнение ax+by = c, где a, b, c – данные целые числа (x, y — неизвестные).


281. Найдите все целые решения уравнения: 203y – 243x = 7.  

· Если c не делится на НОД(a,b), то уравнение ax+by = c не имеет решений.
Если c делится на НОД(a,b), то мы можем разделить обе части уравнения на НОД(a,b) и искать решения уже этого уравнения. 

· Если НОД(a, b) = 1 и (x0, y0) — решение уравнения, то пары (x0 + b, y0 –a), (x0+2b, y0–2a), (x0+3b, y0–3a), …, а также пары (x0–b, y0+a), (x0–2b, y0+2a), (x0–3b, y0+3a), … являются решениями нашего уравнения. 

· Если НОД(a, b)= 1 и (x0, y0) — решение уравнения ax + by = с, то любое его решение имеет вид (x0 + kb, y0 – ka) при каком-то целом k.

· Если уравнение ax+by = с имеет решение в целых числах, а  b – положительно, то ровно одно из значений  x = 0, 1, 2, … , b – 2, b – 1 является решением уравнения.
·  Если в уравнении ax + by = с  оба коэффициента a и b велики, то для поиска одного решения пришлось бы перебрать много вариантов. Перебор можно уменьшить, воспользовавшись следующим соображением. Пусть b > a.  Разделим b на a с остатком: b = ka+r . Теперь запишем уравнение в виде 
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. x будет целым, когда (c – ry) делится на a. То есть  с – ry = aq.  Теперь решение исходного уравнения сводится к решению в целых числах уравнения aq + ry = c.
Задачи

282. Найдите все целые решения уравнения: а) 4х –​ 7у = 3; б) 7х +​ 10у = 6.

283. Найдите все такие целые x и y , что    а) 28x + 51y =1;    б)  625x + 135y = 5.

284. Определите, сколько решений в натуральных числах имеет уравнение
99!х +100!у = 101!
285. На складе имеется тушенка в банках по 350 г и по 425 г. Для проведения операции «Буря в стакане» требуется 15 кг тушенки. Подскажите главному интенданту, сколько и каких банок заказать на складе.

286. Школьники ходили купаться на реку через большой песчаный пляж. Шедший последним Степа аккуратно провел на песке две черты, перпендикулярных направлению движения ребят, на расстоянии 10 метров друг от друга, и насчитал между ними ровно 559 следов. Сколько семиклассников ходило на реку, если известно, что длина шага каждого из них составляет 55 см?

287. В ЛМШ-2011 можно было заказать маленькие фотографии по 8 рублей, а большие – по 25 рублей. Известно, что дети заказали фотографий на 763 рубля. Сколько маленьких и сколько больших фотографий заказали дети?  

288. Найдите все целые решения уравнения: 

а) 2003х – 2012у = 3;
б) 2007х + 2012у = 2003.

289. Решите в целых числах уравнение 6х+10у+15z = 7.



Разнобой-5
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1. Известно, что ЕЛКА + ЕЛКА +...+ ЕЛКА = ЛЕСОК. Из какого наименьшего количество елок состоит лесок?

2. Каждый из 150 лмшат имеет не менее 100 знакомых. Докажите, что найдутся четверо, имеющие одинаковое число знакомых.
3. Длины сторон треугольника – последовательные натуральные числа. Найдите стороны этого треугольника, если известно, что одна из его медиан перпендикулярна одной из его биссектрис.

4. Докажите, что ни при каком натуральном k число 3k + 5k не является квадратом натурального числа.

5. В странах Диллии и Даллии денежными единицами являются диллеры и даллеры соответственно, причём диллер меняется на 10 даллеров, а даллер меняется на 10 диллеров. Начинающий финансист Александр начинает бизнес с капиталом в 1 даллер, может свободно перемещаться из одной страны в другую и менять свои деньги в любой из этих стран. Докажите, что количество даллеров у него никогда не сравнится с количеством диллеров.

6. Двое по очереди красят стороны 1001 угольника в два цвета. Тот, после чьего хода образуется две соседние одноцветные стороны, проигрывает. Кто может обеспечить себе победу вне зависимости от игры соперника?
Индукция с опорой на несколько предыдущих случаев
22 июля

290. Четырёхлетний Сёма умеет писать только цифры 4 и 7. Докажите, что он может написать число с любой суммой цифр больше 17.
291. Какое наибольшее количество непересекающихся диагоналей можно провести в выпуклом n-угольнике (допускаются диагонали, имеющие общие вершины)?
Индукция с опорой на несколько предыдущих случаев. При построении стандартного решения по индукции шаг индукции состоял в выведении утверждения Уk+1 из одного 
предыдущего ( Уk. Но иногда для обоснования Уk+1 приходится использовать все или 
несколько из предыдущих утверждений ( от У1 до Уk. Это безусловно возможно, ибо если волна доказательства дошла до Уk, то она до этого прошла и все предыдущие утверждения цепочки. При сохранении обычной базы переход в этом случае выглядит так: при любом натуральном k из истинности утверждений У1, У2,…, Уk вытекает истинность Уk+1.

292. Докажите, что можно разрезать равносторонний треугольник на n ( 6 меньших 
равносторонних треугольников.
293. Последовательность 2, 3, 5, 9,… составлена по такому правилу: если из утроенного члена этой последовательности вычесть удвоенный предыдущий, то получится следующий (3(3(2(2=5, 3(5(2(3=9 и т.д.). Докажите, что все члены этой последовательности ( степени двойки, увеличенные на 1.
294. Дан ряд чисел Фибоначчи: a1=a2=1 и an+1=an+an-1 при всех n ( 2. Докажите, что 
любое натуральное число, большее двух, представимо суммой различных чисел 
Фибоначчи.
295. Даны m внешне одинаковых монет, среди которых имеется одна фальшивая, более легкая. Докажите, что если количество монет удовлетворяет неравенству 
3n-1 < m ( 3n, то за n взвешиваний на чашечных весах без гирь можно найти фальшивую монету.
296. Вершины выпуклого многоугольника раскрашены в три цвета так, что каждый цвет присутствует и никакие две соседние вершины не окрашены в один цвет. Докажите, что многоугольник можно разбить диагоналями на треугольники так, чтобы у каждого треугольника вершины были трех разных цветов.
Двудольные графы
22 июля
15. На дискотеку пришли несколько девушек и юношей. Могло ли быть так, что все девушки знакомы с различным числом юношей, а все юноши – с одинаковым числом девушек, если а) 6 девушек и 5 юношей; б) 7 девушек и 6 юношей?
Определение. Граф называется двудольным, если его вершины можно раскрасить в два цвета правильным образом, т.е. так, чтобы две соединенные ребром вершины были покрашены в разные цвета.
16. а) Докажите, что сумма степеней вершин одного цвета равна сумме степеней вершин другого цвета. 

б) Докажите, что если все вершины графа имеют одинаковую степень, то в обеих долях вершин поровну.

17. В однокруговом турнире половина участников ​ гроссмейстеры, остальные ​ мастера. Сейчас все сыграли партий поровну. Мастера сыграли между собой 16 партий. Сколько партий между собой сыграли гроссмейстеры?

18. Газета «Фумигатор» сообщает: «В спартакиаде проводились соревнования по пяти видам спорта. Каждый из 30 семиклассников принял участие в соревнованиях либо по одному, либо по трем видам спорта, а в каждом из видов число принимавших участие было 15, либо 25». Докажите, что журналисты газеты заблуждаются.

19. В прямоугольной таблице некоторые клетки отмечены звездочкой. Известно, что для любой отмеченной клетки число звездочек в ее столбце равно числу звездочек в ее строке. Докажите, что число столбцов, в которых есть хотя бы одна звездочка, равно числу строк, в которых есть хотя бы одна звездочка. 

20. Докажите, что дерево – двудольный граф.
21.  (Критерий двудольности). Докажите, что связный граф является двудольным тогда и только тогда, когда все циклы в нем имеют чётную длину.

22. Несколько равносторонних треугольников на плоскости не перекрываются. Докажите, что их всегда можно раскрасить в два цвета так, чтобы треугольники с общим отрезком границы были разного цвета.

23. Вершины связного графа пронумеровали числами от 1 до n некоторым образом. Затем на каждом ребре записали сумму номеров в его концах, а номера в вершинах стерли. Докажите, что если граф не двудольный, то нумерация однозначно восстанавливается.
24. В куче лежат 2012 камней. Её делят на две части, затем одну из частей опять делят надвое и т. д., пока не получат 2012 отдельно лежащих камней. При каждом делении одной из куч на две части на доску записывается произведение количеств камней в этих частях. Какие значения может принимать сумма всех чисел, записанных на доске?
Заключительная олимпиада
24 июля
Довывод

297. Паша записал в строку 4 натуральных числа. Каждое, начиная со второго, делится на предыдущее. Может ли каждое, начиная со второго, иметь меньшую сумму цифр, чем предыдущее? 

298. [image: image129.png]C4-C3



Группа сдавала задачи. Саша сдал задачу и этим увеличил на 0,1 среднее количество задач, решенных мальчиками. Маша сдала задачу и этим увеличила на 0,2 среднее количество задач, решенных девочками. А на сколько в результате этих двух событий увеличилось среднее количество задач, сданных всеми учениками группы?

299. Бумажный прямоугольник ABCD перегнули по отрезку AE. Вершина D попала в точку D´ – середину стороны BC. Найдите СЕ, если AE = 30 см.
300. Будильник был заведен на 8 часов, но Миша проснулся раньше и заметил, что часовая стрелка является биссектрисой угла между минутной и показывающей на цифру 8 стрелкой звонка будильника. Миша сообразил, что такое случилось в последний раз до звонка. Когда проснулся Миша?

301. Каждый день Малыш и Карлсон едят пирожные. В первый день они съели по одному пирожному. Затем Малыш каждый день съедает ровно одно пирожное, а Карлсон ровно столько, сколько они съели вместе за все предыдущие дни. Могло ли число пирожных, съеденных за один день Карлсоном, оканчиваться на 101?
Вывод

302. В таблицу 77×77 вписали числа 1, 2, 3, ..., 77, каждое по 77 раз так, что сумма чисел над одной из двух главных диагоналей оказалась ровно в три раза больше суммы чисел под этой диагональю. Какое число могло быть вписано в центральную клетку таблицы?
303. В четырехугольнике ABCD (A = 85(, (B = 115(, AD = BC. Серединные перпендикуляры к сторонам AB и CD пересекаются в точке M. Найдите (MAB.
304. Семеро козлят сели за круглый стол играть в «Колонизаторов». После каждого тура какие-нибудь двое соседей меняются местами.  Игра закончится, когда каждый посидит на каждом месте. Каким наименьшим количеством пересадок они могут обойтись?

Послевывод

305. В треугольнике есть сторона больше 1. Докажите, что его можно разрезать на несколько треугольников, в каждом из которых есть сторона, равная 1.
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�2011. Двух и более рыцарей быть не может, так как второй говорящий соврет. Все быть лжецами также быть не могут, иначе лжецы будут говорить правду. Значит, рыцарь один и он стоит первым.


�Нет.


�Обозначим сосуды С16 и С15. Наполним из крана С16; льем из С16 в С15, пока не наполним; выльем всё из С15 в раковину, перельем остаток из С16 в С15. В результате в С15 стал 1 л воды, а С16 пустой. У нас как бы ёмкость С15 (то есть объём воды, который туда можно долить) уменьшилась на 1 л. Повторим действия, следуя дословно предыдущим инструкциям. В результате в С15 окажется 2 л, ёмкость уменьшилась ещё на 1 л. Такую группу действий делаем всего 8 раз, в результате в С15 окажется 8 л воды.


�а) 20 раз серия прыжков +3, –2, +3, –2, +3�б) Выполним сначала 18 раз серию +3, –2, +3, –2, +3, а в заключение выполним +2, +2, –3, +2, +3, +2, –3, +2. Всё обошли, закончив на числе 98.�Комментарий к а) Есть, например, и такая серия +2, +2, –3, +2, +2. Вообще, обе серии можно прервать на ход раньше – уже посещены несколько клеток подряд. Однако у «урезанной» серии есть большой недостаток – её нельзя повторять. Причина в том, что изменилось положение кузнечика по отношению к непосещённым клеткам.


б) Попробуем посетить как можно больше клеток за счет повторения найденной ранее серии. Если выполнить серию 19 раз, то окажемся на клетке 96. Нетрудно проверить, что все три оставшиеся клетки посетить не удастся. Выполним теперь серию 18 раз, а для оставшихся 8 клеток придётся придумать отдельную, заключительную серию прыжков.


�Почему ОТА не работает для двалиийских чисел?


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Делиться оно может только на простое число не меньшее р.


�PAGE \# "'Стр: '#'�'"  ��Пусть р – один из простых делителей числа a. Поскольку c3  делится на  a, а  b3 делится на c, р является также делителем чисел b и c. Пусть р входит в канонические разложения чисел a , b и c на простые множители в степени  п, m и k соответственно. Без ограничения общности можно считать, что � EMBED Equation.3  ���.  Так как � EMBED Equation.3  ���, в разложение числа abc множитель р входит в степени не большей, чем  n+3n+9n=13n.  С другой стороны, так как � EMBED Equation.3  ���, в разложение числа � EMBED Equation.3  ��� множитель р входит в степени  13n.  Поскольку такие рассуждения справедливы для всех простых множителей,  � EMBED Equation.3  ���.


�а)� QUOTE � ���; б) � QUOTE � ���


�� QUOTE � ���


�


�� QUOTE � ���


�4!5! или � QUOTE � ���, в зависимости от того, считаем ли мы положение Васи важным относительно стола.


�� QUOTE � ���


�30*32^4-21*22^4


�� QUOTE � ���


�� QUOTE � ���. Для каждой пятерки существует хотя бы 1 замок, к которому есть ключи у всех остальных членов. Причем один такой замок может быть только у одной пятерки, иначе можно найти и шестого без ключа. Значит, замков не меньше, чем пятерок. Пример: каждой 5-ке членов ставим в соответствие замок, ключи от которого будут у всех, кроме них.


�Заметим, что количество ящиков по 7 кг делится на 5. Если 7кг ящиков меньше, чем на 500 кг, то компенсируем их 5 и 10 килограммовыми. Если больше половины, то разложим несколько 35-кг кусков в разные кучи.


�Разность (ab-cd)-(a+b+c+d)b=-(c+b)(b+d) делится на сумму, что при простой сумме невозможно – множители меньше суммы.


�2 или 3. Решение. Пусть всего n  человек.  Все  лжецами


быть не могут, иначе (n-1)-й сказал правду. Все заявления  противо-


речат друг другу, поэтому рыцарь ровно 1. Он сидит на (n-1)-м  мес-


те. Для лжеца верным будет утверждение:  ""Не  считая  меня,  здесь


лжецов на (n-3) больше, чем рыцарей.".  Чтобы  оно  не  прозвучало,


должно быть n-3<1, то есть n<4.


�Выиграет первый. 1-м ходом ему надо прибавить 1 к единице. Получится 2 и 2. После этого 1-му надо каждым ходом уравнивать числа на доске (что, возможно) до тех пор, пока после очередного хода 2-го не окажется, что 1-й имеет выигрыш в один ход. 2-й выиграть не может, потому что после ходов 1-го новых чисел на доске не появляется.


�(n+1)!+1


� (Леонард Эйлер). Верно ли, что число n2+n+41 является простым при любом натуральном n�?


�Смотрим для небольшого числа слагаемых; затем оформляем догадку, вводя буковку n: S=(n-1)/n. После чего завершаем доказательство ММИ. Затем стоит показать прием, основанный на равенстве 1/(k-1)k=1/(k-1)-1/k


�� QUOTE � ��� или � QUOTE � ���


Ставим последовательно трех преподов


�� QUOTE � ���


Вставляем 3 перегородки в имеющиеся 56 промежутков.


�� QUOTE � ���


�а) � QUOTE � ��� б) � QUOTE � ���


В первом случае так же, как и в 1 задаче. Во втором – просто перемешиваем 5 перегородок с шарами.


�а) � QUOTE � ��� б) � QUOTE � ���


�� QUOTE � ���


Составляем уравнение и пользуемся пунктом б) предыдущей задачи.


�� QUOTE � ���


�� QUOTE � ��� или � QUOTE � ���


Выкинем крайних девочек, а для остальных воспользуемся задачей 4б). Потом домножим на количество порядков мальчиков в очереди.


�а) � QUOTE � ��� б) � QUOTE � ���


Пользуемся задачами 4а) и 4б) отдельно для каждого из цветов.


�� QUOTE � ���


Ставим по девочке в 40 промежутков между 39 мальчиками (+ начало и конец), потом домножаем на порядки мальчиков.


�� QUOTE � ���


Сначала объединим красные и синие шары, и посчитаем количество способов расставить зеленые по одному в промежутки между ними (+ начало и конец). После этого решаем, какие из 50 мест займут синие шары.


�� QUOTE � ���


Вычтем из каждого по 1 и разделим на 2. Получится уравнение x+y+z+t=1005 в целых неотрицательных числах. Пользуемся 4б)


�а) � QUOTE � ��� б) � QUOTE � ���


а) Пользуемся 4б) для двоек и пятерок.


б) Вычтем 3 разложения, в которых 2 единицы и � QUOTE � ��� разложения в которых 1 единица.


�а) � QUOTE � ��� б) � QUOTE � ���


а) Присвоим каждому семикласснику номер его аудитории


б) Сделаем то же самое, но выкинем варианты, в которых есть пустые аудитории. Воспользуемся для этого формулой включений-исключений.


�� QUOTE � ���


Пользуемся 4а), потом выкидываем решения, в которых одна из трех переменных больше 60. Для этого каждому плохому решению найдем соответствующее решение уравнения x+y+z=40.


�По сути, хотим доказать существование пути в полном ориентированном графе.


�Переход. Уберём произвольный город A. По индукционному предположению оставшуюся часть можно обойти, пусть этот путь начинается с города B. Если дорога между A и B ведёт в B, то можно из A переехать в B, и проехать оттуда по оставшимся городам. Если же эта дорога ведёт в A, то рассмотрим последний город на пути (C). Если дорога между A и C ведёт в A, то искомый маршрут - B-…-C-A. Иначе рассмотрим первый город на пути, в который ведёт дорога из A (назовём его D, а предыдущий - E) и воспользуемся маршрутом B-…-E-A-D-…-C. 


�Переход  2n ( 2(n+1) (число ребер  (n+1)^2+1). Рассмотрим произвольные две вершины A и B, соединённые ребром. Если существует вершина C, из которой идут рёбра и в A и в B, то треугольник нашёлся. Если же такой вершины нет, то из вершин A и B ведёт не более 2n+1 рёбер. Поэтому, если убрать из графа вершины A и B, то останется 2n вершин и не менее чем (n+1)^2+1-2n-1=n^2+1 рёбер, и по индукционному предположению в оставшейся части графа найдётся треугольник. 
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