
Åñòü â ìàòåìàòèêå íå÷òî, âûçûâàþùåå ÷åëîâå÷åñêèé âîñòîðã

Ôåëèêñ Õàóñäîðô, íåìåöêèé ìàòåìàòèê

Ìàòåðèàëû Ì7 áûëè ïîäãîòîâëåíû ïðåïîäàâàòåëÿìè ñ ðàçëè÷íûì îïûòîì

è ïîíèìàíèåì ïðåïîäàâàíèÿ, íî ñ îäíîé öåëüþ � ïîêàçàòü êðàñîòó ìàòåìàòèêè

è ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Ñåìèêëàññíèêè áûëè âïîëíå ñïîñîáíû ïðîé-

òè ïóòü íàñòîÿùåãî ìàòåìàòèêà, êîãäà â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïðèõîäëîñü ïîë-

íîñòüþ ìåíÿòü èäåéíûé ïîäõîä ê çàäà÷å èëè ñóùåñòâåííî äîïîëíÿòü ñòàðûé.

Òàê æå, êàê è â íàñòîÿùåé ìàòåìàòèêå, íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû ñòðîèëèñü

èç ñàìûõ áàçîâûõ ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òåì ñàìûì ìû õîòåëè,

÷òîáû øêîëüíèêè âñåãäà ïîíèìàëè, ÷òî îíè óæå äîêàçàëè, à ÷òî � åù¼ íåò.

Òåìû áûëè âûáðàíû òàê, ÷òîáû îäíè è òå æå çàäà÷è è ïîíÿòèÿ áûëè ðàñ-

ñìîòðåíû ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Ïî÷òè âñå óòâåðæäåíèÿ â êîìáèíàòîðèêå, äà è íå

òîëüêî, äîêàçûâàëèñü äâóìÿ, à òî è òðåìÿ ñïîñîáàìè. ×èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå

òåìû ïðîíèçûâàëèñü ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè � íàïðèìåð, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷å-

ñêîé èíäóêöèè è èíâàðèàíòà. Îíè ïîêàçûâàëè, ÷òî îòäåëüíûå çàíÿòèÿ ñâÿçàíû

áîëüøèì, ÷åì êàæåòñÿ ïîíà÷àëó.

Ó ñåìèêëàññíèêîâ áûë ñîâñåì íåáîëüøîé îïûò ðàáîòû ñ ãåîìåòðèåé äî ñìå-

íû. Òåì íå ìåíåå, ñ íåáîëüøèì àðñåíàëîì èäåé, ïðåäñòàâëåíûõ â ýòîé êíèãå, ó

íèõ ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ðåøàòü î÷åíü ñëîæíûå íà ïåðâûé âçãëÿä çàäà÷è.

Â î÷åðåäíîé ðàç ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî ñèëà ìàòåìàòèêà � íå â êîíêðåòíûõ

çíàíèÿõ, à â óìåíèè âûáèðàòü è ïðèìåíÿòü èäåè.

Ïîñëåäíåå èç çàíÿòèé � ýòî ëèñòî÷åê ñ ëîæíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè. Â òå÷å-

íèå ñìåíû ìû èñêàëè îøèáêè â ðàññóæäåíèÿõ ñåìèêëàññíèêîâ, ïîýòîìó ñóùå-

ñòâîâàíèå ëèñòêà áîëåå ÷åì îïðàâäàíî � è îíè äîëæíû ó÷èòüñÿ èñêàòü îøèáêè

ó íàñ. Óìåíèå ïîíèìàòü è êðèòè÷åñêè àíàëèçèðîâàòü ÷óæèå ðàññóæäåíèÿ � òî-

æå ÷åðòà îáðàçîâàííîãî ìàòåìàòèêà.

Ìû áëàãîäàðíû ïðåïîäàâàòåëÿì Ì7-Ïðîôè çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êðà-

ñèâûõ çàäà÷ è òåõíè÷åñêóþ ïîìîùü ïðè ñîçäàíèè ýòîé êíèãè. Áîëüøå âñåãî

ìû õîòèì ñêàçàòü ñïàñèáî äåòÿì ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ãðóïï, êîòîðûå áåç-

îãîâîðî÷íî ïðèíèìàëè íàøè ëèñòî÷êè è íàñëàæäàëèñü ðåøåíèåì çàäà÷ áåç

êàêèõ-ëèáî êîðûñòíûõ öåëåé. Íàì âñåì áûëî ñ âàìè ïðèÿòíî ðàáîòàòü, óäà÷è

íà çà÷¼òå!

//Àâòîðû

1



Âñòóïèòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 4 èþëÿ

1. Â èçáóøêå æèâóò òðè ìåäâåäÿ: Ìèõàèë Èâàíîâè÷, Íàñòàñüÿ Ïåòðîâíà

è èõ ñûí Ìèøóòêà. Ìèõàèë Èâàíîâè÷ íàëèë â òàðåëêó 5 ïîâàðåøåê ñóïà, à

Íàñòàñüÿ Ïåòðîâíà � 2 ïîâàðåøêè. Ìèõàèë Èâàíîâè÷ ñúåäàåò ñâîþ ïîðöèþ

çà 6 ìèíóò, à Íàñòàñüÿ Ïåòðîâíà � çà 4 ìèíóòû. Åñëè Ìèøóòêà áóäåò åñòü ñóï

âìåñòå ñ ïàïîé, òî ïàïèíà ïîðöèÿ áóäåò ñúåäåíà çà 5 ìèíóò. Çà êàêîå âðåìÿ

áóäåò ñúåäåíà ìàìèíà ïîðöèÿ, åñëè Ìèøóòêà áóäåò åñòü âìåñòå ñ ìàìîé?

2. Òàíÿ ñòîèò íà áåðåãó ðå÷êè. Ó íå¼ åñòü äâà ïóñòûõ êóâøèíà: îäèí � íà

5 ëèòðîâ, à ïðî âòîðîé Òàíÿ ïîìíèò ëèøü òî, ÷òî îí âìåùàåò òî ëè 3, òî ëè

4 ëèòðà. Ïîìîãèòå Òàíå îïðåäåëèòü ¼ìêîñòü âòîðîãî êóâøèíà. (Çàãëÿäûâàÿ â

êóâøèí, íåëüçÿ ïîíÿòü, ñêîëüêî â í¼ì âîäû.)

3. Òîëÿ è Ãðèøà æèâóò â Äóáàå â âûñîòíîì äîìå ñ îäíèì ïîäúåçäîì, â

êîòîðîì íà êàæäîì ýòàæå 10 êâàðòèð. Íîìåð ýòàæà Òîëè ðàâåí íîìåðó êâàð-

òèðû Ãðèøè. Âàñÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ñóììà íîìåðîâ èõ êâàðòèð ðàâíà 1001.

Äîêàæèòå, ÷òî Âàñÿ îøèáàåòñÿ.

4. Ìîæíî ëè ïîêðàñèòü êëåòêè òàáëèöû 8 × 8 â 16 öâåòîâ (êàæäàÿ êëåòêà

êðàñèòñÿ â îäèí öâåò) òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ äâóõ öâåòîâ íàøëèñü

êëåòêè, êîòîðûå ïîêðàøåíû ýòèìè öâåòàìè è èìåþò îáùóþ ñòîðîíó?

5. Ëåíà áåãàåò áûñòðåå Ëèçû, íî ìåäëåííåå Æåíè. Âñå òðîå ñòàðòîâàëè èç

îäíîé òî÷êè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè, è ïðîáåæàâ êàæäàÿ íåñêîëü-

êî êðóãîâ ïî ñòàäèîíó, ôèíèøèðîâàëè â òîì æå ñàìîì ìåñòå. Îêàçàëîñü, ÷òî

Æåíÿ îáîãíàëà Ëèçó 10 ðàç. Ñêîëüêî âñåãî ðàç äåâî÷êè îáãîíÿëè äðóã äðóãà?

(Ñêîðîñòè âñåõ ïîñòîÿííû.)

6. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AB è CD îòìå÷åíà òî÷êà E � ñåðåäèíà

BC. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠BAE+ ∠EDC = 90◦,AB = 7,CD = 10. Íàéäèòå AD.

7. Â îòðÿäå 101 áîåö. Êàæäûé âå÷åð òðîå èç íèõ âûõîäÿò â äîçîð. Ïðè ýòîì

ëþáàÿ ïàðà ñîëäàò íå ìîæåò õîäèòü â äîçîð âìåñòå áîëåå òðåõ ðàç. Êàêîå

ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âå÷åðîâ îòðÿä ìîæåò îòïðàâëÿòü â äîçîð áîéöîâ?

Çàöèêëèâàíèå. 4 èþëÿ

1. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 76. Êàæäóþ ìèíóòó ÷èñëî ñòèðàþò ñ äîñêè è íà

åãî ìåñòî çàïèñûâàþò ïðîèçâåäåíèå åãî öèôð, óâåëè÷åííîå íà 12. Êàêîå ÷èñëî

îêàæåòñÿ íà äîñêå ÷åðåç ÷àñ (òî åñòü ÷åìó ðàâíî 61-å ÷èñëî)?

2. Îäèí ïðåïîäàâàòåëü îñòàâèë íà äâåðÿõ âñåõ êîìíàò çàïèñêè ñëåäóþùåãî

ñîäåðæàíèÿ: ¾ß â êîìíàòå íîìåð . . . ¿ è èñ÷åç â íåèçâåñòíîì íàïðàâëåíèè (çà-

ïèñêè íà ðàçíûõ äâåðÿõ ìîãóò ñîîáùàòü ðàçíóþ èíôîðìàöèþ). Íàñòîé÷èâûé

øêîëüíèê íà÷àë ïîèñêè ïðåïîäàâàòåëÿ, ðóêîâîäñòâóÿñü ýòèìè óêàçàíèÿìè.

Äîêàæèòå, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà îí íà÷íåò äâèãàòüñÿ ïî öèêëó.
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3. Êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ

èç ïðåäûäóùåãî òàê: ÷èñëî âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò, è èç íåãî âû÷åðêèâàþòñÿ âñå

öèôðû, êðîìå ïîñëåäíèõ ÷åòûðåõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèî-

äè÷åñêàÿ, è äëèíà ïåðèîäà íå áîëüøå 10000.

4. Íàéäèòå ñîòóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé ÷èñëà 4/135.

Ïðîñòîé ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ. Åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â êî-

íå÷íîì ÷èñëå ñîñòîÿíèé, è êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðåäûäóùåìó, òî ñèñòåìà ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà çà-

öèêëèòñÿ.

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñòðîèòñÿ òàê: ïåðâûå äâà ÷ëå-

íà ïðîèçâîëüíû, à êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ðàâíî ïîñëåäíåé öèôðå ñóììû

êâàäðàòîâ ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåãäà

çàöèêëèâàåòñÿ.

6. Æèòåëè ñòðàíû Ïóï Ìèðà î÷åíü ãîðäÿòñÿ òåì, ÷òî ó íèõ ïðåçèäåíòñêàÿ

ôîðìà ïðàâëåíèÿ: êàæäûå 4 ãîäà ïðåçèäåíòîì èçáèðàåòñÿ ëèáî ðåñïóáëèêà-

íåö, ëèáî äåìîêðàò. ÏóïÌèðîâñêèå ïîëèòîëîãè îáíàðóæèëè ñòðîãèé çàêîí,

ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ ïàðòèéíîñòü î÷åðåäíîãî ïðåçèäåíòà. Õîòÿ ýòîò çà-

êîí çàñåêðå÷åí ¾Àêòîì î äåìîêðàòèè¿, â ïå÷àòü ïðîñî÷èëèñü ñâåäåíèÿ, ÷òî

ïàðòèéíîñòü î÷åðåäíîãî ïðåçèäåíòà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðòèéíîñòüþ

ïðåäûäóùèõ äåñÿòè. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðòèéíîñòåé ïðåçè-

äåíòîâ çàöèêëèòñÿ, è îöåíèòå êàê-íèáóäü äëèíó ïåðèîäà.

Ñîñòàâíîé ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ. Åñëè ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â êî-

íå÷íîì ÷èñëå ñîñòîÿíèé, è êàæäîå ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó ïðåäûäóùèõ, òî ñèñòåìà ñ íåêî-

òîðîãî ìîìåíòà çàöèêëèòñÿ.

7. Âîò óæå ìèëëèàðä ëåò ïîãîäà â Âèøêèëå â äàííûé äåíü ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿåòñÿ ïðåäûäóùåé äåêàäîé. Êàê èçâåñòíî, ñóùåñòâóåò âîñåìü òèïîâ ïîãîäû.

Âî âñå äíè ïîñëåäíåé íåäåëè ïîãîäà áûëà ðàçíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åùå êîãäà-

íèáóäü âñòðåòèòñÿ íåäåëÿ ñ òî÷íî òàêîé æå ïîãîäîé.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Äîêàæèòå, ÷òî â çàäà÷å 3 äëèíà ïåðèîäà íå áîëüøå (a) 5000; (b) 2500.

9. Âàñÿ íàïèñàë ïðîãðàììó äëÿ ñâîåãî êîìïüþòåðà, êîòîðàÿ äîëæíà ïå-

÷àòàòü íà ïðèíòåðå öèôðû äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 0, 100100010000 . . . . Äî-

êàæèòå, ÷òî ó Âàñè íè÷åãî íå ïîëó÷èëîñü: åãî ïðîãðàììà ðàíî èëè ïîçäíî

íàïå÷àòàåò íåïðàâèëüíóþ öèôðó.

Ãðàôû-1. 5 èþëÿ

1. Â ËÌØ ïðèåõàëî 62 ñåìèêëàññíèêà, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ çíàêîìû.

Àëåêñåé Ñåðãååâè÷ ïîñòðîèë âñåõ â øåðåíãó, â êîòîðîé êðàéíèìè îêàçàëèñü
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Äèìà è Ñòåïà. Åãîð Âàäèìîâè÷ ïåðåñòðîèë øåðåíãó òàê, ÷òî òåïåðü êðàéíèìè

ñòîÿò Òîëÿ è Òîëÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî îáà ðàçà ñåìèêëàññíèêè, ñòîÿâøèå ðÿäîì,

çíàëè äðóã äðóãà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîñàäèòü íåñêîëüêî ñåìèêëàññíèêîâ

çà êðóãëûé ñòîë òàê, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäà áóäóò çíàêîìû.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàí ãðàô, åñëè çàäàíî ìíîæåñòâî

åãî âåðøèí è ïðî ëþáóþ ïàðó ðàçëè÷íûõ âåðøèí ñêàçàíî, ñâÿçàíû îíè ðåáðîì

èëè íåò. Íà ðèñóíêå âåðøèíû èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè, à ðåáðà - îòðåçêàìè èëè

êðèâûìè. Êîëè÷åñòâî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû, áóäåì íàçûâàòü

ñòåïåíüþ äàííîé âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå. Çàìêíóòûé ïóòü â ãðàôå, íå ïðîõîäÿùèé íè ïî îäíîìó ðåá-

ðó äâà ðàçà, íàçûâàåòñÿ öèêëîì.

Ïåðåôîðìóëèðóéòå óñëîâèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è íà ÿçûêå ãðàôîâ.

2. Êàæäûé ñåìèêëàññíèê åæåäíåâíî äà¼ò ïÿòü ðîâíî äâóì äðóãèì ñåìè-

êëàññíèêàì. Äîêàæèòå, ÷òî èõ âñåõ ìîæíî ðàññàäèòü çà íåñêîëüêî êðóãëûõ

ñòîëîâ òàê, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäà â÷åðà äàâàëè äðóã äðóãó ïÿòü.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåð-

øèíàìè ñóùåñòâóåò ïóòü.

Â êàêîé èç ïðåäûäóùèõ çàäà÷ ïîñòðîåííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ çàâåäîìî

ñâÿçíûì, à â êàêîé íå îáÿçàòåëüíî?

3. Èç îäíîé âåðøèíû ãðàôà ñóùåñòâóåò ïóòü â ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó

ãðàôà. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ñâÿçåí.

4. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ïàðû ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Èç-

âåñòíî, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü åù¼ òðè äîðîãè òàê, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî

áóäåò ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàçäåëèòü ñòðàíó íå

áîëåå ÷åì íà ÷åòûðå ñâÿçíûõ ðåñïóáëèêè òàê, ÷òî ëþáàÿ äîðîãà ñîåäèíÿëà

ãîðîäà èç îäíîé ðåñïóáëèêè.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô, íå ÿâëÿþùèéñÿ ñâÿçíûì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñâÿçíûõ ïîäãðàôîâ. Òàêèå ïîäãðàôû íàçûâà-

þòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.

Èçîáðàçèòå ãðàô ñîñåäñòâà ïî êîìíàòå äåòåé íàøåé ïàðàëëåëè.

Ñêîëüêî â íåì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè?

5. Èç âåðøèíû A ñâÿçíîãî ãðàôà G áåç öèêëîâ Ñàââà îòïðàâèëñÿ â ñàìóþ

óäàë¼ííóþ îò íåå âåðøèíó B. C � ñàìàÿ óäàë¼ííàÿ âåðøèíà îò B. Äîêàæèòå,

÷òî B � ñàìàÿ óäàëåííàÿ âåðøèíà îò C.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. Â äîñêó âáèòî ÷åòûðå ãâîçäÿ, ëþáûå äâà ñîåäèíåíû íèòêîé. Äâîå ïî î÷å-

ðåäè ïåðåæèãàþò íèòè äî òåõ ïîð, ïîêà (a) îäèí èç ãâîçäåé íå îêàæåòñÿ îòðåçàí

îò îñòàëüíûõ; (b) íåñêîëüêî ãâîçäåé íå îêàæóòñÿ îòðåçàííûìè îò îñòàëüíûõ.
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Â ýòîì ñëó÷àå òîò, ïîñëå ÷üåãî õîäà ýòî ïðîèçîøëî, îáúÿâëÿåòñÿ ïðîèãðàâøèì.

Êòî ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ïîáåäó?

7. Â íàøåì îòðÿäå 15 äåâî÷åê è 47 ìàëü÷èêîâ. Êàæäàÿ äåâî÷êà äðóæèò íå

áîëåå ÷åì ñ òðåìÿ ìàëü÷èêàìè (íàïðèìåð, Ëåðà äðóæèò ñ Ñåì¼íîì). Ìîæåò

ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ó êàæäîãî ìàëü÷èêà â íàøåì îòðÿäå ïîðîâíó ïîäðóã?

8. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, èç êàæäîãî âûõîäèò (a) 99; (b) 100 äîðîã â

äðóãèå ãîðîäà. Èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé. Ìîæåò ëè

òàê îêàçàòüñÿ, ÷òî çàêðûòèå îäíîé äîðîãè íà ðåìîíò ëèøèò æèòåëåé âîçìîæ-

íîñòè ïðîåõàòü â ëþáîé äðóãîé ãîðîä?

Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ. 5 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå ÷èñëî n äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî m

(m ̸= 0), åñëè n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå n = m · k, ãäå k òàêæå öåëîå ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå 2. Ðàçäåëèòü öåëîå ÷èñëî n íà öåëîå ÷èñëî m (m ̸= 0) ñ

îñòàòêîì îçíà÷àåò ïðåäñòàâèòü n â âèäå n = m · k + r, ãäå 0 6 r < |m|. Ïðè

ýòîì íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ, à öåëîå

÷èñëî k � íåïîëíûì ÷àñòíûì.

Íàïðèìåð, 13 = 5 · 2 + 3 è −13 = 5 · (−3) + 2 � ïðàâèëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

äëÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì 13 íà 5 è −13 íà 5 ñîîòâåòñòâåííî, à 13 = 5 · 3 − 2 è

−13 = 5 · (−100) + 487 � íåïðàâèëüíûå.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìî-

äóëþ m, åñëè ïðè äåëåíèè íà m îíè äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè.

Îïðåäåëåíèå 4. Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìî-

äóëþ m, åñëè èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m.

Îïðåäåëåíèÿ 3 è 4 ðàâíîñèëüíû.

Çàìå÷àíèå. Çàïèñü a≡
m
b îáîçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ

m.

Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé:

(c) Åñëè a≡
m
b è b≡

m
c, òî a≡

m
c;

(d) Åñëè a≡
m
b è c≡

m
d, òî a± c≡

m
b± d;

(e) Åñëè a≡
m
b è c≡

m
d, òî a · c≡

m
b · d;

(f) Åñëè a≡
m
b, òî ak≡

m
bk.

1. Äîêàæèòå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé.

2. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ:

(a) 7778 · 7779 · 7780 · 7781 · 7782 · 7783 íà 7;

(b) 1001 · 1002 · 1003 íà 1004.
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3. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ:

(a) 92014 íà 8;

(b) 122015 íà 13;

(c) 232016 íà 7;

(d) 275 + 276 + 277 + 278 íà 5.

4. Ïóñòü 5x+ 8y≡
13
1

(a) Ïîêàçàòü, ÷òî 5x+ 60y≡
13
1;

(b) Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 18x− 31y íà 13;

(c) Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ 2x− 2y íà 13.

5. Ñóììà äâóõ öèôð a è b äåëèòñÿ íà 7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî aba òàêæå

äåëèòñÿ íà 7.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì n ∈ N ÷èñëî 16n+2 + 23n+1 + 37n äåëèòñÿ íà 7.

7. Ïóñòü A � ïðîèçâåäåíèå âñåõ íå÷�åòíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2009, B � ïðî-

èçâåäåíèå âñåõ ÷�åòíûõ ÷èñåë îò 2 äî 2010. Äîêàæèòå, ÷òî A + B äåëèòñÿ íà

2011.

8. Ïóñòü a ̸= b è an ≡
a−b

0, äîêàçàòü, ÷òî bn ≡
a−b

0.

9. Íà î÷åíü äëèííîé äîñêå çàïèñàëè ÷èñëî (a) 82014 (b) 22014 â äåñÿòè÷íîé çà-

ïèñè. Ïîòîì âìåñòî ýòîãî ÷èñëà çàïèñàëè ñóììó åãî öèôð. Çàòåì ñíîâà âìåñòî

ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà çàïèñàëè åãî ñóììó öèôð. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàëñÿ

äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàëîñü îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå ÷èñëî îñòàëîñü?

Êîìáèíàòîðèêà-1. 6 èþëÿ

1. Â ãðóïïå 15 ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü øåñòåðûõ

äëÿ ó÷àñòèÿ â âèêòîðèíå? À ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ýòèõ æå

øêîëüíèêîâ 9 ÷åëîâåê, â âèêòîðèíå íå ó÷àñòâóþùèõ?

2.Äîêàæèòå òîæäåñòâî Ck
n = Cn−k

n äâóìÿ ñïîñîáàìè � àëãåáðàè÷åñêè è ïóò¼ì

êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé.

3. (a) Â ãðóïïå 15 ÷åëîâåê. Äëÿ ó÷àñòèÿ â ñïîðòèâíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ íåîáõî-

äèìî âûñòàâèòü êîìàíäó èç 6 ÷åëîâåê, ïðè÷¼ì Ãðèøó â íå¼ âêëþ÷àòü íåëüçÿ (â

öåëÿõ ìèíèìèçàöèè òðàâìàòèçìà). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

(b) . . . à äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìàòáîÿ íóæíà êîìàíäà èç 6 ÷åëîâåê, â êîòîðîé

Ãðèøà áóäåò êàïèòàíîì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîáðàòü òàêóþ êîìàíäó,

åñëè â ãðóïïå ïî-ïðåæíåìó 15 ÷åëîâåê?

(c) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò âûáðàòü äëÿ äåæóðñòâà

6 ÷åëîâåê, íå çàäóìûâàÿñü î òîì, áóäåò ëè ñðåäè íèõ Ãðèøà?
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4. Äîêàæèòå òîæäåñòâî Ck
n+1 = Ck

n +Ck−1
n äâóìÿ ñïîñîáàìè � àëãåáðàè÷åñêè

è ïóò¼ì êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé.

5. Ìàëü÷èêè ïîäàðèëè Ëþäå è Ïîëèíå 10 ðàçíîöâåòíûõ âîçäóøíûõ øàðîâ.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü ýòè øàðû ìåæäó Ëþäîé è Ïîëèíîé?

(Ê ñîæàëåíèþ, êîìó-òî èç íèõ ìîæåò è íå äîñòàòüñÿ øàðîâ.)

6. Äîêàæèòå òîæäåñòâî C0
n + C1

n + · · ·+ Cn
n = 2n.

7. Íàéäèòå äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ êàæäîé çàäà÷è:

(a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç 15 ÷åëîâåê 6 ÷ëåíîâ êîìàí-

äû, âîçãëàâëÿåìîé êàïèòàíîì?

(b) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç n ÷åëîâåê k ÷ëåíîâ ïàðëà-

ìåíòà, âîçãëàâëÿåìîãî ïðåçèäåíòîì ïàðëàìåíòà?

8. Äîêàæèòå òîæäåñòâî k · Ck
n = n · Ck−1

n−1 äâóìÿ ñïîñîáàìè � àëãåáðàè÷åñêè

è ïóò¼ì êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé.

9. Â êîðîáêå ëåæèò n ñèíèõ è n êðàñíûõ øàðèêîâ (âñå øàðèêè ðàçíûå).

Ñôîðìóëèðóéòå âîïðîñ, ïîçâîëÿþùèé äîêàçàòü, ÷òî C0
n ·Ck

n +C1
n ·Ck−1

n + · · ·+
Ck

n · C0
n = Ck

2n.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

10. Ïðèäóìàéòå è çàïèøèòå çàäà÷è, ìîäåëèðóþùèå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(a) Ck
n = Ck

n−2 + 2 · Ck−1
n−2 + Ck−2

n−2

(b) Ck
n = Ck−3

n−3 + 3 · Ck−2
n−3 + 3 · Ck−1

n−3 + Ck
n−3

Äîêàæèòå ðàâåíñòâà, ðåøèâ ïðèäóìàííûå çàäà÷è.

(c) Êàê ìîæíî îáîáùèòü ðåçóëüòàòû ïåðâûõ äâóõ ïóíêòîâ?

11. Ïðèäóìàéòå è çàïèøèòå çàäà÷ó, ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó:

Cm
r · Ck

m = Ck
r · Cm−k

r−k , 0 6 k 6 m 6 r.

Ïëîùàäü-1. 6 èþëÿ
Êàæäîé ôèãóðå M íà ïëîñêîñòè ìû ñîïîñòàâèì ÷èñëî SM, íàçûâàåìîå ïëî-

ùàäüþ è îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) Ïëîùàäü íåîòðèöàòåëüíà;

2) Ïëîùàäè ðàâíûõ ôèãóð ðàâíû;

3) Ïëîùàäü îáúåäèíåíèÿ ôèãóð, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, åñòü

ñóììà ïëîùàäåé ôèãóð;

4) Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ñòîðîí.

1. Ñòîðîíà EF ïðÿìîóãîëüíèêà BEFD ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó ïðÿìîóãîëü-

íèêà ABCD. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà BEFD, åñëè ïëîùàäü ïðÿìî-

óãîëüíèêà ABCD ðàâíà 1.
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2. Âûðàçèòå ïëîùàäü ÷åðåç äëèíû ñòîðîí è âûñîò äëÿ: (a) ïðÿìîóãîëüíî-

ãî òðåóãîëüíèêà; (b) îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 1); (c) ïðîèçâîëüíîãî

òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 2).

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2

3. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ìåäèàíà äåëèò òðåóãîëüíèê íà äâå ôèãóðû ðàâíîé

ïëîùàäè. Òàêèå ôèãóðû íàçûâàþòñÿ ðàâíîâåëèêèìè. (b) Äîêàæèòå (çíàÿ, ÷òî

ìåäèàíû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå), ÷òî âñå ìåäèàíû äåëÿò òðåóãîëüíèê íà

øåñòü ðàâíîâåëèêèõ ôèãóð.

4. Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, ïëîùàäü áîëüøîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè ïëîùàäü

çàêðàøåííîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 1 (ðèñ. 3).

Ðèñóíîê 3

5. Îòðåçîê AB ðàâåí 3. Íàéäèòå êàê ìîæíî áîëüøå òðåóãîëüíèêîâ ABC ñ

ïëîùàäüþ 3.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. Íàéäèòå ïëîùàäü: (a) ïàðàëëåëîãðàììà; (b) òðàïåöèè.

7. (a) Ðàçäåëèòå òðåóãîëüíèê íà òðè ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè äâóìÿ ïðÿìûìè,

âûõîäÿùèìè èç îäíîé âåðøèíû. (b) Ðàçäåëèòå ïàðàëëåëîãðàìì íà òðè ðàâíî-

âåëèêèå ÷àñòè äâóìÿ ïðÿìûìè, âûõîäÿùèìè èç îäíîé âåðøèíû.

8. Âíóòðè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûáðàëè òî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà

ðàññòîÿíèé îò íåå äî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà îò äàííîãî âûáîðà íå çàâèñèò. Âåðíî

ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ êâàäðàòà, ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà?

9. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, ðàâíîâåëèêèé äàííîìó âûïóêëîìó ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêó.
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Ãðàôû-2. 7 èþëÿ

1. (a) Åñëè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü äâà ðàçëè÷íûõ ïóòè, òî â ãðàôå

ñóùåñòâóåò öèêë.

(b) Åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ïóòü,

òî ãðàô ñâÿçåí è íå èìååò öèêëîâ.

(c) Åñëè ãðàô ñâÿçåí è íå èìååò öèêëîâ, òî ìåæäó ëþáûìè åãî äâóìÿ

âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ïóòü. Òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.

2. Â ñòðàíå n > 2 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ïàðû êîòîðûõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè.

Èçâåñòíî, ÷òî èç ñòîëèöû ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî äðóãîãî ãîðîäà åäèí-

ñòâåííûì ñïîñîáîì. Äîêàæèòå, ÷òî:

(a) Â ñòðàíå íåò êîëüöåâîãî ìàðøðóòà;

(b) Ñóùåñòâóåò ãîðîä, èç êîòîðîãî âûõîäèò ðîâíî îäíà äîðîãà;

(c) Ñóùåñòâóåò äâà òàêèõ ãîðîäà;

(d) Â ñòðàíå ðîâíî n− 1 äîðîãà.

Îïðåäåëåíèå Âåðøèíà ñòåïåíè îäèí â äåðåâå íàçûâàåòñÿ âèñÿ÷åé.

Îïðåäåëåíèå Èç ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî óäàëèòü íåñêîëüêî ð¼áåð òàê, ÷òîáû

ïîëó÷åííûé ãðàô áûë äåðåâîì. Ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ îñòîâ-

íûì äåðåâîì ãðàôà.

Ïðîâåðüòå êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü óäîñòîâåðüòåñü, ÷òî

èç ñâÿçíîãî ãðàôà äåéñòâèòåëüíî âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü äåðåâî.

3. Ñêîëüêî ð¼áåð íóæíî óäàëèòü èç ãðàôà íà n âåðøèíàõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ

îñòîâíîãî äåðåâà, åñëè ãðàô ÿâëÿåòñÿ: (a) öèêëîì; (b) ïîëíûì?

4. Â ñòðàíå 100 ãîðîäîâ è 199 äîðîã ìåæäó íèìè. Èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî

äîáðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî çàêðûòü âñå äîðîãè íåêîòî-

ðîãî êîëüöåâîãî ìàðøðóòà íà ðåìîíò òàê, ÷òîáû ýòî óñëîâèå íå íàðóøèëîñü.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

5. (a) Â ñâÿçíîì ãðàôå âñå âåðøèíû èìåþò ÷åòíóþ íåíóëåâóþ ñòåïåíü. Äî-

êàæèòå, ÷òî â ãðàôå åñòü öèêë.

(b) Â äåðåâå âñå âåðøèíû èìåþò íå÷¼òíóþ ñòåïåíü. Äîêàæèòå, ÷òî áîëåå

ïîëîâèíû âåðøèí - âèñÿ÷èå.

6. Ãðàô, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, íàçûâà-

åòñÿ ëåñîì (ïóñòîé ãðàô òîæå áóäåì ñ÷èòàòü ëåñîì). Äîêàæèòå, ëåñ îñòàíåòñÿ

ëåñîì, åñëè óäàëèòü (a) ðåáðî; (b) âåðøèíó è âñå åå ð¼áðà; (c) ëþáîé íàáîð

âåðøèí (íî íå âñå) è âñå èõ ðåáðà.

7. Â ñòðàíå íåò êîëüöåâûõ ìàðøðóòîâ ïî ÷¼òíîìó ÷èñëó ãîðîäîâ. Äîêàæèòå,

÷òî ãîðîäà ìîæíî ðàçáèòü íà òðè íåçàâèñèìûå ðåñïóáëèêè òàê, ÷òîáû ëþáàÿ

äîðîãà ñîåäèíÿëà ãîðîäà èç ðàçíûõ ðåñïóáëèê.
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8. Áóêàøêà, ñèäÿùàÿ íà ñòåíêå ëàáèðèíòà, ìîæåò ïîïàñòü â ëþáîå äðóãîå

ìåñòî íà ñòåíêå ëàáèðèíòà åäèíñòâåííûì ïóò¼ì. Äîêàæèòå, ÷òî êðûñà, ñèäÿ-

ùàÿ â ëàáèðèíòå, ñìîæåò âûáðàòüñÿ.

Èíâàðèàíò. 7 èþëÿ
0. Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå 5× 6 çàêðàøåíû 4 êëåòêè êàê íà ðèñóíêå.

Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâå ñòðîêè èëè ëþáûå äâà ñòîëá-

öà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå òûñÿ÷è òàêèõ îïåðàöèé çàêðàøåííûå êëåòêè ñíîâà

îêàæóòñÿ óãëîâûìè êëåòêàìè êàêîãî-òî ïðÿìîóãîëüíèêà.

Â çàäà÷àõ, ãäå ïðîèñõîäèò êàêîé-íèáóäü ïðîöåññ, áûâàåò ïîëåçíî ðàññìîò-

ðåòü ÷òî-òî, ÷òî ïðè ïðîöåññå íèêîãäà íå èçìåíÿåòñÿ. Òàêàÿ âåëè÷èíà èëè

òàêîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíò.

1. Âîëê è ñåìåðî êîçëÿò âñòàëè â îäèí ðÿä è èãðàþò â ÷åõàðäó: êàæäóþ ñå-

êóíäó äâîå èç íèõ, ñòîÿùèå ÷åðåç îäíîãî, ìîãóò, ïðûãíóâ, ïîìåíÿòüñÿ ìåñòàìè.

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî îíè ñòîÿò â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì,

èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ. Çàêîí÷èòñÿ ëè èãðà?

2. Â ïåùåðå æèâ¼ò 1001-ãîëîâàÿ ãèäðà. Ãèäðà ñ÷èòàåòñÿ ïîáåæä¼ííîé, åñëè

â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ó íå¼ îòñóòñòâóþò âñå ãîëîâû. Ãåðàêë çà îäèí

ðàç ìîæåò ñðóáèòü 10 èëè 7 ãîëîâ. Åñëè îí ñðóáèò 10, òîãäà ó ãèäðû âûðàñòåò

7 íîâûõ, à åñëè 7, òî 16 íîâûõ ãîëîâ. Ñìîæåò ëè Ãåðàêë ïîáåäèòü ãèäðó?

3. Êðóã ðàçäåëåí íà 6 ñåêòîðîâ. Ðàçðåøàåòñÿ äîáàâëÿòü ïî îäíîìó êàìåøêó

â ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ñåêòîðà. Ìîæíî ëè äîáèòüñÿ, ÷òîáû âî âñåõ ñåêòîðàõ

áûëî ïîðîâíó êàìåøêîâ, åñëè:

(a) â íà÷àëå â îäíîì ñåêòîðå ëåæèò îäèí êàìåøåê;

(b) â íà÷àëå â äâóõ ñåêòîðàõ, ðàñïîëîæåííûõ ÷åðåç îäèí, ëåæèò ïî êà-

ìåøêó?

4. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 4, 5, 6. Ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáûå äâà èç íàïè-

ñàííûõ ÷èñåë a è b, ñòåðåòü èõ, à âìåñòî íèõ íàïèñàòü ÷èñëà

(a) 5a−3b
2

è 5b−3a
2

;

(b) a2

b
è b2

a
;

Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè ïîëó÷èòü ÷èñëà 6, 7, 8?
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5. Áîëåëüùèê Âàñÿ íàðèñîâàë ðàñïîëîæåíèå èãðîêîâ íà ôóòáîëüíîì ïîëå

ê íà÷àëó ïåðâîãî è âòîðîãî òàéìîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå èãðîêè ïîìå-

íÿëèñü ìåñòàìè, à îñòàëüíûå îñòàëèñü íà ñâîèõ ìåñòàõ. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå

ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èãðîêàìè íå óâåëè÷èëîñü. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýòè ðàñ-

ñòîÿíèÿ íå èçìåíèëèñü.

6. Ëþáóþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà ðàçðåøàåòñÿ ñäâèãàòü ïî ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç íåå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå. Ìîæíî ëè ïðè ïî-

ìîùè òàêèõ îïåðàöèé èç ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 1 ñäåëàòü

ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè, ðàâíûìè 1?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Åñòü òðè êó÷êè êàìíåé: â ïåðâîé 51 êàìåíü âî âòîðîé � 49, à â òðåòüåé

� 5. Ðàçðåøàåòñÿ îáúåäèíÿòü ëþáûå êó÷êè â îäíó, à òàêæå ðàçäåëÿòü êó÷êó,

ñîñòîÿùóþ èç ÷¼òíîãî ÷èñëà êàìíåé, íà äâå ðàâíûå. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü 105

êó÷åê ïî îäíîìó êàìíþ â êàæäîé?

8. Ïðÿìîóãîëüíîå ïîëå 100 × 150 ìåòðîâ ðàçáèòî íà 150 êâàäðàòíûõ îäè-

íàêîâûõ ó÷àñòêîâ, 12 èç êîòîðûõ ïîðîñëè áóðüÿíîì. Èçâåñòíî, ÷òî áóðüÿí çà

ãîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òå è òîëüêî òå ó÷àñòêè, ó êîòîðûõ ðîâíî äâà ñîñåäíèõ

(òî åñòü èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó) ó÷àñòêà óæå ïîðîñëè áóðüÿíîì. Äîêàæèòå,

÷òî ïîëå íèêîãäà íå çàðàñòåò áóðüÿíîì ïîëíîñòüþ.

Àáàêà. 7 èþëÿ

Ãåîìåòðèÿ.

1. (10) Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû òî÷êè A, B, C, D è E. Ðàññòîÿíèå AC

ðàâíî 5 ñì, ÀÅ - 4 ñì, BC - 14 ñì, BD - 2 ñì, DE - 3 ñì. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå

ìåæäó ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ AB è CD?

2. (20) Â òðåóãîëüíèêå ABC AB = BC. Èç òî÷êè E íà ñòîðîíå AB îïóùåí

ïåðïåíäèêóëÿð ED íà BC. Îêàçàëîñü, ÷òî AE = ED. Íàéäèòå óãîë DAC.

3. (30) ×åðåç âåðøèíû A è C òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíûå áèññåêòðèñå óãëà ABC. Îíè ïåðåñåêàþò ïðÿìûå CB è BA â

òî÷êàõ K è M ñîîòâåòñòâåííî. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ äëèíà AB, åñëè BM = 8

ñì, KC = 1 ñì? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû.

4. (40) Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî îñòðûõ âíóòðåííèõ óãëîâ ìîæåò èìåòü âû-

ïóêëûé 2014-óãîëüíèê?

5. (50) Îòðåçêè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíè-

êà ABC ðàâåí ïåðèìåòðó òðåóãîëüíèêà ABD, à ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ACD

ðàâåí ïåðèìåòðó òðåóãîëüíèêà BCD. Íàéäèòå äëèíó AO, åñëè BO = 10 ñì.
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6. (60) Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF âñå âíóòðåííèå óãëû ðàâíû.

Èçâåñòíî, ÷òî AB = 2, CD = 5, DE = 7, EF = 1. Íàéäèòå BC è AF.

Ãðàôû.

1. (10) Â ñòðàíå Äðåâëÿíäèÿ 101 ãîðîä, è íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû äîðî-

ãàìè. Ïðè ýòîì ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíÿåò ðîâíî îäèí ïóòü. Ñêîëüêî â ýòîé

ñòðàíå äîðîã?

2. (20) 20 òåëåôîíîâ ñîåäèíåíû ïðîâîäàìè òàê, ÷òî êàæäûé ïðîâîä ñîåäèíÿ-

åò äâà òåëåôîíà, êàæäàÿ ïàðà òåëåôîíîâ ñîåäèíåíà íå áîëåå ÷åì îäíèì ïðîâî-

äîì è îò êàæäîãî òåëåôîíà îòõîäèò íå áîëåå äâóõ ïðîâîäîâ. Íóæíî çàêðàñèòü

ïðîâîäà (êàæäûé ïðîâîä öåëèêîì îäíîé êðàñêîé) òàê, ÷òîáû îò êàæäîãî òå-

ëåôîíà îòõîäèëè ïðîâîäà ðàçíûõ öâåòîâ. Êàêîãî íàèìåíüøåãî ÷èñëà êðàñîê

äîñòàòî÷íî äëÿ òàêîé çàêðàñêè?

3. (30) Ðàéîí ïîñòðîåí â âèäå êâàäðàòà 3 êâàðòàëà íà 3 êâàðòàëà (êâàðòàëû

� êâàäðàòû ñî ñòîðîíîé 1, âñåãî 9 êâàðòàëîâ). Êàêîé íàèìåíüøèé ïóòü äîëæåí

ïðîéòè àñôàëüòîóêëàä÷èê, ÷òîáû çààñôàëüòèðîâàòü âñå óëèöû ðàéîíà, åñëè

îí íà÷èíàåò è êîí÷àåò ñâîé ïóòü â óãëîâîé òî÷êå A? (Ñòîðîíû êâàäðàòà � òîæå

óëèöû).

4. (40) Â ñèñòåìå ñâÿçè, ñîñòîÿùåé èç 999 àáîíåíòîâ, êàæäûé àáîíåíò ñâÿçàí

ðîâíî ñ n äðóãèìè. Îïðåäåëèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n.

5. (50) Êîìïàíèÿ èç íåñêîëüêèõ äðóçåé âåëà ïåðåïèñêó òàê, ÷òî êàæäîå

ïèñüìî ïîëó÷àëè âñå, êðîìå îòïðàâèòåëÿ. Êàæäûé íàïèñàë îäíî è òî æå êî-

ëè÷åñòâî ïèñåì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âñåìè âìåñòå áûëî ïîëó÷åíî 440 ïèñåì.

Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â ýòîé êîìïàíèè?

6. (60) 12 øàõìàòèñòîâ ñûãðàëè òóðíèð â îäèí êðóã (ò.å. êàæäûé ñ êàæäûì

îäèí ðàç). Ïîòîì êàæäûé èç íèõ íàïèñàë 12 ñïèñêîâ. Â ïåðâîì òîëüêî îí, â

k+1-ì - òå, êòî áûëè â k-ì è òå, ó êîãî îíè âûèãðàëè. Îêàçàëîñü, ÷òî ó ëþáîãî

øàõìàòèñòà 12-ûé ñïèñîê îòëè÷àåòñÿ îò 11-îãî. Ñêîëüêî áûëî íè÷üèõ?

Êîìáèíàòîðèêà.

1. (10) Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî 100 ñèíèõ è n êðàñíûõ òî÷åê, ïðè÷åì ìåæäó

äâóìÿ îäíîöâåòíûìè òî÷êàìè åñòü òî÷êà äðóãîãî öâåòà. ×åìó ìîæåò áûòü

ðàâíî n? Óêàæèòå âñå âàðèàíòû.

2. (20) Íàçîâåì ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî �èíòåðåñíûì�, åñëè âñå åãî öèôðû ðàç-

ëè÷íû, à ïåðâàÿ öèôðà ðàâíà ñóììå îñòàëüíûõ ÷åòûðåõ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

�èíòåðåñíûõ� ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë?

3. (30) Âàñÿ âûïèñàë âñå ñëîâà (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûå), êîòîðûå ïî-

ëó÷àþòñÿ âû÷åðêèâàíèåì ðîâíî äâóõ áóêâ èç ñëîâà ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ, à
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Ìàøà ñäåëàëà òî æå ñàìîå ñî ñëîâîì ÑÓÏÅÐÊÎÌÏÜÞÒÅÐ. Ó êîãî ïîëó÷è-

ëîñü áîëüøå ñëîâ è íà ñêîëüêî?

4. (40) Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî 10 òî÷åê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåçàìêíóòûõ

íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ äåâÿòèçâåííûõ ëîìàíûõ ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ?

5. (50) Ôàáðèêà èãðóøåê âûïóñêàåò ïðîâîëî÷íûå êóáèêè, â âåðøèíàõ êî-

òîðûõ ðàñïîëîæåíû ìàëåíüêèå ðàçíîöâåòíûå øàðèêè. Ïî ÃÎÑÒó â êàæäîì

êóáèêå äîëæíû áûòü èñïîëüçîâàíû øàðèêè âñåõ âîñüìè öâåòîâ (áåëîãî è ñåìè

öâåòîâ ðàäóãè). Ñêîëüêî ðàçíûõ ìîäåëåé êóáèêîâ ìîæåò âûïóñêàòü ôàáðèêà?

6. (60) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü â êëåòêàõ òàáëèöû 10× 20

÷èñëà 1 è −1 òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå è ëþáîì ñòîëáöå

ðàâíÿëîñü 1?

Êîíñòðóêöèè.

1. (10) Ðàçðåæüòå êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê 5× 6 ïî ëèíèÿì ñåòêè íà ñåìü

ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçëè÷íîé ïëîùàäè.

2. (20) Êëåò÷àòàÿ äîñêà 9 × 9 ðàñêðàøåíà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå òàê, ÷òî

óãëîâûå êëåòêè � áåëûå. Ðàññòàâüòå íà íåé 5 ëàäåé òàê, ÷òîáû îíè ïîáèëè âñå

íåçàíÿòûå áåëûå êëåòêè.

3. (30) Â êëåòêàõ òàáëèöû 4×4 ðàññòàâüòå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ òàê, ÷òîáû

ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ â óãëàõ ëþáîãî êâàäðàòà 2 × 2, 3 × 3 èëè 4 × 4, áûëà

ðàâíà íóëþ.

4. (40) Ðàññòàâüòå ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 10 â äðóãîì ïîðÿäêå, ÷òîáû ïåðâûì øëî

10, à êàæäîå ñëåäóþùåå áûëî äåëèòåëåì ñóììû âñåõ ïðåäûäóùèõ.

5. (50) Íàðèñóéòå äâà ïÿòèóãîëüíèêà òàê, ÷òîáû ó íèõ áûëè îäíè è òå æå

âåðøèíû, íî íå áûëî íè îäíîé îáùåé ñòîðîíû.

6. (60) Ïîñòàâüòå â ðÿä 6 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ðàçíîñòè

ñîñåäíèõ ÷èñåë â ðÿäó áûëè ðàâíû.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1. (10) Òðèíàäöàòü èíäþøàò êëåâàëè çåðíî. Ïåðâûé èíäþøîíîê ñêëåâàë

40 çåðåí; âòîðîé � 60, êàæäûé ñëåäóþùèé � ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çåðåí,

ñêëåâàííûõ âñåìè ïðåäûäóùèìè èíäþøàòàìè. Ñêîëüêî çåðåí ñêëåâàë 10-é

èíäþøîíîê?

2. (20) Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà � ïîñëåäîâàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Íàéäèòå

ýòè ñòîðîíû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îäíà èç åãî áèññåêòðèñ ïåðïåíäèêóëÿðíà îäíîé

èç åãî ìåäèàí.

3. (30) Â ñòàðîé óñàäüáå äîì îáñàæåí ïî êðóãó âûñîêèìè äåðåâüÿìè � ñîñíà-

ìè è áåðåçàìè. Âñåãî äåðåâüåâ 96. Ýòè äåðåâüÿ îáëàäàþò ñòðàííûì ñâîéñòâîì:

13



èç äâóõ äåðåâüåâ, ðàñòóùèõ ÷åðåç îäíî îò ëþáîãî õâîéíîãî � îäíî õâîéíîå, à

äðóãîå ëèñòâåííîå, è èç äâóõ äåðåâüåâ, ðàñòóùèõ ÷åðåç òðè îò ëþáîãî õâîéíî-

ãî � òîæå îäíî õâîéíîå, à äðóãîå ëèñòâåííîå. Ñêîëüêî áåðåç ïîñàæåíî âîêðóã

äîìà?

4. (40) Íà äîñêå áûëè çàïèñàíû ÷èñëà 3, 9 è 15. Ðàçðåøàëîñü ñëîæèòü äâà

çàïèñàííûõ ÷èñëà, âû÷åñòü èç ýòîé ñóììû òðåòüå, à ðåçóëüòàò çàïèñàòü íà äîñ-

êó âìåñòî òîãî ÷èñëà, êîòîðîå âû÷èòàëîñü. Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî âûïîëíåíèÿ

òàêîé îïåðàöèè íà äîñêå îêàçàëèñü òðè ÷èñëà, íàèìåíüøåå èç êîòîðûõ áûëî

999. Êàêîâû áûëè äâà îñòàëüíûõ ÷èñëà?

5. (50) Íà êàêèå äâå öèôðû çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 1! + 2! + · · ·+ 2014!?

6. (60) Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1000 äî 2000 çàïèñàíû ïîäðÿä:

100010011002 . . . 19992000. Ñêîëüêî ðàç â ýòîì ðÿäó ïîñëå íå÷¼òíîé öèôðû èä¼ò

÷¼òíàÿ?

×èñëà.

1. (10) Ïðåïîäàâàòåëü ñîòàâèë íà äîñêå âåðíîå ðàâåíñòâî, íî íà ïåðåìåíå

Ñàâà óñïåë çàìåíèòü äâå öèôðû íà äðóãèå. Ïîñëå ïåðåìåíû íà äîñêå áûëî

íàïèñàíî:

4 · 5 · 4 · 5 · 4 = 2247

×òî áûëî íàïèñàíî èçíà÷àëüíî?

2. (20) Íàéäèòå âñå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, èç öèôð êàæäîãî èç êîòîðûõ ìîæíî

ñîñòàâèòü øåñòü ðàçëè÷íûõ äâóçíà÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

3. (30) Íàéäèòå âñå òàêèå äâóçíà÷íûå ÷èñëà A, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ

âåðíû ðîâíî äâà èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ óñëîâèé: 1) äåëèòñÿ íà 5; 2) äåëèòñÿ

íà 23; 3) + 7 � êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà; 4) �10 � êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.

4. (40) Â êàêîì-òî ãîäó íåêîòîðîå ÷èñëî íè â îäíîì ìåñÿöå íå áûëî âîñêðå-

ñåíüåì. Êàêîå ýòî ìîãëî áûòü ÷èñëî? Óêàæèòå âñå âàðèàíòû.

5. (50) Êàæäàÿ âåçäî÷êà â âûðàæåíèè 1 * 2 * 3 * 4 * 5 * 6 * 7 * 8 * 9 * 10

çàìåíÿåòñÿ ëèáî íà �+�, ëèáî íà � � �. Ïóñòü N - íàèáîëüøåå ÷èñëî, êîòîðîå

ìîæíî ïîëó÷èòü òàêèì îáðàçîì. ×åìó ðàâåí íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü

N?

6. (60) Íàéòè òðè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ

èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íà ñóììó ýòèõ äâóõ ÷èñåë.
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Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. 9 èþëÿ

1. Ïëàí ãîðîäà èìååò ñõåìó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñ. 1. Íà âñåõ óëèöàõ ââåäåíî

îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå: ìîæíî åõàòü òîëüêî ¾âïðàâî¿ èëè ¾ââåðõ¿. Âîäèòåëü

àâòîìîáèëÿ ïåðåä ïîåçäêîé èç ïóíêòà A â ïóíêò B ïîëó÷àåò ¾ìàðøðóòíûé

ëèñò¿, â êîòîðîì óêàçàíî, â êàêîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé îí äîëæåí åõàòü ïî-

ñëå êàæäîãî ïåðåêð¼ñòêà: ââåðõ (Â) èëè âïðàâî (Ï). Ñîñòàâüòå ¾ìàðøðóòíûé

ëèñò¿ äëÿ òðàåêòîðèè, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå.

(a) Ñêîëüêî åñòü ðàçëè÷íûõ ìàðøðóòîâ, âåäóùèõ èç òî÷êè A â òî÷êó B?

(b) À åñëè ïëàí ãîðîäà � ïðÿìîóãîëüíèê (n− k)× k?

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

2. Ïëàí ãîðîäà (ñì. ðèñ. 2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò n × n. Óëèöû íà-

çûâàþòñÿ: 0-ÿ âåðòèêàëüíàÿ, . . . , n-àÿ âåðòèêàëüíàÿ, 0-ÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ, . . . ,

n-ÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ. Íà ïåðåñå÷åíèè k-îé ãîðèçîíòàëüíîé óëèöû è (n − k)-îé

âåðòèêàëüíîé óëèöû íàõîäèòñÿ àâòîçàïðàâêà, à íà ïåðåñå÷åíèè (k − 1)-îé ãî-

ðèçîíòàëüíîé óëèöû è (n − k+ 1)-îé âåðòèêàëüíîé óëèöû íàõîäèòñÿ ñòàíöèÿ

òåõîáñëóæèâàíèÿ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü ìàðøðóò èç A â B

(ïî ïðàâèëàì ïðåäûäóùåé çàäà÷è), ÷òîáû îí ïðîõîäèë:

(a) ÷åðåç àâòîçàïðàâêó;

(b) ÷åðåç ñòàíöèþ òåõîáñëóæèâàíèÿ?

3. Äîêàæèòå ôîðìóëó
(
C0

n

)2
+
(
C1

n

)2
+ . . . +

(
Cn

n

)2
= Cn

2n.

4. Â ëåâîì íèæíåì óçëå ñåòêè íàõîäèòñÿ áëîõà, êîòîðàÿ ìîæåò ïðûãàòü

íà îäèí øàã ââåðõ èëè íà îäèí øàã âïðàâî. Íàéäèòå ÷èñëî ìàðøðóòîâ, ïî

êîòîðûì áëîõà ìîæåò äîáðàòüñÿ äî ïðîèçâîëüíîãî óçëà ñåòêè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå âíóòðåííåå ÷èñëî â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ðàâíî

ñóììå äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íàä íèì.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà, ðàâíîóäàë¼ííûå îò êîíöîâ ëþáîé ñòðîêè, ðàâíû

ìåæäó ñîáîé.

7. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â

ñòðîêå ñ íîìåðîì n, â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ñóììà âñåõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â

ñòðîêå ñ íîìåðîì (n− 1).
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8. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë â n-îé ñòðîêå òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî:

(a) Êàæäîå ÷èñëî C â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ðàâíî ñóììå ÷èñåë ïðàâîé

äèàãîíàëè, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî ëåâîãî âïëîòü äî ñòîÿùåãî ñïðàâà íàä ÷èñëîì C

(ðèñ. 3);

(b) Àíàëîãè÷íî äëÿ ëåâîé äèàãîíàëè (ðèñ. 4).

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

10. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ÷èñëî C â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ, óìåíüøåííîå

íà 1, ðàâíî ñóììå âñåõ ÷èñåë, çàïîëíÿþùèõ ïàðàëëåëîãðàìì (ñì. ðèñ. 5), îãðà-

íè÷åííûé òåìè ïðàâîé è ëåâîé äèàãîíàëÿìè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ñòîèò

÷èñëî C (ñàìè ýòè äèàãîíàëè â ðàññìàòðèâàåìûé ïàðàëåëëîãðàìì íå âêëþ÷à-

þòñÿ).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

11. Âñòðå÷àåòñÿ ëè â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ÷èñëî 1999?

12. Íàéäèòå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ â

òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ (a) áîëüøå òð¼õ ðàç; (b) áîëüøå ÷åòûð¼õ ðàç.

13. Ïîñòðîéòåòðåóãîëüíèê Ëåéáíèöà, óñòðîåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: îí

ñèììåòðè÷åí, âåðõíåå ÷èñëî ðàâíî åäèíèöå, êàæäîå ÷èñëî ðàâíî ñóììå äâóõ,

ðàñïîëîæåííûõ ïîä íèì. Ïåðâîå ÷èñëî â n-îé ñòðîêå èìååò âèä 1/n. Çàïèøèòå

n-óþ ñòðîêó òðåóãîëüíèêà Ëåéáíèöà â îáùåì âèäå.

ÍÎÄ è ÍÎÊ. 9 èþëÿ
0. Ó äîáðûõ, íî ñïðàâåäëèâûõ ïðåïîäàâàòåëåé åñòü 30 áóëî÷åê è 84 êîíôåòû.

Îíè õîòÿò ðàçäàòü èõ êàê ìîæíî áîëüøåìó êîëè÷åñòâó äåòåé, ïðè÷¼ì è òåõ,

è äðóãèõ ïîðîâíó. Ñêîëüêèì äåòÿì îíè â èòîãå ðàçäàäóò âêóñíîñòè?

Îïðåäåëåíèå 1.Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äâóõ öåëûõ ÷èñåë íàçû-

âàåòñÿ èõ îáùèé äåëèòåëü, êîòîðûé áîëüøå âñåõ îñòàëüíûõ îáùèõ äåëèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 2. Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì äâóõ öåëûõ ÷èñåë íàçû-

âàåòñÿ íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà îáà ýòèõ ÷èñëà.

Êëàññè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ: ÍÎÄ(a,b) = (a,b), ÍÎÊ(a,b) = [a,b].
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1. Íàéäèòå (a) (525, 990); (b) (99! + 100!, 101!).

2. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü (a,b), åñëè a · b = 600?

3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî (n, 1080) = 36.

4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ÍÎÄ:

(a) Åñëè m äåëèòñÿ íà n, òî (m,n) = n; (b) Åñëè (a,b) = d, òî (a
d
, b
d
) = 1;

(c) (a ·m,a · n) = a · (m,n); (d) (a,b) = (a− b,b);

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè (a,b) = 1, òî ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî

ïðîñòûìè.

5. Äîêàæèòå, ÷òî [a,b] · (a,b) = a · b.
6. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ÍÎÄ, äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 2n + 13 è n + 7 âçàèìíî

ïðîñòû ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.

7. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü (3n+ 2, 10n+ 23)?

8. (a) Íà ñòîëå ëåæèò êëåò÷àòàÿ øîêîëàäêà 20× 75. Êàæäóþ ìèíóòó îò íå¼

îòëàìûâàþò êâàäðàòèê íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî ðàçìåðà è êëàäóò â òàðåëêó.

Êàêàÿ ñòîðîíà áóäåò ó ñàìîãî ìàëåíüêîãî êâàäðàòèêà â òàðåëêå?

(b) Íàéäèòå (11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
20

, 11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
75

).

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9. Ïåòÿ ïîñ÷èòàë ÍÎÊ âñåõ ÷èñåë îò 1 äî 1000, à Âàñÿ - âñåõ ÷èñåë îò 501

äî 1000. Ó êîãî ðåçóëüòàò ïîëó÷èëñÿ áîëüøå è âî ñêîëüêî ðàç?

10. Íà ñêëàäå ëåæàò â áîëüøîì êîëè÷åñòâå øèðëû, ìûðëû è äûðëû.Øèðëà

ñîñòîèò èç ïÿòè øàøåê, ìûðëà � èç ñåìè ìàøåê, äûðëà � èç äåâÿòè äàøåê.

Âñå øàøêè îäèíàêîâû, ìàøêè � òîæå, îäèíàêîâû è âñå äàøêè. Ó Âàñè åñòü

÷àøå÷íûå âåñû áåç ãèðü, è îí õî÷åò çà îäíî âçâåøèâàíèå óçíàòü, ÷òî òÿæåëåå:

äâå øàøêè èëè ìàøêà ñ äàøêîé. Ê ñîæàëåíèþ, âñå èçäåëèÿ, èìåþùèåñÿ íà

ñêëàäå � íåðàçáîðíûå. Ïîìîãèòå Âàñå!

11. Ïóñòü a è b - íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë

a, 2a, . . . ,ba ðîâíî (a,b) ÷èñåë äåëèòñÿ íà b.

12. Äàíû øåñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîé ïàðû èõ ÍÎÄ çàïèñàëè

íà äîñêå. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî íà äîñêå çàïèñàíû âñå ÷èñëà îò 1 äî 15.

13. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, èçâåñòíî, ÷òî a2 + b2 äåëèòñÿ íà ab.

Äîêàæèòå, ÷òî a = b.

Íåðàâåíñòâà. 10 èþëÿ

0. Ïóñòü a è b � äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà. Èçâåñòíî, ÷òî a < 3,b <

4. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü: (a) ïåðèìåòð; (b) ïëîùàäü; (c) äëèíà

äèàãîíàëè; (d) ðàçíîñòü äëèí ñòîðîí ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà?
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Ñâîéñòâà íåðàâåíñòâ:
(a) åñëè a > b è b > c, òî a > c;

(b) åñëè a+ b > c, òî a > c− b;

(c) åñëè a > b è c > d, òî a+ c > b+ d;

(d) åñëè a,b, c,d > 0 è a > b, c > d, òî a ·c > b ·d.
1. Ñðàâíèòå a è b, åñëè èçâåñòíî, ÷òî:

(a) a > m,m > b+ c2 (b) a+ c > b+ 1, c < 1

2. Çàìåíèòå áóêâû â ñëîâå ¾ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÈÐÎÂÊÀ¿ öèôðàìè (ðàçíûå áóê-

âû ðàçíûìè öèôðàìè, îäèíàêîâûå áóêâû � îäèíàêîâûìè) òàê, ÷òîáû âûïîë-

íÿëîñü íåðàâåíñòâî: Ò>Ð>À>Í<Ñ<Ï<Î<Ð<Ò>È>Ð>Î<Â<Ê<À.

3. Íà ðóññêî-ôðàíöóçñêîé âñòðå÷å íå áûëî ïðåäñòàâèòåëåé äðóãèõ ñòðàí.

Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äåíåã ó ôðàíöóçîâ îêàçàëîñü áîëüøå ñóììàðíîãî êî-

ëè÷åñòâà äåíåã ó ðîññèÿí, è ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî äåíåã ó æåíùèí îêàçàëîñü

áîëüøå ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà äåíåã ó ìóæ÷èí. Îáÿçàòåëüíî ëè íà âñòðå÷å

áûëà ôðàíöóæåíêà?

4. ×èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ñóììû a + b è 3a + 2b ïîëîæèòåëüíû. Ìîæåò

ëè áûòü îòðèöàòåëüíûì ÷èñëî 5a+ 4b? À ÷èñëî 2a+ 3b?

5. Êîìïàíèÿ ¾ÐÎËË ÕÎËË¿ ïðåäëàãàåò äâà âèäà êîìïëåêñíûõ áèëåòîâ

ïî 400 ðóáëåé: 1 ÷àñ ïðîêàòà ðîëèêîâûõ êîíüêîâ + 1 êîìïüþòåðíàÿ èãðà + 1

èãðà íà áèëüÿðäå + 6æåòîíîâ äëÿ èãðàëüíûõ àâòîìàòîâ ÈËÈ 2 êîìïüþòåðíûå

èãðû + 10 æåòîíîâ äëÿ àâòîìàòîâ + 30 ìèíóò ïðîêàòà êîíüêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî

èãðà íà áèëüÿðäå äîðîæå êîìïüþòåðíîé. ×òî äåøåâëå: âçÿòü êîíüêè íà 20

ìèíóò èëè êóïèòü òðè æåòîíà?

6. Êîãäà Âèííè-Ïóõ ïðèø�åë â ãîñòè ê Êðîëèêó, îí ñúåë 3 òàðåëêè ì�åäà,

4 òàðåëêè ñãóù�åíêè, 2 òàðåëêè âàðåíüÿ, à ïîñëå ýòîãî íå ñìîã âûéòè íàðóæó

èç-çà òîãî, ÷òî ñèëüíî ðàñòîëñòåë îò òàêîé åäû. Íî èçâåñòíî, ÷òî åñëè áû îí

ñúåë 2 òàðåëêè ì�åäà, 3 òàðåëêè ñãóù�åíêè è 4 òàðåëêè âàðåíüÿ èëè 4 òàðåëêè

ì�åäà, 2 òàðåëêè ñãóù�åíêè è 3 òàðåëêè âàðåíüÿ, òî ñïîêîéíî ñìîã áû ïîêèíóòü

íîðó ãîñòåïðèèìíîãî Êðîëèêà. Îò ÷åãî áîëüøå òîëñòåþò: îò âàðåíüÿ èëè îò

ñãóù�åíêè?

7. Åñëè ïåðâûé àâòîìîáèëü ñäåëàåò 4 ðåéñà, à âòîðîé 3 ðåéñà, òî îíè ïåðå-

âåçóò âìåñòå ìåíüøå 21 ò ãðóçà, åñëè æå ïåðâûé ñäåëàåò 7 ðåéñîâ, à âòîðîé 4

ðåéñà, òî îíè ïåðåâåçóò áîëüøå 33 ò ãðóçà. Êàêîé àâòîìîáèëü èìååò áîëüøóþ

ãðóçîïîäú�åìíîñòü?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Ïðàâèëüíóþ äðîáü ïåðåâåðíóëè. Êàêàÿ èç äâóõ äðîáåé áëèæå ê åäèíèöå:

èñõîäíàÿ èëè ïåðåâ�åðíóòàÿ?
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9. Ñðàâíèòå ÷èñëà 32000 è 41500.

10. Êàêóþ ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü èìååò ïðÿìîóãîëüíèê ñ ïåðèìåòðîì 20

ñì?

Ðàçíîáîé-1. 10 èþëÿ

1. Íà øàõìàòíîé äîñêå â íåêîòîðûõ êëåòêàõ 33 æóêà. Èçíà÷àëüíî â êàæäîé

êëåòêå íå áîëåå îäíîãî. Êàæäóþ ñåêóíäó æóêè ïåðåïîëçàþò â ïîíðàâèâøóþñÿ

èì ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó. Ìîæåò ëè òàê îêàçàòüñÿ, ÷òî â íåêîòîðûé

ìîìåíò âðåìåíè îíè âñå î÷óòèëèñü â îäíîé êëåòêå?

2. Îïåðàöèÿ ∗ äëÿ ÷èñåë x è y òàêîâà, ÷òî x∗y =
2x+ 6

2x+ 3y
. Íàéäèòå çíà÷åíèå

âûðàæåíèÿ (((2014 ∗ 2013) ∗ 2012) ∗ 2011) ∗ ... ∗ 2) ∗ 1.
3. (a) Ìîæåò ëè x2 + y2 + z2 + 32 äåëèòüñÿ íà 8?

(b) Ìîæåò ëè x3 + y3 + z3 äåëèòüñÿ íà 7, åñëè x, y, z íå êðàòíû 7?

4. Â êó÷å ëåæàò 25 êàìíåé. Å¼ äåëÿò íà ÷àñòè, çàòåì îäíó èç ÷àñòåé îïÿòü

äåëÿò íàäâîå è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷àò 25 îòäåëüíî ëåæàùèõ êàìíåé.

Ïðè êàæäîì äåëåíèè îäíîé èç êó÷ íà äâå ÷àñòè íà äîñêó çàïèñûâàåòñÿ ïðî-

èçâåäåíèå êîëè÷åñòâ êàìíåé â ýòèõ ÷àñòÿõ. Äîêàæèòå, ÷òî â êîíöå ñóììà âñåõ

÷èñåë íà äîñêå áóäåò ðàâíà 300.

5. Äâà ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêà ABC è CDE èìåþò îáùóþ âåðøèíó

(ñì. ðèñóíîê). Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AD è BE.

Êîíñòðóêöèè ïî èíäóêöèè. 11 èþëÿ

0. Â êâàäðàòå 2n × 2n âûðåçàíà îäíà ïðîèçâîëüíàÿ êëåòêà. Äîêàæèòå, ÷òî

ôèãóðó ìîæíî ðàçðåçàòü íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê.
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1. Èãðà ¾Õàíîéñêàÿ áàøíÿ¿.
(a) Èìååòñÿ ïèðàìèäà ñ 7 êîëüöàìè âîçðàñòàþùèõ ðàç-

ìåðîâ (âíèçó � ñàìîå áîëüøîå) è åùå äâà ïóñòûõ ñòåðæíÿ

òîé æå âûñîòû. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåêëàäûâàòü âåðõíåå êîëü-

öî ñ îäíîãî ñòåðæíÿ íà äðóãîé, íî ïðè ýòîì çàïðåùàåòñÿ

êëàñòü áîëüøåå êîëüöî íà ìåíüøåå. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæ-

íî ïåðåëîæèòü âñå êîëüöà ñ ïåðâîãî ñòåðæíÿ íà îäèí èç

ïóñòûõ ñòåðæíåé. (b) Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó äëÿ 1000 êîëåö.
2. Íà ñòîëå ñòîÿò 2n ñòàêàíà ñ âîäîé. Ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü ëþáûå äâà ñòàêàíà

è óðîâíÿòü â íèõ êîëè÷åñòâà âîäû, ïåðåëèâ ÷àñòü âîäû èç îäíîãî ñòàêàíà â

äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé ìîæíî óðàâíÿòü êîëè÷åñòâî

âîäû â ñòàêàíàõ.

3. Ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà ÷àñòè íåñêîëüêèìè (a) ïðÿìûìè; (b) îêðóæíîñòÿìè.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ÷àñòè ìîæíî ðàñêðàñèòü â 2 öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì

(ò.å. òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå îáëàñòè îäíîãî öâåòà íå èìåëè îáùåé ãðàíèöû).

4. (a) Íàéäèòå íàáîð èç 5 ãèðü, êîòîðûìè ìîæíî íàáðàòü ëþáîé öåëûé âåñ

îò 1 äî 31 ã.

(b) Íàéäèòå íàáîð èç 6 ãèðü îáùèì âåñîì 60 ã, êîòîðûìè ìîæíî íàáðàòü

ëþáîé öåëûé âåñ îò 1 äî 60 ã.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2k−1 6 n < 2k, òî cóùåñòâóåò íàáîð èç k ãèðü

îáùèì âåñîì n ã, êîòîðûìè ìîæíî íàáðàòü ëþáîé öåëûé âåñ îò 1 äî n ã.

5. (a) Íåçàìêíóòàÿ öåïî÷êà ñîñòàâëåíà èç 7 çâåíüåâ. Èçâåñòíî, ÷òî îäíî èç

çâåíüåâ � ôàëüøèâîå, ëåã÷å îñòàëüíûõ. Êàê, ðàñêðûâ íå áîëåå äâóõ çâåíüåâ,

ïðè ïîìîùè âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ âåñàõ áåç ãèðü ìîæíî íàéòè ôàëüøè-

âîå çâåíî? (×èñëî âçâåøèâàíèé íå îãðàíè÷åíî. Ïðè ðàñêðûâàíèè çâåíà öåïî÷-

êà ðàñïàäàåòñÿ íà 3 ÷àñòè: ýòî çâåíî, öåïî÷êà ñëåâà îò çâåíà è öåïî÷êà ñïðàâà.)

(b) À êàê íàéòè ôàëüøèâîå â öåïî÷êå èç 63 çâåíüåâ, ðàñêðûâ 5 çâåíüåâ?

(c) Äëÿ êàêîãî íàèáîëüøåãî n ìîæíî íàéòè îäíî ôàëüøèâîå çâåíî â

öåïî÷êå èç n çâåíüåâ, åñëè ðàçðåøàåòñÿ ðàñêðûòü íå áîëåå ÷åì k çâåíüåâ?

6. Â íåêîòîðûõ âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñòîÿò íóëè, à â îñòàëü-

íûõ � åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàçáèòü n-óãîëüíèê äèàãîíàëÿìè íà

òðåóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû â âåðøèíàõ êàæäîãî ñóììà ÷èñåë áóäåò 1 èëè 2.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Ðàçðåæüòå òðåóãîëüíèê íà (a) 4 (b) 16 (c) 25 (d) 1000 (e) n > 6 ìåíüøèõ

òðåóãîëüíèêîâ c òàêèìè æå óãëàìè, êàê ó èñõîäíîãî.

8. Ïðÿìîóãîëüíèê 2 × n ðàçáèò íà äîìèíîøêè. Äîêàæèòå, ÷òî åãî êëåòêè

ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáàÿ äîìèíîøêà â äàííîì ðàç-

áèåíèè ñîäåðæàëà êëåòêè ðàçíûõ öâåòîâ, íî â ëþáîì äðóãîì ðàçáèåíèè ýòîãî
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ïðÿìîóãîëüíèêà íà äîìèíîøêè íàøëàñü áû äîìèíîøêà, ñîäåðæàùàÿ äâå êëåò-

êè îäíîãî öâåòà.

Øàðû è ïåðåãîðîäêè. 11 èþëÿ

0. (a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ ìîæåò ðàçäàòü 4 ó÷å-

íèêàì 20 ðàçëè÷íûõ ïîëîòåíåö?

(b) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ ìîæåò ðàçäàòü 4 ó÷åíèêàì

20 îäèíàêîâûõ ïîëîòåíåö?

(c) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ ìîæåò ðàçäàòü 4 ó÷åíèêàì

20 îäèíàêîâûõ ïîëîòåíåö òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëîñü õîòÿ áû îäíî?

1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî çàïèñàòü:

(a) èç 31 åäèíèöû è 6 íóëåé?

(b) èç 31 åäèíèöû è 6 íóëåé, åñëè íóëè íå äîëæíû ñòîÿòü íè íà ïåðâîì, íè íà

ïîñëåäíåì ìåñòàõ, íè äâà ïîäðÿä?

2. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x+ y+ z = 2000:

(a) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ?

(b) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ?

(c) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 800?

3. (a) Ó Àëåêñàíäðà Ìèõàéëîâè÷à åñòü 20 íàâîëî÷åê è 15 ïîäóøåê. Ñêîëü-

êèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò ðàçäåëèòü èõ ìåæäó ÷åòûðüìÿ ó÷åíèêàìè?

(b) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Ýëèíà, Ìàðèíà è Ïîëèíà ìîãóò âûáðàòü ñåáå ïî

íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë áûëî ðàâíî 2000000000?

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë, öèôðû êîòîðûõ èäóò â:

(a) âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå?

(b) íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå?

5. Ïîëèíà, Ýëèíà è Ìàðèíà åäÿò ïèðîãè. Ìàðèíà ìîæåò ñúåñòü íå áîëåå

10 ïèðîãîâ, Ïîëèíà � íå áîëåå 29, à Ýëèíà - íå áîëåå 44 ïèðîãîâ. Ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè îíè ìîãóò ïîäåëèòü ìåæäó ñîáîé 73 ïèðîãà, ÷òîáû êàæäàÿ ñúåëà

õîòÿ áû îäèí?

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6. Ïîåçä, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ m ó÷åíèêîâ, äåëàåò n îñòàíîâîê.

(a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ó÷åíèêè ìîãóò âûéòè íà ýòèõ îñòàíîâêàõ?

(b) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ó÷åíèêè ìîãóò âûéòè íà ýòèõ îñòàíîâêàõ, åñëè ó÷è-

òûâàòü òîëüêî êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ, âûøåäøèõ íà êàæäîé îñòàíîâêå (ò.å. åñëè

ó÷åíèêîâ ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè).

7. Ñêîëüêî ðåøåíèé â íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ èìååò óðàâíåíèå x +

y+ z+ t = 2014?
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8. Èðèíà Àëåêñàíäðîâíà äåëèò ìåæäó ÷åòûðüìÿ ó÷åíèêàìè 10 ÿáëîê, 11

ãðóø è 5 ÷óïà-÷óïñîâ. Êàæäîìó ó÷åíèêó äîëæåí äîñòàòüñÿ õîòÿ áû îäèí

ôðóêò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Èðèíà Àëåêñàíäðîâíà ìîæåò ýòî ñäåëàòü, åñëè

÷óïà-÷óïñ � íå ôðóêò?

Ïëîùàäü-2. 12 èþëÿ

1. Íà ëèñò áóìàãè ïîñàäèëè äâå êëÿêñû (æåëòóþ è ñèíþþ). Â ðåçóëüòàòå

ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ íå çàìàðàëè, îêàçàëàñü ðàâíà ïëîùàäè ïîâåðõ-

íîñòè, îêðàñèâøåéñÿ â çåëåíûé öâåò. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììàðíàÿ ïëîùàäü êëÿêñ

â òî÷íîñòè ðàâíà ïëîùàäè ëèñòà. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

2. Íà ñîñåäíèõ ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà îòìå÷åíû òî÷êè N è M (ñì.

ðèñóíîê 1). Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé ñåðûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ðàâíà

ïëîùàäè çàøòðèõîâàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Ðèñóíîê 1

3. Òî÷êà A1 - ñåðåäèíà ñòîðîíû BC òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷êè B1, B2 è B3

äåëÿò ñòîðîíó AC íà ÷åòûðå ðàâíûõ îòðåçêà (ñì. ðèñóíîê 2). Äîêàæèòå, ÷òî

ïëîùàäü ñåðîé îáëàñòè ðàâíà ïëîùàäè çàøòðèõîâàííîé.

4. Íà ñòîðîíå BC îòìå÷åíà òî÷êà K (ñì. ðèñóíîê 3). Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè

ñåðîé è çàøòðèõîâàííîé ÷àñòåé ðàâíû.

Ðèñóíîê 2 Ðèñóíîê 3

5. Â òðàïåöèè ABCD ñ ìåíüøèì îñíîâàíèåì BC ÷åðåç òî÷êó B ïðîâåäåíà

ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ CD è ïåðåñåêàþùàÿ äèàãîíàëü AC â òî÷êå E. Ñðàâíèòå

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ABC è DEC.
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6. ×åðåç òî÷êó D, ëåæàùóþ íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåíû

ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûå äâóì äðóãèì ñòîðîíàì è ïåðåñåêàþùèå ñòîðîíû AB è

AC ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ E è F. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè CDE è BDF

ðàâíîâåëèêè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåëèêè òðåóãîëüíèê GD è ÷åòûðåõóãîëüíèê DGA,

ãäå E � ñåðåäèíà BC (ñì. ðèñóíîê 4).

Ðèñóíîê 4

8. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. ×åðåç ñåðåäèíó G äèàãîíàëè BD

ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ äèàãîíàëè AC, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíó DC â

òî÷êå H. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê AH äåëèò ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD

ïîïîëàì.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9. Íà ñòîðîíàõ AB è AD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî

òî÷êè E è F, ïðè÷¼ì îòðåçîê EF ïàðàëëåëåí äèàãîíàëè BD. Äîêàæèòå, ÷òî

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ BCE è CDF ðàâíû.

10. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè D è K, íà ñòîðîíå AC

� òî÷êè E è H, à íà ñòîðîíå BC � òî÷êà I. Îêàçàëîñü, ÷òî AD = BK,AE = CH

è DE||BC. Íà îòðåçêå DE âûáðàíà òî÷êà F. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé

òðåóãîëüíèêîâ KFH è DEI ðàâíà ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà AHK.

Ðèñóíîê 5
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Ìàòáîé-ìåæäóñîáîé. 12 èþëÿ
1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ óãëàìè 30◦, 30◦ è 120◦ ïðîâåäåíû ìåäèàíû AA0,BB0

è CC0. Âíå òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû îòðåçêè A0A1, B0B1 è C0C1, ïåðïåí-

äèêóëÿðíûå ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà. Îêàçàëîñü, ÷òî AA0 =

A0A1,BB0 = B0B1 è CC0 = C0C1. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà A1B1C1.

2. Âëàäà áåãàåò áûñòðåå Êàòè, íî ìåäëåííåå Àëèíû. Âñå òðîå ñòàðòîâàëè èç

îäíîé òî÷êè îäíîâðåìåííî â îäíîì íàïðàâëåíèè, è ïðîáåæàâ êàæäàÿ íåñêîëü-

êî êðóãîâ ïî ñòàäèîíó, ôèíèøèðîâàëè â òîì æå ñàìîì ìåñòå è â òî æå ñàìîå

âðåìÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî Àëèíà îáîãíàëà Êàòþ 10 ðàç. Ñêîëüêî âñåãî ðàç äåâî÷êè

îáãîíÿëè äðóã äðóãà? (Ñêîðîñòè âñåõ ïîñòîÿííû.)

3. Àëåêñàíäð Âèòàëüåâè÷ õî÷åò âûðåçàòü èç êâàäðàòà 2n × 2n ïî ëèíèÿì,

ïàðàëëåëüíûì ñòîðîíàì êâàäðàòà, íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ 1×(n+1) (ýòè

ïðÿìîóãîëüíèêè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê âåðòèêàëüíî, òàê è ãîðèçîíòàëüíî).

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n óêàæèòå, ñêîëüêî òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ó íåãî

ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ.

4. Äâå îäèíàêîâûå øåñòåðåíêè èìåþò ïî 32 çóáöà. Èõ ñîâìåñòèëè è ñïèëèëè

îäíîâðåìåííî 6 ïàð çóáöîâ. Äîêàçàòü, ÷òî îäíó øåñòåðåíêó ìîæíî ïîâåðíóòü

îòíîñèòåëüíî äðóãîé òàê, ÷òî â ìåñòàõ ñëîìàííûõ çóáöîâ îäíîé øåñòåðåíêè

îêàæóòñÿ öåëûå çóáöû âòîðîé øåñòåðåíêè.

5. Íà ïëàíåòå Àðèýëü àñòðîíîì ïðîíàáëþäàë 50 çâåçä è âû÷èñëèë ñóììó S

ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè. Îáëàêî çàñëîíèëî 25 çâåçä. Äîêàçàòü, ÷òî

ñóììà ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó îñòàâøèìèñÿ çâåçäàìè ìåíüøå S/2.

6. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a2 − b2 = bc è b2 − c2 = ab.

Äîêàæèòå, ÷òî abc = 0.

7. Â ëàãåðå ïðîâîäÿò èíòåðíåò. Äâà èíæåíåðà çà õîä ìîãóò ñîåäèíèòü äâà

êîðïóñà ïðîâîäîì. Êàê òîëüêî âñå êîìïüþòåðû îáúåäèíÿþòñÿ â ñåòü, îíà ïå-

ðåãðóæàåòñÿ, è èíæåíåð, êîòîðûé ïðîëîæèë ïîñëåäíèé ïðîâîä, ïðîèãðûâàåò.

Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè â ëàãåðå 1043 êîðïóñà?

8. Âàñÿ ñêîíñòðóèðîâàë êîìïüþòåð, êîòîðûé õðàíèò â ïàìÿòè òðè ÷èñëà, à

íà äèñïëåé âûâîäèò òîëüêî äâå ïîñëåäíèå öèôðû êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë. Ó

êîìïüþòåðà åñòü êíîïêà, ïðè íàæàòèè íà êîòîðóþ ïåðâîå ÷èñëî óâåëè÷èâàåòñÿ

íà 12, âòîðîå � íà 13, à òðåòüå � íà 42. Ñåé÷àñ íà ýêðàíå ãîðÿò öèôðû 01, 03

è 61. Ìîæåò ëè Âàñÿ, íàæèìàÿ íà êíîïêó, äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ÷èñëà íà

ýêðàíå ñòàëè îäèíàêîâûìè?

Àëãîðèòì Åâêëèäà. 14 èþëÿ
1. Íà ñòîëå ëåæèò êëåò÷àòàÿ øîêîëàäêà 20 × 75. Êàæäóþ ìèíóòó îò íå¼

îòëàìûâàþò êâàäðàòèê íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî ðàçìåðà è êëàäóò â òàðåëêó.

Êàêàÿ ñòîðîíà áóäåò ó ñàìîãî ìàëåíüêîãî êâàäðàòèêà â òàðåëêå?
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2. Íà ñòîëå ëåæèò êëåò÷àòàÿ øîêîëàäêà a × b. Êàæäóþ ìèíóòó îò íå¼ îò-

ëàìûâàþò êâàäðàòèê íàèáîëüøåãî âîçìîæíîãî ðàçìåðà è êëàäóò â òàðåëêó.

Ïóñòü ó ñàìîãî ìàëåíüêîãî êâàäðàòèêà â òàðåëêå ñòîðîíà d. Ïîêàæèòå, ÷òî:

(a) d äåëèò è a, è b;

(b) ñòîðîíû âñåõ êâàäðàòèêîâ â òàðåëêå äåëÿòñÿ íà d;

(c) d = (a,b).

Îïðåäåëåíèå. Àëãîðèòì Åâêëèäà � ñïîñîá íàéòè ÍÎÄ äâóõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, ïîñëåäîâàòåëüíî çàìåíÿÿ ïàðó èñõîäíûõ ÷èñåë íà ïàðó èç ìåíüøåãî

÷èñëà è îñòàòêà îò äåëåíèÿ áîëüøåãî íà ìåíüøåå.

a = b · q1 + r1
b = r1 · q2 + r2
r1 = r2 · q3 + r3

. . .

rn−1 = rn · qn+1 + rn+1

rn = rn+1 · qn+2 + 0

3. Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà íàéäèòå (a) (525, 990); (b) (728, 1183).

4. (a) Íà ïðÿìîé ñèäèò êóçíå÷èê, êîòîðûé óìååò ïðûãàòü òîëüêî íà 9 èëè

7 ñàíòèìåòðîâ, çàòî â îáå ñòîðîíû. Ìîæåò ëè îí ñìåñòèòüñÿ ïîñëå íåñêîëüêèõ

ïðûæêîâ íà 1 ñàíòèìåòð âïðàâî îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ?

(b) Ïî áîëüøîìó êîëåñó ñ äëèíîé îêðóæíîñòè 9 ìåòðîâ êàòèòñÿ ìàëîå

êîëåñî ñ äëèíîé îêðóæíîñòè 7 ìåòðîâ. Â ìàëîå êîëåñî âáèò ãâîçäü, êîòîðûé

äåëàåò îòìåòêè íà áîëüøîì êîëåñå. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íà

áîëüøåì êîëåñå áóäåò 9 îòìåòîê.

(c) Íàéäèòå òàêèå öåëûå ÷èñëà x è y, ÷òî 9x+ 7y = 1.

Òåîðåìà. Åñëè (a,b) = d, òî ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå x è y, ÷òî ax+by = d.

Ýòà òåîðåìà íàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ.

5. Â ãîñóäàðñòâå èìåþò õîæäåíèå ìîíåòû äîñòîèíñòâîì a è b çîëîòûõ, ãäå

a è b � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî òàêèìè ìîíåòàìè

ìîæíî (âîçìîæíî, ñî ñäà÷åé) íàáðàòü ëþáóþ ñóììó.

6. ×èñëà a,b, c âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, òî åñòü (a,b, c) = 1. Äîêà-

æèòå, ÷òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî d ïðåäñòàâèìî â âèäå d = ax+by+ cz, ãäå ÷èñëà

x,y, z öåëûå.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Äâîå èãðàþò â èãðó. Íà ñòîëå ëåæàò äâå êó÷è îðåõîâ. Â îäíîé êó÷å 1573

îðåõà, à â äðóãîé 97900. Î÷åðåäíûì õîäîì êàæäûé èç èãðîêîâ ìîæåò ðàçëî-

æèòü ëþáóþ êó÷ó â äâå, îäíà èç êîòîðûõ äîëæíà ñîâïàäàòü ïî ðàçìåðàì ñ

25



êàêîé-íèáóäü èç èìåþùèõñÿ â äàííûé ìîìåíò íà ñòîëå. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî

íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

8. Íàéäèòå ïàðó ÷èñåë, íå áîëüøèõ 1000, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì Åâêëèäà

çàêàí÷èâàåò ðàáîòó (ïîëó÷àåò 0) íå ìåíåå ÷åì ÷åðåç 14 øàãîâ.

9. Äîêàæèòå, ÷òî øàõìàòíûé êîíü, ñòîÿùèé íà áåñêîíå÷íîé øàõìàòíîé äîñ-

êå, ñìîæåò ïîïàñòü â ëþáóþ êëåòêó.

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. 14 èþëÿ

1. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà D. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) AD+DC < AB+ BC.

(b) AD+ BD+ CD < AB+ BC+ CA;

(c) 2(AD+ BD+ CD) > AB+ BC+ CA.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà

(a) áîëüøå ñóììû äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí;

(b) áîëüøå åãî ïîëóïåðèìåòðà;

(c) ìåíüøå ïåðèìåòðà.

3. Íàéäèòå â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå òî÷êó ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé

ðàññòîÿíèé äî âåðøèí.

Îáîáùèòå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî-

óãîëüíèêà.

4. Äèàãîíàëü âûïóêëîãî 2n + 3-óãîëüíèêà íàçîâåì ãëàâíîé, åñëè ïî îäíó

ñòîðîíó îò íåå ëåæèò n âåðøèí, à ïî äðóãóþ n+1. Âûáðàíî íåñêîëüêî ãëàâíûõ

äèàãîíàëåé, íå èìåþùèõ îáùèõ êîíöîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà èõ äëèí ìåíüøå

ñóììû äëèí îñòàâøèõñÿ ãëàâíûõ äèàãîíàëåé, åñëè

(a) n = 1;

(b) n = 2;

(c) n � ëþáîå íàòóðàëüíîå.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

5. Òî÷êè A è B ðàñïîëîæåíû

(a) ïî ðàçíûå ñòîðîíû;

(b) ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé. Íàéòè òî÷êó íà ïðÿìîé, ÷òîáû ñóììàðíûé

ïóòü îò A è B äî íåå áûë ìèíèìàëüíûì?

(c) E - ñåðåäèíà ñòîðîíû BC ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Óãîë AED ðàâåí

90◦. Äîêàæèòå, ÷òî AB+ CD > AD.

(d) E - ñåðåäèíà ñòîðîíû BC ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Óãîë AED ðàâåí

120◦. Äîêàæèòå, ÷òî AB+ BE+ CD > AD.
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Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. 15 èþëÿ

1. Íàéäèòå ÷èñëî n > 4 òàêîå, ÷òîáû òàáëèöà óìíîæåíèÿ íåíóëåâûõ îñòàò-

êîâ ïî ìîäóëþ n (a) íå ñîäåðæàëà äâóõ îäèíàêîâûõ ÷èñåë â îäíîé ñòðîêå; (b)

ñîäåðæàëà õîòÿ áû îäèí 0.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìîäóëü � ïðîñòîé, òî â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì

ñòîëáöå òàáëèöû óìíîæåíèÿ îñòàòêîâ âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû. ( Òî åñòü êàæäàÿ

ñòðîêà òàáëèöû ñîäåðæèò âñå íåíóëåâûå îñòàòêè, ïåðåñòàâëåííûå â äðóãîì

ïîðÿäêå.)

3. Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p. Äîêàæèòå,

÷òî:

a× 2a× 3a× . . . × (p− 1)a≡
p
(p− 1)!

4. (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî è a íå

äåëèòñÿ íà p, òî ap−1≡
p
1

5. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî.

(a) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü âåðøèíû ïðàâèëüíîãî p-

óãîëüíèêà â n öâåòîâ?

(b) À åñëè ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà ïîâîðîòîì ìíîãîóãîëü-

íèêà âîêðóã åãî öåíòðà, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè?

(c) Âûâåäèòå èç ïóíêòà (b) ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

6. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ (a) 2100 íà 101; (b) 7102 íà 101; (c) 8900 íà 29.

7. Äîêàæèòå, ÷òî 33000 − 1 äåëèòñÿ íà 1001.

8. Áóäåò ëè ïðîñòûì ÷èñëî 1001200 + 100?

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî a, íå äåëÿùåãîñÿ íà 17, ëèáî a8 + 1,

ëèáî a8 − 1 äåëèòñÿ íà 17.

10. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, â êîòîðîì

ðîâíî p− 1 åäèíèöà, äåëèòñÿ íà p.

11. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî pq + qp ≡
pq
p+ q

Ðàçíîáîé-2. 15 èþëÿ

1. Íà óëèöå âûñòðîèëèñü íåñêîëüêî äåòåé. Íåêîòîðûå èç íèõ äðóæàò (åñëè

A äðóã B, òî B äðóã A). Äîêàæèòå, ÷òî ïðåïîäàâàòåëü âñåãäà ìîæåò èì ðàçäàòü

ëèñòî÷êè ñ ÷èñëàìè òàê, ÷òî ëþáûå äâà äðóãà ïîëó÷àò ÷èñëà, èìåþùèå ÍÎÄ

> 1, à äåòè, êîòîðûå íå äðóæàò, ïîëó÷àò âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.

2. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Ïàðàëëåëîãðàììîì Âàðèíüîíà ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèêà ABCD íàçûâàåòñÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ñåðåäèíàõ ñòî-

ðîí AB, BC, CD è DA.
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(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàëëåëîãðàìì Âàðèíüîíà - ïàðàëëåëîãðàìì.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà Âàðèíüîíà ðàâíà ïîëîâèíå

ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

3. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî áîëåå 2014 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî

ñïîñîáîâ ïðîâåñòè òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ äå-

ëèòñÿ íà 5.

4. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 2014. Êîñòÿ è Òîëÿ ïî î÷åðåäè ñòèðàþò

êàêîå-íèáóäü èç íàïèñàííûõ ÷èñåë âìåñòå ñî âñåìè åãî äåëèòåëÿìè. Ïðîèãðû-

âàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

5. Íà äîñêå â ðÿä íàïèñàíû ÷èñëà 1, 1. Çà õîä ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè

íà äîñêå âïèñûâàåòñÿ èõ ñóììà. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà äîñêå ïîñëå 100-îãî

õîäà.

1-ûé õîä: 1 1 2-îé õîä: 1 2 1

3-èé õîä: 1 3 2 3 1 4-ûé õîä: 1 4 3 5 2 5 3 4 1

Òåîðåìà Áîéÿè-Ãåðâèíà. 16 èþëÿ

Îïðåäåëåíèå. Äâà ìíîãîóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííûìè,

åñëè îäèí èç íèõ ìîæíî ïåðåêðîèòü â äðóãîé (òî åñòü ðàçðåçàòü íà ÷àñòè,

ïåðåëîæèâ êîòîðûå, ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãîé).

0. Äîêàæèòå, ÷òî:

(a) òðåóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïàðàëëåëîãðàìì ñ òàêèì æå

îñíîâàíèåì;

(b) ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âûñîòà ïàäàåò íà îñíîâàíèå, ìîæíî ïå-

ðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñ òàêèì æå îñíîâàíèåì;

(c) òðåóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñ òàêèì æå îñíîâà-

íèåì.

00. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî ñäåëàòü âòîðîé, à

èç âòîðîãî � òðåòèé, òî èç ïåðâîãî ìîæíî ñäåëàòü òðåòèé.

Òåîðåìà Áîéÿè-Ãåðâèíà. Ëþáûå äâà ðàâíîâåëèêèõ âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêà

ðàâíîñîñòàâëåíû.

1. Åñëè èç îäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî ñäåëàòü âòîðîé, à èç âòîðîãî �

òðåòèé, òî èç ïåðâîãî ìîæíî ñäåëàòü òðåòèé.

2. Ëþáîé ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðåóãîëüíèêè.

3. Ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî ïåðåêðîèòü â ïàðàëëåëîãðàìì.

4. Èç ëþáîãî ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî ñäåëàòü ïàðàëëåëîãðàìì, îäíà ñòî-

ðîíà êîòîðîãî � áîëüøàÿ, à äðóãàÿ ìàëåíüêàÿ.

5. Èç ïàðàëëåëîãðàììà, îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî áîëüøàÿ, à äðóãàÿ � ìàëåíü-

êàÿ ìîæíî ñäåëàòü ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíîé 1.
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6. Èç ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíîé 1 ìîæíî ñäåëàòü ïàðàëëåëîãðàìì, âû-

ñîòà êîòîðîãî ïàäàåò íà ýòó ñòîðîíó, à íå íà åå ïðîäîëæåíèå.

7. Èç ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíîé 1, ó êîòîðîãî âûñîòà, îïóùåííàÿ íà ýòó

ñòîðîíó, ïàäàåò âíóòðü ýòîé ñòîðîíû, à íå íà åå ïðîäîëæåíèå, ìîæíî ñäåëàòü

ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.

8. Èç ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî ñäåëàòü ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.

9. Èç ëþáîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî ñäåëàòü ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1.

10. Ëþáûå äâà ðàâíîâåëèêèõ ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîñîñòàâëåíû.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

11. Íàðèñóéòå, êàê ïåðåêðîèòü ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê â ðàâíîáåäðåí-

íûé òðåóãîëüíèê.

12. (a) Â âûïóêëîì ìíîãîóãîëüíèêå åñòü äâå ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû. Ðàç-

ðåæüòå åãî íà òðàïåöèè è ïàðàëëåëîãðàììû.

(b) Ðàçðåæüòå ìíîãîóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) íà òðåóãîëü-

íèêè, òðàïåöèè è ïàðàëëåëîãðàììû.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà ðàâíîâåëèêèõ (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûõ)

ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîñîñòàâëåíû.

Èíäóêöèÿ-2. 16 èþëÿ

1. Íà äîñêå â ðÿä íàïèñàíû ÷èñëà 1, 1. Çà õîä ìåæäó ñîñåäíèìè ÷èñëàìè íà

äîñêå âïèñûâàåòñÿ èõ ñóììà. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå õîäà íîìåð n ñóììà âñåõ

÷èñåë íà äîñêå áóäåò ðàâíÿòüñÿ 3n + 1.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå äëÿ ëþáîãî íà-

òóðàëüíîãî n. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-

ùèõ äâóõ øàãàõ:

1. 1. (Áàçà èíäóêöèè) Ïðîâåðêà óòâåðæäåíèÿ äëÿ n = 1.

2. 2. (Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä) Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî èç ñïðàâåäëèâî-

ñòè óòâåðæäåíèÿ äëÿ n ñëåäóåò åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ n+ 1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáîãî n :

1 · 2+ 2 · 3+ . . . + n · (n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3

3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 111 . . . 111 (3n åäèíèö): (a) äåëèòñÿ íà 3n; (b) íå

äåëèòñÿ íà 3n+1.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì n, íà÷èíàÿ c 3, ñóùåñòâóåò âû-

ïóêëûé n-óãîëüíèê, èìåþùèé ðîâíî òðè îñòðûõ óãëà.
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5. Òîðò ðàçðåçàëè ïðÿìîëèíåéíûìè ðàçðåçàìè íà íåñêîëüêî êóñêîâ. Îêàçà-

ëîñü, ÷òî îäíà ñòîðîíà ó íîæà áûëà ãðÿçíàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ

õîòÿ áû îäèí ÷èñòûé êóñîê.

6. Íà ëåñòíèöå íàðèñîâàíû ñòðåëî÷êè. Íà îäíîé èç ñòóïåíåé ñòîèò ÷åëîâåê.

Îí èäåò ñî ñòóïåíüêè â òó ñòîðîíó, â êîòîðóþ óêàçûâàåò ñòðåëî÷êà, ïîñëå ÷åãî

ñòðåëî÷êà íà ñòóïåíüêå, ñ êîòîðîé îí ñîøåë, îáðàùàåòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíóþ

ñòîðîíó. Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà-íèáóäü ÷åëîâåê ïîêèíåò ëåñòíèöó.

7. Ó êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà îò n + 1 äî 2n âêëþ÷èòåëüíî (ãäå n � íàòó-

ðàëüíîå) âîçüìåì íàèáîëüøèé íå÷åòíûé äåëèòåëü è ñëîæèì âñå ýòè äåëèòåëè.

Êàêîå ÷èñëî ïîëó÷èòñÿ?

8.Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè: x > −1, n� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

(1+ x)n > 1+ n · x.
Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9. Íàéäèòå ñóììó: 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n!
10. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå:

(
1− 1

4

) (
1− 1

9

)
. . .

(
1− 1

n2

)
11. Íà êîëüöåâîì øîññå ñòîÿò íåñêîëüêî àâòîìîáèëåé ñ îáùèì çàïàñîì áåí-

çèíà, äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû îáúåõàòü âåñü êðóã. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñåñòü â

îäèí èç àâòîìîáèëåé è ïðîåõàòü âñå øîññå, çàáèðàÿ ïî äîðîãå áåíçèí ó îñòàëü-

íûõ àâòîìîáèëåé.

12. ×èñëî x + 1
x
� öåëîå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî xn + 1

xn
� òîæå öåëîå äëÿ

ëþáîãî n.

Kàñàòåëüíàÿ. 17 èþëÿ
0. (a) Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåä¼ííûå èç îäíîé òî÷êè,

ðàâíû.

Ðèñóíîê 1

Îïðåäåëåíèå. ×åòûðåõóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ îïèñàííûì îêîëî îêðóæíî-

ñòè, åñëè êàæäàÿ åãî ñòîðîíà êàñàåòñÿ ýòîé îêðóæíîñòè.

(b) Ñóììû ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, îïèñàííîãî îêîëî

îêðóæíîñòè, ðàâíû.

(c) Ñóììû ñòîðîí îïèñàííîãî ÷¼òíîóãîëüíèêà, âçÿòûõ ÷åðåç îäíó, ðàâíû.

Íàïðèìåð, äëÿ øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF âåðíî: AB+CD+EF = BC+DE+FA.
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Ðèñóíîê 2 Ðèñóíîê 3 Ðèñóíîê 4

1. (a) Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-

íèê ñ êàòåòàìè 3 è 4.

(b) Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëü-

íèê ñ êàòåòàìè a, b è ãèïîòåíóçîé c.

2. Ïðÿìûå AB è AC � êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ B è C ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì

â òî÷êå O. ×åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó X äóãè BC ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê

îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùàÿ îòðåçêè AB è AC â òî÷êàõ M è N ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêàAMN è âåëè÷èíà óãëàMON íå çàâèñÿò

îò âûáîðà òî÷êè X.

3. (a) B òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b è c âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ

ñòîðîíû AB â òî÷êå K. Íàéòè äëèíó îòðåçêà AK.

(b) B òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b è c íàéäèòå äëèíó îòðåçêà êàñà-

òåëüíîé AK, åñëè K � òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíîé

AB.

4. Ñòîðîíû ïÿòèóãîëüíèêà â ïîðÿäêå îáõîäà ðàâíû 5, 6, 10, 7, 8. Äîêàçàòü,

÷òî â ýòîò ïÿòèóãîëüíèê íåëüçÿ âïèñàòü îêðóæíîñòü.

5. K îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC, ïðîâåäåíû òðè êàñàòåëü-

íûå. Ïåðèìåòðû îòñå÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû 6, 8, 10. Íàéäèòå ïåðèìåòð

äàííîãî òðåóãîëüíèêà.

6. Îêîëî îêðóæíîñòè îïèñàí ìíîãîóãîëüíèê, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 5. Åãî

ïåðèìåòð ðàâåí 10. Íàéäèòå ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè.

7. B ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD AB = BC,AD = 3,DC = 5. Îêðóæíîñòè,

âïèñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABD è CBD êàñàþòñÿ îòðåçêà BD â òî÷êàõ M è N

ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè äëèíó îòðåçêà MN.
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Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî

ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ýòîé ñòîðîíû.

9. B ÷åòûð¼õóãîëüíèêABCD ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü. Îêðóæíîñòè, âïè-

ñàííûå â òðåóãîëüíèêè ABD è CBD èìåþò ðàäèóñû R è r ñîîòâåòñòâåííî.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ìàòáîé-Ì6-Ì7. 17 èþëÿ

1. Ñóììà äâóõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ðàâíà 68. Åñëè ê áîëüøåìó èç íèõ ïðè-

ïèñàòü ñïðàâà ìåíüøåå, òî ïîëó÷åííîå ÷åòûð�åõçíà÷íîå ÷èñëî áóäåò íà 2178

áîëüøå òîãî ÷åòûð�åõçíà÷íîãî ÷èñëà, êîòîðîå ïîëó÷èòñÿ, åñëè ê ìåíüøåìó ïðè-

ïèñàòü ñïðàâà áîëüøåå. Íàéäèòå ýòè ÷èñëà.

2.Ìàòáîé íà÷àëñÿ ìåæäó 10 è 11 ÷àñàìè, êîãäà ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè

áûëè íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, à çàêîí÷èëñÿ ìåæäó 16 è 17

÷àñàìè, êîãäà ñòðåëêè ñîâïàëè. Ñêîëüêî âðåìåíè ïðîäîëæàëñÿ ìàòáîé?

3. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Íà

êàæäîé òî÷êå íàïèñàíî ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà ëþáîé ïðÿìîé,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 2 è áîëåå òî÷åê, ðàâíà íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû

0.

4. Èìååòñÿ õðîìàÿ ëàäüÿ, êîòîðàÿ ìîæåò õîäèòü íà ëþáîå êîëè÷åñòâî êëå-

òîê, íî åñëè îíà ñõîäèëà íàëåâî, òî ïîòîì èäåò âíèç, åñëè âíèç, òî ïîòîì

íàïðàâî, åñëè íàïðàâî, òî ïîòîì ââåðõ, åñëè ââåðõ, òî ïîòîì íàëåâî. Íàéòè

âñå òàêèå m è n, ÷òî õðîìàÿ ëàäüÿ ìîæåò îáîéòè âñå êëåòêè äîñêè m × n,

ïîáûâàâ (îñòàíîâèâøèñü) íà êàæäîé êëåòêå ðîâíî îäèí ðàç.

5. Íà Ïåòèíîé ÷àøå äâóõ÷àøå÷íûõ âåñîâ ëåæàò ãèðè âåñîì 1ã, 3ã,. . . , 2001ã,

à íà Âàñèíîé ÷àøå � 2ã, 4ã,. . . , 2002 ã. Ïåðâûì õîäèò Âàñÿ � îí óáèðàåò ïî

îäíîé ãèðå ñî ñâîåé ÷àøè äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå ñòàíåò ëåã÷å Ïåòèíîé. Ïîòîì

Ïåòÿ óáèðàåò ïî îäíîé ãèðå ñî ñâîåé ÷àøè äî òåõ ïîð, ïîêà îíà íå ñòàíåò ëåã÷å

Âàñèíîé. Çàòåì îïÿòü õîäèò Âàñÿ, ïîòîì Ïåòÿ, è òàê äàëåå. Âûèãðûâàåò òîò,

êòî ïåðâûì ñìîæåò óáðàòü âñå ãèðè ñî ñâîåé ÷àøè. Êòî ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå

ïîáåäó è êàê åìó íóæíî äëÿ ýòîãî èãðàòü?

6. ×åòâåðî ïðåïîäàâàòåëåé øëè â êîðïóñ èç áóôåòà. Êàæäûé èõ íèõ çàïàññÿ

øîêîëàäêàìè � Ñàøà êóïèë íà 5 øîêîëàäîê áîëüøå, ÷åì Ë�åøà, à Èðà � íà

7 áîëüøå, ÷åì Åãîð. Ó âõîäà â êîðïóñ èõ âñòðåòèëà Âàëÿ è êîíôèñêîâàëà âñå

øîêîëàäêè ó äâîèõ ñàìûõ çàïàñëèâûõ. Ñêîëüêî âñåãî øîêîëàäîê çàêóïèëè

ïðåïîäàâàòåëè â áóôåòå, åñëè Âàëÿ êîíôèñêîâàëà 15 øòóê?

7. Äåëèòñÿ ëè íà 5 êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïÿò�åðîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(a1,a2,a3,a4,a5) òàêèõ, ÷òî
1
a1

+ 1
a2

+ 1
a3

+ 1
a4

+ 1
a5

= 1
67
?
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8. Â êîðîëåâñòâå Ëîãðèÿ æèâóò ðûöàðè. Ëþáûå äâà èç íèõ âðàæäóþò (íà-

ïðèìåð, ñýð Ãàâåéí âðàæäóåò ñ ñýðîì Ëàíñåëîòîì), äðóæàò, èëè âîâñå äðóã ê

äðóãó áåçðàçëè÷íû. Äðóã âðàãà ðûöàðÿ � âðàã ýòîãî ðûöàðÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

õîòÿ áû ó îäíîãî ðûöàðÿ âðàãîâ áîëüøå, ÷åì äðóçåé.

Ìàòáîé-Ì7-Ì8. 17 èþëÿ

1. Êîãäà â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè âûñîòû AD è BE,

îêàçàëîñü, ÷òî SBDE 6 SDEA 6 SEAB 6 SABD. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC �

ðàâíîáåäðåííûé.

2. Â Ýðàôèè âîäÿòñÿ Ëàçóðíûå, Êðèñòàëëè÷åñêèå, Ðæàâûå è Ñêàçî÷íûå

äðàêîíû. Èçâåñòíî, ÷òî Ëàçóðíûé ñèëüíåå Êðèñòàëëè÷åñêîãî, Êðèñòàëëè÷å-

ñêèé � Ðæàâîãî, à Ðæàâûé � Ñêàçî÷íîãî. Äâà ãåðîÿ íàáðàëè ñåáå ïî 100 äðà-

êîíîâ êàæäûé. Åñëè ïåðâûé áóäåò ñîñòàâëÿòü ïàðû ñðàæàþùèõñÿ äðàêîíîâ,

òî ñìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå n ïîáåä. Ñòîëüêî æå ïîáåä ñìîæåò ãàðàíòèðî-

âàòü ñåáå âòîðîé ãåðîé, åñëè ñîñòàâëÿòü ïàðû áóäåò îí. Íàéäèòå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå n.

3. Â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé 1 ëåæàò ïÿòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ êâàäðàòîâ ñî ñòî-

ðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì áîëüøîãî êâàäðàòà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà

èõ ïåðèìåòðîâ íå ïðåâîñõîäèò 10.

4. Êëåòêè òàáëèöû 100× 100 ïîêðàøåíû â êðàñíûé è ñèíèé öâåò. Èçâåñòíî,

÷òî åñëè â ñòðîêå åñòü õîòÿ áû îäíà ñèíÿÿ êëåòêà, òî ðîâíî ïîëîâèíà êëåòîê

ýòîé ñòðîêè � êðàñíûå, à åñëè â ñòîëáöå åñòü õîòÿ áû îäíà êðàñíàÿ êëåòêà,

òî ðîâíî ïîëîâèíà êëåòîê ýòîãî ñòîëáöà � ñèíèå. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî

ñèíèõ êëåòîê â òàáëèöå ðàâíî êîëè÷åñòâó êðàñíûõ.

5. Â íåêîòîðîì êëóáå ñîñòîèò 100 äæåíòëüìåíîâ, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ

íå áîëåå òð¼õ çíàêîìûõ â ýòîì êëóáå. Ñðåäè ëþáûõ ÷åòûð¼õ äæåíòëüìå-

íîâ êàêèå-òî äâîå íåçíàêîìû. Äîêàæèòå, ÷òî èç êëóáà ìîæíî èñêëþ÷èòü

33 äæåíòëüìåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç ëþáûõ òðîèõ îñòàâøèõñÿ â êëóáå

äæåíòëüìåíîâ êàêèå-òî äâîå íå áûëè çíàêîìû.

6. Èçâåñòíî, ÷òî a, b è (a+ b)/(a− b) � öåëûå ÷èñëà, à äðîáü a/b íåñîêðà-

òèìà. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî ab+ 1, ëèáî 4ab+ 1 � êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåä-

ñòàâèìûõ â âèäå p(q− r), ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.

8. Ñóùåñòâóåò ëè ÷åòûðåõóãîëüíèê ó êîòîðîãî ìîæíî èçìåíèòü ïîëîæåíèå

ëþáîé âåðøèíû, îñòàâèâ òðè äðóãèå íà ìåñòå òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøèåñÿ ÷åòûðå

òî÷êè ñëóæèëè áû âåðøèíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ðàâíîãî èñõîäíîìó?
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Áèíîì Íüþòîíà. 19 èþëÿ

1. Ñêîëüêî ñëàãàåìûõ áóäåò ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ

ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèÿõ:

(a) (a+ b+ c+ d+ e)(f+ g+ h);

(b) (1+ a)(1+ b)(1+ c)(1+ d)(1+ e)(1+ f)(1+ g)(1+ h);

(c) (a+ b)10.

2. Ñêîëüêî âñåãî ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â âûðàæå-

íèè (1 + x)n (a) áåç ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ; (b) ïîñëå ïðèâåäåíèÿ

ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ?

3. Â âûðàæåíèè (a+ b)13 ðàñêðûëè ñêîáêè è ïðèâåëè ïîäîáíûå ñëàãàåìûå.

Êàêîé êîýôôèöèåíò ïîëó÷èòñÿ ïðè: (a) b13; (b) a4b5; (c) a2b11; (d) a7b6.

4. Êàêîé êîýôôèöèåíò ïîëó÷èòñÿ ïðè ñëàãàåìîì âèäà akbn−k ïîñëå ðàñêðû-

òèÿ ñêîáîê â âûðàæåíèè (a+ b)n?

Òåîðåìà (áèíîì Íüþòîíà):

(a+b)n = C0
na

n+C1
na

n−1b+C2
na

n−2b2+ · · ·+Ck
na

n−kbk+ · · ·+Cn−1
n abn−1+Cn

nb
n

(a+ b)n =

n∑
k=0

Ck
na

n−kbk

5. Âûâåäèòå ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà ïî èíäóêöèè.

6. Çàïèøèòå â âèäå ñóììû:

(a) (x+ 1)n; (b) (a− b)6; (c) (a− b)n.

7. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, èñïîëü-

çóÿ áèíîì Íüþüòîíà:

(a) C0
n + C1

n + C2
n + · · ·+ Cn

n = 2n;

(b) C0
n − C1

n + C2
n − · · ·+ (−1)nCn

n = 0.

8. (a) Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 1 6 k 6 p− 1, òî Ck
p
...p.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî (n+ 1)p≡
p
np + 1p.

(c) Äîêàæèòå ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà: åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî np≡
p
n.

9. Îïðåäåëèòü ñòåïåíü áèíîìà (3a − 2)n, åñëè èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíò

ïðè a2 â ðàçëîæåíèè ýòîãî áèíîìà ðàâåí 216.

10. Íà ñêîëüêî íóëåé îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 11100 − 1?
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Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

11. Ïî÷åìó ðàâåíñòâà 112 = 121 è 113 = 1331 ïîõîæè íà ñòðî÷êè òðåóãîëü-

íèêà Ïàñêàëÿ? ×åìó ðàâíî 114?

12. Â ðàçëîæåíèè (x+y)n ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà âòîðîé ÷ëåí îêàçàëñÿ

ðàâåí 240, òðåòèé � 720, ÷åòâ¼ðòûé � 1080. Íàéäèòå x, y è n.

ÃÌÒ-1. 19 èþëÿ

1. Äàí îòðåçîê AB. Íàéäèòå êàê ìîæíî áîëüøå òðåóãîëüíèêîâ ABC òàêèõ,

÷òî: (a) óãîë BAC òðåóãîëüíèêà ðàâåí 30◦; (b) âûñîòà CH òðåóãîëüíèêà ðàâíà

h; (c) ìåäèàíà CM ðàâíà m; (d) óãîë ACB ðàâåí 90◦; (e) òðåóãîëüíèê ABC -

ðàâíîáåäðåííûé.

Îïðåäåëåíèå. Ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê (ÃÌÒ) ïëîñêîñòè, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ f, íàçûâàåòñÿ ôèãóðà F, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè

M, äëÿ êîòîðûõ ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ.

⋆ ÃÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò êîíöîâ îòðåçêà, � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð

ê ýòîìó îòðåçêó.

⋆ ÃÌÒ, èç êîòîðûõ äàííûé îòðåçîê âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì, � îêðóæíîñòü

áåç äâóõ òî÷åê.

⋆ ÃÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé òî÷êè, � îêðóæíîñòü.

2. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ÃÌÒ òàêèõ, ÷òî: (a) AM < BM; (b) AM +

BM = AB.

3. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå âñå òàêèå òî÷êè M ïëîñêîñòè, ÷òî: (a) ðàñ-

ñòîÿíèå îò M äî êàæäîé èç äâóõ òî÷åê A, B ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AB; (b)

ðàññòîÿíèå îò M äî êàêîé-íèáóäü èç äâóõ òî÷åê A, B ìåíüøå äëèíû îòðåçêà

AB.

4. Äàíû òî÷êè A è B. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê C, ÷òî òðåóãîëü-

íèê ABC (a) ïðÿìîóãîëüíûé; (b) îñòðîóãîëüíûé; (c) òóïîóãîëüíûé.

5. Íàéäèòå ÃÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ (a) îò äâóõ äàííûõ ïðÿìûõ; (b) îò òðåõ

äàííûõ ïðÿìûõ. Íå çàáóäüòå ðàññìîòðåòü âñå ñëó÷àè.

6. Äàí êâàäðàò ABCD. Íàéäèòå ÃÌÒ, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû áëèæå ê öåíòðó

êâàäðàòà, ÷åì ê ëþáîé åãî âåðøèíå.

7. Äàí êâàäðàò ABCD. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê òàêèõ, ÷òî ñóì-

ìà ðàññòîÿíèé îò êàæäîé èç íèõ äî ïðÿìûõ AB è CD ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé

äî ïðÿìûõ BC è AD.

8. Íàéäèòå ÃÌ âíóòðåííèõ òî÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD òàêèõ, ÷òî SABM+

SCDM = SAMD + SBCM.
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Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

9. Íàéäèòå ÃÌ âíóòðåííèõ òî÷åê òðàïåöèè ABCD (BC è AD � îñíîâàíèÿ)

òàêèõ, ÷òî SABM = SCDM.

10. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íàéäèòå ÃÌÒ òàêèõ, ÷òî SABM = SBCM.

11. Äàí îòðåçîê AB. Íàéäèòå ôèãóðó, îáðàçîâàííóþ âñåìè òî÷êàìè C ïëîñ-

êîñòè, äëÿ êîòîðûõ B � âòîðîé ïî âåëè÷èíå óãîë òðåóãîëüíèêà ABC (åñëè äâà

ìåíüøèõ óãëà èëè âñå òðè óãëà òðåóãîëüíèêà ðàâíû, òî âòîðûì ïî âåëè÷èíå

ñ÷èòàåòñÿ êàæäûé èç íèõ).

Òåîðåìà ×åâû. 20 èþëÿ

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå AB, òî÷êà K � îò-

ðåçêó CM, ïðè÷�åì AM : MB = n : m. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé: (a)

SACM : SBCM; (b) SAKM : SBKM; (c) SACK : SBCK.

2. Íàéäèòå ÃÌ âíóòðåííèõ òî÷åê K â òðåóãîëüíèêå ABC òàêèõ, ÷òî îòíî-

øåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ACK è BCK ðàâíî n : m.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ñòîðîíå AB, òî÷êà K � ñòî-

ðîíå AC. Îòðåçêè CM è BK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P, BM : MA = 5 : 3,

AK : KC = 7 : 10. Íàéäèòå, â êàêîì îòíîøåíèè ëó÷ AP äåëèò ñòîðîíó BC.

Ïóñòü íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû ñîîòâåò-

ñòâåííî òî÷êè C1, A1, B1.

Óòâåðæäåíèå 1. Îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Óòâåðæäåíèå 2. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1.

Òåîðåìà ×åâû. Óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.

4. Âûâåäèòå èç óòâåðæäåíèÿ 1 óòâåðæäåíèå 2.

5. Âûâåäèòå èç óòâåðæäåíèÿ 2 óòâåðæäåíèå 1.

6. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ×åâû, äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå:

(a) ìåäèàíû;

(b) îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè êàñàíèÿ âïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè;

(c) ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû òðåóãîëüíèêà è äåëÿùèå ïåðè-

ìåòð òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì.
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Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Ïóñòü AK áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî BA
AC

= BK
KC
.

8. Âûâåäèòå èç òåîðåìû ×åâû, ÷òî áèññåêòðèñû ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

9. Òåîðåìà Âàí-Îáåëÿ. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âçÿòû

ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè C1, A1, B1. Îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

K. Äîêàæèòå, ÷òî AK
KA1

= AB1

B1C
+ AC1

C1B
.

Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ. 20 èþëÿ
1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(a) Åñëè c íå äåëèòñÿ íà (a,b), òî óðàâíåíèå ax+by = c íå èìååò ðåøåíèé.

(b) Åñëè (a,b) = 1, òî óðàâíåíèå ax + by = c èìååò ðåøåíèÿ â öåëûõ

÷èñëàõ.

(c) Åñëè (a,b) = 1 è (x0,y0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, òî ïàðû (x0 + b,y0 −

a), (x0 + 2b,y0 − 2a), (x0 + 3b,y0 − 3a), . . . , à òàêæå ïàðû (x0 − b,y0 + a), (x0 −

2b,y0 + 2a), (x0 − 3b,y0 + 3a), . . . ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íàøåãî óðàâíåíèÿ.

(d) Åñëè (a,b) = 1 è (x0,y0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ax+ by = c, òî ëþáîå

åãî ðåøåíèå èìååò âèä (x0 + kb,y0 − ka) ïðè êàêîì-òî öåëîì k.

(e) Åñëè óðàâíåíèå ax + by = c èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ, òî äëÿ

ðîâíî îäíîãî èç çíà÷åíèé x0 = 0, 1, 2, . . . ,b − 2,b − 1 ñóùåñòâóåò y0, â ïàðå ñ

êîòîðûì x0 îáðàçóåò ðåøåíèå.

2. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ:

(a) 9x+ 15y = 4;

(b) −21x+ 9y = 3.

3. Ïðè êàêèõ öåëûõ x ÷èñëî 8x+ 3 äåëèòñÿ íà 13?

4. Ñêîëüêî ìîæíî êóïèòü íà 100 ìîíåò ïåòóõîâ, êóð è öûïëÿò, åñëè âñåãî

íàäî êóïèòü 100 ïòèö, ïðè÷¼ì ïåòóõ ñòîèò 5 ìîíåò, êóðèöà � 4, à 4 öûïë¼íêà

� îäíó ìîíåòó?

5. Øêîëüíèêè õîäèëè êóïàòüñÿ íà ðåêó ÷åðåç áîëüøîé ïåñ÷àíûé ïëÿæ.

Øåäøèé ïîñëåäíèì Ñòåïà àêêóðàòíî ïðîâåë íà ïåñêå äâå ÷åðòû, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ðåáÿò, íà ðàññòîÿíèè 10 ìåòðîâ äðóã îò äðóãà,

è íàñ÷èòàë ìåæäó íèìè ðîâíî 559 ñëåäîâ. Ñêîëüêî ñåìèêëàññíèêîâ õîäèëî íà

ðåêó, åñëè èçâåñòíî, ÷òî äëèíà øàãà êàæäîãî èç íèõ ñîñòàâëÿåò 55 ñì?

6. Èç ãàðàæà âûåõàë Òîëÿ, êîòîðûé ÷åðåç êàæäûå 59 ìåòðîâ îñòàâëÿåò êðàñ-

íîå ìàñëÿíîå ïÿòíî. Ñëåäîì çà íèì åäåò Âàíÿ, êîòîðûé îñòàâëÿåò çåëåíûå

ïÿòíà êàæäûå 97 ìåòðîâ. Åñëè íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìàøèíàìè ñî-

ñòàâëÿëî 10 ìåòðîâ, ìîãóò ëè ïÿòíà îêàçàòüñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 ìåòð òàê, ÷òî:

(a) êðàñíîå ïÿòíî áóäåò âïåðåäè;

(b) çåëåíîå ïÿòíî áóäåò âïåðåäè.
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7. (a) Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: 2003x− 2014y = 3.

(b) Íàéäèòå âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ: 2007x+ 2015y = 2003.

8. Ñóùåñòâóþò ëè ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ó óðàâíåíèÿ 3100x−2100y =

2014?

ÃÌÒ-2. Ïîñòðîåíèÿ. 21 èþëÿ
0. Âûøåäøèå â îòñòàâêó Àòîñ è Ïîðòîñ îáîñíî-

âàëèñü â ñîáñòâåííûõ ïîìåñòüÿõ íåäàëåêî îò

Ïàðèæà. Èõ äðóã ä'Àðòàíüÿí, ïî-ïðåæíåìó

íàõîäÿùèéñÿ íà ñëóæáå êîðîëþ, õîòåë áû ïî-

ñòðîèòü äîì ó äîðîãè, âåäóùåé â Ïàðèæ. Íî

òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ äî ïîìåñòèé åãî äðó-

çåé áûëè îäèíàêîâû. Êàê âûáðàòü ìåñòî äëÿ

ïîñòðîéêè äîìà? Âñåãäà ëè ýòî âîçìîæíî?
1. Íà ÷åðòåæå èçîáðàæåíà îêðóæíîñòü, íî öåíòð å¼ íå îáîçíà÷åí. Ïîñòðîéòå

öåíòð.

2. Íà ÷åðòåæå èçîáðàæåíà îêðóæíîñòü è òî÷êà âíå ýòîé îêðóæíîñòè. Ïî-

ñòðîéòå êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Ïîñòðîéòå ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê

ABM (AB = BM), ðàâíîâåëèêèé äàííîìó òðåóãîëüíèêó.

4. Ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê ïî ñòîðîíå, ïðèëåæàùåìó ê íåé óãëó è ðàäèóñó

âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

5. Ïîñòðîéòå ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ïî ãèïîòåíóçå è âûñîòå, ïðîâå-

ä¼ííîé ê ãèïîòåíóçå.

6. Âî âðåìÿ ýêñïåäèöèè àðõåîëîãè îáíàðóæèëè ðàçâàëèíû ñðåäíåâåêîâîé

êðåïîñòè. Ñîõðàíèëèñü î÷åðòàíèÿ ãëóáîêîãî ðâà, êîòîðûì áûëà îáíåñåíà êðå-

ïîñòü, è ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû êàìåííîé êëàäêè íà äâóõ ñìåæíûõ ñòîðî-

íàõ êàìåííîé ñòåíû. Ïîìîãèòå àðõåîëîãàì âîññòàíîâèòü î÷åðòàíèÿ êðåïîñòíîé

ñòåíû, åñëè îíà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü-

ðîâ.
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7. Äàí óãîë è òî÷êà M. Ïîñòðîéòå ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M è

îòñåêàþùóþ îò óãëà òðåóãîëüíèê äàííîãî ïåðèìåòðà.

8. ×åðåç âåðøèíó äàííîãî âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ïðîâåäèòå ïðÿìóþ,

äåëÿùóþ åãî íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. 21 èþëÿ

0. Ïðè ïîìîùè òåîðåìû î ëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ äîêàæèòå, ÷òî åñëè

a,b, c - öåëûå, ab ... c è (b, c) = 1, òî a ... c.

1. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(a) åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, a è b � öåëûå, è ab äåëèòñÿ íà p, òî ëèáî a,

ëèáî b äåëèòñÿ íà p.

(b) Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n > 1 íàéäóòñÿ òàêèå ïðîñòûå p1, . . . ,pk, ÷òî

n = p1 . . .pk.

(c) (êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå) Äëÿ êàæäîãî öåëîãî n > 1 íàéäóòñÿ

òàêèå ðàçëè÷íûå ïðîñòûå p1, . . . ,pk è íàòóðàëüíûå α1, . . . ,αk, ÷òî n = pα1

1 · . . . ·
pαk

k

(d) ðàçëîæåíèÿ èç ïóíêòîâ (b) è (c) åäèíñòâåííû ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà

ñîìíîæèòåëåé.

2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà pα1

1 · . . . · pαk

k .

3. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñåë:

(a) 100500;

(b) C10
20.

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ

íåò åäèíèö, ñ ïðîèçâåäåíèåì öèôð, ðàâíûì 1980? À 2000?

5.Ìîæíî ëè â ïðîèçâåäåíèè 1!·2!·3!·. . .·50! âû÷åðêíóòü îäèí èç ìíîæèòåëåé-
ôàêòîðèàëîâ òàê, ÷òîáû îñòàâøååñÿ ïðîèçâåäåíèå îêàçàëîñü êâàäðàòîì öåëîãî

÷èñëà?

6. Ïóñòü a · b = cn è (a,b) = 1. Îáÿçàòåëüíî ëè a = xn è b = yn äëÿ

íåêîòîðûõ öåëûõ x è y?

7. Ñîáñòâåííûì äåëèòåëåì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ ëþáîé åãî äå-

ëèòåëü, îòëè÷íûé îò 1 è ñàìîãî ýòîãî ÷èñëà. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ

óäèâèòåëüíûì, åñëè ñàìûé áîëüøîé åãî ñîáñòâåííûé äåëèòåëü íà 1 áîëüøå,

÷åì êâàäðàò ñàìîãî ìàëåíüêîãî ñîáñòâåííîãî äåëèòåëÿ. Íàéäèòå âñå óäèâè-

òåëüíûå ÷èñëà è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

39



Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

8. Íàçîâåì ÷åòíîå ÷èñëî n ÷¼òíîïðîñòûì, åñëè n íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ ÷åòíûõ ÷èñåë. (Íàïðèìåð, 6 � ÷¼òíîïðîñòîå, à 12 � íåò.) Êàêèå

ïóíêòû çàäà÷è 1 áóäóò âåðíû, åñëè çàìåíèòü â óñëîâèè öåëûå ÷èñëà íà ÷åòíûå,

à ïðîñòûå � íà ÷åòíîïðîñòûå?

9. (a) Ïðîèçâåäåíèå ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåëèòñÿ íà 120.

(b) Ïðîèçâåäåíèå n ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåëèòñÿ íà n!

10. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ öåëûì ÷èñëî 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n
?

Ãðàôû ïî èíäóêöèè. 22 èþëÿ
0. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî â äåðåâå ñ n âåðøèíàìè ðîâíî n− 1 ðåáðî.

1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå êàæäûé ãîðîä ñîåäèíåí ñ êàæäûì äîðîãîé ñ îäíî-

ñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äî-

áðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé.

2. Â ãðàôå ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû íå áîëåå 100. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû

ãðàôà ìîæíî ðàñêðàñèòü â 101 öâåò òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå âåðøèíû îäíîãî

öâåòà íå áûëè áû ñîåäèíåíû ðåáðîì.

3. Â ãðóïïå èç n ÷åëîâåê, ãîâîðÿùèõ íà ðàçíûõ ÿçûêàõ, ëþáûå òðîå ìîãóò

îáùàòüñÿ (âîçìîæíî, îäèí ïåðåâîäèò äâóì äðóãèì). Äîêàçàòü, ÷òî èõ ìîæíî

ðàçáèòü íà ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ èìååòñÿ îáùèé ÿçûê äëÿ (a) n = 4; (b)

n = 100.

4. Â îäíîì ãîñóäàðñòâå 100 ãîðîäîâ è êàæäûé ñîåäèíåí ñ êàæäûì äîðîãîé ñ

îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ïîìåíÿòü íàïðàâëåíèå äâè-

æåíèÿ íà îäíîé äîðîãå òàê, ÷òîáû îò ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî áûëî äîåõàòü äî

ëþáîãî äðóãîãî.

5. Â ñòðàíå N ãîðîäîâ. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ ïðîëîæåíà ëèáî àâ-

òîìîáèëüíàÿ, ëèáî æåëåçíàÿ äîðîãà. Òóðèñò õî÷åò îáúåõàòü ñòðàíó, ïîáûâàâ

â êàæäîì ãîðîäå ðîâíî îäèí ðàç, è âåðíóòüñÿ â ãîðîä, ñ êîòîðîãî îí íà÷èíàë

ïóòåøåñòâèå. Äîêàæèòå, ÷òî òóðèñò ìîæåò âûáðàòü ãîðîä, ñ êîòîðîãî îí íà÷-

íåò ïóòåøåñòâèå, è ìàðøðóò òàê, ÷òî åìó ïðèäåòñÿ ïîìåíÿòü âèä òðàíñïîðòà

íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

6. N ÷åëîâåê íå çíàêîìû ìåæäó ñîáîé. Íóæíî òàê ïîçíàêîìèòü äðóã ñ äðó-

ãîì íåêîòîðûõ èç íèõ, ÷òîáû íè ó êàêèõ òð¼õ ëþäåé íå îêàçàëîñü îäíîãî è

òîãî æå ÷èñëà çíàêîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ëþáîì N.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

7. Â øàõìàòíîì òóðíèðå êàæäûé ó÷àñòíèê ñûãðàë ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ

îäíó ïàðòèþ. Äîêàæèòå, ÷òî ó÷àñòíèêîâ ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî îêàæåò-

ñÿ, ÷òî íè îäèí ó÷àñòíèê ïîä íîìåðîì n íå ïðîèãðàë ó÷àñòíèêó ïîä íîìåðîì

n+ 1.
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8. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Èçâåñòíî, ÷òî

íåò òðåõ ãîðîäîâ, ïîïàðíî ñîåäèíåííûõ äîðîãàìè. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáûõ n

äîðîã íàéäåòñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî âûõîäÿò õîòÿ áû äâå èç íèõ. Äîêàæèòå, ÷òî

ãîðîäà ìîæíî òàê ðàçáèòü íà n îêðóãîâ, ÷òîáû ëþáàÿ äîðîãà ñîåäèíÿëà ãîðîäà

èç ðàçëè÷íûõ îêðóãîâ.

Îøèáêè â äîêàçàòåëüñòâàõ. 22 èþëÿ
Íàéäèòå îøèáêó â êàæäîì äîêàçàòåëüñòâå.

1. Óòâåðæäåíèå: ×èñëî 1äåëèòñÿ íà 3.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàæåì, ÷òî 1 ≡ 0 ïî ìîäóëþ 3:

1 ≡ 4 ⇒ 21 ≡ 24 ⇒ 2 ≡ 16 ⇒ 2 ≡ 1 ⇒ 2− 1 ≡ 1− 1 ⇒ 1 ≡ 0.

2. Óòâåðæäåíèå: ×åðåç ëþáûå n òî÷åê íà ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðè n = 1 è n = 2 òåîðåìà ñïðàâåäëèâà (â ñèëó èçâåñòíîé

àêñèîìû ãåîìåòðèè). Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ n, áîëüøèõ, ÷åì 2. Äîïó-

ñòèì, ÷òî òåîðåìà ñïðàâåäëèâà ïðè íåêîòîðîì n = k, è ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå îíà áóäåò ñîõðàíÿòü ñèëó è ïðè n = k+1. Èòàê, ïóñòü ïðîèçâîëüíî çàäà-

íû (k+1) òî÷åê M1,M2, . . . ,Mk,Mk+1. B ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ÷åðåç

k òî÷åê M1,M2, . . . ,Mk ïðîõîäèò íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ l. B ñèëó òîãî æå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ ÷åðåç k òî÷åê M2, . . . ,Mk,Mk+1 òàêæå ïðîõîäèò íåêîòîðàÿ ïðÿìàÿ

l ′. Ýòè äâå ïðÿìûå èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå îáùèå òî÷êè M2 è Mk. Íî

äâå òî÷êè îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ. Ïîýòîìó ïðÿìûå l è l ′ äîëæíû

ñîâïàäàòü. Cëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ l, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè M1,M2, . . . ,Mk,

ïðîõîäèò è ÷åðåç òî÷êó Mk+1. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

3. Óòâåðæäåíèå: 2 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî: 2 = −2 → 4 − 6 = 1 − 3 → 4 − 6 + 9/4 = 1 − 3 + 9/4 →
(2− 3/2)2 = (1− 3/2)2 → 2− 3/2 = 1− 3/2 → 2 = 1.

4. Óòâåðæäåíèå: Òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó íå ìåæäó

íèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî:Äàíû òðåóãîëüíèêèABC èA1B1C1, ó êîòîðûõ ðàâíû äâå ñòî-

ðîíû: AB = A1B1; AC = A1C1, à òàêæå ∠ABC = ∠A1B1C1. Ïîñòðîèì òðåóãîëü-

íèê AEC, ðàâíûé A1B1C1, òàê, ÷òîáû òî÷êè B è E áûëè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

ïðÿìîé AC. Òðåóãîëüíèê ABE � ðàâíîáåäðåííûé, ïîýòîìó ∠AEB = ∠ABE. Ïî-

ýòîìó è ∠BEC = ∠CBE. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê BCE ðàâíîáåäðåííûé è BC = CE.

Òðåóãîëüíèêè △ABC è △AEC ðàâíû ïî òðåì ñòîðîíàì. Cëåäîâàòåëüíî, è

ABC = A1B1C1.

5. Óòâåðæäåíèå: Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøå 2014.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâûøàþ-

ùåå 2014. Òîãäà ïóñòü m � íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî. Òîãäà âñå ÷èñëà ìåíüøèå

m íå ïîäõîäÿò ïîä ýòî óñëîâèå. Èç ýòîãî ñëåäóåò ÷òî, íàïðèìåð, m− 1 > 2014.
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Çíà÷èò, m > 2015 > 2014. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Çíà÷èò, ëþáîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî áîëüøå 2014.

6. Óòâåðæäåíèå: 1 � êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 + x+ 1 = 0

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàâåíñòâî 1: x · (x+ 1) = −1. Ðàâåíñòâî 2: x+ 1 = −x2.

Ïîäñòàâëÿåì âòîðîå ðàâåíñòâî â ïåðâîå: x · (−x2) = −1, òîãäà x3 = 1, è x = 1

7. Óòâåðæäåíèå: Bñå òðåóãîëüíèêè � ðàâíîáåäðåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà △ABC âåðíî AB =

AC (ñì. ðèñ. 1):

(a) Ïðîâåä¼ì áèññåêòðèñó óãëà ∠A. Îòìåòèì òî÷êó D � ñåðåäèíó BC.

(b) Îò òî÷êè D ê BC ïðîâåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿð. Ïóñòü îí ïåðåñå÷¼ò áèñ-

ñåêòðèñó â òî÷êå O.

(c) Ïðîâåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿð OR ê AB, è OQ � ïåðïåíäèêóëÿð ê AC.

(d) Ïðîâåä¼ì îòðåçêè OB è OC.

(e) Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè △RAO è △QAO ðàâíû, òàê êàê AO =

AO; ∠OAQ = ∠OAR òàê êàê AO äåëèò óãîë ∠A ïîïîëàì; óãëû ∠ARO è ∠AQO

� ïðÿìûå.

(f) Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè △ODB è △ODC òîæå ðàâíû

(∠ODB,∠ODC � ïðÿìûå; OD = OD;BD = CD òàê êàê OD äåëèò BC ïîïîëàì)

(g) Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè △ROB è △QOC òîæå ðàâíû (RO = QO òàê

êàê △RAO ∼= △QAO; BO = CO òàê êàê △ODB ∼= △ODC; ∠ORB è ∠OQC �

ïðÿìûå).

(h) Ïîýòîìó AR = AQ,RB = QC, è AB = AR− RB = AQ−QC = AC.

Ðèñóíîê 1 Ðèñóíîê 2

8. Óòâåðæäåíèå: Ïëîùàäü ôèãóðû, ñîñòàâëåííîé èç ìåíüøèõ, íå âñåãäà ðàâíà

ñóììå ïëîùàäåé ÷àñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êîíòðïðèìåð � íà êàðòèíêå (ñì. ðèñ. 2). Ïëîùàäü áîëüøîé

ôèãóðû � ýòî 13·5
2

= 32, 5 êëåòî÷åê. Ïëîùàäü áîëüøåãî èç òðåóãîëüíèêîâ 8·3
2
=

12 êëåòî÷åê, ìåíüøåãî 5·2
2
= 5 êëåòî÷åê, âåðõíåãî øåñòèóãîëíèêà � 7 êëåòî÷åê,

íèæíåãî � 8 êëåòî÷åê. Íî 12+ 5+ 7+ 8 = 32 êëåòî÷êè, ÷òî íå ðàâíî 32, 5.

42



Ðåãàòà. 22 èþëÿ

1 òóð: âðåìÿ - 10 ìèíóò (êàæäàÿ çàäà÷à ñòîèò 6 áàëëîâ).

1. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå ÷èñëà p ìåíüøå 100 òàêèå, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà

öèôð p ñíîâà áóäåò ïðîñòûì ÷èñëîì.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ìåäèàíû CM è BN ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Ïëîùàäü

÷åòûð¼õóãîëüíèêà AMKN ìåíüøå ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà BMNC íà 43.

Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.

3. Äâîå ïî î÷åðåäè âûïèñûâàþò íà äîñêó öèôðû ñåìèçíà÷íîãî ÷èñëà. Ïåð-

âûé ñâîèì õîäîì ìîæåò íàïèñàòü 2 èëè 8, à âòîðîé - 1, 4 èëè 9. Ïåðâûé õî÷åò,

÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèëîñü íà 6. Ìîæåò ëè âòîðîé åìó ïîìåøàòü?

2 òóð: âðåìÿ - 15 ìèíóò (êàæäàÿ çàäà÷à ñòîèò 7 áàëëîâ).

4. Ñóùåñòâóåò ëè ÷åòíîå òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå â ñåìíàäöàòü ðàç áîëü-

øå ñóììû ñâîèõ öèôð?

5. Â òðåóãîëüíèêå îòìåòèëè òî÷êó íà îäíîé èç ñòîðîí. Çàòåì ñîåäèíèëè åå ñ

ïðîòèâîïîëîæíîé âåðøèíîé. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ïÿòè ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ

÷åòûðå ðàâíû 1. Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà.

6. Äâîå ïî î÷åðåäè ëîìàþò øîêîëàäêó 3×4 ïî ëèíèÿì áîðîçäîê. Åñëè ïîñëå

î÷åðåäíîãî õîäà îáðàçîâàëèñü äîëüêè 1 × 1, òî èãðîê, êîòîðûé äåëàë õîä, èõ

ñúåäàåò. Êàæäûé ñòðåìèòñÿ ñúåñòü êàê ìîæíî áîëüøå øîêîëàäà. Ìîæåò ëè

ïåðâûé èãðîê ñúåñòü âäâîå áîëüøå âòîðîãî?

3 òóð: âðåìÿ - 20 ìèíóò (êàæäàÿ çàäà÷à ñòîèò 8 áàëëîâ).

7. Ïðî öåëûå ÷èñëà a,b,c èçâåñòíî, ÷òî a + bc = b + ac = c + ab. Íàéäèòå

èõ.

8. Â òðåóãîëüíèêå ABC H - òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò AA1 è BB2. AH = BC.

Íàéäèòå ∠BAC.

9. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, . . . , 4n+ 1. Äâîå ïî î÷åðåäè âûáèðàþò äâà

çàïèñàííûõ ÷èñëà è çàìåíÿþò íà ìîäóëü èõ ðàçíîñòè. Ïåðâûé èãðîê õî÷åò,

÷òîáû ïîñëåäíåå ÷èñëî, îêàçàâøååñÿ íà äîñêå, áûëî ðàâíî 0. Ìîæåò ëè âòîðîé

åìó ïîìåøàòü?

4 òóð: âðåìÿ - 25 ìèíóò (êàæäàÿ çàäà÷à ñòîèò 9 áàëëîâ).

10. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ: n2 − 12 = m(m+ 1).

11. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠B = 20◦ ∠C = 40◦ Äëèíà áèññåêòðèñû AM ðàâíà

2. Íàéäèòå ðàçíèöó äëèí AB è BC.

12. Ó Ôåäè è Ë¼øè åñòü äîñêà 11× 9 (9 ñòîëáöîâ, 11 ñòðîê). Ñíà÷àëà Ôåäÿ

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçáèâàåò ýòó äîñêó íà 33 ïîëîñêè 1 × 3. Çàòåì Ë¼øà
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âïèñûâàåò â êàæäóþ êëåòêó îäíî èç ÷èñåë 0, 1, 2, 3, 4, 5 òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë

â êàæäîé ïîëîñêå 1×3 áûëà ðàâíà 5. Åñëè ñóììà ÷èñåë â êàæäîì èç 9 ñòîëáöîâ

- ïðîñòîå ÷èñëî, òî Ë¼øà âûèãðûâàåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò Ôåäÿ.

Êòî èç èãðîêîâ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå ïîáåäó?

Êðèòåðèè:

1. Ïîòåðÿ êàæäîãî îòâåòà - ìèíóñ 1 áàëë.

2. Îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ - 3 áàëëà.

3. ßâíàÿ ñòðàòåãèÿ áåç îáîñíîâàíèÿ - 4 áàëëà.

4. Íåò êðèòåðèåâ.

5. Ïîòåðÿ íåâîçìîæíîãî ñëó÷àÿ - ìèíóñ 3 áàëëà.

6. Íåò êðèòåðèåâ.

7. Ïîòåðÿ ñèììåòðè÷íîñòè îòâåòà (ñ îáîñíîâàíèåì) - ìèíóñ 1 áàëë. Ïîòåðÿ

îäíîãî èç ñóùåñòâåííûõ îòâåòîâ (ñ îáîñíîâàíèåì) - 4 áàëëà. Ïðàâèëüíûé îòâåò

áåç îáîñíîâàíèÿ - 2 áàëëà. Îòâåò ñ îøèáêîé è òîëüêî - 1 áàëë. Ëîãè÷åñêàÿ

îøèáêà â ðåøåíèè ñ ïðàâèëüíûì îòâåòîì - 5 áàëëîâ.

8. Ïîòåðÿ ñëó÷àÿ - ìèíóñ 4 áàëëà.

9. Íåò êðèòåðèåâ.

10. Òîëüêî ïðàâèëüíûé îòâåò - 2 áàëëà. ×àñòè÷íî ïðàâèëüíûé îòâåò - 1 áàëë.

Ðåøåíèå ñ ïîòåðåé äâîéñòâåííûõ ðåøåíèé ïî îáîèì àðãóìåíòàì - 3 áàëëà.

Ðåøåíèå ñ ïîòåðåé äâîéñòâåííûõ ðåøåíèé ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó - 6 áàëëîâ.

Ðåøåíèå ñ ïîòåðåé äâîéñòâåííûõ ðåøåíèé ïî âòîðîìó àðãóìåíòó - 5 áàëëîâ.

11. Íåò êðèòåðèåâ.

12. Íåò êðèòåðèåâ.

Îòâåòû:

13. 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 31, 37, 71, 73, 79, 97.

14. 103.2.

15. Äà.

16. Íåò.

17. 30, 60, 90.

18. Äà.

19. (n, n, n), (n,1,1), (1, n, 1), (1, 1, n).

20. 45 èëè 135.

21. Äà.

22. (12, 11), (-12, 11), (12, -12), (-12, -12).

23. 2.

24. Ë¼øà.

44



Çàêëþ÷èòåëüíàÿ îëèìïèàäà. 23 èþëÿ

1. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë p > q, ÷òî p+q+1 äåëèòñÿ

íà p− q.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî åñëè îáà ÷èñëà p è q íå÷¼òíû, òî p+q+ 1 � íå÷¼òíî, à

çíà÷èò íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà ÷¼òíîå ÷èñëî p−q. Ñëåäîâàòåëüíî, p è q èìåþò

ðàçíóþ ÷¼òíîñòü, ïîýòîìó îäíî èç íèõ ðàâíî 2. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî p+ 3 äåëèòñÿ íà p− 2, îòêóäà 5 äåëèòñÿ íà p− 2. Ïîëó÷àåì, ÷òî

p = 2 èëè p = 7 (ñëó÷àé ñ q àíàëîãè÷åí).

Îòâåò: (2, 3); (2, 7); (3, 2); (7, 2).

2. Äåñÿòèìåòðîâîå áðåâíî ðàñïèëèëè íà 4 ÷àñòè äëèíîé 1, 2, 3, 4 ìåò-

ðà (ñ÷èòàÿ ñëåâà íàïðàâî). Çàòåì ñäåëàëè åù¼ íåñêîëüêî äîïîëíèòåëü-

íûõ ðàñïèëîâ. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî òåïåðü êàæäûé êóñî÷åê ñòàë

äëèííåå, ÷åì åãî ïðàâûé ñîñåä. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî áð¼âíûøåê

ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?

Ðåøåíèå: Îöåíêà: êàæäîå áð¼âíûøêî, ïîëó÷èâøååñÿ èç êóñêà äëèíû 2 ìåòðà,

ìåíüøå ìåòðà. Òîãäà èõ íå ìåíåå òð¼õ. Çíà÷èò, äëèíà ñàìîãî ïðàâîãî èç íèõ

ìåíüøå 2
3
ìåòðà. Áðåâíî äëèíû 3 ìåòðà ðàñïèëèâàëè íà áð¼âíûøêè äëèíû

ìåíåå 2
3
ìåòðà. Ïîýòîìó èõ íå ìåíåå, ÷åì 3 : 2

3
= 4.5. Òî åñòü, õîòÿ áû 5.

Àíàëîãè÷íî áðåâíî äëèíû 4 ìåòðà ðàñïèëèâàëè íà áð¼âíûøêè äëèíû ìåíåå 3
5

ìåòðà. Òî åñòü èõ õîòÿ áû 7. Èòîãî áð¼âíûøåê íå ìåíåå, ÷åì 1+ 3+ 5+ 7 = 16.

Ïðèìåð: äåëàåì ðàñïèëû òî÷íî ïî ãðàíèöàì èç îöåíêè. Çàòåì áóäåì óìåíü-

øàòü ëåâûå áð¼âíûøêè çà ñ÷¼ò ïðàâûõ ñ âûïîëíåíèåì òðåáóåìûõ óñëîâèé

(ñíà÷àëà âî âòîðîì áðåâíå, çàòåì â òðåòüåì ÷óòü áîëüøå è â ÷åòâåðòîì åù¼

÷óòü áîëüøå).

Îòâåò: 16.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC îòðåçîê AM � ìåäèàíà. Ïóñòü P � ñåðåäè-

íà AM, à òî÷êà E � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CP ñî ñòîðîíîé AB.

Èçâåñòíî, ÷òî BM = BP. Äîêàæèòå, ÷òî AE = PE.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ∠APB = 180◦ − ∠MPB = 180◦ − ∠BMP = ∠CMP â ñèëó

ñâîéñòâ ñìåæíûõ óãëîâ è ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Òîãäà òðåóãîëüíèêè

APB è PMC ðàâíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó. Îòñþäà ∠EAB = ∠PCM = ∠APE

(ïî ñâîéñòâó âåðòèêàëüíûõ óãëîâ). Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî â òðåóãîëüíèêå APE

óãëû, ïðèëåæàùèå ê ñòîðîíå AP ðàâíû, ïîýòîìó AP = AE.
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4. Â ðÿä âûïèñàëè íåñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàç-

ëè÷íûõ). Çàòåì ïîä êàæäûì ÷èñëîì ïîäïèñàëè, ñêîëüêî ðàç îíî âñòðå-

÷àåòñÿ â ýòîì ðÿäó. Ïîëó÷èëñÿ âòîðîé ðÿä ÷èñåë. Ïî íåìó òàêèì æå

îáðàçîì ïîñòðîèëè òðåòèé ðÿä, è ò. ä. Äîêàæèòå, ÷òî íà íåêîòîðîì

øàãå ïîëó÷àòñÿ äâà èäóùèõ ïîäðÿä îäèíàêîâûõ ðÿäà.

Ðåøåíèå:Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñåë ñíà÷àëà áûëîN. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïåðâîãî

øàãà íà äîñêå ïîÿâÿòñÿ íåñêîëüêî ãðóïï îäèíàêîâûõ ÷èñåë îò 1 äî N (ïîðÿäîê

÷èñåë ìû íå ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå), ò.å. íå áîëåå N ãðóïï ÷èñåë. Êàæäàÿ

ãðóïïà îäèíàêîâûõ ÷èñåë íà ñëåäóþùåì øàãå îïÿòü æå çàìåíÿåòñÿ íà ãðóïïó

îäèíàêîâûõ ÷èñåë, ðàâíûõ èõ êîëè÷åñòâó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà êàêîì-òî øàãå âñå íîâûå ÷èñëà â ãðóïïàõ ïîëó÷èëèñü

ðàçëè÷íûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íè îäíî ÷èñëî ïîñëå ýòîãî íå èçìåíèòñÿ è óñëî-

âèå çàäà÷è áóäåò âûïîëíåíî. Åñëè æå â äâóõ èëè áîëåå ãðóïïàõ ïîëó÷èëèñü

îäèíàêîâûå ÷èñëà, òî êîëè÷åñòâî ãðóïï ïðîñòî óìåíüøèòñÿ íà 1 èëè áîëåå.

Òàê êàê ãðóïï ïîñëå ïåðâîãî øàãà íå áîëåå N, òî íå áîëåå ÷åì ÷åðåç N øàãîâ

ìû ïðèä¼ì ê ñèòóàöèè c ãðóïïàìè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ.

5. Êëåòêè òàáëèöû n × n ðàñêðàøåíû â áåëûé è ÷¼ðíûé öâåòà òàê,

÷òî èç ÷åòûð¼õ óãëîâûõ êëåòîê òàáëèöû òðè � áåëûå è îäíà � ÷¼ðíàÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî â òàáëèöå åñòü êâàäðàò 2×2, â êîòîðîì íå÷¼òíîå ÷èñëî

áåëûõ êëåòîê.

Ðåøåíèå: Ïðîñóììèðóåì êîëè÷åñòâà áåëûõ êëåòîê âî âñåõ êâàäðàòàõ 2 × 2.

Êàæäàÿ íåóãëîâàÿ êëåòî÷êà ïîñ÷èòàíà 2 èëè 4 ðàçà, à óãëîâàÿ � 1 ðàç. Ïîýòî-

ìó îáùàÿ ñóììà ïîëó÷èòñÿ íå÷åòíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðåäïîëîæèòü,

÷òî â êàæäîì êâàäðàòå 2 × 2 áåëûõ êëåòîê ÷åòíîå ÷èñëî, òî ñóììà îêàæåòñÿ

÷åòíîé � ïðîòèâîðå÷èå.

Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîì êâàäðàòèêå 2 × 2 ÷åòíîå êîëè÷åñòâî

áåëûõ êëåòî÷åê. Òîãäà èíäóêöèåé íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ÷åòûðåõ óãëàõ

ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà áóäåò ÷åòíîå êîëè÷åñòâî áåëûõ êëåòî÷åê. Ýòî ïðîòè-

âîðå÷èò óñëîâèþ.

6. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 10 òî÷åê òàê, ÷òî íèêàêèå òðè èç íèõ

íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå 90

ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ôèêñèðîâàííûì îñ-

íîâàíèåì íå áîëåå 2. Äåéñòâèòåëüíî, âñå âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé � ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿðó ê îñíîâàíèþ. Òàê êàê ëþáîé

ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê èìååò õîòÿ áû îäíî îñíîâàíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî èõ

íå áîëåå 2 · C2
10 = 90.
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7. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíå AB âûáðàíû òî÷êè K è L òàê, ÷òî

AK = BL (è K ëåæèò ìåæäó A è L), à íà ñòîðîíå BC � òî÷êè M è

N òàê, ÷òî CN = BM (è N ëåæèò ìåæäó C è M). Äîêàæèòå, ÷òî

KN+ LM > AC.

Ðåøåíèå: Ïóñòü òî÷êà X òàêîâà, ÷òî BNXL � ïàðàëëåëîãðàìì. Òîãäà NX ïåðåë-

ëåëüíî è ðàâíî BL, à çíà÷èò, è AK; àíàëîãè÷íî LX ïàðàëëåëüíî è ðàâíî CM.

Îòñþäà CMLX è AKNX � ïàðàëëåëîãðàììû, ïîýòîìó LM+KN = CX+AX >
AC.

8. Â ñåíàòå n ñåíàòîðîâ. Èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûå ñåíàòîðû ìåæ-

äó ñîáîé â ññîðå. Ïðîâåðåíî, îäíàêî, ÷òî êàê áû ìû íå ïîñàäèëè èõ âñåõ

èëè ëþáóþ ãðóïïó (3 èëè áîëåå) èç íèõ ïî êðóãó, íàéä¼òñÿ ïàðà ñîñå-

äåé íå â ññîðå. Âåñü ñåíàò óñàäèëè çà êðóãëûé ñòîë. Åñëè äâà ñîñåäà

íå â ññîðå, îíè ìîãóò ïîìåíÿòüñÿ ìåñòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñåíàòîðû

ìîãóò ðàñïîëîæèòüñÿ â ëþáîì êðóãîâîì ïîðÿäêå (ïîðÿäêè, ïîëó÷åííûå

ïîâîðîòîì, íå ðàçëè÷àþòñÿ).

Ðåøåíèå: Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñåíàòîðîâ. Áàçà. Äëÿ òðåõ ñåíàòîðîâ

åñòü òîëüêî äâà êðóãîâûõ ïîðÿäêà. Îíè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà ïåðåñàäêîé

äâóõ ñîñåäåé, êîòîðûå íå â ññîðå. Øàã èíäóêöèè. Íàéäåòñÿ ñåíàòîð À, êîòî-

ðûé â ññîðå íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì ñåíàòîðîì (èíà÷å ÷àñòü ñåíàòîðîâ ìîæíî

áóäåò ðàññàäèòü ïî êðóãó òàê, ÷òî ó êàæäîãî ñîñåäÿìè áóäóò âðàãè). Ïóñòü Á

â ññîðå c A (à åñëè À äðóæèò ñî âñåìè, òî Á � ëþáîé äðóãîé). Ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ èíäóêöèè, åñëè À óéäåò èç-çà ñòîëà, òî åñòü ñïîñîá ðàññàäèòü îñòàâøèõñÿ

â íóæíîì êðóãîâîì ïîðÿäêå. Îäíàêî ýòî ìîæíî ñäåëàòü è ïðè íàëè÷èè À.

Ïðèäâèíåì À ê Á (ýòî ìîæíî ñäåëàòü) è ïîïðîñèì À è Á âçÿòüñÿ çà ðóêè.

Ñ÷èòàÿ ýòó ïàðó ñåíàòîðîì Á, ðàññàäèì âñåõ â íóæíîì ïîðÿäêå âûøåóêàçàí-

íûì ñïîñîáîì. Òåïåðü ìîæíî À ïîñàäèòü íà íóæíîå ìåñòî, ïîñëåäîâàòåëüíî

¾îòîäâèãàÿ¿ åãî îò Á.

Âîïðîñû ê çà÷¼òó. 27 èþëÿ
Ãåîìåòðèÿ

1. Ïëîùàäü. Îïðåäåëåíèå. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà. [1]

2. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, òðàïåöèè. [1]

3. Çàäà÷à î äåëåíèè ïàðàëëåëîãðàììà íà òðè ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè. Çàäà÷à î

ñóììå ðàññòîÿíèé îò âíóòðåííåé òî÷êè äî ñòîðîí ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíè-

êà. [2]

4. Çàäà÷à î êëÿêñàõ. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ. [2]
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5. Äâèæåíèÿ ïëîùàäåé. Ïðèìåðû. [2]

6. Ïàðàëëåëîãðàìì Âàðèíüîíà. Ñâîéñòâî åãî ïëîùàäè. [2]

7. Òåîðåìà Áîéÿè�Ãåðâèíà: ôîðìóëèðîâêà è ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Çàäà÷à î

ðàçðåçàíèè ëþáîãî (â òîì ÷èñëå, íåâûïóêëîãî) ìíîãîóãîëüíèêà íà òðåóãîëü-

íèêè, ïàðàëëåëîãðàììû è òðàïåöèè. [3]

8. Çàäà÷à î âûïóêëûõ ëîìàíûõ, ñîåäèíÿþùèõ îòðåçîê, ãäå îäíà íàõîäèòñÿ

âíóòðè äðóãîé. Îöåíêà ñóììû äëèí äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

[3]

9. Çàäà÷à î ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ. [3]

10. Îïðåäåëåíèå ÃÌÒ. Ïðèìåðû ÃÌÒ. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, èç êî-

òîðûõ äàííûé îòðåçîê âèäåí ïîä ïðÿìûì óãëîì. Çàäà÷à î ïðÿìîóãîëüíîì,

îñòðîóãîëüíîì, òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå. [2]

11. Ñâîéñòâî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, îïèñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè. [1]

12. Ïîñòðîåíèå êàñàòåëüíîé ê äàííîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàí-

íóþ òî÷êó âíå îêðóæíîñòè. Çàäà÷à î ïðÿìîé, äåëÿùåé äàííûé âûïóêëûé ÷å-

òûð¼õóãîëüíèê íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè. [1]

13. Òåîðåìà ×åâû, çàäà÷è î ïåðåñå÷åíèè ðàçëè÷íûõ îòðåçêîâ â îäíîé òî÷êå.

[2]

14. Òåîðåìà Âàí-Îáåëÿ. [2]

15. Ñâîéñòâî áèññåêòðèñû îá îòíîøåíèè îòðåçêîâ, íà êîòîðûå îíà äåëèò ïðî-

òèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïåðåñå÷åíèå áèññåêòðèñ â îäíîé òî÷êå ÷åðåç òåîðåìó

×åâû. [2]

Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ãðàôîâ

16. Ãðàôû. Öèêëû. Ëåììà î ñóùåñòâîâàíèè öèêëà â ãðàôå. Ïîíÿòèå ñâÿç-

íîñòè. Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. [2]

17. Äåðåâüÿ. Äâà îïðåäåëåíèÿ. Ñâîéñòâà. Îñòîâíîå äåðåâî. Ñóùåñòâîâàíèå

îñòîâíîãî äåðåâà. [2]

18. Â ãðàôå ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû íå áîëåå n. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû

ãðàôà ìîæíî ðàñêðàñèòü â n+ 1 öâåò òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå âåðøèíû îäíîãî

öâåòà íå áûëè áû ñîåäèíåíû ðåáðîì. [1]

19. Äîêàçàòü òîæäåñòâî Ck
n = Cn−k

n äâóìÿ ñïîñîáàìè � àëãåáðàè÷åñêè è ïó-

ò¼ì êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé. [1]

20. Äîêàçàòü òîæäåñòâî Ck
n+1 = Ck

n+Ck−1
n äâóìÿ ñïîñîáàìè � àëãåáðàè÷åñêè

è ïóò¼ì êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé. [1]

21. Äîêàçàòü òîæäåñòâî k · Ck
n = n · Ck−1

n−1 äâóìÿ ñïîñîáàìè � àëãåáðàè÷åñêè

è ïóò¼ì êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé. [1]
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22. Äîêàçàòü òîæäåñòâî C0
n · Ck

n + C1
n · Ck−1

n + . . . + Ck
n · C0

n = Ck
2n. [2]

23. Ïðèäóìàòü è çàïèñàòü çàäà÷ó, ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó:

Ck
n = Ck

n−2 + 2 · Ck−1
n−2 + Ck−2

n−2

Äîêàçàòü ôîðìóëó, ðåøèâ ïðèäóìàííóþ çàäà÷ó. [2]

24. Ïðèäóìàòü è çàïèñàòü çàäà÷ó, ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó:

Ck
n = Ck−3

n−3 + 3 · Ck−2
n−3 + 3 · Ck−1

n−3 + Ck
n−3

Äîêàçàòü ôîðìóëó, ðåøèâ ïðèäóìàííóþ çàäà÷ó. [2]

25. Ïðèäóìàòü è çàïèñàòü çàäà÷ó, ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó:

Cr
m · Ck

m = Cr
k · Cm−k

r−k , 0 6 k 6 m 6 r

Äîêàçàòü ôîðìóëó, ðåøèâ ïðèäóìàííóþ çàäà÷ó.[2]

26. Ïðèäóìàòü çàäà÷ó, ìîäåëèðóþùóþ ôîðìóëó:

C0
n · Ck

m + C1
n · Ck−1

m + . . . + Ck
n · C0

m = Ck
m+n

Äîêàçàòü ôîðìóëó, ðåøèâ ïðèäóìàííóþ çàäà÷ó. [2]

27. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck−1
n−2 + . . . + Ck−1

k−1. [2]

28. Äîêàçàòü ôîðìóëó (C0
n)

2 + (C1
n)

2 + . . . (Cn
n)

2 = Cn
2n. [2]

29. Íàéòè ñóììó ÷èñåë n-îé ñòðîêè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. [1]

30. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå âíóòðåííåå ÷èñëî â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ðàâíî

ñóììå äâóõ ÷èñåë, ñòîÿùèõ íàä íèì. [1]

31. Ôîðìóëèðîâêà è êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû áèíîìà Íüþ-

òîíà. [1]

32. Âûâåñòè ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà ïî èíäóêöèè. [2]

33. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü n øàðîâ ïîm ðàçëè÷íûì ÿùè-

êàì, åñëè (a) øàðû ðàçíûå; (b) øàðû îäèíàêîâûå? [1]

34. Ñêîëüêî ðåøåíèé (a) â íàòóðàëüíûõ; (b) â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñ-

ëàõ èìååò óðàâíåíèå x1 + x2 + . . . + xk = n? [2]

Òåîðèÿ ÷èñåë

35. Äâà îïðåäåëåíèÿ ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ è èõ ðàâíîñèëüíîñòü. [2]

36. Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé (ñ äîêàçàòåëüñòâàìè). [2]

37. Îïðåäåëåíèå ÍÎÄ è ÍÎÊ, íàõîæäåíèå ÷åðåç ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè. Âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå â ñîâîêóïíîñòè. [1]

38. Ñâîéñòâà ÍÎÄ (ñ äîêàçàòåëüñòâàìè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÎÒÀ). Ïðîèçâå-

äåíèå (a,b) è [a,b]. [2]
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39. Çàäà÷à ïðî øîêîëàäêó ñî ñòîðîíàìè a è b. Ïî÷åìó ðàçìåð ñàìîãî ìà-

ëåíüêîãî êóñî÷êà ðàâåí (a,b)? [2]

40. Àëãîðèòì Åâêëèäà, ïîñòðî÷íàÿ çàïèñü è äîêàçàòåëüñòâî. [2]

41. Òåîðåìà î ëèíåéíîì ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ. Íàõîæäåíèå ëèíåéíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ÷åðåç îáðàòíûé õîä â àëãîðèòìå Åâêëèäà. [2]

42. Ðåøåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ëèíåéíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè ÍÎÄ. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé äèîôàíòîâîãî óðàâíåíèÿ. [2]

43. Çàäà÷à îá îñòàâëÿþùèõ ïÿòíà àâòîìîáèëÿõ. [1]

44. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, a è b � öåëûå è ab ...p, òî ëèáî a ...p, ëèáî b ...p.

[1]

45. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè (ñ äîêàçàòåëüñòâîì). [3]

46. Êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. [1]

47. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç òàáëèöó óìíîæåíèÿ îñòàò-

êîâ ïî ìîäóëþ. [2]

48. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç ðàñêðàñêó âåðøèí ïðà-

âèëüíîãî p-óãîëüíèêà. [3]

49. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç Ck
p. [3]

Ðàçíîå

50. Ïðîñòîé ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ. Îöåíêà ïåðèîäà â çàäà÷å î ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èç ïîñëåäíèõ ÷åòûð¼õ öèôð êâàäðàòîâ. [1]

51. Ñîñòàâíîé ïðèíöèï çàöèêëèâàíèÿ. Çàäà÷à î ïðåçèäåíòàõ. Îöåíêà ïåðè-

îäà. [2]

52. Èíâàðèàíò. Çàäà÷à î ñåêòîðàõ. [1]

53. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà. Ïåðåõîä îò

âñåõ ïðåäûäóùèõ ê ñëåäóþùåìó (ïðèìåð). [2]

54. Çàäà÷à î ïðÿìûõ è îêðóæíîñòÿõ, äåëÿùèõ ïëîñêîñòü (äîêàçàòåëüñòâî

ïî èíäóêöèè). [1]

55. Çàäà÷à î íàáîðå èç k ãèðåê (äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè). [2]

56. Íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè. [2]

57. Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ íåðàâåíñòâ. [1]

Ñåðèè íà çà÷¼ò. 27 èþëÿ

Cåðèÿ A íà 3+.

1. Íà äèñêîòåêå ïåðåä ïîñëåäíèì òàíöåì êàæäàÿ äåâî÷êà òàíöåâàëà ðîâíî

ñ äâóìÿ ìàëü÷èêàìè (íàïðèìåð, Àëèíà òàíöåâàëà ñ Ôåäåé è Ë¼øåé). Êàæäûé
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ìàëü÷èê òàíöåâàë ðîâíî ñ äâóìÿ äåâî÷êàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàçäåëèòü

äåòåé íà ïàðû äëÿ ïîñëåäíåãî ìåäëåííîãî òàíöà òàê, ÷òîáû â êàæäîé ïàðå

ìàëü÷èê ñ äåâî÷êîé óæå òàíöåâàëè äî ýòîãî.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà ñòåïåíè òðîéêè âñåãäà ÷¼òíà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äâóõ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà áîëüøå ïîëóñóììû äâóõ

ñòîðîí, ê êîòîðûì ýòè ìåäèàíû ïðîâåäåíû.

4. Êàêîå ÷èñëî ìîæíî ïðèáàâèòü ê ÷èñëó (n2 − 1)1000 · (n2 + 1)1001, ÷òîáû

ðåçóëüòàò äåëèëñÿ íà n?

Cåðèÿ B íà 3+.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà áîëüøå

ïåðèìåòðà.

2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíî ðàâåíñòâî:

12 − 22 + 32 − 42 + . . . − (2n)2 = −n · (2n+ 1).

3. Èìååòñÿ 17 àïåëüñèíîâ, êîòîðûå íàäî ðàçëîæèòü â òðè âàçû òàê, ÷òîáû

â ïåðâîé áûë õîòÿ áû 1 àïåëüñèí, âî âòîðîé � õîòÿ áû 2, â òðåòüåé � õîòÿ áû

3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

4. Åãîð ðàáîòàåò ëåòîì â êàôå. Çà êàæäûé ÷àñ åìó ïëàòÿò 10 ð. è âûñ÷èòû-

âàþò 2 ð. çà êàæäóþ ðàçáèòóþ òàðåëêó. Íà ïðîøåäøåé íåäåëå îí çàðàáîòàë

180 ð. Îïðåäåëèòå, ñêîëüêî ÷àñîâ îí ìîã ðàáîòàòü è ñêîëüêî òàðåëîê ïðè ýòîì

îí ìîã ðàçáèòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí ðàáîòàåò íå áîëåå 3 ÷ â äåíü?

Cåðèÿ C íà 3+.

1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíî ðàâåíñòâî:

13 + 23 + ... + n3 =

(
n · (n+ 1)

2

)2

.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí äèàãîíàëåé âûïóêëîãî ïÿòèóãîëüíèêà ìåíüøå

óäâîåííîãî ïåðèìåòðà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî a, íå äåëÿùåãîñÿ íà ïðîñòîå p, íàéä¼òñÿ òàêîå

öåëîå k, ÷òî ak− 1 äåëèòñÿ íà p.

4. Ñóùåñòâóåò ëè ãðàô íà 10 âåðøèíàõ, ó êîòîðîãî íàéä¼òñÿ äâà îñòîâíûõ

äåðåâà, íå èìåþùèõ îáùèõ ð¼áåð?

Cåðèÿ D íà 3+.

1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíî ðàâåíñòâî:
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1 · 2+ 2 · 5+ 3 · 8+ . . . + n · (3n− 1) = n2 · (n+ 1).

2. Â äàííûé òðåóãîëüíèê ABC âïèøèòå ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèêMNK

ñ äàííîé âûñîòîé h òàê, ÷òîáû åãî îñíîâàíèå MN áûëî ïàðàëëåëüíî AC, à

òî÷êà K ëåæàëà íà AC.

3. Âåðíî ëè ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a, b è c ðàâåíñòâî: (a,b, c) · [a,b, c] =

abc?

4. Äîêàæèòå, ÷òî â ñâÿçíîì ãðàôå ìîæíî âûáðîñèòü îäíó âåðøèíó âìåñòå

ñ âûõîäÿùèìè èç íå¼ ð¼áðàìè òàê, ÷òîáû ñâÿçíîñòü íå íàðóøèëàñü.

Cåðèÿ E íà 3+.

1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 1 âåðíî íåðàâåíñòâî: 2n+1 < 3n.

2. Äàíû äâå òî÷êè A è B. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî îñíîâàíèé ïåð-

ïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè A íà âñåâîçìîæíûå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå

÷åðåç òî÷êó B.

3. Íåêîòîðîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 18, íî íå äåëèòñÿ íè íà 4, íè íà 27. Äîêàæè-

òå, ÷òî ó ýòîãî ÷èñëà äåëèòåëåé, íå äåëÿùèõñÿ íà 6, â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì

äåëèòåëåé, äåëÿùèõñÿ íà 6.

4. Èç ïðîâîëîêè ñäåëàí êàðêàñ êóáèêà. Äâîå èãðàþò â èãðó, äåëàÿ õîäû ïî

î÷åðåäè. Çà õîä ìîæíî ðàçðåçàòü ëþáîå ðåáðî êàðêàñà. Ïðîèãðûâàåò òîò, ïîñëå

÷üåãî õîäà êóáèê ðàçâàëèòñÿ. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Cåðèÿ F íà 3+.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b, c ìåäèàíà m, ïðîâåä¼í-

íàÿ ê ñòîðîíå c, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó m > a+b−c
2

.

2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî äëÿ ôîòîãðàôèðîâàíèÿ ïîñòàâèòü â ðÿä 10

÷åëîâåê â áåëûõ ôóòáîëêàõ è 5 ÷åëîâåê â ÷¼ðíûõ ôóòáîëêàõ, ÷òîáû íèêàêèå

äâà ÷åëîâåêà â ÷¼ðíûõ ôóòáîëêàõ íå ñòîÿëè ðÿäîì?

3. Íàçîâ¼ì ÷èñëî çàáàâíûì, åñëè îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå n · (n + 3) ïðè

êàêîì-òî íàòóðàëüíîì n. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò çàáàâíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ðîâ-

íî

4 äåëèòåëÿ?

4. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 1. Êàæäûì õîäîì ÷èñëî n íà äîñêå ñòèðàåòñÿ,

è âìåñòî íåãî çàïèñûâàåòñÿ èëè 5n, èëè n + 4. Ìîæåò ëè íà äîñêå îêàçàòüñÿ

2014?

Ñåðèÿ A íà 4.

52



1. Ðàññìîòðèì âñå îáûêíîâåííûå äðîáè ñ ÷èñëèòåëåì 1 è ëþáûì íàòóðàëü-

íûì çíàìåíàòåëåì
(
1
2
, 1
3
, 1
4
, . . .

)
. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 2 åäèíèöó ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû n ðàçëè÷íûõ äðîáåé òàêîãî âèäà.

2. Íàéòè ÃÌÒ òî÷åê M íà ïëîñêîñòè, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ

çàäàííûõ ïðÿìûõ ðàâíà çàäàííîìó h.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè 51 öåëîãî ÷èñëà íàéäóòñÿ äâà, êâàäðàòû êîòîðûõ

äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 100.

4. Íàçîâ¼ì ðåáðî íóæíûì, åñëè ïðè åãî óäàëåíèè ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü. Â

ãðàôå G ðîâíî äâà íóæíûõ ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü åù¼ îäíî

ðåáðî â ãðàô G òàê, ÷òîáû íóæíûõ ð¼áåð íå îñòàëîñü.

Ñåðèÿ B íà 4.

1. Áèññåêòðèñû óãëîâ A,B è C âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñå-

êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E, à ëó÷è BC è

AD â òî÷êå F. Äîêàæèòå, ÷òî ó íåâûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà AECF ñóììû

äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû.

2. Ïðèäóìàéòå çàäà÷ó, ìîäåëèðóþùóþ ðàâåíñòâî:

C0
n · Cm

n + C1
n · Cm−1

n−1 + . . . + Cm
n · C0

n−m = 2m · Cm
n

. è äîêàæèòå åãî, ðåøèâ çàäà÷ó äâóìÿ ñïîñîáàìè.

3. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 102014. Äâîå èãðàþò â òàêóþ èãðó: ñâîèì õîäîì

ìîæíî ëèáî ðàçëîæèòü ëþáîå ÷èñëî íà äâà áîëüøèõ åäèíèöû ñîìíîæèòåëÿ

è âûïèñàòü èõ íà äîñêó, ñòåðåâ ñ äîñêè èñõîäíîå, ëèáî íàéòè íà äîñêå äâà

ñîâïàäàþùèõ ÷èñëà è ñòåðåòü ñ äîñêè îäíî èç íèõ èëè îáà. Êòî íå ìîæåò

ñäåëàòü õîä � ïðîèãðûâàåò. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò 100-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå

òîëüêî åäèíèöàìè è äâîéêàìè è äåëÿùååñÿ íà 2100.

Ñåðèÿ C íà 4.

1. Âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD âûáðàíû òî÷êè K è M. Êàæäàÿ èç íèõ

ñîåäèíåíà ñî âñåìè âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè çàêðàøåííîé è çà-

øòðèõîâàííîé ÷àñòåé ðàâíû.
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2. Äëÿ öåëûõ m è n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: (m,n) + [m,n] = m+ n. Äîêà-

æèòå, ÷òî ëèáî m äåëèòñÿ íà n, ëèáî n äåëèòñÿ íà m.

3. Åñòü òðè ïðîãðàììû.

Ïåðâàÿ ïî ôàéëó ñ ÷èñëàìè X è Y ñîçäà¼ò ôàéë ñ ÷èñëàìè X+ 1 è Y + 1.

Âòîðàÿ ïî ôàéëó ñ ÷¼òíûìè ÷èñëàìè X è Y ñîçäà¼ò ôàéë ñ ÷èñëàìè
X

2
è

Y

2
.

Òðåòüÿ ïî äâóì ôàéëàì ñ ÷èñëàìè X, Y è Y, Z ñîçäà¼ò ôàéë ñ ÷èñëàìè X,

Z.

Âñå ñòàðûå ôàéëû ñîõðàíÿþòñÿ. Èñõîäíî åñòü ôàéë ñ ÷èñëàìè 5 è 19. Ìîæíî

ëè ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðîãðàìì ïîëó÷èòü ôàéë ñ ÷èñëàìè 1 è 2014?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî(
1+

1

1000000

)n

> 1000000

.

Ñåðèÿ D íà 4.

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî äëÿ ôîòîãðàôèðîâàíèÿ ïîñòàâèòü â ðÿä 5

øêîëüíèêîâ â áåëûõ ôóòáîëêàõ è 10 øêîëüíèêîâ â ÷¼ðíûõ ôóòáîëêàõ òàê,

÷òîáû íèêàêèå òðè øêîëüíèêà â ÷¼ðíûõ ôóòáîëêàõ íå ñòîÿëè ðÿäîì?

2. Òî÷êà A ëåæèò íà îêðóæíîñòè. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M

òàêèõ, ÷òî îòðåçîê AM äåëèòñÿ ýòîé îêðóæíîñòüþ ïîïîëàì.

3. Â ëàãåðü ïðèåõàëî n øêîëüíèêîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ äðóæàò. Â ïåð-

âûé äåíü Àðòóð Àëåêñàíäðîâè÷ ðàçäàë êàæäîìó èç øêîëüíèêîâ ôóòáîëêó

îäíîãî èç 10 öâåòîâ òàê, ÷òî ëþáûå äâà äðóãà ïîëó÷èëè ôóòáîëêè ðàçíûõ

öâåòîâ. Â ïîñëåäíèé äåíü Ìàðèÿ Àëåêñàíäðîâíà ðàçäàëà êàæäîìó èç øêîëü-

íèêîâ ðó÷êó îäíîãî èç 10 öâåòîâ òàê, ÷òî ëþáûå äâà øêîëüíèêà, êîòîðûå íå

äðóæàò, ïîëó÷èëè ðó÷êè ðàçíûõ öâåòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî çà ñìåíó íèêòî íå ïî-

äðóæèëñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî n 6 100.
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4. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n óäîáíûì, åñëè n2 + 1 äåëèòñÿ íà 1000001.

Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . , 1000000 ÷¼òíîå ÷èñëî óäîáíûõ.

Ñåðèÿ A íà 5-.

1. Òî÷êà C � ñåðåäèíà îòðåçêà AB . Íà ïðîèçâîëüíîì ëó÷å, ïðîâåä¼ííîì èç

òî÷êè C è íå ëåæàùåì íà ïðÿìîé AB , âûáðàíû òðè òî÷êè P , M è Q òàê, ÷òî

PM = MQ . Äîêàæèòå, ÷òî AP + BQ > 2CM.

2. Â êëåòêè òàáëèöû ðàçìåðîì 9×9 ðàññòàâèëè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1

äî 81. Âû÷èñëèëè ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû è ïîëó÷èëè

íàáîð èç äåâÿòè ÷èñåë. Çàòåì âû÷èñëèëè ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë â êàæäîì ñòîëá-

öå òàáëèöû è òàêæå ïîëó÷èëè íàáîð èç äåâÿòè ÷èñåë. Ìîãëè ëè ïîëó÷åííûå

íàáîðû îêàçàòüñÿ îäèíàêîâûìè?

3. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, . . . , 100. Êàæäóþ ìèíóòó äâà ÷èñëà a,b

çàìåíÿþò íà îäíî ÷èñëî ab + a + b. Êàêîå ÷èñëî áóäåò íàïèñàíî íà äîñêå â

ñàìîì êîíöå?

4. Íà øàõìàòíîé äîñêå 8× 8 ðàññòàâëåíî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ñëî-

íîâ òàê, ÷òî íèêàêèå äâà ñëîíà íå óãðîæàþò äðóã äðóãó. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî

âñåõ òàêèõ ðàññòàíîâîê åñòü òî÷íûé êâàäðàò.

Ñåðèÿ B íà 5-.

1. Ñêîëüêî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ íå÷¼òíûõ ÷èñëàõ äî 90 èìååò óðàâíåíèå

a+ b+ c+ d = 100

2. Íàéòè âñå öåëûå ÷èñëà n èm òàêèå, ÷òî n3−1001m = 2013 èm3−1001n =

2015.

3. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè, êîòîðûå íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ âíå ãîðîäîâ. Â êàæäîì ãîðîäå óñòàíîâëåíà òàáëè÷êà, íà êîòîðîé

óêàçàíà ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ìàðøðóòà, âûõîäÿùåãî èç ýòîãî ãîðîäà è ïðî-

õîäÿùåãî ïî âñåì îñòàëüíûì ãîðîäàì ñòðàíû (ìàðøðóò ìîæåò ïðîõîäèòü ïî

íåêîòîðûì ãîðîäàì áîëüøå îäíîãî ðàçà è íå îáÿçàí âîçâðàùàòüñÿ â èñõîäíûé

ãîðîä). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà ÷èñëà íà òàáëè÷êàõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå,

÷åì â ïîëòîðà ðàçà.

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà IA - öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, êàñàþ-

ùåéñÿ ñòîðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî BC < AIA.

Ñåðèÿ C íà 5-.

1. Äàí óãîë è òî÷êà âíóòðè íåãî. Ïðîâåäèòå ÷åðåç ýòó òî÷êó ïðÿìóþ, îòñå-

êàþùóþ îò íåãî òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè.

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå 3x+ 5y+ 3z = 61 â öåëûõ ÷èñëàõ.
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3. 0 < a1 < a2 < ... < an < 1. Äîêàæèòå, ÷òî 1−(1−a1)(1−a2)...(1−an) > an.

4. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå a + b + c + d + e = 100 â ÷¼òíûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ íå ìåíüøå 10?

Íà 5. 27 èþëÿ

1. (5) Êàæäóþ ñòîðîíó âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïðîäëèëè íà å¼

äëèíó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïîëó÷èëñÿ êâàäðàò. Äîêàæèòå, ÷òî ABCD - òîæå

êâàäðàò.

2. (5) Ïóñòü O - öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Íà ñòîðî-

íàõ AB è BC âûáðàíû òî÷êèM è N ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì 2∠MON = ∠AOC.

Äîêàæèòå, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà MBN íå ìåíüøå ñòîðîíû AC.

3. (5+) Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû a òî÷åê è èç êàæäîé òîð÷èò ïî b õâîcòèêîâ.

Èãðàþò äâîå. Çà îäèí õîä èãðîê ñîåäèíÿåò äâà õâîñòèêà ëèíèåé, íå ïåðåñå-

êàþùåé óæå ïðîâåäåííûõ ëèíèé, ñòàâèò íà íåé òî÷êó è âûïóñêàåò èç ýòîé

òî÷êè äâà õâîñòèêà ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ëèíèè. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî

îò äåéñòâèé èãðîêîâ, èãðà çàêîí÷èòñÿ ÷åðåç a+ b− 2 õîäîâ.

4. (5+) Â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå ïðîâåëè 2kn + 1 äèàãîíàëü. Äîêàæèòå,

÷òî ìîæíî âûáðàòü 2k+ 1 äèàãîíàëåé, ñîñòàâëÿþùèõ íåñàìîïåðåñåêàþùóþñÿ

ëîìàíóþ.

5. (5) Äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p, q, r è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûïîëíåíî ðàâåí-

ñòâî pn + qn = rn. Äîêàæèòå, ÷òî pqr ... (p+ q+ r)n.
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