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1. (a) Рассмотрим прямую, проходящую через две целые точки A и B. Докажите,
что существует целая точка P , ближайшая к этой прямой.

(b) Проведем через каждую целую точку плоскости прямую, параллельную AB.
Докажите, что полученные прямые будут проходить через равные промежутки.

(c) Докажите, что множество прямых из предыдущего пункта можно дополнить
до сетки из единичных параллелограммов.

Упр. 1. Докажите, что параллелограммы из предыдущей задачи можно сделать со
сторонами, большими 1000.

2. Докажите, что существует целый треугольник без точек на границе со сторонами,
большими 1000, внутри которого лежит ровно 100 целых точек, воспользовавшись
Упр. 1.

3. Прямая ` проходит через начало координат и точку (3, 5). Через каждый узел
прямоугольника 9×17 провели прямую, параллельную `. Сколько различных прямых
получилось?

Упр. 2. Отрезок соединяет точки с координатами (a, b) и (p, q). При каком условии
на координаты концов на этом отрезке найдется еще хотя бы одна целая точка?

4. На плоскости дан выпуклый пятиугольник с вершинами в целых точках. Дока-
жите, что внутри него или на его границе найдется целая точка, отличная от вершин.

5. Можно ли отметить три целые точки на плоскости так, чтобы получился пра-
вильный треугольник?

6. На клетчатой плоскости нарисован целый выпуклый многоугольник F . Ни од-
на из его сторон не идёт по вертикали или горизонтали. Докажите, что сумма длин
вертикальных отрезков линий сетки, заключённых внутри F , равна сумме длин гори-
зонтальных отрезков линий сетки внутри F .

7. Дан целый выпуклый многоугольник. Внутри него лежит хотя бы n2 + 1 узел.
Докажите, что хотя бы n+ 1 из этих узлов лежат на одной прямой.

8. На клетчатой плоскости отмечены узлы клетчатого прямоугольника 50 × 100
(всего отмечено 51× 101 узлов). Множество параллельных прямых называется удач-
ным, если на каждой из прямых этого множества лежит хотя бы один отмеченный
узел и каждый отмеченный узел лежит на прямой этого множества. Дано удачное
множество из 2399 прямых, параллельных некоторой прямой `. Найдите количество
элементов в множестве удачных прямых, перпендикулярных `.


