E - «ГРАФЫ»
E1. (3-) Океан и 8 озёр связаны между собой реками. Из каждого озера вытекает 3 реки, а впадает 2 реки. Какое наименьшее число рек впадает в океан?
E2. (3-) Как соединить 50 городов наименьшим числом авиалиний так, чтобы из любого города можно было попасть в любой другой, сделав не более двух пересадок?
E3. (3) Можно ли раскрасить ребра кубика в красный и синий цвета так, чтобы между любыми двумя вершинами кубика можно было добраться и только по ребрам красного, и только по ребрам синего цвета?
E4. (3) В некотором связном графе степень каждой вершины не меньше двух. Докажите, что из этого графа можно удалить ребро так, чтобы граф остался связным.
E5. (3) На двух берегах реки Вятка расположены несколько деревень, каждая из которых соединена дорогами ровно с тремя другими деревнями. Деревни Левобережная и Правобережная соединены дорогой, идущей по единственному мосту через Вятку. Может ли на левом берегу Вятки быть ровно 10 деревень?
E6. (3+) По окончании конкурса бальных танцев, в котором участвовали 7 мальчиков и 8 девочек, каждый (каждая) назвал (назвала) количество своих партнерш (партнеров): 3, 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6. Не ошибся ли кто-нибудь из них?
E7. (3+) В дереве есть 4 вершины степени 3, 5 вершин степени 4, а все остальные вершины – висячие. Сколько висячих вершин в этом графе?
E8. (3+) В некотором отряде учатся 77 лмшат. Известно, что каждый мальчик в этом отряде дружит с тремя девочками и пятью мальчиками, а каждая девочка дружит с четырьмя мальчиками и шестью девочками. Кого в этом отряде больше, мальчиков или девочек, и на сколько?
E9. (3+) Докажите, что существует 2n-вершинный граф, в котором две вершины степени 1, две вершины степени 2,…, две вершины степени n.
E10. (4-) 20 гномов жили в 20 домах. Однажды все гномы одновременно переехали. После переезда в каждом из 20 домов по-прежнему стал жить один гном. Докажите, что дома можно покрасить в три цвета так, чтобы у каждого гнома цвет его дома отличался от того, в котором он жил до переезда.
E11. (4-) В полном ориентированном графе есть цикл. Докажите, что тогда в этом графе обязательно есть и цикл длины 3.
E12. (4-) Ребра графа, степени всех вершин которого равны 5, раскрасили в три цвета так, что по ребрам каждого цвета можно от любой вершины дойти до любой другой. Сколько вершин в этом графе?
E13. (4-) В графе степень каждой вершины не превосходит 3. Докажите, что вершины можно раскрасить в 4 цвета так, чтобы никакие две вершины одного цвета не были соединены ребром.
E14. (4) Докажите, что можно выбрать не более половины вершин связного графа так, чтобы каждая из оставшихся вершин была соединена ребром с одной из выбранных.
E15. (4) Имеется дерево на 25 вершинах. Для каждых двух вершин А и В посчитали количество ребер в кратчайшем пути из А и В. Докажите, что сумма этих чисел – четное число.
E16. (4) В дереве степень любой вершины нечетна. Докажите, что не меньше половины вершин этого дерева – висячие.
E17. (4) В стране 100 городов и 199 дорог. Известно, что из каждого города можно добраться в каждый. Докажите, что можно закрыть несколько автодорог, образующих цикл, чтобы по-прежнему из каждого города можно было попасть в каждый.
E18. [bookmark: _GoBack](4+) В ориентированном графе есть цикл. Докажите, что в этом графе найдутся две вершины, у которых равны степени исхода.
E19. (4+) Есть две страны: Обычная и Зазеркалье. У каждого города в Обычной стране есть двойник в Зазеркалье и наоборот. Однако, если в Обычной стране какие-то два города соединены авиалинией, то в Зазеркалье эти города не соединены, а два любых несоединенных в Обычной стране города обязательно соединены авиалинией в Зазеркалье. В Обычной стране Алиса не может добраться из города А в город В, сделав менее двух пересадок. Докажите, что в Зазеркалье Алиса сможет перелететь из любого города в любой другой, сделав не более двух пересадок.
E20. (4+) В связном графе четное число ребер. Петя хочет выкидывать из графа по 2 ребра, выходящих из одной вершины так, чтобы оставшийся граф всегда оставался связным (если не считать вершины нулевой степени). Докажите, что Петя может выкинуть все ребра графа.
E21.  (5-) В стране 1001 город, и любые два города соединены односторонней автомагистралью. Известно, что из каждого города можно выехать ровно в 500 других городов. Во время войны 333 из этих городов были оккупированы, а проезд через эти города закрыт. Докажите, что из любого неоккупированного города можно добраться до любого другого.
E22. (5-) В группе из нескольких человек некоторые люди знакомы друг с другом, а некоторые – нет. Каждый вечер один из них устраивает ужин для всех своих знакомых, на котором знакомит их друг с другом. После того, как каждый человек устроил хотя бы один ужин, оказалось, что какие-то два человека еще не познакомились. Докажите, что на следующем ужине им тоже не удастся познакомиться.
E23. (5-) В графе 2000 вершин. Докажите, что его ребра можно покрасить в 1000 цветов так, чтобы не было замкнутых одноцветных путей.
E24. (5) В графе четное число ребер. Докажите, что его ребра можно ориентировать так, чтобы степень исхода каждой вершины была четной.
E25. (5) Известно, что в некоторой компании из 2n человек нельзя выбрать троих так, чтобы они были попарно знакомы между собой. Докажите, что в этой компании можно выбрать пару знакомых не более, чем n2 способами.
E26. (5) В стране некоторые пары городов соединены дорогами с односторонним движением, причем можно выехать из любого города, а затем в него вернуться. Докажите, что президент сможет разбить страну на регионы, содержащие больше одного города, так, чтобы внутри региона от любого города можно было добраться до любого другого. (В стране может быть только один регион.)
E27. (5+) В ориентированном графе на 2017 вершинах из каждой вершины можно выйти только по одному ребру. При каком наименьшем k можно наверняка раскрасить вершины в k цветов так, что минимальный путь между любыми двумя вершинами одного цвета будет содержать не меньше 10 ребер?

